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Résumé. Dans ce papier, nous considérons une famille analytique d’applications holo-
morphes f: M x X — X et la suite f™ des itérées de f. Si la suite n’est pas compactement
divergente, il existe une unique rétraction p(m,.) adhérente a la suite f™(m,.). Si X est un
domaine strictement convexe taut de C" et si I'image A(p(m,.)) de p(m,.) est de dimension
> 1, nous montrons que A(p(m,.)) ne dépend pas de m € M. Nous appliquons ce résultat a
I'existence de points fixes d’applications holomorphes sur le produit de deux domaines bornés
strictement convexes.

Abstract. In this paper, we consider an analytic family of holomorphic mappings f :
M x X — X and the sequence f" of iterates of f. If the sequence is not compactly
divergent, there exists an unique retraction p(m,.) adherent to the sequence f™(m,.). If X
is a strictly convex taut domain in C" and if the image A(p(m,.)) of p(m,.) is of dimension
> 1, we prove that A(p(m,.)) does not depend from m € M. We apply this result to the
existence of fixed points of holomorphic mappings on the product of two bounded strictly
convex domains.
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Mots clés : itérations d’applications holomorphes, rétractions holomorphes, points fixes
sur un produit.



1. Introduction

Dans un certain nombre d’articles (voir H. Cartan [5], E. Bedford [4], M. Abate [1, 2
et 3], J.-P. Vigué [14]), on a considéré une variété analytique complexe X, une application
holomorphe f: X — X et la suite des itérées f™ = fo...of (n fois) de f. Par exemple, si X
est taut (au sens de H. Wu [15]), M. Abate [2] montre que, s’il existe zy € X tel que la suite
f™(20) soit contenue dans un compact K de X, alors la suite f™ n’est pas compactement
divergente et n’admet pas de sous-suite compactement divergente. Sous cette hypothese, on
peut alors montrer qu’il existe une rétraction holomorphe unique p : X — X adhérente a
la suite f™. Son image A(f) est, d’apres [6], une sous-variété analytique complexe fermée de
X, appelée la variété-limite de f, et f|a(s) est un automorphisme analytique de A(f). Dans
le cas ou X est un domaine convexe borné, ceci permet de montrer que, si la suite f™ n’est
pas compactement divergente, ’ensemble Fix f des points fixes de f n’est pas vide.

Dans la premiere partie de ce travail, nous allons étudier le cas d’une application analy-
tique
fMxX—X

définie sur le produit M x X de deux variétés analytiques complexes M et X a valeurs
dans X. On définit alors par récurrence la suite des itérées f™(m,2) en posant f0(m,z) =

2, [ (m, 2) = f(m, f"~1(m, 2)).

Dans le cas ot X est une variété complexe taut, on montre alors (voir [3] ou [14]) que, s’il
existe mg € M tel que la suite des itérées de f(my,.) ne soit pas compactement divergente,
il en est de méme pour tout m € M, et les variétés-limites A(f(m,.)) sont deux & deux
isomorphes. On peut alors se demander si la variété-limite A(f(m,.)) dépend réellement de
m € M. En général, la réponse est positive, comme ’a remarqué M. Abate [3]. Cependant,
si on suppose que X est un domaine borné strictement convexe de C" (ou plus généralement,
un domaine borné & frontiere simple), un phénomeéne nouveau et curieux se présente : si
la dimension de la variété-limite A(f(m,.)) est supérieure ou égale a 1, alors A(f(m,.)) est
indépendant de m € M. En revanche, dans le cas de la dimension 0, A(f(m,.)) peut dépendre
effectivement de m € M. La différence provient sans doute du fait que, si la dimension de
A(f(m,.)) est nulle, alors A(f(m,.)) est compacte et toutes les fonctions holomorphes bornées
sur A(f(m,.)) sont constantes. Dans cet article, nous allons d’abord montrer le théoréeme
suivant.

Théoréme 1.1. Supposons que X soit un domaine borné de C", a frontiére simple.
Soit M une variété complexe connexe et soit f: M x X — X une application holomorphe.
Supposons que, pour un certain mg € M, la suite des itérées f™(myg,.) ne soit pas compacte-
ment divergente. Alors, si la variété-limite A(f(mo,.)) est de dimension > 1, la variété-limite
A(f(m,.)) ne dépend pas de m € M et f(m,.)|r(f(m,.)) est un automorphisme analytique de
A(f(m,.)) indépendant de m.

Cependant, comme nous le montrerons sur un exemple, la rétraction holomorphe p(m, .)
de X sur A(f(m,.)) dépend en général de m € M.

Ensuite, nous allons appliquer ce résultat aux points fixes d’applications holomorphes
définis sur un produit X = Xy x X5 de deux domaines convexes bornés. Si f = (f1, f2) : X1 X
X9 — X7 x X5 est une application holomorphe, on peut se demander si I'existence de points
fixes pour chacune des applications partielles fi(.,z22) et fa(z1,.) entraine que f = (f1, f2)
admet des points fixes. C’est inexact en général, comme 1’a constaté M. Hervé [8] (voir aussi
J.-P. Vigué [14]). Cependant, nous allons montrer ici le théoréme suivant.
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Théoréme 1.2. Soient X1 et Xo deux domaines bornés convexes de C" et C™ respec-
tivement et soit f : X1 X Xo — X1 X Xo une application holomorphe. Supposons de plus que
les points de la frontiere 0X, de Xy et 0Xo de X5 soient des points complexe-extrémauz de
X et de X5. Supposons que f1*(., z2) et que f(z1,.) ne soient pas compactement divergentes.
Alors, si Uune des deux variétés-limites A(f1(., z2)) ou A(fa(z1,.)) est de dimension > 1, f™
n’est pas compactement divergente et f admet au moins un point fixe dans X = X1 X Xs.

Nous allons maintenant donner quelques définitions et rappels.
[Les auteurs remercient le referee de ses intéressantes remarques].
2. Définitions, rappels et premiers résultats

Soient X et Y deux variétés analytiques complexes. Comme d’habitude, 1’ensemble
H(X,Y) des applications holomorphes de X dans Y est muni de la topologie compacte-
ouverte. Soit ( fn)neN une suite d’applications holomorphes de X dans Y. On dit que la
suite f,, est compactement divergente si, pour tout compact K C X et tout compact L C Y,
il existe ng € N tel que, pour tout n > ng, f,(K)NL = (.

Soit A le disque-unité ouvert dans C.

Définition 2.1. On dit qu'une variété analytique complexe X est taut (au sens de H. Wu
[15]) si, pour toute suite (fy), N d’applications holomorphes de A dans X, on peut extraire
de la suite f,, une sous-suite convergente dans H(A, X) ou une sous-suite compactement
divergente.

D’apres des résultats classiques, si X est taut, le méme résultat reste vrai pour I’ensemble
H(Y, X) des applications holomorphes d’une variété connexe Y dans X.

Pour une variété complexe X, M. Abate [2] a montré le théoréme suivant.

Théoreme 2.2. Soit X une variété complere connexe taut de dimension finie. Soit
f: X — X une application holomorphe. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) la suite des itérées (f"), N de f n’est pas compactement divergente ;

(ii) la suite des itérées (f"), N de f n'a pas de sous-suite compactement divergente ;

(iii) pour tout = € X, |, N{f" (%)} est relativement compact dans X ;

(iv) il existe v € X, tel que U, .N{f" (%)} soit relativement compact dans X .

Si on suppose de plus que X est un domaine borné convexe de C", ces conditions sont
ausst équivalentes a la condition suivante :

(v) f admet au moins un point fize dans X .

Nous aurons également besoin de la forme suivante du principe du maximum.

Soit X une variété analytique complexe connexe et soit H°°(X) 'espace vectoriel des
fonctions holomorphes complexes bornées sur X. On considere alors le spectre S.(H*°(X))
muni de la topologie de Guel’fand (c’est-a-dire, la toplogie induite par la topologie *-faible
sur le dual H*°(X)"). Soit

i: X — S(H*(X))

définie par i(z) = z, ou (f) = f(z). Soit M l'adhérence de i(X) dans S.(H*°(X)). Bien
str, M qui est fermé dans S.(H*(X)) est compact, et soit M’ = M\i(X). Pour tout
f € H*(X), on définit son prolongement f & M en posant f(m) = m(f), et Papplication
m —s f(m) est continue.

Montrons maintenant le théoréme suivant.



Théoreme 2.3. Soit X wune variété analytique complexe conneze telle que M =
M\i(X) soit non vide. Pour tout f € H®(X), pour tout © € X, on a : |f(z)| < ||fllm, et
s’il existe x € X tel que |f(x)| = || fl|mr, alors f est constante.

Démonstration. 1l est clair que, pour tout 2 € X, | ()| < ||f|la¢, et 871l existe z € X tel
que |f(2)] = ||f|la, le principe du maximum montre alors que f est constante au voisinage
de z, et par suite constante. Si f est non constante, on a, pour tout z € X, |f(z)] < |||l m,
et comme | f | atteint son maximum en un point de M, ce point appartient & M’ et on a :
I Fllae = || fllaer. Ceci entraine que, pour tout z € X, |f(z)| < ||f|lre. Le reste s’en déduit
facilement.

Remarquons que, pour que M’ = M\i(X) soit non vide, il faut et il suffit que H>(X)
contienne des fonctions holomorphes non constantes. En effet, si H>°(X) = C, ceci entraine
que M est réduit a un point, il est donc égal a i(X) et M’ est vide. Réciproquement, si f
est une fonction holomorphe bornée non constante, alors f qui est continue sur M compact
atteint son maximum en un point x de M. Comme f est non constante, le principe du
maximum montre que ce point n’appartient pas a i(X) et le résultat est démontré.

Remarquons d’autre part que, si X est un domaine borné de C" (n > 1), il existe sur
X des fonctions holomorphes bornées non constantes, et nous pouvons appliquer le théoreme
précédent.

Nous utiliserons aussi le lemme suivant.

Lemme 2.4. Soit X une variété analytique complexe connexe telle que M’ soit non
vide. Soient f et g deux fonctions holomorphes bornées sur X, et on suppose que, pour tout
ultrafiltre U sur X, sans point adhérent sur X, limy f = limyg. Alors, f=g.

Démonstration. La fonction (f — g) vérifie, pour tout ultrafiltre & sur X, sans point
adhérent sur X, limy(f — g) = 0. D’autre part, pour tout point m € M’, on peut trouver un
ultrafiltre & sur X convergeant vers m. On en déduit que (f — §)(m) = 0. Le théoréme 2.3
montre que f — g = 0, et le lemme est démontré.

3. Applications dépendant holomorphiquement d’un parametre

Rappelons qu’une variété analytique complexe X est dite hyperbolique si la pseudo-
distance de Kobayashi kx est une distance sur X et que, si X est taut, X est hyperbolique.
Dans [14], J.-P. Vigué a commencé 'étude des applications f : M x X — X dépendant
holomorphiquement d’'un parametre complexe et a montré le théoreme suivant.

Théoreme 3.1. Soit M wune variété analytique complexe connexe, soit X une variété
taut, et soit f : M x X — X wune application holomorphe. Pour tout m € M, on définit la
suite d’applications holomorphes f™ par

fo(mv Z) =z, fn(m,z) = f(mv fn_l(mvz))'

On suppose qu’il existe un point mg € M tel que la suite f™(myg,.) ne soit pas compactement
divergente. Alors, pour tout m € M, la suite f™(m,.) n'est pas compactement divergente. De
plus, il existe une application holomorphe

prMxX— X

telle que, pour tout m € M, p(m,.) soit une rétraction holomorphe de X sur la variété-limite
A(f(m,.)) et soit adhérent a la suite f™(m,.). De plus, pour tout m € M, la restriction de
p(mg,.) a A(f(m,.)) est un isomorphisme analytique de A(f(m,.)) sur A(f(myg,.)).
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Idée de la démonstration. La construction de p se fait de la facon suivante : on considere
f™, puis une suite extraite f™ qui converge uniformément sur tout compact vers F' : M X
X — X. Ensuite, on montre, quitte a extraire encore des sous-suites, que f"i+1~™i converge
vers I’application holomorphe p cherchée. Il est clair que, pour tout m € M, p(m,.) est une
rétraction holomorphe sur A(f(m,.)). Ceci suffit déja & montrer que toutes les variétés-limites
ont la méme dimension. En effet, la dimension de la variété-limite est égale, par exemple, a la
trace t(m, z) de 'application linéaire 0p/0z(m, z) en un point z de la variété-limite. Comme
cette trace dépend analytiquement de m et z, ceci montre que cette dimension est localement
constante et donc constante puisque M est connexe.

Soit mg € M et considérons ’application

G : M x A(f(mo,.)) — A(f(mo,.))

définie par
G(m7 :E) = p(m07 p(m, *T))

Il est clair que G est bien une application holomorphe de M x A(f(my,.)) dans A(f(my,.)).
Par construction, pour tout = € A(f(mo,.)),

G(mo, ) = p(mo, p(mo, x)) = p(mo, ) = =.

D’apres T. Franzoni et E. Vesentini [7] (voir aussi J.-P. Vigué [13]), toute famille holomorphe
d’automorphismes analytiques d’une variété hyperbolique est une famille constante. Par
suite, pour tout m € M, pour tout x € A(f(myg,.)), G(m,x) = x. Ceci montre que p(m,.)
est un isomorphisme analytique de A(f(my,.)) sur son image dans A(f(m,.)). De méme,
p(myg,.) est une application surjective de A(f(m,.)) sur A(f(mo,.)). Il suffit d’échanger les
roles de m et mg pour montrer que p(myg,.) est un isomorphisme analytique de A(f(m,.))
sur A(f(my,.)), 'isomorphisme réciproque étant donné par p(m,.).

Soit maintenant X un domaine borné de C". On dit que X est & frontiere simple si,
pour toute application holomorphe ¢ du disque-unité A dans X telle que I'image ¢(A) de A
rencontre la frontiere 0X de X est constante. [Si X est a frontiere simple, le méme résultat
est vrai pour les applications holomorphes de n’'importe quelle variété connexe a valeurs dans
X]. Comme exemples de domaines bornés & frontiere simple, on peut citer :

- les domaines bornés strictement pseudoconvexes ;

- les domaines bornés tels que tout point de la frontiere admette une fonction pic locale ;

- les domaines bornés convexes tels que les points de la frontiere soient des points
complexes-extrémaux de X (voir [11] ou [8]).

Théoréme 3.2. Soit X un domaine borné de C" a frontiére simple. Soit M une variété
complexe connexe et soit f : M x X — X une application holomorphe telle que la suite des
itérées ne soit pas compactement divergente. Si la dimension de la variété-limite A(f(m,.))
est supérieure ou égale a 1, alors A(f(m,.)) ne dépend pas de m € M, et f(m,.)|acf(m,.)) est
un automorphisme analytique de A(f(m,.)) indépendant de m.

Démonstration. Supposons que la dimension de la variété-limite est > 1, soit mg € M
et considérons f|prxA(f(mo,.))- L’application

M x A(f(mo,.)) — C"

définie par (m, z) — f(m,z) est holomorphe et bornée. Comme X est un domaine borné,
lensemble H(M, X) des applications holomorphes de M dans X est relativement compact
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dans H(M,C"). Soit U un ultrafiltre sur A(f(mo,.)), sans point adhérent sur X, et soit ¢y =
limy f(., z). Alors ¢y est une application holomorphe de M dans X. Comme f(mq,.) est un
automorphisme analytique de A(f(mo,.)), il est clair que f|a(f(m,,)) est propre, et comme
A(f(mo,.)) est une sous-variété complexe fermée de X, ¢y (mo) appartient a la frontiere 90X
de X. On déduit du fait que X est a frontiere simple que ¢y (m) = @u(mg). D’apres le
lemme 2.4, pour tout m € M, pour tout z € A(f(mo,.)), f(m,z) est indépendant de m.
Par suite, la variété-limite A(f(m,.)) contient A(f(mo,.)), mais comme p(mq,.)|A(f(m,.)) est
un isomorphisme analytique de A(f(m,.)) sur A(f(mo,.)), égal a l'identité sur A(f(my,.)),
ceci prouve que les deux variétés-limites sont égales. Alors, f(m,.) est un automorphisme
analytique de la variété-limite A(f(m,.)). D’apres T. Franzoni et E. Vesentini [7], f(m,.) ne
dépend pas de m, et le théoreme est démontré.

Bien stir, le résultat devient faux si on ne suppose pas que A(f(m,.)) est de dimension
au moins 1. Ainsi, si on considere une application holomorphe ¢ : M — X non constante,
Iapplication f : M x X — X définie par

f(m, z) = p(m)

est telle que, pour tout m € M, f(m,.) est une rétraction holomorphe sur une sous-variété
de dimension 0, et cette variété dépend effectivement de m. D’autre part, il faut remarquer
que, méme si 'image de p(m,.) ne dépend pas de m, la rétraction holomorphe p(m,.) peut
dépendre de m € M. Par exemple, si

B = {(21,2) € C||z1* + |2o|* < 1}

est la boule-unité de C? pour la norme hermitienne, et si M est lensemble des nombres
complexes de module < 1/2, le lecteur vérifiera que 'application p : M x B — B définie par

p(m, z1,22) = (21 + ng, 0)

est bien une rétraction holomorphe de B sur une sous-variété de dimension 1, et elle dépend
effectivement de m.

Enfin, si X n’est pas a frontiere simple, le résultat est faux (voir aussi [3]) : soit X le
bidisque A x A et soit M = A. L’application p: A x X — X définie par

p(m7 21, 22) = (Zh m)

est bien une rétraction holomorphe sur A x {m}, son image est de dimension 1 et elle dépend
effectivement du parametre m.

4. Points fixes d’applications holomorphes sur un produit de deux domaines
bornés

Soit M une variété complexe connexe, soit X une variété complexe et soit f: M x X —
X une application holomorphe. On déduit facilement des résultats précédents la proposition
suivante.

Proposition 4.1. Supposons que X est taut et qu’il existe mg € M tel que Fix f(my,.)
soit non vide, alors il en est de méme pour tout m € M, et les variétés Fix f(m,.) sont deux
a deuzx isomorphes.

Si on suppose de plus que X est un domaine borné de C"a frontiére simple et que la
dimension de la variété-limite A(f(m,.)) est supérieure ou égale 4 1, alors l’ensemble Fix
f(m,.) qui est contenu dans A(f(m,.)) est indépendant de m € M.
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Nous allons maintenant appliquer les résultats précédents aux applications holomorphes
sur un produit de deux tels domaines. Soient donc X; et X5 deux domaines bornés de C"
et C™ respectivement, et soit X = Xy x Xo. Soit f = (f1, f2) : X1 X Xo — X3 X X5 une
application holomorphe. Supposons que, pour tout z; € Xi, fa(21,.) admette au moins un
point fixe dans X» et que, de méme, pour tout zo € X, f1(., 22) admette au moins un point
fixe dans X. Le probleme que nous allons étudier est celui de I'existence de points fixes pour
f. Comme I’a remarqué M. Hervé [8] dans le cas du bidisque, f peut ne pas avoir de point
fixe. Ainsi, si

f(21,22) = (p1(22), p2(21)),

il est clair que fa(z1,.) et fi(., 22) ont des points fixes. Cependant, f a des points fixes si et
seulement si la suite des itérées de 1099 n’est pas compactement divergente, et, dans le cas
du bidisque, il est tres facile de construire des contre-exemples (par exemple, on peut prendre

01(22) = 22, 02(21) = (21 +a) /(1 + az1), avec a # 0).

Il faut remarquer que, dans le cas que nous venons d’étudier, les deux variétés-limites
A(f2(z1,.)) et A(f1(., 22)) sont toutes deux de dimension 0. Comme nous allons le voir, ¢’est,
dans un certain sens, le seul cas dans lequel ceci peut se produire.

Nous dirons qu'un domaine borné taut X de C" vérifie la condition (H) si, pour toute
application holomorphe f : X — X, la suite des itérées n’est pas compactement divergente
si et seulement si f a un point fixe. Cette condition (H) est vérifiée si X est un domaine
convexe borné de C". [Rappelons [12] que, dans ce cas, I'ensemble Fix f des points fixes de
f est connexe|. D’apres X. Huang [9], la propriété (H) est également vraie pour un domaine
topologiquement contractible strictement pseudoconvexe 3 frontiere de classe C2.

Nous allons montrer que, pour le produit de deux domaines bornés a frontiere simple
vérifiant la condition (H), f a toujours des points fixes si fa(21,.) et fi(.,22) en ont et, si, au
moins une des variétés-limites est de dimension supérieure ou égale a 1.

Théoreme 4.2. Soit X = X, x X5 le produit de deux domaines bornés Xq et X9 a
frontiére simple vérifiant la condition (H). Soit f = (f1, f2) : X1 X X2 — X1 X Xo une
application holomorphe. Supposons que fa(z1,.) et fi(.,22) admettent des variétés-limites
A(fa(z1,.)) et A(f1(.,22)) (ce qui est équivalent a supposer que fo(z1,.) et fi(.,22) ont au
moins un point fize), et que l'une au moins de ces variétés-limites soit de dimension supérieure
ou éqgale a 1. Alors, la suite des itérées f™ de f n’est pas compactement divergente. Par suite,
I’ensemble Fix f des points fizes de f n’est pas vide.

Démonstration. Supposons par exemple que la variété-limite A(f1(., z2)) soit de dimen-
sion au moins 1. Alors, d’apres le théoreme 3.2, la variété-limite A(f1(.,22)) ne dépend pas
de 2o € Xa, et f1(., 22)|A(fi(.,2»)) €St une application holomorphe qui ne dépend pas de zs.
D’apres ’hypothese, elle admet au moins un point fixe z0. On a donc

f1(2Y, 25) = 2%, pour tout 2o € X».

11 suffit alors de considérer 'application f»(2Y,.). Cette application admet au moins un point
fixe 29, et on a f(29,29) = (29,2)). Ceci montre que f admet un point fixe. Le reste du

théoréme s’en déduit facilement.

Dans le cas ol les deux variétés-limites sont de dimensions supérieures ou égales a 1, on
vérifie sans peine que
Fix f = Fix fi(., 22) x Fix fa(z1,.).

Dans le cas ou une de ces deux variétés est de dimension 0 (supposons par exemple que ce
soit A(f2(z1,.))), alors il existe une application holomorphe 6 : X; — X» telle que, pour
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tout 21 € X1, 6(21) soit 'unique point fixe de fa(z1,.). On montre alors que Fix f apparait
comme un graphe :

Fix f = {(z122) € X1 x X321 € Fix f1(.,a), 22 = 0(21)}.
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