Revétements et isométries pour la

métrique infinitésimale de Kobayashi

Jean-Pierre VIGUE

Abstract. In this paper, I prove that, under some hypothesis on the domains, if a
holomorphic mapping f : Dy — D5 is an isometry for the Kobayashi infinitesimal metric
at a point, it is a covering map. In the case Dy = Ds, I prove, in certain cases, that f is
an analytic isomorphism.
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1. Introduction

Ces dernieres années, un certain nombre d’auteurs (I. Graham [4], L. Belkhchicha [1],
J.-P. Vigué [11 et 12]) ont essayé de caractériser les isomorphismes analytiques entre do-
maines bornés a I’aide des métriques invariantes. Citons en particulier les deux théoremes
suivants.

Théoréme 1.1 (J.-P. Vigué [11]). Soient Dy et Do deux domaines bornés de C",
et supposons que Dy soit convexe. Soit a € Dy, et soit f : Dy —> Do une application
holomorphe telle que, pour tout v € C",

Ep, (f(a)= f/(a)'v) = Ep, (au U),

(ot Ep désigne la métrique infinitésimale de Carathéodory sur D). Alors f est un iso-
morphisme analytique de Dy sur Ds.

De maniere duale, si D, est convexe, il faut utiliser la métrique infinitésimale de
Kobayashi, et on a le résultat suivant.

Théoreme 1.2 (I. Graham [4]). Soit M une variété compleze taut (au sens de H. Wu
[13]) de dimension n, soit D un domaine strictement convexe borné de C". Soit a € M et
soit f: M — D une application holomorphe telle que, pour tout v € To(M),

Fp(f(a), Tf(a)w)= Fy(a,v).

Alors f est un isomorphisme analytique de M sur D.

Les démonstrations utilisent un résultat d & L. Lempert [8] et H. Royden et P. Wong
[9] (voir aussi M. Jarnicki et P. Pflug [6]) sur I'égalité des métriques infinitésimales de
Carathéodory et de Kobayashi sur un domaine convexe borné de C". On ne peut donc
pas espérer démontrer un résultat semblable lorsque I'un des deux domaines n’est pas
supposé convexe. D’autre part, on sait aussi (voir par exemple S. Kobayashi [7]) que, si
7w : D1 — D5 est une application holomorphe et un revétement, alors 7 est une isométrie
pour la métrique infinitésimale de Kobayashi en tout point, c¢’est-a-dire, que, pour tout
point z € Dy, pour tout v € C",

FD2 (f(Z), f’(z)'v) = FD1 (Z,U) .

Comme nous allons le voir maintenant, la métrique infinitésimale de Kobayashi ca-
ractérise, du moins dans certains cas, les revetements. Plus précisément, nous montrerons
le théoreme suivant.

Théoreme 1.3. Soit My une variété complexe connere taut de dimension n, soit
M5 une variété complexe connexe de méme dimension n dont le revétement universel est
analytiquement isomorphe a un domaine borné strictement convexe de C". Soit a € My et
soit f : My — My une application holomorphe telle que, pour tout v € To(M),

Far, (f(a), Tf(a)v) = Far, (a,v).
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Alors f est un revétement de My sur Ms.

Nous montrerons également que 'on peut remplacer I’hypothése que le revétement
universel de M est isomorphe a un domaine borné strictement convexe par I’hypothese
que les revétements universels de M et M sont tous les deux isomorphes a des domaines
bornés convexes.

Nous montrerons ensuite que ces résultats permettent de montrer pour des applica-
tions holomorphes de D dans D, ce que j’appelerai un lemme de Scharz-Pick. Par exemple,
nous montrerons le théoreme suivant :

Théoreme 1.4. Soit D un domaine borné de C. Supposons qu’il existe une constante
§ > 0 telle que, pour tout lacet v dans D, de classe C' par morceauz non homotope d un
lacet constant, la longueur de -~y soit supérieure a 6. Soit a € D et soit f : D — D une
application holomorphe telle que, pour tout v € C, on ait :

Fp(f(a),Tf(a).v) = Fp(a,v).

Alors [ est un automorphisme analytique de D.

Nous montrerons de méme un résultat valable pour certains domaines bornés de C"
en utilisant la longueur des lacets pour la métrique infinitésimale de Kobayashi.

Enfin, nous terminerons ce travail par un certain nombre de questions et d’exemples.
2. Rappels et premieres propriétés
La métrique infinitésimale de Carathéodory Ep sur une variété complexe D est définie
(voir [3, 6 et 7]) par
Ep(w,v) = sup jep(p,a)lTf(2)v] (z € D,veT,D).

La métrique infinitésimale de Kobayashi Fp est définie de maniere duale:
Fp(xz,v) = inf {|)\|‘E|cp € H(A, D) tel que ¢(0) = z et A¢'(0) = v}.

D’autre part, si a est une métrique infinitésimale sur D et si 7y : [a,b] — D est un chemin
de classe C! par morceaux, on définit la longueur de v (pour la métrique infinitésimale )
par la formule :

b
La(y) = [ a0/ (®)i.
a
En particulier, si on considere C" muni de la norme hermitienne canonique ||.|| et si on
prend a(z,v) = ||v||, on notera L(v) la longueur ainsi obtenue.

La longueur L, () étant ainsi définie, on peut alors définir une distance intégrée d,
sur D de la facon suivante : la distance d, de deux points = et y de D est la borne
inférieure des longueurs des chemins de classe C! par morceaux d’origine z et d’extrémité
y. En particulier, quand on prend pour « la métrique infinitésimale de Kobayashi Fp,
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nous noterons Ly(y) la longueur d’un chemin v et on sait que la distance associée ainsi
obtenue est égale a la distance de Kobayashi kp. Nous renvoyons le lecteur intéressé par
ces questions a [3, 6 et 7].

3. Démonstration du premier théoréme
Nous allons montrer le théoréme suivant.

Théoreme 3.1. Soit My une variété complexe connere taut de dimension n, soit
M5 une variété complere connexe de méme dimension n dont le revétement universel est
analytiquement isomorphe a un domaine borné strictement conveze de C". Soit a € My et
soit f : My — My une application holomorphe telle que, pour tout v € T,(M),

P, (f(a), Tf(a).v) = Fu, (a,v).
Alors f est un revétement de My sur Ms.

Démonstration. Soit mq : Ml — M le revétement universel de M;. L’application
1 étant un homéomorphisme local, M; est naturellement muni d’une structure de variété
analytique complexe qui rend 71 analytique. De méme, soit my : My — M le revétement
universel de M,. L’application holomorphe form; : My — M, d’un espace simplement
connexe M; a valeurs dans Ms se releve en une application continue F' : M; — Mo.
D’autre part, mpoF est égal a fomr; qui est une application holomorphe. Par la définition
meéme de la structure de variété analytique complexe sur Ms, ceci prouve que F' est holo-
morphe.

D’apres S. Kobayashi [7], on sait que m; et 7o sont des isométries pour la métrique
infinitésimale de Kobayashi. Soit b € M, un point tel que 71(b) = a. Alors, on a, pour
tout v € T; th

FJ\N42 (F(b), TF(b).v) = FJ\711 (b,v).
Comme Mz est analytiquement isomorphe a un domaine borné strictement convexe et que
M, revétement universel de My, est taut, on déduit du théoréeme de I. Graham [4] que
F' est un isomorphisme analytique de Ml sur Mz. Si on considere maintenant un ouvert
U de M, tel que 7, '(U) soit réunion de feuilles U; tel que 7|y, : U; — U soit un
homéomorphisme, il est clair que f~1(U) est réunion d’ouverts V; tels que flv, : V; — U
soit un homéomorphisme. Ainsi, f est bien un revétement.

On peut aussi montrer le théoréeme suivant.

Théoreme 3.2. Soient My et Ms deux variétés compleres connexes de la méme
dimension n, dont les revétements universels sont analytiquement isomorphes a des do-
maines bornés converes de C". Soit a € My et soit f : My — My une application
holomorphe telle que, pour tout v € Ty (M),

Far, (£(a), Tf(a)v) = Fu, (a,0).

Alors f est un revétement de My sur Ms.



Démonstration. Comme dans la démonstration du théoréme précédent, on considere
les revétements universels 7y : My — My et mgy : My — My de My et Ms. L’application
f se releve en une application holomorphe F': My — M,. Il nous faut alors montrer que
F est un isomorphisme analytique de M7 sur Ms. Sib € M; est un point tel que m1(b) = a,

alors on a, pour tout v € Tbﬁl,

Fo (F(b).TF(b).0) = Fg (b.v).

Comme Ml et Mg sont analytiquement isomorphes & des domaines bornés convexes, on
sait d’apres L. Lempert [8] et H. Royden et P. Wong [9] (voir aussi M. Jarnicki et P. Pflug

[6]) que les métriques infintésimales de Carathéodory et de Kobayasi coincident sur M; et

Ms. On a donc, pour tout v € Tbﬁl,

By (F(b), TF(b).v) = By (

b, v).
On peut donc appliquer le théoreme 1.1 et F' est bien un isomorphisme analytique de Ml
sur Ms. Le reste de la démonstration est inchangé.

On peut alors se demander si on peut obtenir des généralisations du lemme de Schwarz-
Pick ; plus précisement, on considere une application f d’une variété complexe M dans
elle-méme et on suppose qu’il existe un point a € M tel que, pour tout v € T,(M), on ait

Fy(f(a), Tf(a).v) = Fy(a,v).

Si on suppose vérifiées les hypotheses du théoreme 3.1 ou 3.2, f est une application de
revetement de M sur M et on peut se demander pour quelles variétés cette hypothese
entraine que f est un automorphisme analytique de M. C’est ce que nous allons faire dans
les deux paragraphes suivants, d’abord en dimension 1, ensuite en dimension supérieure.

4. Le cas de la dimension 1

Nous allons considérer le cas ou D est un domaine borné de C. On sait alors que
son revétement universel est isomorphe au disque-unité A qui est strictement convexe. On
peut donc appliquer les résultats précédents et nous allons montrer le théoreme suivant.

Théoréme 4.1. Soit D un domaine borné de C. Soit § = inf L(y) , ot vy est un lacet
de D non homotope comme lacet a un lacet constant. Supposons que § soit strictement
positif. Soit a € D, et soit f: D — D une application holomorphe telle que, pour tout
v € Ty(D), on ait :

Fp(f(a), f'(a).v) = Fp(a,v).

Alors f est un automorphisme analytique de D.

Démonstration. D’apres le théoreme 3.1, f est un revétement de D sur D. On en
déduit que, pour tout n > 0, l'itérée (= fo...of n fois) est aussi un revétement de D sur
D. L’application f™ induit une application 1 (f™) entre les groupes d’homotopie (D, b)
et m1(D, f(b)), et d’apres les théorémes classiques sur les revétements, 71(f™) est injective
(voir par exemple M. Greenberg [5] ou E. Spanier [10]).
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Ainsi, si 7y : [u,v] — D est un lacet de classe C! par morceaux non homotope a un
lacet constant, il en est de méme de f™o7y. Par suite, la longueur L(f™ov) est toujours
supérieure ou égale a 6 > 0. Comme f™ est une suite bornée, on peut d’apres le théoreme
de Montel en extraire une suite f™ convergeant uniformément sur tout compact de D vers

g. On a alors ) )
[ |urenwla= [

Il est clair que (f™*)'(z) — ¢'(z) uniformément sur 'image de  qui est compacte. On

en déduit que
7TOM#=/

lim /

Ceci entraine que g'(z) n’est pas identiquement nul. Ainsi g n’est pas dégénérée au sens
de H Cartan [2], et le théoreme 4 de [2] montre que f (et g) sont des automorphismes
analytiques de D. Le théoreme est démontré.

(") (1)

yaﬁu25>o

(™) (4())]

g (1))

yaﬁu25>o

Remarquons que, si D est égal & A* = A\{0}, pour tout n > 1, application f :
z — 2™ est un revétement de A* sur A* et n’est pas un automorphisme de A*. Ainsi, le
théoreme 4.1 n’est pas vrai pour tout domaine borné de C.

5. Le cas de la dimension supérieure

Nous allons nous limiter & traiter le cas d’'un domaine borné de C"dont le premier
groupe d’homotopie 71(D, a) est isomorphe & Z. Nous avons alors le théoréme suivant.

Théoréme 5.1. Soit D un domaine borné de C" tel que son premier groupe d’ho-
motopie soit isomorphe a Z. Soit f : D — D wune application holomorphe qui est un
revétement. Pour tout n € N, soit

d(n) = inf Li(7),

ot vy parcourt [’ensemble des lacets dont la classe d’homotopie dans w1 (D) est, en module,
égale a n. Supposons que §(n) tende vers +oo quand n tend vers +oc. Alors f est un
automorphisme analytique de D.

Démonstration. L’application f induit un homomorphisme de groupe 7 (f) : Z — Z.
Comme f est un revétement, 71(f) est injectif. C’est donc la multiplication par un nombre
entier a. Il suffit donc de montrer que a est de module 1.

Faisons la démonstration par I'absurde. Supposons que |a| > 1. Soit v est un lacet
dont la classe a dans 71 (D) est non nulle. Comme f est une isométrie pour la métrique
infinitésimale de Kobayashi, pour tout n € N, la longueur Ly (f™oy) est égale a la longueur
Ly (). D’autre part, la classe d’homotopie de f™oy est égale & a™a et, comme a™«a tend
vers l'infini, la longueur Ly (f™ov) qui est supérieure ou égale a d(a"«) tend vers l'infini
avec n. Contradiction. Le théoréme est démontré.

6. Remarques et questions.



On peut faire au sujet du théoreme 5.1 la remarque suivante : comme D est un
domaine borné de C", il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout x € D, pour tout
v e C",

Fp(z,v) > ¢||lv].
Par suite, pour tout lacet v, Li(vy) > cL(7y), et 'hypothése que §(n) = inf Li(vy) tende

vers +oc¢ est a prior: plus faible que la méme hypothese faite en utilisant la longueur de ~
pour la norme hermitienne.

Il faut aussi remarquer que, comme en dimension 1, le théoreme 5.1 n’est pas vrai
sans une hypothese sur §(n). En effet, application holomorphe

i A" XA — A*x A

définie par f(z1,22) — (22, 22) est un exemple de revétement qui n’est pas un automor-
phisme analytique. On peut méme construire des exemples D qui sont égaux a I'intérieur
de leur fermeture.

On peut aussi poser un probléme semblable en utilisant la métrique infitésimale de
Carathéodory. On a alors le probléeme suivant : soit D un domaine borné de C". Soit
f + D — D une application qui est une isométrie pour la métrique infinitésimale de
Carathéodory en un point a de D. A quelle condition sur D, f est-elle un automorphisme
analytique de D 7 Par exemple, M. Jarnicki et P. Pflug [6] ont donné une réponse positive

lorsque D est une couronne {z € (C‘l < |z| < r}. 1l serait intéressant de connaitre d’autres

cas ot on peut démontrer le méme résultat.
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