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Abstract. Des résultats de H. Cartan concernant les automorphismes holomorphes des do-
maines bornés sont ici généralisés aux variétés hyperboliques dans le sens de Kobayashi. Dans
ce cadre, nous donnons un théorème d’identité ainsi que sa version topologique. Nous montrons
également qu’une suite d’automorphismes qui converge uniformément sur un ouvert non vide,
a une limite sur tout l’espace qui est un automorphisme. A la fin du papier, des conditions
sont données sur la suite des itérées d’une auto-application holomorphe pour qu’elle soit un
automorphisme.
Results of H. Cartan about holomorphic automorphisms on bounded domains are generalized
to the case of hyperbolic manifolds in the sense of Kobayashi. In this setting, we give an identity
theorem together with its topological version. We show also that a sequence of automorphisms
which converges uniformly on some nonempty open set, has a limit on the whole space which
is an automorphism. At the end of the paper, conditions are given for the sequence of iterates
of a self holomorphic map in order to be an automorphism.
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1. Introduction

L’étude du groupe des automorphismes analytiques d’un domaine borné D de Cn a été
commencée par H. Cartan dans les années trente. En particulier, il a démontré les deux
théorèmes suivants [3][4]

Théorème 1. Soit D un domaine borné de Cn et soit (fn)n∈N une suite d’automorphismes
analytiques de D. Supposons que la suite fn converge vers f ∈ H(D, D) uniformément sur tout
compact de D. S’il existe a ∈ D tel que f(a) ∈ D, alors f est un automorphisme analytique de
D.

Théorème 2. Soit D un domaine borné de Cn et f : D → D une application holomorphe. On
considère la suite des itérées fm. S’il existe une sous-suite fmk convergeant uniformément sur
tout compact de D vers g non dégénérée (c’est à dire tel que le déterminant jacobien de g ne
soit pas identiquement nul), alors f (et g) sont des automorphismes analytiques de D.

Beaucoup de résultats démontrés pour les domaines bornés se généralisent au cas des
variétés hyperboliques. Dans cet article, nous allons généraliser les deux théorèmes précédents.

Les énoncés précis seront donnés dans l’article. Nous allons commencer par un certain
nombre de rappels.
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2. La distance de Kobayashi et la topologie compacte-ouverte

Soit X une variété analytique complexe connexe. On définit sur X la pseudodistance de
Kobayashi kX [7] et on dit que X est hyperbolique si kX est une distance sur X. Dans ce cas
d’après le théorème de Barth [1], la distance kX définit la topologie de X.

Soient X et Y deux variétés complexes. On définit sur l’ensemble C(X, Y ) des applications
continues de

X dans Y la topologie compacte-ouverte. Supposons que la topologie de Y soit définie
par une distance dY (En particulier, quand Y est hyperbolique, on pourra prendre dY = kY ).
Alors pour tout compact K inclus dans X, on définit la pseudo-distance dK par la formule:

dK(f, g) = sup
x∈K

dY (f(x), g(x))

Il est classique que la topologie compacte-ouverte est définie par la famille des pseuodis-
tances dK , où K parcourt l’ensemble des compacts de X.

En particulier, si X est une variété hyperbolique, ces résultats s’appliquent à l’ensemble
H(X, X) des applications holomorphes X dans X et au groupe Aut(X) des automorphismes
analytiques de X.

3. Lemme de compacité

Nous avons besoin du théorème suivant.

Théorème 3. Soient U et X deux variétés hyperboliques. Soit L un compact de X. Alors
le sous-ensemble H(U,L) de H(U,X) des applications holomorphes de U à valeurs dans L est
compact.

Preuve Si on munit U et X des distances de Kobayashi kU et kX , alors tout élément f ∈
H(U,X) est contractant (au sens large) pour ces distances. Ainsi les éléments de H(U,L) sont
équicontinus. D’autre part pour x fixé dans U , l’ensemble des f(x) pour f variant dans H(U,L)
est inclus dans L qui est compact. Pour tout compact K ⊂ U d’intérieur non vide, l’espace
H(U,L) muni de la topologie de la convergence uniforme sur K est relativement compact dans
C(K, X). Ainsi, si on considère une suite (fn)n∈N d’éléments de H(U,L), on peut en extraire

une suite (fnk
) convergeant uniformément sur

◦
K vers f ∈ H(

◦
K, L). Par un argument de suite

diagonale, on peut donc extraire une suite (fnk
) convergeant uniformément sur tout compact

de U vers f ∈ H(U,L). Ceci montre que H(U,L) est compact.

4. suite d’applications injectives

On donne un théorème [5] prouvé dans le cas des ouverts de Cn mais dont la démonstration
s’adapte aux cas des variétés complexes. On a besoin de la définition suivante: On dira qu’une
application holomorphe entre deux variétés complexes de même dimension X et Y est non
dégénérée en un point a ∈ X si la différentielle Df(a) est un isomorphisme entre les espaces
tangents en a et en f(a). Il est aisé de voir que ceci s’exprime par la non nullité du déterminant
jacobien quand on se place dans des cartes autour de a et f(a). On dira que f est non dégénérée
si f est non dégénérée en un point.

Théorème 4. Soit (fn)n∈N une suite d’applications holomorphes injectives entre deux variétés
complexes X et Y de même dimension avec X connexe. On suppose que fn tend uniformément
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sur tout compact vers f non dégénérée. Alors f est injective et de plus pour tout ouvert
relativement compact W dans f(V ), l’application réciproque gn de fn est définie sur W pourvu
que n soit assez grand, et la suite des gn converge uniformément sur W vers l’application
réciproque de f .

Le théorème précédent utilise le théorème qui suit [2]

Théorème 5. Soit (fn)n∈N une suite d’applications holomorphes entre deux variétés complexes
de même dimension. On suppose que fn tend uniformément sur tout compact vers f non
dégénérée en a. Alors il existe un voisinage W de f(a) qui soit contenu dans tous les fn(X)
pour n assez grand.

Pour être complet, une preuve de ces deux théorèmes est donnée.
Preuve du théorème 5
A. On a d’abord le lemme topologique suivant: Soient X et Y deux espaces métriques

localement connexes et localement compacts et (fn)n∈N une suite d’applications continues et
ouvertes de X dans Y , qui converge uniformément sur tout compact vers f . Soit a ∈ X tel
que: f−1(f(a)) = a. Alors il existe un voisinage V de f(a) tel que fn(X) contienne ce voisinage
pour n assez grand.

La preuve du lemme est la suivante: On choisit un voisinage ouvert relativement compact
Z de a. D’après l’hypothèse, f(a) n’appartient pas à ∂f(Z). On choisit alors pour V un
voisinage ouvert connexe de f(a) tel que son adhérence n’intersecte pas ∂f(Z). Pour montrer
que V satisfait bien aux hypothèses, on écrit V comme union de trois ensembles disjoints, à
savoir: V = (fn(Z) ∩ V ) ∪ (∂fn(Z) ∩ V ) ∪ (Y − fn(Z)) ∩ V ). On remarque que pour n assez
grand, le second terme de cette union est vide : En effet, un argument de compacité montre
que ∂fn(Z) ⊂ fn(∂Z). D’autre part en utilisant la convergence uniforme de fn vers f sur ∂Z
ainsi que l’hypothèse ∂f(Z)∩ V = ∅, on en déduit que ∂fn(Z)∩ V est vide pour n assez grand
et ainsi pour ces mêmes n, le second terme de l’union est vide.

La connexité de V permet de conclure la preuve du lemme. En effet les deux termes
restants de l’union sont ouverts et l’ensemble fn(Z) ∩ V est non vide pour n assez grand car il
contient f(a). Donc pour de tels n, V est bien contenu dans f(Z).

B. On se place dans les hypothèses du théorème. On se met dans des ouverts de carte et
on utilise l’holomorphie des fn pour voir qu’il existe un voisinage ouvert X de a tel que f ainsi
que les fn soient partout non dégénérés pour n assez grand. Le théorème d’inversion locale
nous dit alors que quitte à se restrindre à un ouvert convenable de X, les hypothèses du lemme
sont satisfaites, ce qui permet de conclure.

Preuve du théorème 4 On remarque d’abord que f est partout non dégénérée. En effet il
est clair que l’ensemble E des points x ∈ X où f est non dégénérée est ouvert et non vide. Il
suffit comme X est connexe, de montrer que E est fermé. Soit donc (xk) une suite de points
de E qui converge vers x ∈ X. On se place alors dans des ouverts de carte connexes autour de
x et f(x). Le déterminant jacobien de f est la limite des déterminants jacobiens des fn. On
sait que l’injectivité des fn implique que leurs déterminants Jacobiens ne s’annulent pas et le
théorème de Hurwitz nous dit alors que le déterminant jacobien de f ne s’annule pas ou bien
est identiquement nul. Ce dernier cas est exclu car les xk sont dans l’ouvert de carte pour k
assez grand.

Montrons que f est injective. Supposons que: f(x) = f(y). On choisit deux voisinages
ouverts de x et y. En appliquant le théorème 5 à ces deux voisinages, on voit que pour n assez
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grand, on a: f(x) = fn(x) et f(y) = fn(y) et donc fn(x) = fn(y), ce qui implique x = y par
injectivité des fn.

Soit K un compact dans l’ouvert f(X). Pour tout a ∈ K, il existe d’après le théorème
4, un voisinage V qui soit contenu dans fn(X) pour n assez grand. En recouvrant K par un
nombre fini de tels voisinages, on déduit que pour n assez grand, le compact K est contenu
dans fn(X) et pour de tels n l’application réciproque gn est bien définie sur K.

Soit a ∈ X. On choisit un voisinage ouvert Wa qui soit relativement compact dans un
autre voisinage ouvert W ′

a, ce dernier voisinage étant choisi équivalent à un domaine borné de
Cn. Le théorème 5 nous dit alors qu’il existe un voisinage ouvert V de f(a) qui soit contenu
dans fn(Wa) pour les n assez grands. Dans ces conditions, on a donc: f−1

n (V ) ⊂ Wa. Le choix
de Wa implique la normalité de la suite des f−1

n restreinte à V . On extrait donc une sous-suite
f−1

nk
qui converge. La limite de la suite f−1

nk
◦ f , définie au voisinage de a, est l’idendité. Ceci

implique, du fait que f est non dégénérée, que la limite des restrictions des f−1
nk

à V est f . Des
arguments standards permettent de conclure facilement (voir aussi fin de la preuve du théorème
8).

La preuve de la proposition suivante repose sur des arguments simples de convergence
uniforme.

Proposition 1. On se donne trois variétés complexes X, Y, Z. On se donne également une
suite (fn)n∈N d’applications de H(X, Y ) qui converge uniformément sur tout compact vers f
et (gn)n∈N une suite de H(Y, Z) qui converge uniformément sur tout compact vers g. Alors la
suite gn ◦ fn tend uniformément sur tout compact vers g ◦ f .

5. théorème d’unicité de Cartan

Théorème 6. Soit X une variété hyperbolique connexe. Soit a ∈ X et soit f ∈ H(X, X) tel
que f(a) = a et Df(a) = id. Alors f est l’idendité.

Preuve Ce théorème a été démontré par H. Cartan dans le cas d’un domaine borné. Pour
X hyperbolique, le théorème de Barth nous dit qu’l existe r > 0 assez petit tel que la boule
ouverte Bk(a, r) de centre a et de rayon r pour la métrique de Kobayashi soit holomorphique-
ment équivalente à un ouvert borné de Cn. Comme f est contractante pour kX , cette boule est
envoyée dans elle-même par f . On en déduit par le théorème de Cartan que f vaut l’idendité
sur la composante connexe de Bk(a, r) qui contient a. Le théorème du prolongement analytique
permet de conclure.

Nous donnons une version topologique du théorème. Rappelons d’abord que si on con-
sidère une variété X, un point a de X et une suite d’applications holomorphes de X dans X
telle que fn(a) tende vers a, on dira que Dfn(a) tend vers l’idendité si c’est vrai dans une carte
au voisinage de a et on vérifie facilement que cette définition ne dépend pas de la carte choisie.

Théorème 7. Soit X une variété hyperbolique connexe, soit a ∈ X et une suite fn d’éléments
de H(X, X). Supposons que fn(a) tende vers a et que Dfn(a) tend vers l’idendité. Alors la
suite fn tend uniformément sur tout compact vers l’idendité.

Preuve Nous allons d’abord montrer que fn tend uniformément vers l’idendité sur un
voisinage compact de a. En effet d’après le théorème de Barth, on peut choisir r > 0 assez
petit pour que la boule fermée de rayon r et de centre a pour la distance de Kobayashi soit
compacte.
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En utilisant l’hypothèse fn(a) → f(a) et la propriété de contraction de la distance de

Kobayashi, on en déduit que pour n assez grand, fn ∈ H(Bk(a, r/2), Bk(a, r)), qui d’après
le théorème 3 est compact. On peut donc extraire une sous-suite fnk

qui converge vers f ∈
H(Bk(a, r/2), Bk(a, r)). En utilisant fn(a) → a, on déduit que f envoie Bk(a, r/2) dans lui-
même. En choisissant r assez petit pour que Bk(a, r/2) soit holomorphiquement équivalent à
un ouvert borné de Cn, le théorème d’unicité de Cartan nous dit que f(x) = x pour x dans
la composante connexe de a dans Bk(a, r/2). Un théorème d’Eisenman [6] permet alors de
conclure que fn tend uniformément sur tout compact de X vers l’idendité.

6. Limites d’automorphismes

Nous allons montrer le théorème suivant:

Théorème 8. Soit X une variété hyperbolique connexe. Soit (fn)n∈N une suite d’automorphismes
holomorphes de X. On suppose que les restrictions des fn à un compact K d’intérieur non vide
de X tendent uniformément vers f . Alors f se prolonge en un automorphisme f̂ de X et la
suite fn converge uniformément sur tout compact de X.

Preuve Soit gn := f−1
n . Considérons la suite double (gn ◦ fp)(n,p)∈N2 . Nous allons montrer

que cette suite double converge uniformément vers l’identité sur tout compact de X. On a
pour tout x de K: kX(gn(fp(x)), x) = kX(gn(fp(x)), gn(fn(x)) = kX(fp(x), fn(x)) car gn est une
isométrie pour kX . Il est clair que kX(fp(x), fn(x)) tend uniformément vers 0 sur K quand n
et p tendent vers l’infini. D’après le théorème 7, et du fait que K est d’intérieur non vide, on
déduit que la suite gn ◦ fp tend uniformément vers l’identité.

Pour montrer que la suite double (fn ◦ gp)(n,p)∈N2 tend uniformément vers l’identité sur
tout compact, on commence par remarquer que par passage à la limite, on a: kX(f(x), f(y)) =
kX(x, y) pour tout x, y dans K. De ce fait f est injective et donc comme il est bien connu,
partout non dégénérée sur l’intérieur de K. Le théorème 4 permet d’affirmer qu’il existe un
compact L dans X d’intérieur non vide tel que la suite gn tende uniformément vers g sur
L. On peut alors raisonner comme précédemment pour montrer que la suite (fn ◦ gp) tend
uniformément vers l’idendité sur tout compact de X.

Maintenant on peut définir le prolongement f̂ de f . Etant donné un point x de X, on
considère un compact K dont l’intérieur soit connexe et contienne a et x. Il existe alors un
compact L dans X et un entier n0 tels que pour tout p et tout y ∈ K, on ait: gn0(fp(y)) ∈ L.

Le théorème 3 dit que H(
◦
K, L) est compact. Par suite on peut extraire de la suite gn0 ◦ fp

restreinte à
◦
K une sous-suite convergente. Soit h la limite. Au voisinage de a, elle cöincide

avec gn0 ◦ f . Comme toute suite extraite a la même limite, on en déduit que gn0 ◦ fp converge

vers h et on obtient le prolongement de f en définissant f̂ := g−1
n0
◦h. Il est facile de vérifier que

le prolongement est indépendant des choix faits. Par exemple si K1 et K2 sont deux compacts
d’intérieur non vide contenant a et x, il suffit de prendre K = K1 ∪K2.

On peut bien sûr faire la même construction avec gn. On obtient un prolongement ĝ et
par passage à la limite, on trouve: f̂ ◦ ĝ = ĝ ◦ f̂ = id, ce qui termine la preuve du théorème.

7. Caractérisation des automorphismes analytiques par la suite des itérées.

Nous avons le théorème suivant:
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Théorème 9. Soit X une variété complexe connexe hyperbolique. Soit f ∈ H(X, X) et con-
sidérons la suite des itérées fn. Supposons qu’il existe un ouvert non vide U de X, g : U → X
non dégénérée et une suite extraite fnk qui converge vers g uniformément sur tout compact de
U . Alors f ∈ Aut(X).

On déduit de ce théorème et du théorème 8 le corollaire suivant.

Corollaire 1. Sous les hypothèses du théorème 9, l’application g se prolonge en un automor-
phisme de X et la suite fnk converge uniformément vers cet automorphisme sur tout compact
de X.

Preuve du théorème Quitte à restreindre U , on peut supposer que g est un isomorphisme
analytique de U sur g(U). On peut de plus supposer que nk+1 − nk tend vers l’infini.

Soit a ∈ U . Montrons que fnk+1−nk tend uniformément vers l’identité sur un voisinage de
g(a).

Soit ε > 0. On a: kX(fnk+1−nk(g(x)), fnk+1−nk(fnk(x))) ≤ kX(g(x), fnk(x)) car fnk+1−nk

est contractante. Il existe un voisinage W (a) de a tel que pour k assez grand, cette dernière
quantité soit plus petite que ε/2. De même pour x dans W (a) et k assez grand, la quan-
tité kX(fnk+1(x), g(x)) est plus petite que ε/2. On a donc par l’inégalité triangulaire que
kX(fnk+1−nk(g(x)), g(x)) est plus petit que ε dans W (a), ce qui signifie que fnk+1−nk converge
uniformément vers l’identité sur g(W (a)), qui est un voisinage de g(a) car g est non dégénérée
au voisinage de a. Le théorème 7 nous dit alors que fnk+1−nk converge uniformément vers
l’identité sur tout compact.

Pour démontrer le théorème, il suffit alors de montrer la proposition suivante:

Proposition 2. Soit X une variété hyperbolique et f ∈ H(X, X). On suppose que pour une
suite d’entiers mk, la suite des fmk tend uniformément vers l’identité de X. Alors f est un
automorphisme holomorphe.

Preuve
a. f est injective car si f(x) = f(y), on a aussi fmk(x) = fmk(y) et donc par passage à la

limite, x = y.
b. On montre de même que f est partout non dégénérée.
c. La surjectivité est une conséquence directe du théorème 5.

Du théorème précédent, on déduit le corollaire (Comparer avec [6], [7],[9])

Corollaire 2. Soit X une variété hyperbolique. Soit a ∈ X et f : X → X une application
holomorphe qui laisse fixe a. Alors f est un automorphisme analytique si et seulement si toutes
ses valeurs propres sont de module 1.

Preuve Si f ∈ H(X, X) laisse fixe a, alors f envoie une boule de Kobayashi dans elle-
même. En choisissant une telle boule de rayon assez petit pour qu’elle soit équivalente à un
ouvert borné dans Cn et en appliquant les inégalités de Cauchy, on déduit facilement que les
valeurs propres de Df(a) sont plus petites ou égales à 1 en module. Si f est de plus un
automorphisme, la considération de f−1 permet de montrer que toutes les valeurs propres sont
de module 1.

Réciproquement si Df(a) a toutes ses valeurs propres de module 1, il en est de même
pour Df(a)n. En considérant la restriction de f à une boule Bk(a, r) et en utilisant le théorème
de Montel, on peut extraire une sous suite de la suite des itérées qui converge uniformément
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sur la boule vers g. Par suite, g est non dégénérée et le théorème précédent permet de conclure.

Avant d’énoncer le corollaire suivant, remarquons que si on considère une suite (hn)n∈N

d’applications holomorphes d’une variété complexe X dans elle-même telle que pour un certain
a ∈ X la suite hn(a) tende vers b, alors on peut donner un sens à la phrase suivante: Il existe
c > 0 tel que pour n assez grand, les déterminants jacobiens des hn sont minorés en module
par c. A cet effet on utilise des ouverts de carte autour de a et b et on voit que l’assertion ne
dépend pas des cartes choisies. On dira dans ce cas que le Jacobien est minoré en a.

Corollaire 3. Soit f ∈ H(X, X). On suppose qu’il existe a ∈ X tel que fnk(a) tende vers b
pour une suite d’entiers croissants nk et que de plus le Jacobien des fnk est minoré en a. Alors
f ∈ Aut(X).

Preuve On choisit r > 0 assez petit pour que Bk(b, r) soit compact. La propriété de
contraction de kX implique que pour nk assez grand, la boule Bk(a, r/2) est envoyée par fnk

dans Bk(b, r). On extrait une sous suite convergente de la suite des fnk restreinte à Bk(b, r) et
on applique le théorème 9 pour conclure.
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