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Abstract

La plupart des systèmes intégrables classiques admettent une complexification na-
turelle, où les tores de Liouville deviennent des tores algébriques complexes (variétés
abéliennes). Le fait d’introduire un temps complexe et descoordonnées complexes
nous fait découvrir les structures algébriques et géometriques sous-jacentes et plusieurs
constructions classiques (linéarisation, coordonnéesaction-angle, solutions explicites,
symétries cachées, ...) deviennent explicites, et pour des classes d’exemples même
systématiques. A partir de la notion générale d’intégrabilité (au sens de Liouville)
sur une variété de Poisson (réelle ou complexe) et aprèsquelques rappels sur les
variétés abéliennes, les systèmes algébriquement intégrables seront introduits et leurs
propriétés de base seront illustrées sur quelques exemples simples. Pour finir, le critère
de Kowalevski-Painlevé sera expliqué et illustré par deux exemples.
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1 Introduction

Les systèmes intégrables apparaissent en mécanique classique comme systèmes mécaniques
avec un nombre suffisant de constantes de mouvement, souventprovenant d’une symétrie
(invariance par rotation, par translation, . . . ), impliquant qu’une intégration explicite des
équations de mouvement soit possible. Citons le problèmedes deux corps, les toupies
d’Euler et de Lagrange. La toupie (intégrable) de Kowalevski estdifférente, car son intégra-
bilité n’est pas une conséquence d’une symétrie (au sensstrict) du système.Également
remarquable est la façon à laquelle Kowalevski a découvert cette toupie (c.-à-d. la re-
lation entre ses trois moments d’inertie par rapport au point fixe et la position de son
centre de gravité) : elle cherche toutes les toupies qui admettent des familles de solu-
tions complexes(donc le tempst est complexe), plus précisément elle cherche des solu-
tions de Laurent, dépendant d’un nombre suffisant de param`etres. Cette technique a été
reprise par Adler et van Moerbeke dans les années ’80, où ils l’ont utilisée, avec succès,
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pour trouver de nouveaux systèmes intégrables ; en même temps, ils ont introduit la no-
tion d’intégrabilité algébrique (a.c.i.) et ils ont dévéloppé des techniques pour étudier la
géométrie des systèmes a.c.i., basées sur les solutions de Laurent. Dans le livre [4], dont une
partie importante est consacrée à l’intégrabilité algébrique dans ce sens, nous avons élaboré
ces techniques, pour démontrer l’intégrabilité algébrique d’un système intégrable, en util-
isant ses éventuelles solutions de Laurent. On y trouvera aussi la preuve que tout système
a.c.i. admet des solutions de Laurent, justifiant ainsi le critère utilisé par Kowalevski.

L’introduction à l’intégrabilité algébrique, présentée ici, correspond fidèlement à un
mini-cours (de trois heures) donné à Dakar en mai 2007. Dans une première partie, j’expli-
querai l’intégrabilité au sens de Liouville pour des systèmes hamiltoniens sur une variété de
Poisson. Dans la deuxième partie, je montre d’abord que la notion d’intégrabilité au sens
de Liouville est une notion trop faible dans le contexte des variétés de Poisson holomorphes
ou algébriques. Ceci sera illustré par une suite d’exemples simples, qui montrent quel est le
problème et comment il peut être détecté en analysant l’existence de solutions de Laurent
pour les équations de mouvement. Le résultat final est un critère efficace d’obstruction
à l’intégrabilité algébrique. Voir [4] pour un autre critère d’intégrabilité algébrique, pour
d’autres exemples, des applications à la géométrie des variétés abéliennes, le lien avec la
théorie de Lie, . . .

Je tiens a remercier Aissa Wade de m’avoir invité à faire cemini-cours, devant un public
aussi varié que intéressé.

2 Liouville int égrabilit é

Dans cette section nous décrivons la notion d’intégrabilité au sens de Liouville dans le con-
texte des variétés de Poisson. C’est la généralisationnaturelle de la notion d’intégrabilité
au sens de Liouville pour les variétés symplectiques (voir par exemple [5]). En effet, c’est
plus naturel de considérer des systèmes intégrables surles variétés de Poisson, que sur
des variétés symplectiques, car les morphismes naturelsdes systèmes intégrables sont des
morphismes de Poisson, plutôt que des morphismes symplectiques.

Les variétés, considérées dans cette section sont toujours des variétés réelles lisses. Pour
M une telle variété, l’algèbre de fonctions lisses sur un ouvertU deM sera notéeF (U) et
pour tout champ de vecteursV surU , on noteraV [F] la dérivée d’une fonctionF ∈ F (U)
selonV . Comme dans le cours de Jean-Paul Dufour, unevariét́e de Poisson(M,π) est
une variété réelle lisseM, muni d’un champ de bivecteursπ de carré nul pour le crochet
de Schouten ([π,π]S = 0). Pour tout ouvertU , la restriction deπ àU sera aussi notéeπ et
pour tousF,G∈ F (U) on notera indifféremment{F,G} ouπ[F,G] leurcrochet de Poisson.
Le champ hamiltonienXH associé àH ∈ F (U) est le champ de vecteurs surU , défini par
XH [F] := {F,H} pour tousF ∈ F (U). Avec cette convention de signe, on a :

[XF ,XG] = X{G,F}, (2.1)

pour tousF,G∈ F (U). On appelle Casimir toute fonctionF ∈ F (M) telle queXF = 0. Les
Casimirs forment une sous-algèbre de Poisson deF (M).
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2.1 Fonctions en involution

Dans ce paragraphe, on s’intéressera à des fonctions en involution.

Définition 2.1. Soit (M,π) une variété de Poisson et soitS⊂ F (M). On dit queS est
involutivesi {F,G} = 0 pour tousF,G∈ S.

Proposition 2.2. Soit(M,π) une varíet́e de Poisson et soit S⊂ F (M) involutive.

(1) La sous-alg̀ebre deF (M), engendŕee par S et les Casimirs, est involutive ;

(2) Les champs de vecteursXF avec F∈ S, commutent deux̀a deux ;

(3) Pour S= {F1, . . . ,Fs}, notons

F : M → R
s

m 7→ (F1(m), . . . ,Fs(m)).

Les champs de vecteursXF avec F∈ S, sont tangents aux fibres lissesFc := F−1(c)
deF.

Preuve.(1) est une conséquence immédiate du fait queπ est une bidérivation et (2) de
l’identité de Jacobi pourπ. Pour 16 i, j 6 son a :dFj(XFi ) = XFi [Fj ] =

{
Fj ,Fi

}
= 0. Donc,

pour toutm∈ M,

XFi (m) ∈
s

\

j=1

{
v∈ TmM | dmFj(v) = 0

}
.

Ce dernier espace est l’espace tangent deFF(m) enm si FF(m) est lisse (il suffit en effet que
FF(m) soit lisse enm).

Définition 2.3. Soit M une variété réelle lisse et soitS= {F1, . . . ,Fs} une partie deF (M).
On dit queSestindépendantesi l’ouvert

UF := {m∈ M | dmF1∧ . . .∧dmFs 6= 0}

est un ouvert dense deM.

Selon le théorème de Sard, si{F1, . . . ,Fs} est indépendante alors pourc = (c1, . . . ,cs)
générique, l’ensembleFc := {m∈ M | ∀i, Fi(m) = ci} est une sous-variété lisse de dimen-
sion dimM−s.

Proposition 2.4. Soit(M,π) une varíet́e de Poisson de dimension n et de rang maximum2r.
Soit S= {F1, . . . ,Fs} ⊂ F (M) indépendante.

(1) Si S⊂ Cas(M), alors s6 n−2r ;

(2) Si S est involutive, alors s6 n− r ;

(3) Si S est involutive et s= n− r, alors

dimspan{XF1(m), . . . ,XFs(m)} 6 r

pour tout m∈UF, avecégalit́e pour tout m appartenant̀a l’ouvertUF∩Mr , où

Mr := {m∈ M | Rkm{· , ·} = 2r} .
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Preuve.Pourm∈ M, notons par̃πm le tenseur de Poisson enm, vu comme application
linéaireT∗

mM → TmM. Donc, pour toutF ∈ F (M),

π̃m(dmF) = XF(m) = {· ,F}(m).

Le rang deπ̃m est le rang de la structure de Poisson enm, et pour toutF ∈ Cas(M) le
covecteurdmF appartient à Ker̃πm, dont la dimension est dimM −Rkm{· , ·}. Soit F =
{F1, . . . ,Fs} indépendante et soitm un élément de l’ensemble ouvert non-videUF ∩Mr .
Supposons d’abord que chaque élément deF soit un Casimir. PuisquedmF1, . . . ,dmFs sont
indépendants, on a :

s6 dimKerπ̃m = dimM−2r

ce qui prouve(1). Supposons ensuite queF soit involutive et considérons la fibreFF(m), où
m appartient toujours àUF ∩Mr , de sorte que la restriction deFF(m) à un voisinageU de
m soit une sous-variété de dimension dimM− s deU , passant parm. Cette dimension est
un majorant pour la dimensiondm de span{XF1(m), . . . ,XFs(m)}, parce que cess vecteurs
sont tangents àFF(m). En plus,dm > s−dimKerπ̃m = s+2r −dimM, car les différentielles
dF1, . . . ,dFs sont indépendantes enm. Combinant les deux inégalités pourdm, on trouve
que

s+2r −dimM = s−dimKerπ̃m 6 dm 6 dimM−s, (2.2)

ce qui donne(2). Supposons finalement ques= dimM− r. Pourm∈UF∩Mr , les inégalités
(2.2) impliquent que

r = s−dimKerπ̃m 6 dm 6 r,

et donc dimspan{XF1(m), . . . ,XFs(m)} = dm = r.

Définition 2.5. Soit (M,π) une variété de Poisson de dimensionn et de rang 2r. On dit que
F = {F1, . . . ,Fs} est unsyst̀eme int́egrablesurM si

(1) F est indépendant ;

(2) F est involutif ;

(3) s= n− r.

On dit aussiintégrable au sens de Liouville.

Proposition 2.6. Soit(M,π,F) un syst̀eme int́egrable. Les champs de vecteursXF1, . . . ,XFs

définissent sur l’ouvertUF ∩Mr une distribution int́egrable (au sens de Frobenius). Les
variét́es int́egrales de cette distribution sont les composantes connexes des fibres deF,
restreintàUF ∩Mr . De plus, l’ouvertUF ∩Mr est invariant pour les flots des champsXFi .

Preuve.D’après la proposition 2.4, les champsXF1, . . . ,XFs définissent surUF∩Mr une
distribution de rangr. Elle est intégrable au sens de Liouville, car

[
XFi ,XFj

]
= X{Fj ,Fi} = 0.

Les composantes connexes des fibres de la restriction deF àUF ∩Mr sont de dimensionr
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et ils sont en tout point tangents à la distribution. Ce sontdonc les variétés intégrales de la
distribution. L’ouvertUF est alors invariant pour le flot desXFi , car

LXFi
(dF1∧ . . .∧dFs) = dıXFi

(dF1∧ . . .∧dFs)

= d

s

∑
j=1

(−1) j−1
dF1∧ . . .∧ ıXFi

dFj ∧ . . .∧dFs

= 0,

où on a utilisé dans la dernière étape :

ıXFi
dFj = dFj(XFi ) = XFi [Fj ] =

{
Fj ,Fi

}
= 0.

Mr est aussi invariant pour le flot desXFi car la structure de Poissonπ est invariante pour
ces flots ; en effet, pour tousF,G∈ F (M),

(
LXFi

π
)

(F,G) = LXFi
(π(F,G))−π

(
LXFi

F,G
)
−π

(
F,LXFi

G
)

= XFi [{F,G}]−{XFi [F ],G}−{F,XFi [G]}
= {{F,G} ,Fi}−{{F,Fi} ,G}−{F,{G,Fi}}
= 0,

à cause de l’identité de Jacobi. Donc, l’intersectionUF∩Mr est aussi invariante pour le flot
de tous lesXFi .

Théorème 2.7.Si (M,{· , ·} ,F) est un syst̀eme int́egrable, alors pour tout m∈UF ∩Mr la
courbe int́egrale deXFi , à partir de m, peut̂etre d́etermińee par quadratures (oṕerations
algébriques, th́eor̀eme des fonctions inverses, intégration).

Preuve.Soitm∈UF∩Mr . Puisque les vecteurs tangentsXF1(m), . . . ,XFs(m) engendrent
un sous-espace de dimensionr, on peut supposer queXF1(m), . . . ,XFr (m) sont indépendants,
et donc que lesr champs de vecteursXF1, . . . ,XFr sont indépendants au voisinage dem
dansM. On peut supposer que ce voisinage soit inclus dansUF ∩Mr , car ce dernier est
ouvert et contientm. Soit U l’intersection de ce voisinage avec la fibreFF(m), qui est
de dimensionr ; en réduisantU , si nécessaire, on peut supposer queU soit le domaine
d’une carte(U,φ) deFF(m), contenantm. Puisque les champs de vecteursXF1, . . . ,XFr sont
indépendants en chaque point deU , il existe des uniques 1-formesω1, . . . ,ωr surU , telles
que ωi

(
XFj

)
= δi j , pour 16 i, j 6 r. Ces 1-formes peuvent être calculées en utilisant

seulement l’algèbre linéaire. En effet, pourF ∈ F (M), on a surU :

dF =
r

∑
i=1

{F,Fi}ωi (2.3)

que l’on applique pour lesr fonctions coordonnéesφ1 . . . ,φr de la carte(U,φ). Alors





dφ1
...

dφr



 =





{φ1,F1} · · · {φ1,Fr}
...

...

{φr ,F1} · · · {φr ,Fr}









ω1
...

ωr




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et la matricer× r est inversible pour toutm′ ∈U , parce que les vecteursXFi (m
′) engendrent

Tm′U pour toutm′ ∈U et parce que(φ1, . . . ,φr) est un système de coordonnées surU . Pour
16 i 6 r, la 1-formeωi est fermée : les champs de vecteursXF1, . . .XFr engendrent l’espace
tangent àU en tout point deU et

dωi
(
XFj ,XFk

)
= XFj [ωi (XFk)]−XFk[ωi

(
XFj

)
]−ωi

([
XFj ,XFk

])

pour tout 16 j,k 6 r, ce qui donne zéro, carωi
(
XFj

)
est constant et car les champs de

vecteursXFj commutent.U étant le domaine d’une carte, ces formes fermées sont exactes
et on peut intégrer chacun des 1-formesω1, . . . ,ωr , pour obtenirr fonctionst1, . . . , tr ; les
constantes d’intégration sont choisies tel quem corresponde àt1 = · · · = tr = 0. Ces fonc-
tions forment un système de coordonnées surU parce quedt1∧ ·· · ∧ dtr 6= 0 surU , donc,
par le théorème des fonctions inverses, on peut écrire les coordonnées(φ1, . . . ,φr) locale-
ment, au voisinage dem, en termes de(t1 . . . , tr). Par construction,∂∂ti

= XFi dansU . Les
fonctionsφi (t1, . . . , tr) donnent donc la courbe intégrale deXFi qui passe parm en prenant
t1, . . . , ti−1, ti+1, . . . , tr égaux à zéro. En utilisant les équationsFi = ci , on calcule la courbe
intégrale correspondante deXFi , comme courbe dansM, utilisant le théorème des fonctions
implicites.

Exemple 2.8. Le premier exemple d’un système intégrable est celui de l’oscillateur har-
monique. SurT∗

R
n avec les coordonnées naturellesq1, . . . ,qn, p1, . . . , pn (positions+ im-

pulsions) on prend la structure de Poisson canonique,

{F,G} :=
n

∑
i=1

(
∂F
∂qi

∂G
∂pi

− ∂F
∂pi

∂G
∂qi

)
,

et on considère l’hamiltonien

H =
1
2

n

∑
i=1

p2
i +

n

∑
i=1

αiq
2
i .

Le champ hamiltonien correspondant àH est donné explicitement par

XH :

{
q̇i = pi ,
ṗi = −2αiqi ,

i = 1, . . . ,n.

Lesn fonctionsFi := p2
i /2+ αiq2

i , avec 16 i 6 n sont en involution avecH car

XH [Fi] = Ḟi =

(
p2

i

2
+ αiq

2
i

)·
= pi(−2αiqi)+2αiqi pi = 0.

Il est évident que les fonctionsFi sont deux à deux en involution,
{

p2
i

2
+ αiq

2
i ,

p2
j

2
+ α jq

2
j

}

= 0,

pour tous 16 i, j 6 n. Ces fonctions sont indépendantes etH = ∑n
i=1Fi. Par conséquent,

(T∗
R

n,{· , ·} ,{F1, . . . ,Fn−1,H}) est un système intégrable.
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Exemple 2.9.Le système intégrable de Hénon-Heiles est défini à partir de l’hamiltonien

H =
p2

1 + p2
2

2
+2q3

1 +q1q2
2,

surT∗
R

2, qu’on munit de la même structure de Poisson que dans l’exemple précédent (pour
n = 2). Le champ hamiltonien correspondant àH est donné explicitement par

XH :

{
q̇1 = p1, ṗ1 = −6q2

1−q2
2,

q̇2 = p2, ṗ2 = −2q1q2.

SoitK la fonction, définie par

K := 4p2(p1q2− p2q1)+q2
2(4q2

1 +q2
2).

On trouve, par un calcul direct,

K̇ = −8q1q2(p1q2− p2q1)+4p2(−6q2
1q2−q3

2 +2q2
1q2)

+8q1q2
2p1 +8q2

1q2p2 +4q3
2p2

= 0.

Il est clair queH et K sont indépendants. Donc,(T∗
R

2,{· , ·} ,(H,K)) est un système
intégrable.

Théorème 2.10(Liouville). Soit (M,{· , ·} ,F) un syst̀eme int́egrable, avecdimM = n,
Rk{· , ·} = 2r et F = {F1, . . . ,Fs} (donc n= r + s). Soit m∈ UF ∩Mr . Si le flot de cha-
cun desXFi est complet sur la variét́e invarianteFm, il existe un diff́eomorphisme deFm sur
le cylindreR

r−q×T
q (0 6 q 6 r) tel que les champsXFi , transport́es surRr−q×T

q par
ce diff́eomorphisme, soient constants (invariant par translation). En particulier, siFm est
compact, alorsFm est diff́eomorphèa un tore (et les champsXFi y sont constants).

Preuve.On peut supposer queXF1, . . . ,XFr soient indépendants enm. AlorsXF1, . . . ,XFr

sont indépendants surFm, car pouri = 1, . . . ,s,

LXFi
(XF1 ∧ . . .∧XFr ) =

r

∑
j=1

XF1 ∧ . . .∧
[
XFi ,XFj

]
∧ . . .∧XFr = 0.

On définit une action deRr surFm par

((t1, . . . , tr),m) 7→ Φ(1)
t1 ◦ · · · ◦Φ(r)

tr (m),

où Φ(i) est le flot deXFi . C’est une action : les flots des champsXFi commutent car ces
champs commutent,

[
XFi ,XFj

]
= 0. L’action est transitive : la distribution est engendréepar

XF1, . . . ,XFr au voisinage de la feuille, doncFm est une variété intégrale de la distribution
définie parXF1, . . . ,XFr . Le stabilisateur est un sous-groupe discret deR

r car les champs
de vecteursXF1, . . . ,XFr sont indépendants enm. L’action induit donc un difféomorphisme
entreR

r/Λ et Fm, oùΛ est un sous-groupe discret deR
r , Λ ≃ Z

q. Par construction, le flot
est linéaire en termes de(t1, . . . , tr). Topologiquement,

Fm = R
r/Λ = (Rr−q×R

q)/Z
q = R

r−q×T
q,

doncFm est difféomorphe à un cylindre. SiFm est compact, alorsRr−q×T
q est compact,

doncq = r et Fm est difféomorphe à un tore. Ces tores sont appelés lestores de Liouville.
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Exemple 2.11.Les conditions qui figurent dans le théorème de Liouville ne sont pas tou-
jours satisfaites et la topologie des variétés invariantesFm peut être assez compliquée. Voici
une classe d’exemples, qui donne déjà dans le cas de dimension 2 des topologies assez
variées. SurC2 on considère la structure de Poisson

{· , ·} :=
∂

∂z1
∧ ∂

∂z2
.

La partie réelle et imaginaire de{· , ·} sont des structures de Poisson (réelles) surR
2.

Écrivantzi = xi +
√
−1yi , pour i = 1,2, on a :

∂
∂zi

=
1
2

(
∂

∂xi
−
√
−1

∂
∂yi

)

et on pose

{· , ·}ℜ := 4ℜ
(

∂
∂z1

∧ ∂
∂z2

)

= ℜ
(

∂
∂x1

−
√
−1

∂
∂y1

)
∧

(
∂

∂x2
−
√
−1

∂
∂y2

)

=
∂

∂x1
∧ ∂

∂x2
− ∂

∂y1
∧ ∂

∂y2
.

De même,

{· , ·}ℑ :=
∂

∂x1
∧ ∂

∂y2
− ∂

∂x2
∧ ∂

∂y1
.

SoitF une fonction holomorphe surC2,

F = G+
√
−1H,

où G et H sont la partie réelle resp. imaginaire deF. On voit G et H comme des fonctions
lisses surR4. Par un calcul direct,

{· ,G}ℜ =
∂G
∂x2

∂
∂x1

− ∂G
∂x1

∂
∂x2

− ∂G
∂y2

∂
∂y1

+
∂G
∂y1

∂
∂y2

,

{· ,H}ℑ =
∂H
∂y2

∂
∂x1

− ∂H
∂x1

∂
∂y2

− ∂H
∂y1

∂
∂x2

+
∂H
∂x2

∂
∂y1

.

Les équations de Cauchy-Riemann pourF,

∂G
∂xi

=
∂H
∂yi

et
∂G
∂yi

= −∂H
∂xi

(i = 1,2) (2.4)

impliquent alors que{· ,G}ℜ = {· ,H}ℑ. Ensuite,

{H,G}ℜ = {H,H}ℑ = 0, et {G,H}ℑ = {G,G}ℜ = 0.

Donc (G,H) est involutive par rapport à{· , ·}ℜ et par rapport à{· , ·}ℑ. On vérifie que si
F n’est pas constante, alors

{
m∈ R

4 | dmG∧dmH 6= 0
}

est dense dansR4. Dans ce cas,
(R4,{· , ·}ℜ ,(G,H)) est un système intégrable (et(R4,{· , ·}ℑ ,(G,H)) aussi). Les variétés
invariantes sont les composantes connexes des fibres de l’application F, ce sont donc des
surfaces de Riemann (non-compactes) ; topologiquement ce sont des surfaces topologiques
non-compactes, de genre quelconque.
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Pour terminer ce bref aperçu sur l’intégrabilité au sensde Liouville, voici 4 théorèmes
importants qui complèteraient le matériel de base, présenté ici.

(1) Le théorème des actions-angles, qui donne une description de ce qui se passe au
voisinage des tores de Liouville (voir [14, 9] pour le cas symplectique, [13] pour le
cas Poisson) ;

(2) Le théorème d’Adler-Kostant-Symes, qui donne une construction de grandes familles
de fonctions en involution, basée sur des décompositionsd’algèbres de Lie (voir [4]) ;

(3) Les théorèmes de Ziglin et de Morales-Ruiz, donnant des obstructions à l’intégrabilité,
basée sur la théorie de Galois différentielle (voir [15]) ;

(4) Le théorème de convexité d’Atiyah-Sternberg, qui dit que si l’application moment
d’un système intégrable sur une variété symplectique compacte engendre l’action
d’un tore, alors son image est un polytope convexe (voir [6]).

3 Int égrabilit é alǵebrique

Dans la suite, au lieu de travailler surR nous travaillerons surC. La variété différentielle
lisseM sera une variété affine lisse ; pour nous,C

n suffit. Comme algèbre de fonctions
F (M) sur M nous prenons les fonctions régulières, c.-à-d. les fonctions polynômes enn
variables, siM = C

n. La structure de Poisson sera une bidérivation deF (M), qui satisfait à
l’identité de Jacobi. Les courbes intégrales seront maintenant définies sur des ouverts deC,
plutôt que sur des intervalles. Si, par exemple, une structure de Poisson polynomiale est
donnée surRn, on peut complexifier la structure de Poisson en tensorisanttout parC.

Dans le contexte complexe, on peut définir la notion d’intégrabilité au sens de Liouville
comme dans le cas réel. En examinant les preuves données ci-dessus, on vérifie facile-
ment que les propriétés suivantes restent valables pour un système intégrable complexe
(M,{· , ·} ,F), oùF = (F1, . . . ,Fs).

(1) Les champs intégrables commutent,
[
XFi ,XFj

]
= 0 ;

(2) Ces champs sont tangents aux fibres lisses de l’application

F : M → C
s

m 7→ (F1(m), . . . ,Fs(m));

(3) Ces champs définissent une distribution intégrable sur UF ∩Mr , qui est ici un ouvert
de Zariski (donc dense) ;

(4) Pourm∈UF ∩Mr , la courbe intégrale deXFi peut être déterminée par quadratures.

Ce qui ne marche pas, c’est le théorème de Liouville. Que sepasse-t-il avec les tores de
Liouville ? Peuvent-elles devenir des tores complexes compactes ? Sûrement pas, car le
principe du maximum implique que dans l’espace affineM = C

n, il n’y a pas de sous-
variétés holomorphes compactes. Un autre problème (plus grave ?!) est que en général les
solutions d’un système intégrable ne sont pas uniformes (“single-valued”). Voyons ça sur
un exemple simple.
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Exemple 3.1.SurM = C
2 avec la structure de Poisson canonique, définie par{x,y}= 1, on

considère l’hamiltonienH = y2−x5. On a :dH = 2ydy−5x4
dx, et doncUF = C

2\{(0,0)}.
La structure est symplectique, doncMr = M1 = C

2, ce qui donneUF ∩Mr = C
2\{(0,0)}.

Les fibres deH (= F) au-dessus dec∈C
∗ (ce qu’on note comme avantFc) sont entièrement

contenues dansUF ∩Mr , carH(0,0) = 0. Le champ hamiltonien est donné par

XH :

{
ẋ = 2y,
ẏ = 5x4.

(3.1)

Pourc∈ C
∗, le champ de vecteursXH est tangent à la fibreFc, qui est explicitement donnée

par
Fc =

{
(x,y) ∈ C

2 | y2 = x5 +c
}

.

C’est une courbe lisse, aussi appelée surface de Riemann. Topologiquement,Fc est une
surface topologique compacte de genre 2, privée d’un point, qu’on appellera le point à
l’infini, et que l’on noteraP∞. On a queXH est un champ de vecteurs holomorphe surFc

(c 6= 0) qui ne s’annulle en aucun point deFc. Pour voir ce qui se passe au voisinage du
pointP∞ on prend un paramètre local1 z, défini parx= 1/z2, ce qui donne la paramétrisation
suivante

x =
1
z2 , y =

1
z5

(
1+

cz10

2
+ · · ·

)
.

On peut maintenant écrire le champ hamiltonienXH au voisinage deP∞ en termes de ce
paramètre localz, ce qui donne, à partir de ˙x = 2y,

ż= − 1
z2 (1+O(z)). (3.2)

Il est important de noter queXH(z) → ∞ quandz→ 0. On ne peut donc pas étendreXH

sur la surface de Riemann compactifiée ! Ensuite, si on intègre (3.2) en l’écrivant comme
−z2

dz(1+O(z10)) = dt, on trouve

z(t) = 3
√

−3t(1+O(t)).

z(t) n’est pas une fonction uniforme det au voisinage de 0 : il est bien connu qu’il existe
dans aucun voisinage de 0 dansC, une fonction non-triviale dont le cube est la fonction
identité (t 7→ t).

En dimension supérieure, le même phénomème se produit,en général, mais il est dif-
ficile de le détecter avec la méthode de l’exemple 3.1, car en dimension supérieure il n’y
a pas un point mais une hypersurface à l’infini, et le paramètre local devient un système
de paramètres, difficile à calculer ! Toutefois, il y a une autre méthode, déjà employée par
Sophie Kovalewksi, qui est très efficace en toute dimension. Elle consiste à la recherche de
solutions de Laurent des équations différentielles qui décrivent le champ intégrable. Mon-
trons d’abord que dans le cas de l’exemple précédent, de telles solutions (strictes) n’existent
pas.

1Un paramètre local n’est rien que l’inverse d’une carte holomorphe en dimension 1 ; il s’agit ici d’une carte
holomorphe en un point du compactifié (“à l’infini”). Consultez l’excellent livre [7] pour des méthodes pour
déterminer un paramètre local.
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Exemple 3.2. On cherche des solutions de Laurent de (3.1), sans utiliser le paramètre lo-
cal z. En éliminanty, on peut écrire (3.1) comme ¨x = 10x4. On cherche d’aborda 6= 0 et
n∈ Z avecn > 0 (“strict”) tel que

x(t) =
a
tn(1+O(t))

soit une solution (formelle, pour commencer) de ¨x = 10x4. Une substitution simple donne

n(n+1)a
tn+2 (1+O(t)) =

10a4

t4n (1+O(t)).

Puisquea 6= 0, on a 4n = n+ 2, et doncn = 2/3 /∈ Z. Il n’existe donc pas de solutions de
Laurent strictes (i.e., qui ne soient pas des solutions de Taylor) formelles, et en particulier
pas de telles solutions convergentes.

Dans des bons cas, à définir plus tard, des solutions de Laurent (strictes) formelles,
mêmes convergentes, existent. Montrons ça d’abord sur unexemple, qui est une petite,
mais importante, modification de l’exemple (3.1), pour lequel le lecteur pourra facilement
vérifier, en prenant en paramètre local, que le champ hamiltonien peut être étendu sur la
surface de Riemann compactifiée.

Exemple 3.3. On considère surM = C
2, toujours avec la structure de Poisson canonique,

l’hamiltonienH = y2−x3. On écrit le champ hamiltonien

XH :

{
ẋ = 2y,
ẏ = 3x2,

(3.3)

sous la forme ¨x = 6x2 et on cherche des solutions de Laurentx(t) = a
tn (1+O(t)) de (3.3),

aveca∈ C
∗ etn∈ N

∗. On voit bien quea= 1, n= 2 marche, mais il y a plus : si on cherche
à déterminer les termes suivants dans la série, en posant

x(t) =
1
t2(1+akt

k +O(tk+1)),

on trouve par une simple substitution queak = 0 pour 16 k 6 5, et surtout, pourn= 6, que
le paramètrea6 peut être choisi arbitrairement ! En effet, on a :

x(t) =
1
t2 (1+at6 +O(t7)),

ẍ(t) =
6
t4 +12at2 +O(t3),

6x2(t) = 6

(
1
t4 +2at2 +O(t3)

)
.

Les autres coefficients étant déterminés uniquement à partir de ces premiers, on a une solu-
tion (formelle, on peut montrer qu’elle est convergente pour |t| petit non-nul):

x(t) =
1
t2 +at4 +O(t5),

y(t) =
ẋ(t)
2

= − 1
t3 +2at3 +O(t4).
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Substitué dans l’hamiltonienH = y2−x3, on trouve

H(x(t),y(t)) = y2(t)−x3(t)

=
1
t6 −4a+O(t)−

(
1
t6 +3a+O(t))

)

= −7a+O(t).

En effet, puisqueH est une constante de mouvement,H(x(t),y(t)) est indépendant det,
i.e., H(x(t),y(t)) = c, où c ∈ C est une constante qui dépend uniquement de la condition
initiale, et on a :−7a = c.

On voit dans l’exemple que le paramètre libre nous permet d’avoir une solution de
Laurent pour chaque variété intégraleFc ! C’est pour cette raison que, dans les “bons” cas,
il existe des solutions, dépendant d’un (ou de plusieurs) paramètres. Pour donner un énoncé
plus précis, nous introduisons, suivant [2], la notion d’intégrabilité algébrique (voir aussi le
livre [4]).

Définition 3.4. Soit(Cn,{· , ·} ,F) un système intégrable, où{· , ·} est un crochet de Poisson
polynomial etF = (F1, . . . ,Fs) est constitué de polynômes. On dit que c’est un système
algébriquement complètement int́egrable(systèmea.c.i.) si

(1) Pourc∈C
s générique, la fibreFc est isomorphe à une partie affine d’un tore complexe

algébrique,
Fc ≃

(
C

n−s/Λc
)
\Dc,

où Λc est un réseau dansCn−s etDc est une hypersurface algébrique deC
n−s/Λc ;

(2) Les champs de vecteursXFi , restreints àFc (avecc générique) sont constants.

Un tore complexe algébriqueCr/Λ, aussi appelé tore complexe projectif ou variété
abélienne, est par définition un toreC

r/Λ qu’on peut plonger dans un espace projectifP
N.

Pourr = 1,C/Λ est toujours algébrique, on parle d’unecourbe elliptique. Pourr > 1,Cr/Λ
n’est pas algébrique en général (ça dépend deΛ).

Exemple 3.5. L’exemple principal d’une variété abélienne, qui est aussi l’exemple le plus
important dans la théorie des systèmes intégrables (mais pas le seul !), est la jacobienne
d’une surface de Riemann. Rappelons brièvement la construction. SoitΓ une surface de
Riemann compacte de genreg > 0. On a : dimΩ1(Γ) = g (différentielles holomorphes
surΓ) et RkH1(Γ,Z) = 2g (premier groupe d’homologie deΓ). On a une inclusion :

Ψ : H1(Γ,Z) →֒
(
Ω1(Γ)

)∗

[γ] 7→
R

γ

c.-à-d. pour toutω ∈ Ω1(Γ), on définitΨ([γ])(ω) :=
R

γ ω. PuisqueΨ est injectif, son image

est un réseau dans
(
Ω1(Γ)

)∗
et

Jac(Γ) :=

(
Ω1(Γ)

)∗

Ψ(H1(Γ,Z))

est un tore complexe de dimensiong, appelé la (variété)jacobiennedeΓ. On démontre que
Jac(Γ) est algébrique, donc est une variété abélienne.
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Voici un exemple, à la fois simple et compliqué, d’un syst`eme algébriquement complè-
tement intégrable (voir [4] et [10] pour deux preuves diff´erentes).

Exemple 3.6.SurC5 avec des coordonnéesx1, . . . ,x5, on considère la structure de Poisson,
définie par {

xi ,x j
}

= xix j(δi, j+1−δi+1, j),

oùx6 := x1 etx0 := x5. On vérifie facilement queH0 := x1x2x3x4x5 est un Casimir et que la
structure de Poisson est de rang 4, presque partout. Les deuxhamiltoniens

H1 = x1 +x2 +x3+x4 +x5,

H2 = x1x3 +x2x4 +x3x5 +x4x1 +x5x2,

sont en involution etH0,H1,H2 sont indépendants, donc(C5,{· , ·} ,(H0,H1,H2)) est un
système intégrable. Pourc := (c1,c2) ∈ C

2 on considère la courbe affine

Γc :=
{
(x,y) ∈ C

2 | (x3−c1x2 +c2x)2−4x = y2} .

On montre alors que, pour toutc tel queΓc soit lisse, la surface affine

{
(x1, . . . ,x5) ∈ C

5 | H0(x) = 1, H1(x) = c1, H2(x) = c2
}

est isomorphe à Jac(Γc)\Dc, oùDc est constitué de 5 copies deΓc dans Jac(Γc). De plus,
les flots deXH1 et deXH2 sont linéaires sur chaque Jac(Γc). Ce système intégrable est donc
a.c.i. Voir Figure 1. pour la configuration précise des 5 copies deΓc dans Jac(Γc).

Figure 1. Le diviseur∪5
i=1D

(i)
c est constitué de cinq courbes de genre deux, qui se coupent

en cinq points, qui est chacun un point triple du diviseur. Pour rendre la figure exacte, il faut
identifier les deux points d’étiquetteP1, ainsi que les deux points d’étiquetteP5, de sorte
que les courbesD(2)

c etD(5)
c soient tangentes, ainsi que les deux courbesD

(1)
c etD(4)

c .

D(1)
c D(3)

c D(5)
c

D(2)
c D(4)

c

P5
P2 P4

P1

P1 P3 P5
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Voici l’énoncé précis, portant sur l’existence de séries de Laurent pour les systèmes a.c.i.

Théorème 3.7. Soit (M,{· , ·} ,F) un syst̀eme a.c.i. irŕeductible. Il existe pour chacun
desXFi des solutions de Laurent qui dépendent dedimM−1 param̀etres libres.

Nous renvoyons à [4] pour la notion d’irréductibilité d’un système a.c.i. (on demande
que la fibre générique, qui est un ouvert dans une variétéabélienne, soit irréductible ; en
gros une variété abélienne est irréductible si elle n’est pas le produit de tores de dimension
plus petite) ainsi que pour la preuve du théorème, qui utilise de façon essentielle la théorie
des variétés abéliennes.

Le théorème 3.7 s’avère très efficace pour sélectionner, dans une famille d’hamiltoniens
donnée, ceux qui sont intégrables et/ou a.c.i. Utilisé `a ce fin, on l’appelle lecritère de
Kowalevski-Painlev́e. Voici deux exemples.

Exemple 3.8. Sur C
4, avec la structure de Poisson canonique, on considère la famille

d’hamiltoniens (dépendants deε)

H =
1
2
(y2

1 +y2
2)+

ε
3

x3
1 +x1x2

2.

Le champ hamiltonien est alors donné par :

XH :

{
ẋ1 = y1, ẏ1 = −εx2

1−x2
2,

ẋ2 = y2, ẏ2 = −2x1x2.

Les solutions de Laurent sont de la forme

xi(t) =
1
t2 ∑

k≥0

x(k)
i tk, i = 1,2.

avec
(

x(0)
1 ,x(0)

2

)
=

(
−6

ε ,0
)

ou
(
−3,±3

√
2− ε

)
et les coefficients suivants sont déterminés

récursivement, mais linéairement, par les coefficients précédents, avec comme matrice, à
l’étapek, la matrice

K1(k) :=

(
(k+1)(k−6) 0

0 (k−2)(k−3)−12/ε

)

pour la première solution, et

K2(k) :=

(
(k−2)(k−3)−6ε ±6

√
2− ε

±6
√

2− ε (k−5)k

)

pour la deuxième. Selon le critère de Kowalevski-Painlevé, pour queH soit un des hamil-
toniens d’un système a.c.i., il faut que detK1 ou detK2 ait 3 racines non-négatives. Puisque
detK1(k) = (k+ 1)(k− 6)((k− 2)(k− 3)− 12/ε) et detK2(k) = (k+ 1)(k− 6)(k2 − 5k+
6(2− ε)), on peut conclure que, dans ce cas,

ε ∈ {1,2,4/3,6}.

L’existence de séries de Laurent dépendant de 2 paramètres libres (une extension du critère
de Kowalevski-Painlevé) montrent que seulementε = 1 etε = 6 peuvent correspondre à un
système a.c.i. (et, en effet, c’est le cas !).
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Exemple 3.9. Dans le deuxième exemple, du à Adler et van Moerbeke [3], ondonne
une caractérisation des réseaux de Toda périodiques, enutilisant le critère de Kowalevski-
Painlevé. Soiente0,e1, . . . ,eℓ des vecteurs dansRℓ+1, tels que

(1) Les vecteurse0,e1, . . . ,eℓ sont linéairement dépendants ;

(2) Pour touti, les vecteurse0,e1, . . . , êi , . . . ,eℓ sont linéairement indépendants ;

(3) Si ∑ℓ
i=0ξiei = 0 et∑ℓ

i=0 ξi = 0 alors(ξ0, . . . ,ξℓ) = (0, . . . ,0).

Il est clair que tout systèmegéńeriquede ℓ+ 1 vecteursdépendantsdansR
ℓ+1 satisfait à

ces trois conditions. SoitA = (ai j )06i, j6ℓ la matrice, dont les éléments sont définis par

ai j := 2

〈
ei |ej

〉
〈
ej |ej

〉 .

On considère alors surC
2(ℓ+1), dont on note les coordonnéesx= (x0, . . . ,xℓ) ety= (y0, . . . ,yℓ)

le champ de vecteurs

XA :

{
ẋ = x·y,
ẏ = Ax,

où x · y = (x0y0, . . . ,xℓyℓ). Alors, en utilisant le critère de Kowalevski-Painlevé,on montre
que XA est un champ de vecteurs d’un système a.c.i. irréductible, seulement siA est la
matrice de Cartan d’une algèbre de Lie affine (éventuellement twistée). Réciproquement,
si A est une telle matrice, alorsXA est le champ intégrable (au sens de Liouville) ; le fait
qu’elle appartienne à un système a.c.i. (irréductible)a été établi pour des cas particuliers
d’algèbres de Lie, mais pas en toute généralité. Ces systèmes intégrables sont dans la
littérature connus comme les systèmes de Toda périodiques généralisés.
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