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Abstract

La plupart des systemes intégrables classiques adrmettertomplexification na-
turelle, ou les tores de Liouville deviennent des toreglalgues complexes (variétés
abéliennes). Le fait d’'introduire un temps complexe et desrdonnées complexes
nous fait découvrir les structures algébriques et géoques sous-jacentes et plusieurs
constructions classiques (linéarisation, coordonaétisn-angle, solutions explicites,
symétries cachées, ...) deviennent explicites, et pearathsses d’exemples méme
systématiques. A partir de la notion générale d’indbgité (au sens de Liouville)
sur une variété de Poisson (réelle ou complexe) et aguetjues rappels sur les
variétés abéliennes, les systéemes algébriquemigrables seront introduits et leurs
propriétés de base seront illustrées sur quelques dgesimples. Pour finir, le critere
de Kowalevski-Painlevé sera expliqué et illustré pandexemples.

AMS Subiject Classification: 70G55; 37J35; 37J30.

Keywords: Systemes intégrables, intégrabilité algébrique.

1 Introduction

Les systemes intégrables apparaissent en mécanigsicia comme systemes mécaniques
avec un nombre suffisant de constantes de mouvement, sqreeenant d'une symétrie
(invariance par rotation, par translation, ...), impligugu’une intégration explicite des
équations de mouvement soit possible. Citons le probldesedeux corps, les toupies
d’Euler et de Lagrange. La toupie (intégrable) de Kowategstdifferente car son intégra-
bilite n'est pas une conséquence d’une symétrie (au seits) du systeme.Egalement
remarquable est la facon a laquelle Kowalevski a déavwsette toupie (c.-a-d. la re-
lation entre ses trois moments d’inertie par rapport autpibxe et la position de son
centre de gravité) : elle cherche toutes les toupies quiettémt des familles de solu-
tions complexeqgdonc le tempg est complexe), plus précisément elle cherche des solu-
tions de Laurent, dépendant d'un nombre suffisant de petras” Cette technique a été
reprise par Adler et van Moerbeke dans les années '80,sdioiit utilisée, avec succes,
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pour trouver de nouveaux systemes intégrables ; en mémpst ils ont introduit la no-
tion d'intégrabilité algébrique (a.c.i.) et ils ont\dfoppé des techniques pour étudier la
géomeétrie des systemes a.c.i., basées sur les salakoloaurent. Dans le livre [4], dont une
partie importante est consacrée a l'intégrabilitéehliue dans ce sens, nous avons élaboré
ces techniques, pour demontrer l'intégrabilité ahigplee d’'un systeme intégrable, en util-
isant ses éventuelles solutions de Laurent. On y trouvgssi éa preuve gque tout systeme
a.c.i. admet des solutions de Laurent, justifiant ainsiiterer utilisé par Kowalevski.

L'introduction a l'intégrabilite algébrique, prése&e ici, correspond fidelement a un
mini-cours (de trois heures) donné a Dakar en mai 2007sDar premiére partie, j'expli-
querai I'intégrabilité au sens de Liouville pour des sysés hamiltoniens sur une variété de
Poisson. Dans la deuxieme partie, je montre d’abord quetiamd’intégrabilité au sens
de Liouville est une notion trop faible dans le contexte dagtés de Poisson holomorphes
ou algébriques. Ceci sera illustré par une suite d’exemgimples, qui montrent quel est le
probleme et comment il peut étre détecté en analysexistence de solutions de Laurent
pour les équations de mouvement. Le résultat final est drerefficace d’obstruction
a l'intégrabilité algébrique. Voir [4] pour un autreitére d’intégrabilité algébrique, pour
d’autres exemples, des applications a la géométrie deétés abéliennes, le lien avec la
théorie de Lie, ...

Je tiens aremercier Aissa Wade de m’avoir invité a faimmice-cours, devant un public
aussi varié que intéresse.

2 Liouville int égrabilité

Dans cette section nous décrivons la notion d’intégitabélu sens de Liouville dans le con-
texte des variétés de Poisson. C'est la généralisat@urelle de la notion d'intégrabilité
au sens de Liouville pour les variétés symplectiques (var exemple [5]). En effet, c’est
plus naturel de considérer des systemes intégrableeswarietés de Poisson, que sur
des variétés symplectiques, car les morphismes natieslsystemes intégrables sont des
morphismes de Poisson, plutdt que des morphismes syrnaplest

Les variétés, considérées dans cette section soouiaUjes variétés réelles lisses. Pour
M une telle variété, I'algebre de fonctions lisses sur uvestU deM sera notéef (U) et
pour tout champ de vecteutig surU, on noteral/[F] la dérivée d’une fonctiofr € 7 (U)
selon?. Comme dans le cours de Jean-Paul Dufour, verééte de Poissor{M, ) est
une variété réelle lisskl, muni d’'un champ de bivecteursde carré nul pour le crochet
de Schouten[{t, g = 0). Pour tout ouvert), la restriction dataU sera aussi notée et
pour tousk, G € 7 (U) on notera indifferemmentF, G} ou jF, G] leur crochet de Poisson
Le champ hamiltonienty associé & € ¥ (U) est le champ de vecteurs suy défini par
Xu[F] :={F,H} pour tousF € ¥ (U). Avec cette convention de signe, on a:

[Xe, X6] = X(GFy, (2.1)

pour tousm, G € # (U). On appelle Casimir toute fonctidghe 7 (M) telle quexg =0. Les
Casimirs forment une sous-algebre de Poissoft ().
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2.1 Fonctions en involution

Dans ce paragraphe, on s'intéressera a des fonctionsantion.

Définition 2.1. Soit (M, 1) une variété de Poisson et s@tc #(M). On dit queS est
involutivesi {F,G} = 0 pour tous=,G € S

Proposition 2.2. Soit(M, 1) une varéte de Poisson et soit& 7 (M) involutive.
(1) La sous-algbre def (M), engendee par S et les Casimirs, est involutive ;
(2) Les champs de vecteuts avec Fe S, commutent deuxdeux ;

(3) Pour S= {Fy,...,Fs}, notons

F: M — RS
m — (Fy(m),...,Fs(m)).

Les champs de vecteurs avec Fe S, sont tangents aux fibres lisges:= F~1(c)
deF.

Preuve.(1) est une conséquence immédiate du fait qast une bidérivation et (2) de
l'identitée de Jacobi pour. Pour 1< i, j < son a:dFj(Xg) = X& [Fj] = {Fj,” } = 0. Donc,

pour toutme M,
S

Xe(m) € () {vE TuM | dmFj(v) = 0}.
j=1

Ce dernier espace est I'espace tangerfglg) enmsi Fg(m) est lisse (il suffit en effet que
Fr(m) soit lisse emm). O

Définition 2.3. SoitM une variété réelle lisse et s@t= {F,...,Fs} une partie def (M).
On dit queS estindépendantssi I'ouvert

est un ouvert dense dé.

Selon le théoréme de Sard,{$t,...,Fs} est indépendante alors pou (cy,...,Cs)
générique, I'ensemblE; := {me M | Vi, F(m) = ¢;} est une sous-variété lisse de dimen-
sion dimM —s.

Proposition 2.4. Soit(M, 11) une varéte de Poisson de dimension n et de rang maxirgum
Soit S= {Fy,...,Fs} C F(M) indépendante.

(1) SiSc CagM), alorss<n—2r;
(2) Si S estinvolutive, alorssn—r ;
(3) Si S estinvolutive ets n—r, alors
dimspan{ Xg, (m),..., Xg. (M)} <t
pour tout me Ug, avecégalitt pour tout m appartenaré I'ouvert Ug N M, ou

M :={meM |Rkn{-,-} =2r}.
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Preuve.Pourm € M, notons paiit, le tenseur de Poisson em vu comme application
linéaireT;,M — TnM. Donc, pour touF € F (M),

T (dmF) = X (M) = {-,F} (m).

Le rang deft, est le rang de la structure de Poissonnenet pour toutF € CagM) le
covecteurdnF appartient & Kefty,, dont la dimension est diM — Rkyn{-,-}. SoitF =
{Fi,...,Fs} indépendante et soih un élément de I'ensemble ouvert non-vidg N M.
Supposons d'abord que chaque élemerf deit un Casimir. PuisquényF, . .., dmFs sont
indépendants, on a :

s<dimKerft, = dimM — 2r

ce qui prouvg(1). Supposons ensuite géesoit involutive et considérons la fibF-y, ou
m appartient toujours dir N M;, de sorte que la restriction d&y, a un voisinageJ de
m soit une sous-variété de dimension dith- sdeU, passant pam. Cette dimension est
un majorant pour la dimensiat, de spaq Xg, (m),..., Xg (M)}, parce que cesvecteurs
sont tangents Br(m). EN plus,dm > s—dimKerit, = s+ 2r —dimM, car les différentielles
dFy,...,dFs sont indépendantes en  Combinant les deux inégalités pod, on trouve
que

S+ 2r —dimM = s—dimKerft, < dyn <dimM —s, (2.2)

ce qui donng2). Supposons finalement gae- dimM —r. Pourme UrNMy, les inégalités
(2.2) impliquent que
r =s—dimKerft, <dyn <,

et donc dimspafiXg, (m),..., X, (M)} =dm=r. O

Définition 2.5. Soit (M, 11) une variété de Poisson de dimensioet de rang 2 On dit que
F={F,...,Fs} estunsyseme inégrablesurM si

(1) F estindépendant ;

(2) F estinvolutif ;

(3) s=n-—r.
On dit aussintégrable au sens de Liouville
Proposition 2.6. Soit(M, 11, F) un syséme inégrable. Les champs de vecteuis, ..., Xg,
définissent sur I'ouverttir N M, une distribution inkégrable (au sens de Frobenius). Les

variétes ingégrales de cette distribution sont les composantes cosngae fibres dé-,
restreinta Ur N M;. De plus, 'ouvertUr N M, est invariant pour les flots des chamis.

Preuve.D’apres la proposition 2.4, les champis , . . ., X, définissent sutir N M, une
distribution de rang. Elle est intégrable au sens de Liouville, ¢ak , X¢, | = X{Fj.F,} =0.

Les composantes connexes des fibres de la restrictiénadd: N M, sont de dimension
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et ils sont en tout point tangents a la distribution. Ce slomic les variétés intégrales de la
distribution. L'ouvertUr est alors invariant pour le flot deg:, car

LXpl(dFl/\---/\dFs) = dlxpl(dFl/\.../\dFs)
s .
= dY (-1 dRAL A R AL AR
=1
- 0

ou on a utilisé dans la derniere étape :
|X|:idFj =dFj(Xg) = X [Fj] = {Fj,F,} =0.

M, est aussi invariant pour le flot de& car la structure de Poissanest invariante pour
ces flots ; en effet, pour tods G € F (M),

(£, (F.G) = Ly, (MF.G))~1(Ly,F.G) ~1i(F, Ly, G)
= Xr [{F,G} —{X&[F].G} —{F X [G]}

= 0,

a cause de l'identité de Jacobi. Donc, I'intersectignn M, est aussi invariante pour le flot
de tous lesXr. O

Théoreme 2.7.Si (M, {-,-} ,F) est un systme inégrable, alors pour tout & UrNM; la
courbe inégrale deXg, a partir de m, peuétre cetermiree par quadratures (d@ations
algébriques, tBoreme des fonctions inverses,dgtation).

Preuve.Soitme UrNM;,. Puisque les vecteurs tangeats(m), ..., Xg (m) engendrent
un sous-espace de dimensiQon peut supposer qug;, (m), ..., X, (m) sont indépendants,
et donc que les champs de vecteur&r,, ..., Xg, sont indépendants au voisinage rde
dansM. On peut supposer que ce voisinage soit inclus ddps M;, car ce dernier est
ouvert et contienm. SoitU lintersection de ce voisinage avec la fibfg ), qui est
de dimensiorr ; en réduisant), si nécessaire, on peut supposer fueoit le domaine
d’'une cartgU, @) deFgy), contenanm. Puisque les champs de vectents, ..., Xr, sont
indépendants en chaque pointldeil existe des uniques 1-formes,...,u surU, telles
que w (ij) = §j, pour 1< i,j <r. Ces 1-formes peuvent étre calculées en utilisant
seulement I'algébre linéaire. En effet, pdue F (M), on a sutJ :

r
dF = > {F.R}w (2.3)
2
que 'on applique pour lesfonctions coordonnéas; ..., ¢ de la cartgU,@). Alors

doy {o,F} - {o,FR} 01

dor {&,F} - {&.F} o
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et la matrice x r est inversible pour toutf € U, parce que les vecteusg, (m') engendrent
TwU pour toutm’ € U et parce quéq, ..., ) est un systeme de coordonnéesl$uPour
1<i<r, lal-formew estfermée : les champs de vectelits ... Xr, engendrent I'espace
tangent &J en tout point d&J et

doy (XFJ' 7ka) = XFJ‘ [Oq (ka)] —XFK[CQ (XFJ‘)] — 0y ([XFJ' aka])

pour tout 1< j,k <r, ce qui donne zéro, can (xpj) est constant et car les champs de
vecteursXg, commutentU étant le domaine d’'une carte, ces formes fermées sontesxac
et on peut intégrer chacun des 1-formes...,wy, pour obtenir fonctionsty,....t ; les
constantes d'intégration sont choisies tel gueorresponde & = --- =t, = 0. Ces fonc-
tions forment un systeme de coordonnéeslsymarce quedt; A --- Adt; # 0 surU, donc,
par le theoreme des fonctions inverses, on peut écisrederdonnéesq, ..., @) locale-
ment, au voisinage de, en termes dét;....t;). Par constructiona% = Xg dansU. Les
fonctions@ (t1, ... ,tr) donnent donc la courbe intégrale dg qui passe pamen prenant
t1,...,t-1,t.1,...,t €gaux a zéro. En utilisant les équatidfs= c;, on calcule la courbe
intégrale correspondante dg, comme courbe darid, utilisant le théoreme des fonctions
implicites. O

Exemple 2.8. Le premier exemple d’'un systeme intégrable est celui decillateur har-
monique. Sufl*R" avec les coordonnées naturellgs. .., dn, P1, .- ., Pn (pOSitions+ im-
pulsions) on prend la structure de Poisson canonique,

n <0F 0G OF 0G>
0q 0p;  0pi0q; /’

{F,G} = i;

et on considere I’hamiltonien

Hols PP+ nor-q-2
PLEPRS

Le champ hamiltonien correspondarit st donné explicitement par

Ja = -
Xy : . i=1,...,n
; {pi = —20iq;,

Lesn fonctionsF := pi2/2+ oriqiz, avec 1< i < nsont en involution avell car

: 2 ~
Xu[R]=F= <p—2' +onqi2> = pi(—20i0i) + 20 Gi pi = 0.

Il est évident que les fonctiors sont deux a deux en involution,
2 2
o; P
{7’ rad +qu?} =0,

pour tous 1< i, j < n. Ces fonctions sont indépendantedHet= 1 ; F. Par conséquent,
(T*R"{-,-},{F1,...,F-1,H}) est un systeme intégrable.
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Exemple 2.9. Le systeme intégrable de Hénon-Heiles est défini argdert’hamiltonien

2 | 2
+
H = P22 o8+ quc,
surT*R?, qu’on munit de la méme structure de Poisson que dans I'gbespnécédent (pour
n=2). Le champ hamiltonien correspondari &st donné explicitement par

X { Q1 = P, Pl = —603 — 03,
G = P2 P2 = —20102.
SoitK la fonction, définie par

K = 4pp( P10 — P201) + G3(40Z + 03).
On trouve, par un calcul direct,

K = —8010(p102— P2oi) + 4p2(—6020 — G5 + 20503)
+80103p1 + 80202 P2 + 4032
- 0

Il est clair queH et K sont indépendants. Don¢T*R? {-,-},(H,K)) est un systeme
intégrable.

Théoreme 2.10(Liouville). Soit (M,{-,-},F) un systme inégrable, aveaddimM = n,

Rk{-,-} =2retF = {F,...,K} (donc n=r +5s). Soit me U= NM;,. Si le flot de cha-
cun desXg, est complet sur la vagite invarianteFy, il existe un diffomorphisme dEy, sur

le cylindreR"~%x T9 (0 < q < r) tel que les champs, transporés surR"~9 x T9 par

ce difefomorphisme, soient constants (invariant par translgtidan particulier, siF, est
compact, alord, est diftomorphea un tore (et les champ¥: y sont constants).

Preuve.On peut supposer qu&, , ..., Xr. soient indépendants em Alors Xg,, ..., Xg,
sont indépendants sk, carpouri=1,...,s,

r

L (X A A X ) =5 X A A [Xe, X5 | A AXR =0.
=1

On définit une action d&" surF, par
((t17 oo >tl’)7 m) = q)t(ll) 00 q)t(rr)(m)v

ot @) est le flot dexg. C’est une action : les flots des chamjis commutent car ces
champs commutentxpl ,ij] = 0. L'action est transitive : la distribution est engendpae
Xe, ..., Xg, au voisinage de la feuille, dorféy, est une variété intégrale de la distribution
définie parXg,,..., Xg,. Le stabilisateur est un sous-groupe discreRiecar les champs
de vecteursXg,, ..., Xk, sont indépendants en. L'action induit donc un diffeomorphisme
entreR" /A etF, ouA est un sous-groupe discret B&, A ~ Z9. Par construction, le flot
est linéaire en termes d@g, .. .,t;). Topologiquement,

Fn=R"/A=(R9xR%/Z9=R"9x T9,

doncF, est diffeomorphe a un cylindre. &j, est compact, alor®" 9 x T9 est compact,
doncq=r etFq, est diffefomorphe a un tore. Ces tores sont appelé®ies de Liouville
]
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Exemple 2.11.Les conditions qui figurent dans le théoreme de Liouvikesont pas tou-
jours satisfaites et la topologie des variétés invaeisht, peut étre assez compliquée. Voici
une classe d’exemples, qui donne déja dans le cas de damehsles topologies assez
variées. SufC? on consideére la structure de Poisson
0 0
b= = A—.
{1 0z1 02
La partie réelle et imaginaire dg,-} sont des structures de Poisson (réelles) Rtir
Ecrivantz = x ++/—1y;, pouri=1,2,0ona:

0o 1/0 0
=20 )
et on pose
0 0
{o}g = 40 (0_21/\622>
0 0 0 0
G ey
0 0 0 0
Ox1 0% Oyr 0ys
De méme,
0 0 0 0
b0 e oy e
SoitF une fonction holomorphe s@?,

F=G++v—1H,

ou G etH sont la partie réelle resp. imaginaire lBeOn voitG etH comme des fonctions
lisses suiR*. Par un calcul direct,

(o, L %80 0 60 050
IH T 0% 0xg  0x1 0% Oy 0y1 Oy Yo’
OoH 0 oH 0 OoH 0 oH 0

- H = — .
o Hio Oy20xy  Ox10y>  0y1 0% - 0%2 0yq
Les équations de Cauchy-Riemann pbBur

0G oH 0G oH :

— = — e — =—— =12 2.4

0% 0y; oi 0% ( ) @4)
impliquent alors qug-,G}; = {-,H }. Ensuite,

Donc (G,H) est involutive par rapport & .-} et par rapport §-,-}5. On vérifie que si
F n'est pas constante, alo{ssne R*| dnGAdmH # 0} est dense darR*. Dans ce cas,
(R*{-,-}5,(G,H)) est un systeme intégrable (@&*,{-,-},(G,H)) aussi). Les variétés
invariantes sont les composantes connexes des fibres gédaton F, ce sont donc des
surfaces de Riemann (non-compactes) ; topologiquemermintelss surfaces topologiques
non-compactes, de genre quelconque.
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Pour terminer ce bref apercu sur l'intégrabilité au sged.iouville, voici 4 théoréemes
importants qui compléteraient le matériel de base, gniésici.

(1) Le théoreme des actions-angles, qui donne une déearige ce qui se passe au
voisinage des tores de Liouville (voir [14, 9] pour le cas plentique, [13] pour le
cas Poisson) ;

(2) Lethéoreme d’Adler-Kostant-Symes, qui donne unestrogtion de grandes familles
de fonctions en involution, basée sur des decompositiaigebres de Lie (voir [4]) ;

(3) Lesthéorémes de Ziglin et de Morales-Ruiz, donnasoihstructions a l'integrabilité,
basée sur la théorie de Galois differentielle (voir j1,5]

(4) Le théoreme de convexité d'Atiyah-Sternberg, quiglie si I'application moment
d'un systeme intégrable sur une variété symplectiqumpacte engendre 'action
d’'un tore, alors son image est un polytope convexe (voir. [6])

3 Intégrabilité algebrique

Dans la suite, au lieu de travailler sBrnous travaillerons sut. La variété differentielle
lisse M sera une variété affine lisse ; pour no@$, suffit. Comme algébre de fonctions
F (M) surM nous prenons les fonctions régulieres, c.-a-d. lestions polyndbmes em
variables, sM = C". La structure de Poisson sera une bidérivatiorfd®!), qui satisfait a
l'identité de Jacobi. Les courbes intégrales seront teaamt définies sur des ouverts@e
plutdt que sur des intervalles. Si, par exemple, une streae Poisson polynomiale est
donnée suR", on peut complexifier la structure de Poisson en tensortsahparC.

Dans le contexte complexe, on peut définir la notion dgrabilité au sens de Liouville
comme dans le cas réel. En examinant les preuves donnéesstis, on vérifie facile-
ment que les propriétés suivantes restent valables powysteme intégrable complexe
(M, {-,-},F),ouF = (Fy,...,Fs).

(1) Les champs intégrables commutelity , X | =0 ;
(2) Ces champs sont tangents aux fibres lisses de I'appilicati

F: M —- C°
m — (Fi(m),...,Fs(m));

(3) Ces champs définissent une distribution intégrabieln M, qui est ici un ouvert
de Zariski (donc dense) ;

(4) Pourme Ur N M, la courbe intégrale d&: peut etre déterminée par quadratures.

Ce qui ne marche pas, c'est le théoreme de Liouville. Queasse-t-il avec les tores de
Liouville ? Peuvent-elles devenir des tores complexes eates ? Slrement pas, car le
principe du maximum implique que dans I'espace affihe= C", il n'y a pas de sous-
variétés holomorphes compactes. Un autre problems (plave ?!) est que en général les
solutions d'un systeme intégrable ne sont pas uniforifesgle-valued”). Voyons ¢a sur
un exemple simple.
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Exemple 3.1.SurM = C? avec la structure de Poisson canonique, défini§xas = 1, on
considere I'hamiltonietd =y? —x°. On a :dH = 2ydy — 5x*dx, et donctr = C2\ {(0,0)}.
La structure est symplectique, doblg = M; = C?, ce qui donnetl- "M, = C?\ {(0,0)}.
Les fibres déd (= F) au-dessus dec C* (ce qu’on note comme avahRt) sont entierement
contenues dan®lr N M;, carH(0,0) = 0. Le champ hamiltonien est donné par

. X = 2y7
M*{y ~ o (3.1)

Pourc € C*, le champ de vecteurk, est tangent a la fibré, qui est explicitement donnée
par

Fe={(xy) € C?|y?=x"+c}.

C’est une courbe lisse, aussi appelée surface de RiemarpologiquementfF. est une
surface topologique compacte de genre 2, privee d'un pqinibn appellera le point a
I'infini, et que I'on noteraP,. On a queXy est un champ de vecteurs holomorphe Byr

(c # 0) qui ne s’annulle en aucun point &g. Pour voir ce qui se passe au voisinage du
pointP,, on prend un parametre loéa, défini parx = 1/z%, ce qui donne la paramétrisation

suivante
x—1 _1 1+C—210+
2 y_2‘5 2 '

On peut maintenant écrire le champ hamiltonin au voisinage dé&, en termes de ce
parameétre locat, ce qui donne, a partir de= 2y,

zz—éu+o@y (3.2)

Il est important de noter qu&y (z) — o quandz — 0. On ne peut donc pas étendtg
sur la surface de Riemann compactifiee ! Ensuite, si omiat€3.2) en I'eécrivant comme
—22dz(1+ 0(z'9)) = dt, on trouve

Z(t) = v/—3t(1+ 0(1)).

z(t) n’est pas une fonction uniforme dew voisinage de O : il est bien connu gu’il existe
dans aucun voisinage de 0 dafisune fonction non-triviale dont le cube est la fonction
identité € — t).

En dimension supérieure, le méme phénomeme se prafugénéral, mais il est dif-
ficile de le détecter avec la méthode de I'exemple 3.1, natimension supérieure il n'y
a pas un point mais une hypersurface a l'infini, et le pateniecal devient un systeme
de parametres, difficile a calculer ! Toutefois, il y a ungra méthode, déja employée par
Sophie Kovalewksi, qui est tres efficace en toute dimendidie consiste a la recherche de
solutions de Laurent des équations difféerentielles @arigent le champ intégrable. Mon-
trons d’abord que dans le cas de I'exemple précédent]lde slutions (strictes) n’existent
pas.

1Un paramétre local n’est rien que I'inverse d’une cart@hmrphe en dimension 1 ; il s'agit ici d’'une carte
holomorphe en un point du compactifié (“a I'infini”). Coritaz I'excellent livre [7] pour des méthodes pour
déterminer un parametre local.
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Exemple 3.2.On cherche des solutions de Laurent de (3.1), sans utiégeatametre lo-
calz. En éliminanty, on peut écrire (3.1) comme= 10x*. On cherche d’abord +# 0 et
n € Z avecn > 0 (“strict”) tel que

X(t)

soit une solution (formelle, pour commencer)xde 10x*. Une substitution simple donne

_a

= 2(a+o)

4
MR (w1 o) = 2 (14 Oft).

Puisquea # 0, on a 4 = n+ 2, et doncn = 2/3 ¢ Z. |l n’existe donc pas de solutions de
Laurent strictes (i.e., qui ne soient pas des solutions giadormelles, et en particulier
pas de telles solutions convergentes.

Dans des bons cas, a définir plus tard, des solutions deshi(strictes) formelles,
mémes convergentes, existent. Montrons ¢a d’abord s@xample, qui est une petite,
mais importante, modification de I'exemple (3.1), pour kede lecteur pourra facilement
vérifier, en prenant en paramétre local, que le champ kameh peut &étre étendu sur la
surface de Riemann compactifiée.

Exemple 3.3.0n considére suv = C?, toujours avec la structure de Poisson canonique,
I'hamiltonienH = y? — x3. On écrit le champ hamiltonien

x= 2,

sous la formex = 6x? et on cherche des solutions de Laurety = &(1+ O(t)) de (3.3),

aveca e C* etne N*. On voit bien quea= 1,n= 2 marche, mais il y a plus : si on cherche
a déterminer les termes suivants dans la série, en posant

1

X(t) = 5 (1+ad“+ o),
on trouve par une simple substitution cage= 0 pour 1< k < 5, et surtout, poun = 6, que
le parameétreg peut étre choisi arbitrairement ! En effet, on a :

1

Xt) = H(1+at+o(t"),

y 6

) = G+ 12at? + O(t%),

1
6°(t) = 6 (t—4 +2at? + O(t3)> .

Les autres coefficients étant déterminés uniquemeatta de ces premiers, on a une solu-
tion (formelle, on peut montrer qu’elle est convergenterggpetit non-nul):

1
Xt) = t—2+at4+ o),

yt) = &zt):—t%+2at3+o(t4).
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Substitué dans I'hamiltonied = y? — x3, on trouve
H(x(t),y(t)) = YyA(t)—x3(t)
= t% —4a+O(t) — (t% +3a+ O(t)))
= —T7a+O(t).

En effet, puisqueH est une constante de mouvemantx(t),y(t)) est indéependant de
i.e., H(x(t),y(t)) = ¢, ouc e C est une constante qui dépend uniquement de la condition
initiale, eton a:—7a=-c.

On voit dans I'exemple que le parametre libre nous permataif une solution de
Laurent pour chaque variété intégrédg! C’est pour cette raison que, dans les “bons” cas,
il existe des solutions, dépendant d'un (ou de plusielasgmeétres. Pour donner un énoncé
plus précis, nous introduisons, suivant [2], la notiomt#grabilité algébrique (voir aussi le
livre [4]).

Définition 3.4. Soit(C",{-,-},F) un systéme intégrable, du, -} est un crochet de Poisson

polynomial etF = (F4,...,Fs) est constitué de polyndmes. On dit que c’est un systeme
algébriquement comptement irégrable(systemea.c.i.) si

(1) Pourc e C3générique, la fibr&: estisomorphe a une partie affine d’'un tore complexe
algébrique,
Fcx (C"S/N¢) \ D,

ou/\¢ est un réeseau dafd®'° et D, est une hypersurface algébrique@e /A ;

(2) Les champs de vecteuk$, restreints & (avecc générique) sont constants.

Un tore complexe algébriqu€’ /A, aussi appelé tore complexe projectif ou variété
abélienne, est par définition un tafé/A qu’'on peut plonger dans un espace projelif
Pourr =1, C/A est toujours algébrique, on parle d'ur@urbe elliptique Pourr > 1,C" /A
n'est pas algébrique en général (ca dépend)de

Exemple 3.5. L'exemple principal d’une variété abélienne, qui estsifexemple le plus
important dans la théorie des systemes intégrabless(pes le seul !), est la jacobienne
d’'une surface de Riemann. Rappelons brievement la caistnu Soitl" une surface de
Riemann compacte de genge> 0. On a : dimQ(I") = g (differentielles holomorphes
surl’) et RkH1 (I, Z) = 2g (premier groupe d’homologie dé). On a une inclusion :

Yo H(MZ) — (QYN)"
Moo=y
c.-a-d. pour touto € Q*(I"), on définitW([y])(w) := Jyw. Puisque est injectif, son image
est un réseau daf©(r"))" et
(@)
W(HL(T,Z))

est un tore complexe de dimensigrappelé la (variét§pcobiennedel”. On démontre que
Jagl) est algébrique, donc est une variété abélienne.

Jadrln) :=
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Voici un exemple, a la fois simple et compliqué, d’un gyse algébriquement comple-
tement intégrable (voir [4] et [10] pour deux preuvesaetifintes).

Exemple 3.6.SurC® avec des coordonnégs, . . ., xs, on considere la structure de Poisson,
définie par

{%i %) } = %% (i j+1— Biva),
ol Xg := X1 €tXp := X5. On vérifie facilement quklp := X3 X2X3X4X%5 €St un Casimir et que la
structure de Poisson est de rang 4, presque partout. Leshdeniktoniens

Hi = X +Xo+X3+X4+Xs,
Hyo = XiX34 XoXq + X3X5+ XaX1 + X5Xo,

sont en involution eHo,Hy,H, sont indépendants, dor€>,{-,-},(Ho,H1,Hz)) est un
systéme intégrable. Poar= (cy,c,) € C2 on considere la courbe affine

Moi={(xy) € C?| (0 - coX® + )% — dx = y?} .
On montre alors que, pour toatel quel ¢ soit lisse, la surface affine
{(Xl, .. ,X5) € (CS | HO(X) =1, Hl(X) =C, Hz(X) = Cz}

est isomorphe & JAC.) \ D, ou D est constitué de 5 copies fe dans Jad ¢). De plus,
les flots dexy, et deXy, sont linéaires sur chaque J&g). Ce systéme intégrable est donc
a.c.i. Voir Figure 1. pour la configuration précise des Siesplel ; dans Jad ¢).

Figure 1. Le divisquiszlﬂéi) est constitué de cing courbes de genre deux, qui se coupent

en cing points, qui est chacun un point triple du diviseuurRendre la figure exacte, il faut
identifier les deux points d'étiquetf®, ainsi que les deux points d'étiqueffg, de sorte

que les courbeg)éz) et fDC(S) soient tangentes, ainsi que les deux coutbé?% et fDC(4).

'Dgl) ’DE‘S) 'D£5)

P Py

D((:Q) ,Dé4)
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Voici I'énoncé précis, portant sur I'existence de séide Laurent pour les systemes a.c.i.

Théoreme 3.7.Soit (M,{-,-},F) un systme a.c.i. ireductible. Il existe pour chacun
desXr des solutions de Laurent quédendent ddimM — 1 paranetres libres.

Nous renvoyons a [4] pour la notion d'irréductibiliteudi systéme a.c.i. (on demande
gue la fibre générique, qui est un ouvert dans une vagigdlienne, soit irréductible ; en
gros une variété abélienne est irréductible si ellstnpas le produit de tores de dimension
plus petite) ainsi que pour la preuve du théoreme, qusatie facon essentielle la théorie
des variétés abéliennes.

Le théoreme 3.7 s'avere tres efficace pour sélectiomniams une famille d’hamiltoniens
donnée, ceux qui sont intégrables et/ou a.c.i. Utitiséefin, on I'appelle leritere de
Kowalevski-Painle&. Voici deux exemples.

Exemple 3.8. Sur C#, avec la structure de Poisson canonique, on consideremiglefa
d’hamiltoniens (dépendants dg

1 €
H=Z(i+y3)+ 34+

Le champ hamiltonien est alors donné par :

X :{ o=y, o= —eg-x,
X2 = Yo, Yo = —2X1Xo.
Les solutions de Laurent sont de la forme
l k), k .
xi(t)zt—zZ)q“t, =12
k>0

avec(x(1°>, (2°>) = (—2,0) ou (—3,+3v2—¢) et les coefficients suivants sont déterminés
récursivement, mais linéairement, par les coefficienésgdents, avec comme matrice, a
I'eétapek, la matrice

. (k+1)(k—6) 0
Ka(k) "( 0 (k—2)(k—3)—12/s>
pour la premiére solution, et

(k—2)(k-3)—6e +6y7 ¢
Ka(k) ':< 6y2-¢ (k-5 )

pour la deuxiéme. Selon le critére de Kowalevski-Pailgour queH soit un des hamil-
toniens d'un systeme a.c.i., il faut que Hetou dek; ait 3 racines non-négatives. Puisque
detky (k) = (k4 1)(k— 6)((k— 2)(k — 3) — 12/¢) et det,(k) = (k+ 1)(k — 6)(k? — 5k +
6(2—¢)), on peut conclure que, dans ce cas,

£c {1,2,4/3,6).

L'existence de séries de Laurent dépendant de 2 parasidires (une extension du critere
de Kowalevski-Painlevé) montrent que seuleneesatl ete = 6 peuvent correspondre a un
systeme a.c.i. (et, en effet, c’est le cas!).
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Exemple 3.9. Dans le deuxieme exemple, du a Adler et van Moerbeke [3]dame
une caractérisation des réseaux de Toda périodiquasilisant le critere de Kowalevski-
Painlevé. Soiendy, ey, ..., e des vecteurs darig't1, tels que

(1) Les vecteursy,ey,...,€e sont linéairement dépendants ;

(2) Pour tout, les vecteursy, ey,...,§,...,€& sont linéairement indépendants ;

(3) Siylo&ie =0etyl (& =0alors(&,...,&) = (O,...,0).

Il est clair que tout systemgererique de ¢ + 1 vecteursdépendantsiansR*? satisfait a
ces trois conditions. Soft = (ajj )oxi j<¢ la matrice, dont les éléments sont définis par

(ale))
(eiley)
On considere alors s@“+1, dont on note les coordonnées: (Xo, ..., %) ety= (Yo,...,Yr)
le champ de vecteurs
. { X = X Y,
Xa: .

y = AX
ouX-Y = (XoYo,---,XY¢). Alors, en utilisant le critere de Kowalevski-Painlew& montre
que Xa est un champ de vecteurs d'un systeme a.c.i. irreductdglalement sA est la
matrice de Cartan d’'une algebre de Lie affine (éventuatenwistée). Réciproquement,
si A est une telle matrice, alobé, est le champ intégrable (au sens de Liouville) ; le fait
gu’'elle appartienne a un systeme a.c.i. (irréductiblé&té établi pour des cas particuliers
d’'algebres de Lie, mais pas en toute généralite. Ce®mgs intégrables sont dans la
litterature connus comme les systemes de Toda périegiganéralisés.

ajj =2
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