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Projet de recherche

Mes thémes de recherches sont la théorie des algébres de Lie et leurs représentations. Je
m’intéresse également aux super-algebres de Lie.
Plus précisément, j’étudie les problémes suivants, liés aux idéaux ad-nilpotents d’une sous-
algébre parabolique d’une algébre de Lie simple :
— indice du quotient d’une sous-algébre de Borel par un idéal ad-nilpotent,
— caractérisation et énumeération des idéaux ad-nilpotents et abéliens,
— objets combinatoires relatifs a ces idéaux, comme par exemple des diagrammes, des
chemins de Dyck ou des antichaines,
— modéle géométrique pour les idéaux ad-nilpotents,
— caractérisation et énumération des idéaux ad-nilpotents et abéliens d’une sous-algébre
de Borel d’une super-algébre de Lie classique.

Caractérisation des idéaux ad-nilpotents (via le groupe de Weyl affine)

L’étude des idéaux ad-nilpotents d’une sous-algébre de Borel a été motivée par un résultat
de D. Peterson. Il a établi que le nombre d’idéaux abéliens d’'une sous-algeébre de Borel d’une
algébre de Lie simple complexe g de rang ¢ est 2°. Une démonstration de ce résultat peut
étre trouvée dans [10] et implique le groupe de Weyl affine associé a g. Dans cet article, B.
Kostant indique des connections entre ces idéaux abéliens et les séries discrétes et établit un
lien avec ses résultats plus anciens (1965) sur la structure de Ag en terme des sous-algébres
commutatives de g.

Le groupe de Weyl affine joue un role important dans les différentes caractérisations des
idéaux ad-nilpotents établies par P. Cellini et P. Papi dans [3] et [4]. De plus, dans [4], les
idéaux ad-nilpotents sont paramétrisés par certains points d'un simplexe canonique. Cette
description leur permet de trouver une formule donnant le nombre d’idéaux ad-nilpotents
qui dépend seulement du nombre de Coxeter, du cardinal et des exposants du groupe de
Weyl. Cette formule compte, dans certains cas, également plusieurs autres objets comme des
arrangements d’hyperplans réels (|2]), ou le nombre de variable de clusters qui correspond a
un systéme de racines irréductibles ([6]).

D’un autre coté, lorsque g est de type classique, les idéaux ad-nilpotents peuvent étre
encodés par certains sous-diagrammes d’un diagramme de Young (voir [24] et [3]). D’autres
objets combinatoires sont liés aux idéaux ad-nilpotents, comme les chemins de Dyck, les
polynomes de Chebyshev, ou les nombres de Catalan ou de Motzkin. Mentionnons également,
les travaux de Panyushev, Sommers, et Suter ([15],[25],[26]) parmi d’autres sur ce sujet.



Dans [20], nous généralisons les caractérisations obtenues par P. Cellini et P. Papi sur les
idéaux ad-nilpotents d’une sous-algébre de Borel aux sous-algébres paraboliques.

Soit b une sous-algébre de Cartan de g et A le systéme de racines associé. Nous fixons
un systéme de racines positives A*. Notons IT = {aq, ..., a,} I'ensemble des racines simples
correspondant. Soit I C II. Notons p; la sous-algébre parabolique standard correspondante.
Observons que pour I = (), py est une sous-algébre de Borel. Puisque les idéaux ad-nilpotents
d’une sous-algebre parabolique sont B/Qrel—stables, nous pouvons coder ces idéaux via certains
éléments du groupe de Weyl affine W (voir [3]) appelés Borel-compatibles. Si un élément

de W correspond a un idéal ad-nilpotent d’une sous-algébre parabolique p;, on dit qu’il
est I-compatible. Nous donnons dans [20] une caractérisation compléte de ces idéaux. Soit
= {ap} UTI 'ensemble des racines simples affines. En particulier, un élément w € W est
I-compatible si et seulement si, il est Borel-compatible et satisfait la condition suivante :

w (1) c II.
Il existe une autre caractérisation des idéaux ad-nilpotents d’une sous-algébre parabolique

en termes de faces de 'alcove définie par 1'élément I-compatible correspondant. Cela nous
permet d’obtenir une généralisation du théoréme de Peterson. Soit

Aby ={w € W w correspond a un idéal abélien de pr}.

Posons ng = 1 et soient n;, i = 1,..., £, les entiers strictement positifs tels que la plus grande

: R = : o
racine ¢ soit égal a ) ., n;a;. Pour J C I, posons n; =[], ., n;. Soit w € W un élément
- j€.

I-compatible, par les considérations précédentes, nous avons w='(I) C II, et donc Maw=1(1)
a un sens. En considérant le volume des faces de l'alcove fondamentale, nous obtenons le
théoréme suivant :

Théoréme |20]|. Soit I C II, on a alors

1
— > ey =2
n weAby

Puisque en type A et C' les entiers n;, i =0, ..., ¢, dépendent seulement de la longueur de
«;, cela nous permet de prouver le théoréme suivant :

Théoréme [20]. Soit I C 11, si g est de type Ay ou Cy, alors la sous-algébre parabolique p;
admet ezactement 2% idéauzr abéliens.

Indice du quotient d’une sous-algébre de Borel par un idéal ad-nilpotent

Considérons g une algébre de Lie complexe de dimension finie. Pour f € g*, notons g/ =
{X €g; f([X,Y]) =0 pour tout Y € g}, Pannulateur de f pour la représentation coadjointe
de g. L’indice de g, noté x(g), est défini par

— min dimg/ .
x(g) min dimg

Si g est une algébre de Lie algébrique et que 'on désigne par GG son groupe algébrique adjoint,
alors x(g) est le degré de transcendance du corps des fonctions rationnelles G-invariantes de
g*. Par exemple, I'indice d’une algébre de Lie semi-simple g est égal a son rang. Cela peut
étre démontré de facon simple en utilisant I'isomorphisme défini entre g et son dual g* via la
forme de Killing.
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Récemment, I'indice du quotient d’une sous-algébre de Borel b par un idéal ad-nilpotent
a été considéré dans les travaux de P. Damianou, H. Sabourin et P. Vanhaecke sur des
problémes liés aux réseaux de Toda et aux systémes intégrables. Plus précisément, soit g une
algébre de Lie simple complexe. Notons g, le sous-espace radiciel de g associé & une racine
a. Soit ® C AT tel que IT C ®. Alors, nous pouvons montrer que ® correspond & un systéme
Hamiltonien si et seulement si @QGA+\¢ go est un idéal ad-nilpotent de b. Le probléme est
maintenant de savoir si ce systéme est intégrable ou non.

Pour tout idéal ad-nilpotent i de b, (b/i)* est une sous-variété de Poisson de b*. Son rang de
Poisson L est égal a la dimension de b/i moins 'indice de b/i. Puisque le nombre d’équations
nécessaires pour que le systéme Hamiltonien précédent soit intégrable est dim((b/i)*) — L/2,
le calcul de I'indice de b/i intervient dans la résolution de ce probléme.

Je travaille actuellement avec R.Yu sur la détermination de l'indice du quotient d’une
sous-algebre de Borel b par un idéal ad-nilpotent i. Inspirés par les résultats de A.Panov [13]
et de P.Tauvel et R.Yu [27], nous avons obtenu dans [23] une borne supérieure pour l'indice
de b/i qui est exacte dans certains cas, en particulier en type A. Nous conjecturons qu’elle
est aussi exacte dans les autres types. Nous voulons également utiliser les résultats de Panov
pour trouver explicitement des générateurs de C(b)®.

Caractérisation des idéaux ad-nilpotents (via le groupe de Weyl)

Nous avons vu que le groupe de Weyl affine joue un role important dans les différentes
caractérisations des idéaux ad-nilpotents établies dans [3], [4], [15] ou [20] par exemple. Se
pose alors le probléme de savoir si on ne pourrait pas obtenir une caractérisation de ces
idéaux via le groupe de Weyl.

Pour obtenir les résultats de [23], nous avons construit & partir d'un idéal ad-nilpotent i
d’une sous-algébre de Borel b, des séquences de racines positives appelées des “H-séquences”.
Soit h = (6y,...,0,) une telle H-séquence. Considérons ’élément wy, = sy, ... Sg, du groupe
de Weyl W de g, ou sy, est la réflexion de W relativement a 6;, i = 1,. .., s. Dans [14], Panov
fixe en type A un ordre total sur les racines et définie une H-séquence particuliére p qui
dépend de cet ordre. En utilisant la bijection entre le groupe de Weyl en type A et le groupe
symétrique, il prouve que la longueur de wp est exactement la dimension du quotient du
radical nilpotent de b par i. Pour généraliser la définition de la H-séquence p, je fixe dans [18§]
un ordre total sur les racines lorsque g est de type D ou E. Sans utiliser le groupe symétrique,
je démontre alors que qu’en type A, D et E, la longueur de wp est aussi la dimension du
quotient du radical nilpotent de b par i.

En type A, D et E, les H-séquences du genre p donnent ainsi une caractérisation des
idéaux ad-nilpotents de b via le groupe de Weyl, et non plus via le groupe de Weyl affine de
g. Je voudrais démonter la conjecture suivante :

Conjecture : Soient g une algébre de Lie simple de type A, D ou E et h une H-séquence
quelconque associée a i. La longueur de wy, est la dimension du quotient du radical nilpotent
de b par i.

J’aimerais également étendre ces résultats aux autres types.



Caractérisation des idéaux ad-nilpotents d’une super-algébre de Lie classique

Dans un travail commun avec Pierluigi Mdseneder Frajria et Paolo Papi, nous cherchons
a encoder et énumérer les idéaux ad-nilpotents et abéliens d’une sous-algebre de Borel d’une
super algébre de Lie classique i.e. d’une super-algébre de Lie de dimension finie G = Gq ® G,
telle que Gy soit réductive. Dans ce cas, la théorie des systémes de racines est bien définie et il
est donc naturel de se demander si les caractérisations obtenues dans le cas d'une algébre de
Lie simple peuvent se généraliser. Le premier résultat de notre analyse établit une interaction
avec le cas d’une sous-algeébre parabolique :

Théoréme |[16]. Pour toutes paires (G, B), ot G est une super-algébre de Lie basique et
B une sous-algébre de Borel de G, il existe une algébre de Lie simple g et une sous-algébre
parabolique p de g elles que les idéauzr ad-nilpotents (resp. abéliens) de B soient énumérés
par les idéauz idéauz ad-nilpotents (resp. abéliens) de p.

Notons [ un facteur de Lévi de p et n son radical nilpotent. La démonstration du théoréme se
fait en établissant pour chaque type une bijection entre les racines de GG et les plus bas poids
de la décomposition de n en sous-module irréductible de plus bas poids. Nous voudrions
maintenant, entre autre, uniformiser cette démonstration et essayer de comprendre le cas
d’une super-algébre de Lie classique étrange.

Objets combinatoires liés aux idéaux ad-nilpotents

Diagrammes de Young

Pour déterminer le nombre d’idéaux abéliens lorsque g est de type B ou D, et le nombre
d’idéaux ad-nilpotents dans les cas classiques, nous adaptons la correspondance au cas par cas
par des diagrammes de |24] (également reformulé dans [3]). L’idée est de disposer I'ensemble
des racines positives dans un diagramme de forme adéquate. La forme et le remplissage du
diagramme dans chaque type sont choisis de telle sorte que nous obtenons une bijection entre
les idéaux ad-nilpotents et les sous-diagrammes “nord-ouest”. Dans les cas ou g est de type
exceptionnel, 'énumération est obtenue en utilisant le logiciel GAP (voir [21], [22]). Une
partie de ma recherche actuelle est de trouver une formule uniforme, comme il en existe pour
le cas Borel.

Soit i un idéal ad-nilpotent d’une sous-algébre parabolique p;. Soit

k+1 _ [k :

it=1eti i".1],

pour k > 0, la série centrale descendante. Rappelons que I'indice de nilpotence de i est le
plus petit entier k tel que i*** = {0} (i.e. le nombre de termes non nuls dans la série centrale
descendante). Dans [19, 21|, nous donnons le nombre d’idéaux ad-nilpotents ayant un indice
de nilpotence fixé lorsque g est de type A ou C. ’idée est de construire une application entre

des systémes de racines de rang différent et d’utiliser les outils de [1].
Chemins de Dyck

Un chemin de Dyck de longueur 2n peut étre défini comme un mot de 2n lettres u ou d,
ayant le méme nombre de u et de d, et tel qu’il y ait toujours plus de u que de d a gauche d’une
lettre. Lorsque g est de type A, il existe une bijection naturelle entre les idéaux ad-nilpotents
d’une sous-algébre de Borel et les chemins de Dyck de longueur 2¢ 4 2.
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Un invariant intéressant d’un idéal ad-nilpotent i de la sous-algébre de Borel pg est 1’élément
maximal /; de 'ensemble {I C II;i est un idéal ad-nilpotent de p;}. En type A;, j’ai établi
une bijection entre les idéaux ad-nilpotents i tels que #I; = r et les chemins de Dyck ayant
de longueur 2/ 4 2 ayant r udu. Ces résultats combinatoires sont publiés dans [19].

En observant des calculs effectués avec le logiciel GAP dans les autres types classiques, il
semblerait que le nombre d’idéaux ad-nilpotents i de py tels que #I; = r soit le méme en type
B et C. Cela pourrait vouloir dire que ce nombre dépend seulement des exposants du groupe
de Weyl associé a g. J’étudie cette question actuellement.

Antichaines

Rappelons la définition de I'ordre partiel suivant, sur I’ensemble des racines positives A™ :
a < 3 si B — « est une somme de racines positives. Une antichaine est un sous-ensemble de
AT contenant des racines qui sont deux a deux non-comparables pour <.

Il existe une bijection entre les idéaux ad-nilpotents d’une sous-algébre de Borel et les
antichaines (voir [15],[25], [4]). Panyushev a établi dans [15] une dualité entre les antichaines
de cardinal p et celles de cardinal £—p, en types A, et Cy. En considérant la bijection naturelle
entre les idéaux ad-nilpotents d’une sous-algébre de Borel et les chemins de Dyck de longueur
20 + 2 en type A donnée dans [15] et la bijection de [1], nous établissons dans [19] une autre
dualité. Une partie de mon travail actuel est de comprendre plus profondément le sens de ces
dualités.

Pour toute antichaine T', soit Z(I") ’ensemble des racines positives qui sont plus grandes
qu'un élément de I'. Dans [17], Panyushev définit une application X entre I'ensemble des
antichaines de AT : pour une antichaine I'; X(T") est ’ensemble des éléments maximaux pour
< de AT\ Z(T). Il a montré que X conserve sa dualité et établi plusieurs conjectures sur X
et sur les X-orbites. Puisque la définition de X est assez naturelle, nous pouvons espérer que
les propriétés de X soient proches de celles de AT. Jétudie actuellement ces conjectures en
utilisant les outils développés dans I’étude des idéaux ad-nilpotents ainsi que d’autres outils
plus combinatoires comme les chemins de Dyck.

u-cohomologie

Les résultats de Kostant dans [8], |9], [11], [10] montrent le role clef joué par les idéaux
abéliens d’une sous-algébre de Borel b d’une algébre de Lie simple g dans les relations entre
I'algébre extérieure de g et P'action de I'opérateur de Casimir sur elle. Dans [5], Frajria et
Papi donnent une approche uniforme des résultats de Kostant. Ils utilisent les liens soulignés
dans [10] entre les résultats sur la u-cohomologie et la généralisation au cas affine di a
Garland-Lepowsky dans 7], pour expliquer le role joué par les algébres de Lie affines et leur
cohomologie. Ils caractérisent complétement les espaces u-cohomologiques qui correspondent
a des idéaux abéliens de b.

Une partie de mon projet de recherche est d’étudier, en utilisant les outils de [5] et les
résultats de ma thése, comment caractériser les espaces u-cohomologiques qui correspondent
a des idéaux ad-nilpotents d’une sous-algébre de Borel ou parabolique.
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