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Chapitre premier�EL�EMENTS DE PROBABILIT�ESLe propos de 
e 
hapitre est seulement d'exposer les bases du langage du Cal
ul desProbabilit�es qui pourraient se montrer utiles �a un utilisateur o

asionnel de la Statistique. Lath�eorie dite 
lassique ou moderne est plus 
omplexe elle se fonde largement sur l'int�egrationabstraite de Lebesgue.De nombreuses remarques sont faites. Elles donnent souvent des pr�e
isions quant auxdi��erents �enon
�es et peuvent être laiss�ees en se
onde le
ture.1. Formalisme simpli��e des Probabilit�es1.1. G�en�eralit�esD�efinition 1. | Soit E un ensemble non vide. Une mesure de probabilit�e sur E est uneappli
ation � : PpEq ÝÑ r0; 1sB � E ÞÝÑ �pBqv�eri�ant :(i) �pEq � 1 ;(ii) si A;B � E, A et B disjoints (AXB � H), alors �pAYBq � �pAq��pBq (additivit�e).Le 
ouple pE; �q est alors appel�e espa
e probabilis�e.Remarques. | a) La notation PpEq d�esigne l'ensemble des parties de E. On rappelle quelorsque E est �ni de 
ardinal n, alors PpEq est �ni de 
ardinal 2n. Si E est in�ni, PpEq l'estaussi (et de 
ardinal stri
tement sup�erieur �a 
elui de E).b) La d�e�nition moins na��ve d'une mesure de probabilit�e n�e
essite l'introdu
tion de lanotion de tribu ou �-alg�ebre. Une tribu E sur E est un ensemble de parties de E 
ontenantH, E, stable par passage au 
ompl�ementaire et stable par r�eunions et interse
tions de familles�nies ou d�enombrables de ses �el�ements. Les tribus triviale (ou grossi�ere) Etriviale � tH; Eu etdis
r�ete Edis
r�ete � PpEq sont des tribus sur E.
) Pour des questions te
hniques ou des exigen
es de mod�elisation, il n'est pas toujourspossible ou souhaitable de 
onsid�erer des mesures de probabilit�e d�e�nies sur PpEq tout entier ;on se restreint �a les d�e�nir sur une tribu E , sous-tribu de PpEq ; dans 
e 
adre �pBq n'a unsens que si B P E et B est alors dit être un sous-ensemble mesurable, ou probabilisable, de E.Un 
ouple pE; Eq, o�u E est un ensemble et E est une tribu sur E est appel�e espa
e mesurableou espa
e probabilisable. Si � est une mesure de probabilit�e sur pE; Eq, le triplet pE; E ; �q estun espa
e probabilis�e (ou de probabilit�e).d) Le support d'une mesure de probabilit�e � sur un ensemble E est la plus petite partiesuppp�q (de type 
onvenable) de E telle que �psuppp�qq � 1. Cette notion pourra être �evoqu�eede mani�ere �evasive dans la suite.Th�eor�eme 1 (propri�et�es �el�ementaires). | Soit pE; �q un espa
e probabilis�e.http://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



x 1 Formalisme simpli��e des Probabilit�es 3(i) On a �pHq � 0.(ii) Pour tout B � E, en notant B
 le 
ompl�ementaire de B dans E, on a�pB
q � 1� �pBq (passage au 
ompl�ementaire).(iii) Si A;B � E, A � B, alors �pAq ¤ �pBq (monotonie).(iv) Si A1; : : : ; An � E sont des sous-ensembles disjoints de E (pour tous k; ` P t1; : : : ; nu,k � `, Ak X A` � H), alors�pAY : : :Y Anq � �pA1q � � � � � �pAnq (additivit�e �nie).(v) Si A1; : : : ; An � E sont des sous-ensembles quel
onques de E, alors�pAY : : :Y Anq ¤ �pA1q � � � � � �pAnq (in�egalit�e de Boole).D�emonstration. | (i) On a E � HY E, et HX E � H, don
 H et E sont disjoints der�eunion totale. Ainsi 1 � �pEq � �pHYEq � �pHq��pEq � �pHq� 1. En simpli�ant par 1(qui est un nombre �ni), on obtient �pHq � 0.(ii) Pour B � E, on a B Y B
 � E et B X B
 � H, don
 1 � �pEq � �pB Y B
q ��pBq � �pB
q, don
 �pB
q � 1� �pBq.(iii) Soient A;B � E. On a A Y B � pAzBq Y pBzAq Y pA X Bq union d'ensemblesdisjoints, don
 �pA Y Bq � �pAzBq � �pBzAq � �pA X Bq. or A � pAzBq Y pA X Bq estaussi une union d'ensembles disjoints, et ainsi �pAq � �pAzBq��pAXBq. De même, �pBq ��pBzAq � �pAX Bq. Finalement,�pAYBq � ��pAq � �pAXBq�� ��pBq � �pAX Bq�� �pAXBq� �pAq � �pBq � �pAXBq:(iv) Si A � B � E, on a B � AYpBzAq r�eunion disjointe, don
 �pBq � �pAq��pBzAq ¥�pAq.(v) L'additivit�e �nie s'obtient par une r�e
urren
e imm�ediate �a partir de la propri�et�ed'additivit�e de la mesure de probabililit�e �.(vi) D'apr�es (iv), �pA X Bq � �pAq � �pBq � �pA X Bq ¤ �pAq � �pBq. L'extension de
ette in�egalit�e s'obtient par une r�e
urren
e imm�ediate. lRemarque. | Le v�eritable axiome d'additivit�e relatif aux mesures (de probabilit�e) estl'axiome d'additivit�e d�enombrable : si A1; : : : ; An; : : : est une suite �nie ou d�enombrable desous-ensembles (mesurables) de E disjoints, alors��¤n An
 � �pA1 Y : : :YAn Y : : :q � �pA1q � � � � � �pAnq � � � � � ņ �pAnq:Cette axiome est plus fort et don
 plus restri
tif que 
elui donn�e dans la d�e�nition. Il estn�e
essaire de le postuler si on d�esire obtenir des r�esultats asymptotiques ou limite, mais il nesert que rarement pour des 
al
uls �el�ementaires.Lorsqu'un espa
e probabilis�e mod�elise une exp�erien
e al�eatoire, telle que par exemple letirage d'une boule dans une urne, on le note g�en�eralement p
;Pq. L'ensemble 
 est l'universdes possibles, 
ha
un de ses �el�ements ! P 
 repr�esente 
e qu'il peut se passer, 
'est-�a-direune �eventualit�e, les parties A � 
 sont appel�ees �ev�enements, 
'est-�a-dire des 
olle
tionsd'�eventualit�es ayant un trait 
ommun (appartenir �a A !), et auxquelles on peut attribuer uneprobabilit�e de r�ealisation PpAq.Dans 
e 
adre (simpli��e), si E est un ensemble non vide, les appli
ations X : 
Ñ E sontappel�ees variables al�eatoires. Lorsque E � R, elles sont dites r�eelles ; lorsque E � Rn, elleshttp://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



4 �El�ements de Probabilit�es Chap. Isont dites ve
torielles. Une variable al�eatoire 
orrespond �a une mesure e�e
tu�ee lors d'uneexp�erien
e al�eatoire, la valeur mesur�ee Xp!q d�epend de l'�eventualit�e ! P 
 ren
ontr�ee.D�efinition 2 et th�eor�eme. | Soient p
;Pq un espa
e probabilis�e, E un ensemble nonvide et X : 
Ñ E une variable al�eatoire. L'appli
ationPX : PpEq ÝÑ r0; 1sB � E ÞÝÑ PXpBq � P�X�1pBq� � PtX P Buest une mesure de probabilit�e sur E appel�ee loi de la variable al�eatoire X (ou en
ore, imagedire
te de la mesure de probabilit�e P par l'appli
ation X).D�emonstration. | Tout repose sur les propri�et�es de l'image r�e
iproque d'ensembles parune appli
ation :(i) PXpEq � PpX�1pEqq � Pp
q � 1 ;(ii) si B1; B2 � E sont tels que B1XB2 � H, alors X�1pB1YB2q � X�1pB1qYX�1pB2qet X�1pB1qXX�1pB2q � X�1pB1XB2q � X�1pHq � H ; don
 PXpB1YB2q � PpX�1pB1YB2qq � PpX�1pB1q YX�1pB2qq � PpX�1pB1qq � PpX�1pB2qq � PXpB1q � PXpB2q. lD�efinition 3. | Soit p
;Pq un espa
e probabilis�e.(i) Si E1; : : : ; En sont des ensembles non vides et Xi : 
 Ñ Ei, i � 1; : : : ; n, sont desvariables al�eatoires, la loi de X � pX1; : : : ; Xnq : 
Ñ E1� � � ��En est appel�ee loi 
onjointede X1; : : : ; Xn. Pour i � 1; : : : ; n, la loi de Xi est appel�ee i-i�eme loi marginale de X �pX1; : : : ; Xnq.(ii) Si E1; : : : ; En sont des ensembles non vides et Xi : 
 Ñ Ei, i � 1; : : : ; n, sont desvariables al�eatoires, les variables al�eatoiresX1; : : : ; Xn sont ind�ependantes si et seulement si laloi de X � pX1; : : : ; Xnq est la loi produit des lois de X1; : : : ; Xn : pour tout B � B1�� � ��Bn,Bi � Ei, i � 1; : : : ; n, PXpBq � PX1pB1q � � � � � PXnpBnq:(iii) Une suite in�nie de variables al�eatoires Xi : 
 Ñ Ei, 1 ¤ i   8, est une suite devariables al�eatoires ind�ependantes si et seulement si, pour tout n ¥ 1, les variables al�eatoiresX1; : : : ; Xn sont ind�ependantes.Remarque. | Pour la d�e�nition d'ind�ependan
e de variables al�eatoires, nous d�etaillonsl'�e
riture de la propri�et�e requise : pour tout B � B1 � � � � �Bn, Bi � Ei, i � 1; : : : ; n,PXpBq � PtX P Bu� PtpX1; : : : ; Xnq P B1 � � � � � Bnu� PtpX1 P B1; : : : ; Xn P Bnu(ind�ependan
e) � PtX1 P B1u � � � � � PtXn P Bnu� PX1pB1q � � � � � PXnpBnq;o�u on notera bien quelle �egalit�e rend 
ompte de l'hypoth�ese d'ind�ependan
e, les autres n'�etantque des �egalit�es entre notations.Exer
i
e 1. | Soit 
;Pq un espa
e probabilis�e. Pour A � 
 un �ev�enement, on d�e�nit lafon
tion indi
atri
e 1A de A par1A : 
 ÝÑ t0; 1u! ÞÝÑ 1Ap!q � ! 1 si ! P A0 sinon.http://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



x 1 Formalisme simpli��e des Probabilit�es 5(i) Montrer que 1A et 1A1 sont des variables al�eatoires ind�ependantes si et seulement siPpAX A1q � PpAq � PpA1q (ind�ependan
e de deux �ev�enements).(ii) �Enon
er une 
ara
t�erisation similaire dans le 
as de n �ev�enements A1; : : : ; An. (Avertis-sement. | Ce n'est pas une question na��ve.)Exer
i
e 2. | Soient n ¥ 1, 
 � t0; 1un, P : A � 
 ÞÑ CardA{Card
 et pour i Pt1; : : : ; nu, Xi : 
Ñ t0; 1u, ! � p!1; : : : ; !nq P 
 ÞÑ Xip!q � !i.(i) Montrer que p
;Pq est un espa
e probabilis�e.(ii) Montrer que les variables al�eatoires X1; : : : ; Xn sont ind�ependantes, de même loi, loi �aexpli
iter.Corre
tion. | (i) Non disponible.(ii) Non disponible.1.2. Variables al�eatoires r�eellesLorsque X : 
 Ñ R, C, . . . est une variable al�eatoire �a valeurs dans R, C, . . ., on peutenvisager la moyenne ou esp�eran
e de X, ou en
ore si X : 
 Ñ E et f : E Ñ R, C, . . .,la moyenne ou esp�eran
e de la variable al�eatoire fpXq : 
 Ñ R, C, . . . : 
'est simplementla somme des valeurs que peut prendre 
ette variable pond�er�ees respe
tivement par les pro-babilit�es d'être prises. En fait, on 
onsid�ere respe
tivement la somme pond�er�ee des valeurspositives et 
elle des valeurs n�egatives de la variable, puis on prend la di��eren
e des deuxsommes. Elle peut être non d�e�nie (situations du type « 8 � 8 »), d�e�nie sans être �nie(situations du type « 8��ni » ou « �ni�8 »), ou d�e�nie et �nie (dans 
e dernier 
as, la va-riable X est dite int�egrable). Les m�ethodes pour 
al
uler de telles moyennes seront pr�e
is�eesdans des 
as parti
uliers.D�efinition 4 et notations. | Soient p
;Pq un espa
e probabilis�e et X : 
 Ñ R estune variable al�eatoire r�eelle de loi PX .(i) La moyenne, lorsqu'elle est d�e�nie, des valeurs observ�ees de la variable al�eatoire X estappel�e esp�eran
e de X et not�ee ErXs, 
'est un nombre r�eel. Lorsque l'esp�eran
e de X est�nie, ont dit que X est int�egrable.(ii) Si l'esp�eran
e ErXs est d�e�nie, pX � ErXsq2 : 
Ñ R est une variable al�eatoire r�eellepositive dont l'esp�eran
e est appel�ee varian
e de la variable al�eatoire X et not�ee VarpXq �ErpX � ErXsq2s. (On peut montrer par lin�earit�e de la moyenne qu'on a aussi VarpXq �ErX2s�ErXs2.) La ra
ine 
arr�ee de la varian
e est appel�ee �e
art-type et not�ee �X �aVarpXq.(iii) Pour tout � P R, ei�X : 
Ñ S1 � C est une variable al�eatoire 
omplexe born�ee. Sonesp�eran
e est not�ee 'Xp�q � E�ei�X�:L'appli
ation 'X : RÑ C, qui est 
ontinue, born�ee en module par 1, 'Xp0q � 1, est appel�eefon
tion 
ara
t�eristique de la loi de la variable al�eatoire X. On montre, en e�et, que deuxvariables al�eatoires r�eelles X et Y ayant même fon
tion 
ara
t�eristique ('X � 'Y ) ont mêmeloi (PX � PY ).(iv) La fon
tion, appel�ee fon
tion de r�epartition de la loi de X,FX : R ÝÑ r0; 1sx ÞÝÑ FXpxq � PXps�8; xsq � PtX ¤ xuhttp://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



6 �El�ements de Probabilit�es Chap. Iest une fon
tion 
roissante, 
ontinue �a droite, limit�ee �a gau
he v�eri�antlimxÑ�8FXpxq � 0 et limxÑ�8FXpxq � 1:Deux variables al�eatoires r�eelles X et Y ayant même fon
tion de r�epartition (FX � FY ) ontmême loi (PX � PY ).Remarques. | a) Toutes les quantit�es et fon
tions d�e�nies 
i-dessus ne d�ependent quede la loi PX de la variable al�eatoire X. Nous aurions pu les d�e�nir pour une mesure deprobabilit�e � sur R sans faire appel �a une quel
onque variable al�eatoire. Ce
i apparâ�tra
lairement lorsque les m�ethodes usuelles de 
al
ul seront donn�ees.b) L'esp�eran
e est bien sûr asso
i�ee �a la mesure de probabilit�e P dont on a muni 
. Ellev�eri�e en parti
ulier Er1As � PpAq pour tout �ev�enement A : la variable al�eatoire 1A : 
 Ñt0; 1u prend la valeur 1 sur A et la valeur 0 sur A
 ; sa moyenne est don
 1�PpAq�0�PpA
q �PpAq. Une mesure de probabilit�e P1 sur 
 di��erente de P donne lieu �a une esp�eran
e E1di��erente de E.
) La notion de varian
e n'est pas toujours 
omprise, il peut être utile de d�etailler sonrôle : si une variable al�eatoire X s'exprime en m�etres, sa varian
e s'exprime en m�etres-
arr�es,et son �e
art-type en m�etres. Une varian
e, ou un �e
art-type, « petite » assure qu'il est peuprobable d'observer des valeurs �eloign�ees de la moyenne ErXs, lorsqu'elle est nulle, on amême PtX � ErXsu � 1, 
'est-�a-dire que X est 
onstante (presque sûrement) �egale �a samoyenne ; �a l'oppos�e, une varian
e, ou un �e
art-type, « grande » assure qu'il est probableobserver des valeurs de X assez �eloign�ees de la valeur moyenne, 
es valeurs sont dispers�ees.C'est pourquoi l'�e
art-type (et non la varian
e) sert d'indi
ateur de dispersion de la loi de lavariable 
onsid�er�ee.d) La notion d'esp�eran
e a bien sûr un sens pour des variables al�eatoires 
omplexes (voirla d�e�nition de fon
tion 
ara
t�eristique) et aussi pour des variables al�eatoires ve
torielles.Pour des variables al�eatoires �a valeurs dans Rn, les notions de fon
tions 
ara
t�eristiques et der�epartition s'�etendent ave
 des arguments qui sont alors ve
toriels : pour X � pX1; : : : ; Xnq :
Ñ Rn, d'une part, pour � � p�1; : : : ; �nq P Rn,'Xp�q � Ereix�;Xys � Erexp ip�1X1 � � � � � �nXnqs;d'autre part, pour x � px1; : : : ; xnq P Rn,FXpxq � PXps�8; x1s � � � � � s�8; xnsq � PtX1 ¤ x1; : : : ; Xn ¤ xnu:Ces fon
tions sont en
ore 
ara
t�eristiques des lois.e) Si X est une variable al�eatoire r�eelle et � P R, X�, lorsque 
ela a un sens, est unevariable al�eatoire r�eelle et ErX�s, lorsque 
'est d�e�ni, est le moment d'ordre � de X. On ditque X est de puissan
e �-int�egrable si Er|X|�s   8.f ) Deux variables al�eatoires X et Y peuvent avoir même loi sans être �egales ou mêmed�e�nies sur un même espa
e probabilis�e, l'�egalit�e de leur loi ne signi�ant que l'identit�e dela mani�ere dont elles se r�epartissent. Si elles sont même loi, elles ont les mêmes moments ;dans 
ertains 
as, on peut avoir une r�e
iproque, mais g�en�eralement il vaut mieux se �er auxfon
tions 
ara
t�eristiques ou aux fon
tions de r�epartition.Th�eor�eme 2 (propri�et�es usuelles de l'esp�eran
e). | Soient X;Y : 
 Ñ R deuxvariables al�eatoires r�eelles int�egrables.(i) Si PtX ¥ 0u � 1, en parti
ulier si X ¥ 0, alorsErXs ¥ 0 (positivit�e) ;http://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



x 1 Formalisme simpli��e des Probabilit�es 7si de plus ErXs � 0, alors PtX � 0u � 1.(ii) Si PtX ¤ Y u � 1, en parti
ulier si X ¤ Y , alorsErXs ¤ ErY s (monotonie):(iii) Pour tous �; �; 
 P R, �X � �Y � 
 : 
Ñ R est une variable al�eatoire int�egrable eton a Er�X � �Y � 
s � � ErXs � � ErY s � 
 (lin�earit�e).(iv) Si pour p ¥ 1, Xp : 
Ñ R est int�egrable, alors pour tout 1 ¤ q ¤ p, Xq : 
Ñ R estint�egrable (rempla
er X par |X| pour des exposants non n�e
essairement entiers).(v) Pour tout �; � P R, on a Varp�Xq � �2VarpXq et VarpX � �q � VarpXq. De plus, siX et Y sont de 
arr�e int�egrable, ou, plus g�en�eralement, si X � Y est int�egrable,VarpX � Y q � VarpXq �VarpY q � 2 
ovpX;Y q;o�u 
ovpX;Y q � E��X � ErXs�� �Y � ErY s�� � ErX � Y s � ErXs � ErY sest la 
ovarian
e de X et de Y .(vi) Si de plus, X et Y sont deux variables al�eatoires ind�ependantes, int�egrables, alors lavariable al�eatoire X � Y : 
Ñ R est int�egrable et on aErX � Y s � ErXs � ErY s:On a alors 
ovpX;Y q � 0 | X et Y sont dites non 
orr�el�ees | etVarpX � Y q � VarpXq �VarpY q:Remarques. | a) Les trois premi�eres propri�et�es sont 
elles qu'on attend d'une moyenne.Elles se r�esument en disant que l'esp�eran
e est une forme lin�eaire (d�e�nie) positive. Si onajoute Er1As � PpAq pour tout �ev�enement A et une propri�et�e de 
ontinuit�e (
onvergen
emonotone ou domin�ee), on 
ara
t�erise 
ompl�etement l'esp�eran
e par rapport �a la mesure deprobabilit�e P.b) La propri�et�e (iv) est propre �a l'int�egration par rapport �a une mesure de probabilit�e etpeut se d�emontrer sans trop de diÆ
ult�e en s�eparant les �ev�enements t|X| ¤ 1u et t|X| ¡ 1u.La propri�et�e (v) indique qu'il y a une stru
ture de type eu
lidien sur l'ensemble des variablesal�eatoires de 
arr�e int�egrables. Les in�egalit�es 
lassiques (Cau
hy{S
hwarz, . . .) s'appliquent.
) La propri�et�e de produit li�ee �a l'hypoth�ese d'ind�ependan
e est assez parti
uli�ere. Ceuxqui sont familiers ave
 l'Analyse savent que le produit de deux appli
ations int�egrables n'estg�en�eralement pas int�egrable et qu'il n'y a pas de raison parti
uli�ere pour que de plus l'int�egraledu produit soit �egal au produit des int�egrales. Même ave
 une « 
uisine probabiliste » 
e
ipeut être en d�efaut : pour 
 � s0; 1s muni de la mesure de Lebesgue Ppdxq � dx, la variableal�eatoire X : x P s0; 1s ÞÑ x�1{2 est int�egrable et X �X : x P s0; 1s ÞÑ 1{x ne l'est pas ; pourp
; P q donn�e ave
 X : 
 Ñ t�1; 1u, PtX � 1u � PtX � �1u � 1{2, alors X est int�egrabled'esp�eran
e nulle, X2 � 1 est int�egrable d'esp�eran
e 1 et ainsi ErX2s � ErXs � ErXs.d) La propri�et�e (vi) est simpli�
atri
e lorsqu'on 
al
ule la varian
e d'une somme de va-riables al�eatoires ind�ependantes, de 
arr�e int�egrables, don
 int�egrables : soient X1; : : : ; Xn detelles variables ; on a en d�eveloppantVarpX1 � � � � �Xnq � ņk�1VarpXkq � 2 ¸1¤k `¤n 
ovpXk; X`q ;http://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



8 �El�ements de Probabilit�es Chap. Ipar ind�ependan
e et don
 non 
orr�elation, on a 
ovpXk; X`q � 0 pour k � ` ; et ainsiVarpX1 � � � � �Xnq � VarpX1q � � � � �VarpXnq:e) La propri�et�e (vi) est utile lorsqu'on essaie de d�eterminer la loi d'une somme de variablesal�eatoires r�eelles ind�ependantes : la fon
tion 
ara
t�eristique de 
ette somme est alors �egaleau produit des fon
tions 
ara
t�eristiques de 
ha
un de ses termes, et si on sait re
onnâ�tre enl'expression obtenue la fon
tion 
ara
t�eristique d'une loi, 
elle-
i est alors la loi de la somme.Pour �nir 
ette se
tion, nous introduisons la notion de quantile d'une loi de probabilit�esur R.D�efinition 5. | Soit � une mesure de probabilit�e sur R, par exemple loi d'une variableal�eatoire r�eelle X, de fon
tion de r�epartition F . Soit � P s0; 1r. On appelle quantile d'ordre �de �, ou de la loi de X, tout r�eel x� P R tel queF px��q � �ps�8; x�rq � PtX   x�u ¤ � et F px�q � �ps�8; x�sq � PtX ¤ x�u ¥ �:On ne peut �e
rire x� � F�1p�q que s'il existe un et un seul x� P R tel que F px�q � �,
e qui en pratique n'est pas toujours le 
as. Rappelons que la fon
tion de r�epartition F est
roissante, 
ontinue �a droite et de limites 0 et 1 en, respe
tivement, �8 et �8. Les graphiquessuivants illustrent les trois situations possibles en fon
tion de � :
z�0�

1 F
z�0�

1 F
z� ?0�

1 F
Figures 1{3. | D�etermination des quantiles.Dans les deux premi�eres situations, z� est d�etermin�e sans ambig�uit�e. Pour la troisi�eme,l'ensemble des valeur admissibles pour z� est un intervalle de la forme ra; br, on 
onvientalors de prendre z� � pa� bq{2.Les quantiles 
orrespondants �a 
ertains ordres re�
oivent une d�enomination parti
uli�ere :
 la m�ediane est le quantile d'ordre 1{2 et est not�ee me ;
 les quartiles sont les quantiles d'ordre k{4 et sont not�es qk ;
 les d�e
iles sont les quantiles d'ordre k{10 ;
 les 
entiles sont les quantiles d'ordre k{100 ;
 et
.2. Cadre dis
ret2.1. G�en�eralit�esD�efinition 6. | (i) Un espa
e probabilis�e dis
ret est un espa
e probabilis�e pE; �q o�uE est un ensemble �ni ou d�enombrable, E � tx1; : : : ; xn; : : :u. Dans 
e 
as, la mesure deprobabilit�e � est d�e�nie par la suite de ses valeurs sur les singletons : �n � �txnu, n � 1; : : :(Expli
ation. | Si B � E, B est la r�eunion disjointe de la famille au plus d�enombrablehttp://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



x 2 Cadre dis
ret 9des singletons qui le 
omposent ; ainsi, par additivit�e d�enombrable, �pBq � °xnPB �txnu �°xnPB �n.)(ii) Une variable al�eatoire dis
r�ete est une appli
ation X : 
Ñ E o�u p
;Pq est un espa
eprobabilis�e et E un ensemble �ni ou d�enombrable. Alors, l'espa
e probabilis�e pE;PXq |PX �etant la loi de X | est un espa
e probabilis�e dis
ret. Plus g�en�eralement, une variableal�eatoire X : 
Ñ E est dis
r�ete s'il existe B � E �ni ou d�enombrable tel que PtX P Bu � 1,autrement dit si le support supppPXq de la loi de X est �ni ou d�enombrable.(iii) Soient p
;Pq un espa
e probabilis�e, X : 
 Ñ E une variable al�eatoire dis
r�ete, etf : E Ñ R une appli
ation. Alors fpXq � f � X : 
 Ñ R est une variable al�eatoire r�eelledis
r�ete. Son esp�eran
e, ou moyenne, ErfpXqs est d�e�nie parErfpXqs � x̧PE fpxq � PXtxu � x̧PE fpxq � PtX � xulorsque 
ette somme a un sens.Pratique. | Soit X : 
Ñ E � R une variable al�eatoire r�eelle dis
r�ete.
 Pour tout B � E,PXpBq � PtX P Bu � x̧PBPtX � xu � x̧PB PXtxu:
 Si la somme, ou s�erie, °xPE xPtX � xu est d�e�nie, en parti
ulier si elle est absolument
onvergente, alors l'esp�eran
e de X est d�e�nie, et �egale �a 
ette somme ; si elle est �nie, lavariable al�eatoire X est dite int�egrable.
 Si la variable al�eatoire X est int�egrable d'esp�eran
e ErXs, la varian
e de X est d�e�nie et�egale �a x̧PE�x� ErXs�2 PtX � xu � x̧PE x2PtX � xu � ErXs2:La varian
e est �nie si et seulement si X est de 
arr�e int�egrable.
 La fon
tion 
ara
t�eristique 'X : RÑ C de la loi de X est d�e�nie et'Xpxq � x̧PE ei�x PtX � xu; pour tout � P R.
 La fon
tion de r�epartition de la loi de X est une fon
tion en es
alier ne pr�esentant dessauts qu'aux points de E, sauts de hauteur PtX � xu, x P E.
 Soient deux variables al�eatoires dis
r�etes X : 
 Ñ E, Y : 
 Ñ F , o�u E et F sont deuxensembles �nis ou d�enombrables quel
onques. Les variables X et Y sont ind�ependantes siet seulement siPtX � x; Y � yu � PtX � xu � PtY � yu; pour tous x P E, y P F .L'�enon
�e similaire pour n variables al�eatoires dis
r�etes est vrai.Dans la suite, nous donnons quelques exemples usuels de variables ou plus pr�e
is�ement delois dis
r�etes. On aura p
;Pq un espa
e probabilis�e et X : 
Ñ E � R une variable al�eatoiredis
r�ete r�eelle (E �ni ou d�enombrable). http://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



10 �El�ements de Probabilit�es Chap. I2.2. Lois unit�eSoit E � tx0u un ensemble r�eduit �a un singleton. La loi d'une variable al�eatoire X telleque PXtx0u � PtX � x0u � 1 est dite loi unit�e ou masse de Dira
 en x0. Pour toute partieB, on a PXpBq � 1 si x0 P B, 0 sinon. Ces lois sont les lois des variables al�eatoires 
onstantes.Si x0 P R, on aErXs � x0; E�X2� � x20; VarpXq � E�X2�� ErXs2 � 0;'Xp�q � E�ei�X� � ei�x0 ; FXpxq � " 0 si x   x01 si x ¥ x0.2.3. Lois uniformes sur des ensembles finisSoit E � tx1; : : : ; xnu. Si la loi de X v�eri�ePXtxku � 1{n; pour tout k P t1; : : : ; nu,alors la loi de X est la loi uniforme sur E, elle est not�ee UpEq.Remarque. | Les 
al
uls qui suivent sont peu utilis�es. Ils peuvent être vus 
omme exer
i
e.Lorsque E est un sous-ensemble de points r�eguli�erement espa
�es de R, par exemple E �t1; : : : ; nu, on aErXs � ņk�1 kPtX � ku � ņk�1 k{n � pn� 1q{2E�X2� � ņk�1 k2 PtX � ku � ņk�1 k2{n � pn� 1qp2n� 1q{6VarpXq � E�X2�� ErXs2 � pn� 1qpn� 1q{12 � pn2 � 1q{12'Xp�q � E�ei�X� � ņk�1 ei�k{n � 1n � ei�pn�1q � ei�ei� � 1 � eipn�1q�{2n � sinpn�{2qsinp�{2qFXpxq � ¸x1Pt1;:::;nu;x1¤xPtX � x1u � # 0 si x   1k{n si k ¤ x   k � 1 ave
 k P t0; : : : ; n� 1u1 si x ¥ n.Si l'espa
ement des points est de pas h ¡ 0, par exemple E � th; : : : ; nhu, en 
onsid�erantX � hX 1 ave
 X 1 de loi uniforme sur t1; : : : ; nu, on obtientErXs � ErhX 1s � pn� 1qh{2E�X2� � E�phX 1q2� � pn� 1qp2n� 1qh2{6VarpXq � Var�hX 1� � pn2 � 1qh2{12'Xp�q � E�ei�X� � E�ei�hX1� � 'X1ph�q � eipn�1qh�{2n � sinpnh�{2qsinph�{2qFXpxq � ¸x1Pth;:::;nhu;x1¤xPtX � x1u � # 0 si x   hk{n si kh ¤ x   pk � 1qh ave
 k P t1; : : : ; nu1 si x ¥ nh.Si E est un ensemble de n points uniform�ement espa
�es d'extr�emit�es a   b, en prenantX � a� h� hX 1 ave
 X 1 uniform�ement r�epartie sur t1; : : : ; nu et h � pb� aq{pn� 1q, alorshttp://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



x 2 Cadre dis
ret 11X est uniform�ement r�epartie sur E � ta; a� h; : : : ; b� h; bu et on aErXs � Era� h� hX 1s � a� h� h� n� 12 � a� h� n� 12 � a� b� a2 � a� b2E�X2� � peu int�eressant. . .VarpXq � Var�a� h� hX 1� � Var�hX 1� � pn2 � 1qh2{12 � n� 1n� 1 � pb� aq212'Xp�q � E�ei�X� � E�ei�pa�hq � ei�hX1� � eipa�hq� � 'X1ph�q� eipa�hq� � eipn�1qh�{2n � sinpnh�{2qsinph�{2q � eipa�bq�{2 � sin� nn�1 pb� aq�{2�n sin� 1n�1 pb� aq�{2�FXpxq � ¸x1Pta;a�h;:::;bu;x1¤xPtX � x1u � $'&'% 0 si x   ak{n si a� pk � 1qh ¤ x   a� khave
 k P t1; : : : ; n� 1u1 si x ¥ b.Il est int�eressant de noter la 
onvergen
e des expressions pr�e
�edentes lorsque n tend versl'in�ni vers 
elles qui 
orrespondent �a la loi uniforme sur un intervalle ra; bs dans le 
adre
« 
ontinu » (voir se
tion suivante).2.4. Lois de BernoulliSoient E � t0; 1u et p � PtX � 1u � 1 � PtX � 0u. La loi de X est appel�ee loi deBernoulli de param�etre p, elle not�ee Bp1; pq. On aErXs � 0� PtX � 0u � 1� PtX � 1u � 0� p1� pq � 1� p � pE�X2� � 02 � PtX � 0u � 12 � PtX � 1u � 0� p1� pq � 1� p � pVarpXq � E�X2�� ErXs2 � p� p2 � pp1� pq'Xp�q � E�ei�X� � ei�0 PtX � 0u � ei�1 PtX � 1u � p ei� � 1� pFXpxq � ¸x1Pt0;1u;x1¤xPtX � x1u � # 0 si x   01� p si 0 ¤ x   11 si x ¥ 1.Une variable al�eatoire (de loi) de Bernoulli est l'indi
atri
e de l'�ev�enement tX � 1u etl'indi
atri
e d'un �ev�enement A est une variable al�eatoire de loi de Bernoulli de param�etrePpAq.2.5. Lois binomialesSoient E � t0; 1; : : : ; nu, n ¥ 1, p P r0; 1s. Si la loi de X v�eri�ePXtku � PtX � ku � $&%�nk
pkp1� pqn�k si k P t0; 1; : : : ; nu0 sinon,http://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



12 �El�ements de Probabilit�es Chap. Ialors la loi de X est la loi binomiale de param�etres n et p, elle est not�ee Bpn; pq.n = 10 et p = 0;2
00,250,5

0 2 4 6 8 10
n = 10 et p = 0;5

00,250,5
0 2 4 6 8 10

n = 10 et p = 0;8
00,250,5

0 2 4 6 8 10Figures 4{6. | Distributions de lois binomiales pour n � 10 et di��erentes valeurs de p.
ErXs � ņk�0 kPtX � ku � ņk�0 k � �nk
pkp1� pqn�k � � � � � npE�X2� � ņk�0 k2PtX � ku � ņk�0 k2 � �nk
pkp1� pqn�k � � � � � np� np2 � n2p2VarpXq � E�X2�� ErXs2 � np� np2 � npp1� pq'Xp�q � ņk�0 ei�k PtX � ku � ņk�0 ei�k�nk
pkp1� pqn�k � � � � � �p ei� � 1� p�nFXpxq � ¸x1Pt0;:::;nu;x1¤xPtX � x1u � pas de formule sommatoire parti
uli�ere.Si X est de loi Bpm; pq, Y de loi Bpn; pq, et si de plus X et Y sont ind�ependantes, alors X�Yest de loi Bpm� n; pq. En parti
ulier, si X1; : : : ; Xn : 
Ñ t0; 1u sont des variables al�eatoiresind�ependantes de même loi la loi de Bernoulli de param�etre p, alors X � X1 � � � � � Xn :
Ñ t0; 1; : : : ; nu est de loi Bpn; pq.Remarque. | Les 
al
uls de l'esp�eran
e et de la varian
e d'une variable al�eatoire de loibinomiale est imm�ediat en utilisant la propri�et�e pr�e
�edente : ErXs � ErX1 � � � � � Xns �ErX1s � � � � � ErXns � p� � � � � p � np, et VarpXq � VarpX1 � � � � �Xnq � VarpX1q � � � � �VarpXnq � p� � � � � p � np. Cette propri�et�e se prouve fa
ilement en 
omparant les fon
tions
ara
t�eristiques, une d�emonstration « �a la main » est en exer
i
e.2.6. Lois g�eom�etriquesSoient E � N� � t1; 2; : : :u, p P s0; 1s. Si la loi de X v�eri�ePXtnu � PtX � nu � " pp1� pqn�1 si n P N�0 sinon,http://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



x 2 Cadre dis
ret 13alors la loi de X est la loi g�eom�etrique de param�etre p, elle est not�ee Gppq.
00,10,20,3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15Figure 7. | Distribution de la loi de g�eom�etrique de param�etre p � 0;25.ErXs � ņ¥1nPtX � nu � ņ¥1npp1� pqn�1 � � � � � 1{pE�X2� � ņ¥1n2 PtX � nu � ņ¥1n2pp1� pqn�1 � � � � � p2� pq{p2VarpXq � E�X2�� ErXs2 � p1� pq{p2'Xp�q � ņ¥1 ei�n PtX � nu � ņ¥1 ei�npp1� pqn�1 � � � � � p ei�1� p1� pq ei�FXpxq � ¸x1PN�;x1¤xPtX � x1u � # 0 si x   11� p1� pqtnu si x ¥ 1ave
 txu la partie enti�ere de x.Remarques. | a) Les lois g�eom�etriques apparaissent souvent 
omme loi du rang de pre-mier su

�es dans une suite de « pile ou fa
e » in�ni (ave
 p la probabilit�e d'obtenir « pile »ou « su

�es »), 
e qu'on appelle aussi s
h�ema de Bernoulli in�ni.b) Pour r P N�, la loi du rang de r-i�eme su

�es Xr v�eri�ePXrtnu � PtXr � nu � $&%�n� 1r � 1
prp1� pqn�r si n P tr; r � 1; : : :u0 sinon,loi qui est appel�ee loi binomiale n�egative de param�etres r et p, et parfois not�ee Binnegpr; pq.Une somme de r variables al�eatoires ind�ependantes toutes de loi Gppq | 
e qui est aussi le
as de Xr | est de loi binomiale n�egative de param�etres r et p.
) Les lois g�eom�etriques poss�edent une propri�et�e 
ara
t�eristique d'absen
e de m�emoire :avoir perdu jusqu'au rang n n'informe de rien sur le rang ult�erieur de su

�es.d) Le 
as p � 0 est d�eg�en�er�e : quoiqu'on fasse, on perd. Ainsi, une variable al�eatoire deloi Gp0q v�eri�e PtX � 8u � 1.2.7. Lois de PoissonSoient E � N � t0; 1; 2; : : :u, � ¥ 0. Si la loi de X v�eri�ePXtnu � PtX � nu � # e���nn ! si n P N0 sinon,http://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



14 �El�ements de Probabilit�es Chap. Ialors la loi de X est la loi de Poisson de param�etre �, elle est not�ee Pp�q.
00,10,20,3

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14Figure 8. | Distribution de la loi de Poisson de param�etre � � 2;5.ErXs � ņ¥0nPtX � nu � ņ¥0n e���nn ! � � � � � �E�X2� � ņ¥0n2PtX � nu � ņ¥0n2 e�� �nn ! � � � � � �� �2VarpXq � E�X2�� ErXs2 � �'Xp�q � ņ¥0 ei�n PtX � nu � ņ¥0 ei�n e���nn ! � � � � � exp�� ei� � ��FXpxq � ¸x1PN;x1¤xPtX � x1u � pas de formule sommatoire parti
uli�ere.Si X est de loi Pp�q, Y de loi Pp�q, et si de plus X et Y sont ind�ependantes, alors X�Y est deloi Pp���q. Ce
i peut se montrer en utilisant les fon
tions 
ara
t�eristiques ou manuellement.Notons que le r�esultat est 
oh�erent ave
 les 
al
uls d'esp�eran
e et de varian
e.Remarque. | Les lois de Poisson apparaissent dans des mod�eles o�u on 
ompte durant uneunit�e de temps le nombre d'o

uren
es d'un 
ertain ph�enom�ene. . . Elles apparaissent aussidans des 
al
uls appro
h�es portant sur des lois binomiales Bpn; pq ave
 n grand et p pro
hede 0 ou, par sym�etrie, de 1.Le 
as � � 0 est parti
ulier : une variable al�eatoire de loi Pp0q v�eri�e PtX � 0u � 1,
'est-�a-dire que rien ne se passe.3. Cadre « 
ontinu »I
i E � R ou Rn. Le trait parti
ulier de ses espa
es est qu'ils disposent de mesuresnaturelles qui sont 
elles de longueur, d'aire ou de volume suivant la dimension. Ces me-sures, 
onsid�er�ees dans le 
adre de l'int�egration de Lebesgue, sont justement les mesuresde Lebesgue. Elles donnent lieu �a une notion d'int�egrale qui g�en�eralise les 
al
uls usuelsd'int�egrales sur Rn. Cette g�en�eralisation est rarement apparente dans les appli
ations simplesqu'on ren
ontrera i
i. Les int�egrales»R fpxq dx � » �8�8 fpxq dx et »Rn fpxq dx � » �8�8 � � �» �8�8 fpx1; : : : ; xnq dx1 : : :dxnauront don
 le sens le plus ordinaire qu'il soit, de même que la notion d'int�egrabilit�e.D�efinition 7. | (i) Une mesure de probabilit�e � sur E est dite absolument 
ontinue (parrapport �a la mesure de Lebesgue) s'il existe une appli
ation p : E Ñ R� positive, int�egrable,http://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



x 3 Cadre « 
ontinu » 15telle que �pBq � »B ppxq dx � »E 1Bpxqppxq dx; pour tout B � E (mesurable).Une telle appli
ation est alors une fon
tion de densit�e (de probabilit�e) de la mesure de pro-babilit�e � et elle v�eri�e ³E ppxq dx � 1.R�e
iproquement, si p : E Ñ R� est une appli
ation positive, int�egrable, v�eri�ant de plus³E ppxq dx � 1, alors elle d�e�nit une unique mesure de probabilit�e �p sur E par �ppBq �³B ppxq dx pour B � E (appartenant �a une 
lasse raisonnable de parties de E). On note alors�ppdxq � ppxq dx.(ii) Une variable al�eatoire X : 
 Ñ E est dite « 
ontinue » (ou, plus justement, deloi absolument 
ontinue [par rapport �a la mesure de Lebesgue℄) si PX est une mesure deprobabilit�e absolument 
ontinue sur E. On note pX une densit�e de la loi de X, et PXpdxq �pXpxq dx.(iii) Soient p
;Pq un espa
e probabilis�e, et X : 
 Ñ E une variable al�eatoire de loiabsolument 
ontinue, PXpdxq � pXpxq dx. Soit f : E Ñ R (ou C, Rm) une appli
ation(mesurable). Alors fpXq � f �X : 
Ñ R une variable al�eatoire r�eelle dont l'esp�eran
e s'�e
ritErfpXqs � »E fpxq � pXpxq dxlorsque 
ette int�egrale est d�e�nie.Remarque. | Une partie des d�e�nitions devrait être justi��ee, nous admettrons l'ensemble.Par ailleurs, �a une mesure � est absolument 
ontinue 
orrespond une in�nit�e de fon
tionsde densit�e : si on modi�e une fon
tion en un nombre �ni ou d�enombrable de points, on nemodi�e pas sont int�egrale (par rapport �a la mesure de Lebesgue), ainsi deux fon
tions dedensit�e ne di��erant que sur un petit ensemble de points (�ni ou d�enombrable, par exemple)d�e�nissent la même mesure de probabilit�e.Pratique. | Soit X : 
 Ñ R une variable al�eatoire r�eelle de loi absolument 
ontinue,PXpdxq � pXpxq dx.
 Pour tout B intervalle de R,PXpBq � PtX P Bu � »B pXpxq dx:Si B � R est une r�eunion �nie ou d�enombrable d'intervalles Bn disjoints, B � �nBn,PXpBq � PtX P Bu � ņ PtX P Bnu � ņ »Bn pXpxq dx:
 Si l'int�egrale ³R x pXpxq dx est d�e�nie, en parti
ulier si elle est absolument 
onvergente,alors l'esp�eran
e de X est d�e�nie, et �egale �a 
ette int�egrale ; si elle est �nie, la variableal�eatoire X est dite int�egrable.
 Si la variable al�eatoire X est int�egrable d'esp�eran
e ErXs, la varian
e de X est d�e�nie et�egale �a »R�x� ErXs�2pXpxq dx � »R x2pXpxq dx� ErXs2:La varian
e est �nie si et seulement si X est de 
arr�e int�egrable.http://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



16 �El�ements de Probabilit�es Chap. I
 La fon
tion 
ara
t�eristique 'X : RÑ C de la loi de X est d�e�nie et'Xpxq � »R ei�xpXpxq dx; pour tout � P R.
 La fon
tion de r�epartition de la loi de X est une fon
tion 
ontinue, d�erivable de d�eriv�eepX presque partout (sauf en un nombre �ni ou d�enombrable de points, par exemple).
 Soient deux variables al�eatoires r�eelles de lois absolument 
ontinues X : 
 Ñ R de loiPXpdxq � ppxq dx, Y : 
 Ñ R de loi PY pdxq � qpxq dx. Les variables X et Y sontind�ependantes si et seulement siPpX;Y qpdx dyq � �ppxq dx�� �qpyq dy�;
'est-�a-dire que la loi du 
ouple pX;Y q est absolument 
ontinue par rapport �a la mesurede Lebesgue sur R�R et admet pour densit�e px; yq P R�R ÞÑ ppxqqpyq. L'�enon
�e similairepour n variables al�eatoires r�eelles ou ve
torielles de loi absolument 
ontinues est vrai.Dans la suite, nous donnons quelques exemples usuels de lois de variables al�eatoires r�eelles,absolument 
ontinues. On aura p
;Pq un espa
e probabilis�e et X : 
 Ñ R une variableal�eatoire r�eelle de loi absolument 
ontinue, PXpdxq � pXpxq dx.3.1. Lois uniformes sur des intervalles born�esSoit E un intervalle born�e non vide de R d'extr�emit�es a   b (E � ra; bs, ou ra; br, sa; bs,sa; br). Si la loi de X v�eri�e PXpdxq � pXpxq dx � 1Epxq dxb� a ;alors la loi de X est la loi uniforme sur E, elle est not�ee UpEq. On remarquera que l'ouvertureou la fermeture des bornes ne 
hange rien �a la loi 
onsid�er�ee.
a b1=(b� a)

Figure 9. | Densit�e de loi uniforme.ErXs � » �8�8 x pXpxq dx � » ba x dxb� a � b2 � a22pb� aq � a� b2E�X2� � » �8�8 x2pXpxq dx � » ba x2 dxb� a � b3 � a33pb� aq � a2 � ab� b23VarpXq � E�X2�� ErXs2 � 4a2 � 4ab� 4b2 � 3a2 � 6ab� 3b212 � a2 � 2ab� b212 � pb� aq212'Xp�q � » �8�8 ei�xpXpxq dx � » ba ei�x dxb� a � ei�b � ei�ai�pb� aq � ei�pa�bq�{2 � sinppb� aq�{2qpb� aq�{2FXpxq � » x�8 pXpyq dy � # 0 si x ¤ apx� aq{pb� aq si a ¤ x ¤ b1 si x ¥ b.Si X : 
 Ñ r0; 1s est une variable al�eatoire de loi uniforme sur l'intervalle r0; 1s, alors pourtous �8   a   b   �8, Y � pb � aqX � a est une variable al�eatoire de loi uniforme surl'intervalle ra; bs. Ce
i est imm�ediat. On peut le voir fa
ilement en 
onsid�erant les fon
tionshttp://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



x 3 Cadre « 
ontinu » 17de r�epartition ou en 
al
ulant les fon
tions 
ara
t�eristiques. De même, si Y : 
 Ñ ra; bs estde loi uniforme sur ra; bs, alors X � pY � aq{pb� aq est de loi uniforme sur r0; 1s.Remarque. | La plupart des g�en�erateurs al�eatoires (
al
ulatri
es, logi
iels de 
al
ul s
ien-ti�que) simulent une variable al�eatoire de loi uniforme sur r0; 1s ou permettent ais�ement des'y ramener.3.2. Lois exponentiellesSoient E � R� et � ¡ 0. Si la loi de X v�eri�ePXpdxq � pXpxq dx � �1R�pxq e��x dx;alors la loi de X est la loi exponentielle de param�etre �, elle est not�ee Ep�q. On remarqueraque l'ouverture ou la fermeture en 0 ne 
hange rien �a la loi 
onsid�er�ee.
0

�
1=�Figure 10. | Densit�e de loi exponentielle.ErXs � » �8�8 x pXpxq dx � » �80 x� e��x dx � �x� p� e��xq��80 � » �80 e��x dx � 1{�E�X2� � » �8�8 x2pXpxq dx � » �80 x2� e��x dx � �x2 � p� e��xq��80 � » �80 2x e��x dx� 2{� » �80 x� e��x dx � 2{�2VarpXq � E�X2�� ErXs2 � 1{�2'Xp�q � » �8�8 ei�xpXpxq dx � » �80 epi���qx dx � 1�� i�FXpxq � » x�8 pXpyq dy � ! 0 si x ¤ a1� e��x si x ¥ 0.Remarques. | a) Les lois exponentielles apparaissent 
omme lois de temps al�eatoires, parexemple le temps de d�esint�egration d'un atome ou d'une parti
ule instable. On y a fr�equem-ment re
ours pour mod�eliser le temps d'attente entre deux 
lients dans une �le d'attente.b) le temps attendu par le r-i�eme 
lient est mod�elis�e par la somme de r variables al�eatoiresind�ependantes toutes de loi exponentielle de param�etre � ; pour r ¥ 2, 
ette somme n'est pasde loi exponentielle mais de loi Gamma de param�etres r et � donn�ee parPr;�pdxq � 1r0;�8rpxq �rpr � 1q ! xr�1 e��x dx;
ette mesure de probabilit�e est g�en�eralement not�ee Gammapr; �q.
) Les lois exponentielles poss�edent une propri�et�e 
ara
t�eristique d'absen
e de m�emoiresemblable �a 
elle des lois g�eom�etriques ave
 i
i pour temps R� au lieu de N�.http://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



18 �El�ements de Probabilit�es Chap. Id) Le 
as � � 0 est d�eg�en�er�e : on n'observe jamais la d�esint�egration, et don
 une variableal�eatoire X de loi Ep0q v�eri�e PtX � 8u � 1.Exer
i
e 3. | Montrer que Y : 
 Ñ r0; 1s est une variable al�eatoire de loi uniforme surl'intervalle r0; 1s, alors pour tout � ¡ 0, X � � lnp1 � Y q{� et X 1 � � lnY {� sont de loiexponentielle de param�etre �.3.3. Lois normalesSoient E � R, m P R et � ¡ 0. Si la loi de Z : 
Ñ R v�eri�ePZpdxq � e�x2{2 dx?2� ;alors la loi de Z est la loi Normale, ou loi normale standard, elle est not�ee N p0; 1q.1=p2� � 0,3990,242
00,10,20,30,40,5

4 3 2 1 0 1 2 3 4Figure 11. | Densit�e de la loi normale N p0; 1q.ErZs � » �8�8 x pZpxq dx � » �8�8 x e�x2{2 dx?2� � 0 (par sym�etrie)ErZ2s � » �8�8 x2 pZpxq dx � » �8�8 x2 e�x2{2 dx?2� � � � � � 1 (int�egration par parties)VarpZq � ErZ2s � ErZs2 � 1'Zp�q � » �8�8 ei�xpZpxq dx � » �8�8 ei�x�x2{2 dx?2� � � � � � e��2{2 (r�esoudre une �equa. di�.)FZpxq � » x�8 pZpyq dy � » x�8 e�y2{2 dy?2� � �pxq (notation 
onsa
r�ee).Soient m P R, � ¡ 0 et X � �Z �m. Par 
hangement de variable lin�eaire x � �z �m, la loide X v�eri�e PXpdxq � pXpxq dx � e� 12 p x�m� q2x dx?2� � :La loi de X est la loi normale de param�etres m et �2, elle est not�ee N pm;�2q. R�e
iproque-ment, si X : 
 Ñ R est de loi N pm;�2q, alors Z � pX � mq{� est de loi N p0; 1q. Plusg�en�eralement, on aTh�eor�eme 3. | Si X : 
 Ñ R est une variable al�eatoire r�eelle de loi N pm;�2q, alorspour tout � ¥ 0 et � P R, X 1 � �X�� est une variable al�eatoire r�eelle de loi N pm��; �2�2q.http://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



x 3 Cadre « 
ontinu » 19On aura tol�er�e � � 0 dans 
et �enon
�e en 
onvenant que la loi N pm; 0q est la loi unit�e aupoint m, 
e qui est 
oh�erent ave
 
e que sugg�ere la �gure qui suit.� = 0,5� = 1� = 1,414� = 2� = 4� = 1600,20,40,60,81
4 3 2 1 0 1 2 3 4Figure 12. | Densit�es de lois normales pour � � 0 et di��erentes valeurs de �2.ErXs � Er�Z �ms � � ErZs �m � mE�X2� � E�p�Z �mq2� � �2 ErZs � 2�m E�Z2��m2 � �2 �m2VarpXq � Varp�Z �mq � Varp�Zq � �2VarpZq � �2'Xp�q � E�ei�p�Z�mq� � E�eip��qZ�� eim� � 'Zp��q � eim� � exp���2�2{2� im��FXpxq � PtX ¤ xu � PtZ ¤ px�mq{�u � ��px�mq{��:La loi N pm;�2q est aussi appel�ee loi normale, ou gaussienne, de moyenne m et de varian
e�2, ou d'�e
art-type �. Compte tenu de la simpli
it�e de la relation entre une loi N pm;�2q etla loi N p0; 1q, les tables ou les fon
tions de 
al
ul, ne 
on
ernent souvent que 
ette derni�ere.Th�eor�eme 4. | Si X1; : : : ; Xn : 
 Ñ R sont des variables al�eatoires r�eelles ind�epen-dantes de lois respe
tives N pmi; �2i q, alors X � X1�� � ��Xn est une variable al�eatoire r�eellede loi N pm;�2q o�u m � m1 � � � � �mn et de varian
e �2 � �21 � � � � � �2n.Remarque. | Par lin�earit�e de l'esp�eran
e, la moyenne de X est la somme des moyennesdes Xi, i � 1; : : : ; n, et, par non 
orr�elation des Xi, la varian
e de X est la somme de leursvarian
es : le r�esultat est 
oh�erent. Pour prouver que la loi de X est normale, et en plus avoirla 
on�rmation des valeurs de ses param�etres, il suÆt de 
al
uler sa fon
tion 
ara
t�eristique :puisque X est une somme de variables al�eatoires ind�ependantes, sa fon
tion 
ara
t�eristiqueest �egale au produit de leurs fon
tions 
ara
t�eristiques ; l'expression obtenue s'�e
rit 
ommela fon
tion 
ara
t�eristique de la loi N pm;�2q, 
ette derni�ere est don
 bien la loi de X.On retiendra que toute 
ombinaison lin�eaire (ou aÆne) de variables al�eatoires r�eelles,ind�ependantes, de lois normales, est de loi normale dont l'esp�eran
e et la varian
e s'obtiennentimm�ediatement.Si l'hypoth�ese d'ind�ependan
e est abandonn�ee, 
e r�esultat 
esse d'être vrai en g�en�eral.Un a�aiblissement apparent de 
ette hypoth�ese 
onsiste �a 
onsid�erer 
e qu'on appelle desve
teurs gaussiens : un n-uplet pX1; : : : ; Xnq de variables variables al�eatoires r�eelles est unve
teur gaussien si toute 
ombinaison lin�eaire de ses 
omposantes est une variable al�eatoirer�eelle gaussienne, 
'est-�a-dire de loi normale.3.4. Autres lois absolument 
ontinuesLa liste des lois absolument 
ontinues fr�equemment utilis�ees en Statistique est assez longue,elle 
ontient en parti
ulier les lois de Pearson, ou du �2, les loi de Student, de Fisher{Snede
or,http://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



20 �El�ements de Probabilit�es Chap. Iet
. Plutôt que d'en donner des des
riptions semblables �a 
e qui pr�e
�ede, nous renvoyons au
hapitre suivant, aux tables et �a la litt�erature.4. Quelques propri�et�es asymptotiques4.1. Convergen
e presque sûre, loi forte des grands nombresLes variables al�eatoires sont des appli
ations d�e�nies sur un espa
e 
 non n�e
essairementpourvu d'une topologie. Dans 
e 
adre, la notion de 
onvergen
e qu'on peut envisager estla 
onvergen
e simple : pXnqn¥1 
onverge simplement vers X si et seulement si, pour tout! P 
, pXnp!qqn¥1 
onverge vers Xp!q. En termes probabilistes, on parle de 
onvergen
esûre. Cette notion de 
onvergen
e est un peu trop forte et ne prend pas en 
ompte la mesurede probabilit�e P.D�efinition 8. | Soit p
;Pq un espa
e probabilis�e et E un ensemble. Une suite de va-riables al�eatoires pXnqn¥1 �a valeurs dans E 
onverge presque sûrement vers X : 
Ñ E si etseulement si il existe A � 
, PpAq � 1, tel que, pour tout ! P A, pXnp!qqn¥1 
onverge versXp!q.Dans la pratique, l'ensemble presque sûr A n'intervient pas. Puisqu'une interse
tion �nieou d�enombrable d'ensembles presque sûrs est presque sûre, toute suite �nie ou d�enombrablede 
onvergen
e presque sûre a lieu simultan�ement sur un ensemble presque sûr.D�efinition 9. | Une suite de variables al�eatoires r�eelles pXnqn¥1 v�eri�e la loi forte desgrands nombre si il existe une 
onstante m P R telle que la suitesXn � X1 � � � � �Xnn ; n ¥ 1;
onverge presque sûrement vers m.De telles suites existent, il suÆt par exemple de prendre pour un m P R donn�e, Xn � mpresque sûrement pour tout n ¥ 1, ou même Xn � mn presque sûrement pour tout n ¥ 1,ave
 pmnqn¥1 une suite de r�eels de moyenne de Ces�aro 
onvergente. Un r�esultat fr�equemmentutilis�e est la loi forte des grands nombres de Kolmogorov :Th�eor�eme 5 (Loi des forte des grands nombres). | Soit pXnqn¥1 une suite devariables al�eatoires de 
 dans R, ind�ependantes, int�egrables, de même loi. Alors, la suitepXnqn¥1 v�eri�e la loi forte des grands nombres ave
 m � ErX1s.La d�emonstration de 
e r�esultat est loin d'être imm�ediate. Quelques �enon
�es un peu plusg�en�eraux peuvent s'en d�eduire en utilisant la lin�earit�e de la limite presque sûre.Exemple. | Consid�erons un d�e �a six fa
es. On veut 
onnâ�tre la probabilit�e d'obtenir 6.Pour 
ela, on pro
�ede �a une in�nit�e de jets ind�ependants du d�e et on note 1 si le 6 apparâ�t,0 sinon. On obtient ainsi une suite pXnqn¥1 de variables al�eatoires ind�ependantes de loi deBernoulli de param�etre p la probabilit�e d'obtenir 6. Les fr�equen
es d'apparition du 6 sontpX1 � � � � �Xnq{n, n ¥ 1, et elles 
onvergent presque sûrement vers p � ErX1s.4.2. Convergen
e en probabilit�e, loi faible des grands nombresDans 
ertains 
as, en parti
ulier en Statistique, il est n�e
essaire de 
onsid�erer un mode de
onvergen
e plus faible que la 
onvergen
e presque sûre. Cette sous-se
tion ne fait qu'intro-duire un peu de vo
abulaire et peut être omise. http://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



x 4 Quelques propri�et�es asymptotiques 21D�efinition 10. | Soit p
;Pq un espa
e probabilis�e et pE; dq un espa
e m�etrique. Unesuite de variables al�eatoires pXnqn¥1 �a valeurs dans E 
onverge en probabilit�e vers X : 
Ñ Esi et seulement pour tout " ¡ 0, PtdpXn; Xq ¥ "u Ñ 0 quand n tend vers l'in�ni.Remarque. | L'ensemble E est i
i un espa
e m�etrique, 
e qui veut dire que pour a�aiblirles 
onditions de 
onvergen
e sur 
, on a dû renfor
er la stru
ture de E (lorsque E � R, onprend pour distan
e dpx; yq � |x�y| la distan
e usuelle). Montrer que la 
onvergen
e presquesûre implique la 
onvergen
e en probabilit�e est assez te
hnique, nous nous dispenserons ainsique de donner des exemples de 
onvergen
e en probabilit�e sans 
onvergen
e presque sûre.D�efinition 11. | Une suite de variables al�eatoires r�eelles pXnqn¥1 v�eri�e la loi faibledes grands nombre si il existe une 
onstante m P R telle que la suitesXn � X1 � � � � �Xnn ; n ¥ 1;
onverge en probabilit�e vers m.La 
onvergen
e presque sûre �etant plus forte que la 
onvergen
e en probabilit�e, il y a, apriori, plus de suites de variables al�eatoires v�eri�ant la loi faible des grands nombres quede suites v�eri�ant la loi forte. Nous donnons un �enon
�e assez fa
ile �a d�emontrer en utilisantl'in�egalit�e de T
heby
hev.Th�eor�eme 6 (une loi des faible des grands nombres). | Soit pXnqn¥1 une suitede variables al�eatoires de 
 dans R, non 
orr�el�ees, de 
arr�es int�egrables, de même esp�eran
eet de varian
es born�ees. Alors, la suite pXnqn¥1 v�eri�e la loi faible des grands nombres ave
m � ErX1s.4.3. Convergen
e en loi, th�eor�eme 
entral limiteJusqu'�a pr�esent, nous avons 
onsid�er�e des 
onvergen
es de variables al�eatoires vues 
ommedes appli
ations. Si on oublie les appli
ations, il ne reste plus que la tra
e de la manifestationde 
es variables al�eatoires, 
'est-�a-dire des lois de probabilit�e sur un ensemble E. Pour d�e�nirla 
onvergen
e de lois, il faut que E soit muni d'une topologie. Si E est �ni ou d�enombrablepE � N, Z, . . ., mais E � Q par exemple), on le munit de sa topologie dis
r�ete PpEq pourlaquelle toute appli
ation de E dans R (par exemple) est 
ontinue. Si E � R ou Rn, on
onsid�ere la topologie usuelle.D�efinition 12. | Soit E un espa
e topologique. Une suite de mesures de probabilit�ep�nqn¥1 
onverge vers une mesure de probabilit�e � sur E si et seulement si pour touteappli
ation f : E Ñ R, 
ontinue et born�ee�npfq � »E fpxq�npdxq ÝÑ �pfq � »E fpxq�pdxq quand n tend vers l'in�ni.Remarque. | Les analystes nomment 
ette notion de 
onvergen
e la 
onvergen
e �etroite.En analyse, elle est plus restri
tive ou plus forte que la 
onvergen
e vague pour laquelle onrempla
e « f 
ontinue et born�ee » par « f 
ontinue �a support 
ompa
t ». Ces 
onvergen
essont �equivalentes dans les 
adres probabilistes usuels.On dit qu'une suite de variables al�eatoires pXnqn¥1 
onvergent en loi vers une loi � ouvers la loi � d'une variable al�eatoire X si la suite de leur lois 
onverge vers �. Cette notion de
onvergen
e est en
ore plus faible que 
elles qui pr�e
�ede : si une suite de variables al�eatoires
onvergent, presque sûrement ou en probabilit�e, vers une variable al�eatoire X, alors la suitede leurs lois 
onverge vers la loi de la variable al�eatoire limite.http://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



22 �El�ements de Probabilit�es Chap. IExemple. | Nous avons vu deux types de lois uniformes : sur des ensembles �nis, sur desintervalles born�es. Dans le 
as o�u l'ensemble �ni est t0; 1{n; 2{n; : : : ; pn�1q{n; 1u et l'intervalleest r0; 1s, on est tent�e de dire que la loi uniforme dis
r�ete �n appro
he la loi uniforme 
ontinue�. Or, si on prend f � 1r0;1szQ, on a �npfq � 0 et �pfq � 1. Cette fon
tion f est si dis
ontinuequ'elle ne voit au
un des points 
harg�es par les �n alors qu'elle voit presque tous les points der0; 1s. On 
omprend alors l'int�erêt de ne tester la 
onvergen
e que sur des 
lasses de fon
tionsassez r�eguli�eres, i
i 
ontinues.En revenant sur les r�esultats de 
al
uls ant�erieurs, on 
onstate qu'on a 
onvergen
e desmoments, mais aussi 
onvergen
e des fon
tions de r�epartition. Il se trouve que 
es derni�eres
onvergen
es impliquent, voire sont �equivalentes �a, sous 
ertaines 
onditions que nous nepr�e
iserons pas, la 
onvergen
e des lois et peuvent servir alors de 
rit�ere de 
onvergen
e delois de variables al�eatoires r�eelles. La 
onvergen
e simple des fon
tions 
ara
t�eristiques versune fon
tion 
ara
t�eristique est toujours �equivalente �a la 
onvergen
e des lois (th�eor�eme deL�evy).Th�eor�eme 7 (Th�eor�eme Central Limite). | Soit pXnqn¥1 une suite de variablesal�eatoires de 
 dans R, ind�ependantes, de même loi, d'esp�eran
e m � ErX1s et de varian
e�2 � VarpX1q � ErX21 s �m2. Alors, les lois des variablesZn � X1 � � � � �Xn � n�m?n� �
onvergent vers la loi N p0; 1q.Remarques. | a) La d�emonstration de 
e th�eor�eme est g�en�eralement faite en estimantles fon
tions 
ara
t�eristiques des variables Zn et en montrant que 
es fon
tions 
onvergentsimplement vers la fon
tion 
ara
t�eristique de la loi N p0; 1q. Ainsi, si on admet le th�eor�emede L�evy, le th�eor�eme 
entral limite apparâ�t 
omme un r�esultat presque �el�ementaire. Il nel'est pas. C'est un r�esultat profond qui tient un rôle 
entral (d'o�u son nom) en Statistique.b) Notons que par 
onstru
tion ErZns � 0 et VarpZnq � 1, 
'est-�a-dire que Zn a �et�e obtenuen 
onsid�erant d'abord Sn � X1� � � � �Xn, puis en 
entrant 
ette somme (se ramener �a unevariable al�eatoire d'esp�eran
e nulle en lui retran
hant sa moyenne), et en�n en r�eduisant letout (se ramener �a une variable al�eatoire de varian
e ou d'�e
art-type 1 en la divisant par son�e
art-type). Ces 
onsid�erations sont utiles pour retrouver la normalisation de Sn utilis�ee dans
e th�eor�eme.
) L'appli
ation usuelle du th�eor�eme 
entral limite est, �evidemment, d'appro
her la loid'une telle variable al�eatoire Zn par la loi normale N p0; 1q. Cependant, l'erreur 
ommise n'estpas toujours tr�es bien mâ�tris�ee et les 
onditions d'approximation suivent 
ertaines re
ettes.En parti
ulier, si Sn est une variable al�eatoire de loi binomiale Bpn; pq (on ne suppose pasdisposer n�e
essairement d'une �e
riture de la forme Sn � X1 � � � � � Xn) telle que n ¥ 50,np ¥ 10, np1� pq ¥ 10, on s'autorise �a « appro
her la loi de Sn par une loi normale », plusexa
tement, �a appro
her la loi de Zn ainsi obtenu par la loi N p0; 1q.Exer
i
esProbabilit�es dis
r�etesExer
i
e 4. | Soient n P N� et p P r0; 1s. Nous 
onsid�erons la loi binomiale Bpn; pq dehttp://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



Exer
i
es 23param�etres n et p, 
'est-�a-dire la mesure de probabilit�e dis
r�ete � sur t0; 1; : : : ; nu d�e�nie par�tku � $&%�nk
pkp1� pqn�k si k P t0; 1; : : : ; nu0 sinon, o�u �nk
 � Ckn � n !k !� pn� kq !(i) V�eri�er que 
ette d�e�nition 
orrespond �a une mesure de probabilit�e dis
r�ete.(ii) Cal
uler son esp�eran
e, ou moyenne, ainsi que sa varian
e de mani�ere dire
te.(iii) Soient �1; : : : ; �n des variables al�eatoires ind�ependantes de loi Bp1; pq (Pt�i � 1u �1� Pt�i � 0u � p). Montrer que X � �1 � � � � � �n est une variable de loi Bpn; pq.(iv) En d�eduire, par lin�earit�e de l'esp�eran
e, 
elle de X. En d�eveloppant la varian
e de X, eten �eliminant les termes nuls, d�eterminer la varian
e de X.Corre
tion. | Non disponible.Exer
i
e 5. | Soient X et Y deux variables al�eatoires ind�ependantes de lois Bpm; pq etBpn; pq respe
tivement, o�u m;n P N� et p P r0; 1s.(i) Montrer par un 
al
ul dire
t que Z � X � Y qui est une variable al�eatoire �a valeurs danst0; 1; : : : ;m� nu est de loi Bpm� n; pq.(ii) En d�eduire que si �1; : : : ; �n est une suite de variables al�eatoires ind�ependantes toutes deloi Bp1; pq, alors X � �1 � � � � � �n est de loi Bpn; pq.Remarque. | Au lieu d'un 
al
ul dire
t, on aurait pu utiliser les fon
tions 
ara
t�eristiquesou g�en�eratri
es. Ce d�eveloppement, bien qu'int�eressant, sort du 
adre restreint dans lequelnous sommes 
on�n�es.Corre
tion. | Non disponible.Exer
i
e 6. | (i) Soit p P s0; 1s. Consid�erons la suite de nombres suivante :�tnu � " pp1� pqn�1 si n P t1; 2; : : :u � N�0 sinon.Montrer qu'elle d�e�nit une mesure de probabilit�e et 
al
uler sa moyenne. �Eventuellement,on pourra repr�esenter graphiquement 
ette mesure (diagramme en bâtons) et 
al
uler savarian
e. Qu'en est-il si p � 0 ? D�eterminer la fon
tion de r�epartition pour p P r0; 1s. Faire lelien ave
 une exp�erien
e de Bernoulli in�nie.(ii) Soit � ¡ 0. Consid�erons la suite de nombres suivante :�tnu � # e�� � �nn ! si n P t0; 1; 2; : : :u � N0 sinon.Montrer qu'elle d�e�nit une mesure de probabilit�e et 
al
uler sa moyenne. �Eventuellement,on pourra repr�esenter graphiquement 
ette mesure (diagramme en bâtons) et 
al
uler savarian
e.Corre
tion. | Non disponible.Probabilit�es (absolument) 
ontinuesExer
i
e 7. | Nous 
onsid�erons la fon
tion positive p d�e�nie parp : R ÝÑ R�x ÞÝÑ C � 1R�pxq e��xhttp://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



24 �El�ements de Probabilit�es Chap. Io�u C est une 
onstante stri
tement positive.(i) D�eterminer C pour que la fon
tion p soit une densit�e de mesure de probabilit�e.(ii) Cal
uler la moyenne asso
i�ee �a 
ette distribution de probabilit�e. Repr�esenter 
ette fon
-tion de densit�e ainsi que sa moyenne.(iii) Apr�es 
al
ul, la varian
e de 
ette loi de probabilit�e apporte-t-elle quelque information ?(iv) Consid�erons X une variable al�eatoire de loi exponentielle de param�etre �. Soit Y lapartie enti�ere sup�erieure de X, Y : 
Ñ N�. D�eterminer la loi de Y .Corre
tion. | Non disponible.Exer
i
e 8. | (i) Cal
uler l'int�egrale de GaussI � » �8�8 e�x2{2 dx:Pour 
ela, on pourra 
al
uler I2 et utiliser un 
hangement de variables polaires.(ii) En d�eduire que la loi N p0; 1q est une mesure de probabilit�e sur R.(iii) Cal
uler la moyenne (esp�eran
e) de 
ette loi de probabilit�e ainsi que sa varian
e.(iv) Montrer que si m P R, � ¡ 0, N pm;�2q a pour esp�eran
e m et pour varian
e �2.Corre
tion. | Non disponible.Exer
i
e 9. | Soient m P R, � ¡ 0 et X : 
Ñ R une variable al�eatoire de loi N pm;�2q.(i) D�eterminer PtX ¤ mu, PtX ¡ mu, PtX � mu et PtX ¥ mu.(ii) D�eterminer �a l'aide des tables Ptm � � ¤ X ¤ m � �u. Comparer Ptm � � ¤ Xu etPtX ¤ m� �u, faire le lien ave
 le 
al
ul pr�e
�edent.(iii) Exprimer les quantiles de la la loi de X en fon
tion de 
eux de la loi normale N p0; 1q.Corre
tion. | Non disponible.
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Chapitre II�EL�EMENTS DE STATISTIQUE1. Probl�ematique de la StatistiqueNous 
onsid�erons un ensemble 
, souvent appel�e population ; des �el�ements ! P 
, souventappel�es individus ; et une variable X : 
 Ñ E, souvent appel�ee variable statistique. Lorsque
 est muni d'une mesure de probabilit�e | 
e qui est impli
itement le 
as même si 
ela n'estpas toujours pr�e
is�e |, la loi de X est not�ee � � PX , elle est souvent appel�ee loi statistique.Ce qui nous int�eresse est de d�eterminer �.Exemples. | Revenus des foyers fran�
ais ; taux de plomb dans l'eau du robinet ; r�esultats�a des �ele
tions futures, . . .D�efinition 13. | Soit � une mesure de probabilit�e sur un ensemble E. On appelleparam�etre de la loi � toute quantit�e num�erique �, r�eelle, 
omplexe ou ve
torielle 
al
ul�ee �apartir de �.Lorsque E � R, ou E � Rn, un param�etre � P E de � est un param�etre de position si, entranslatant la mesure �, on translate d'autant le param�etre � ; un param�etre � r�eel, ve
torielou matri
iel, de � est un param�etre de dispersion si il est in
hang�e par toute translation de� et s'il est homog�ene d'ordre 1 (une homoth�etie de rapport � ¥ 0 de E multiplie � par �).S'il existe une unit�e de mesure sous-ja
ente, les param�etres de position et de dispersion,ou leurs 
oeÆ
ients, s'expriment dans la même unit�e.Exemples. | Supposons que � est une mesure de probabilit�e sur R. Alors ses quantiles,en parti
ulier sa m�ediane, et sa moyenne | si elle est d�e�nie | sont des param�etres deposition de �. Les di��eren
es entre quantiles, en parti
ulier l'�etendue interquartile q3� q1, etsa varian
e | si elle est d�e�nie | sont des param�etres de dispersion de �.Remarque. | Si � est une mesure de probabilit�e sur E � Rn, son esp�eran
e est le ve
teurm de 
oordonn�ees mi � »Rn xi �pdxq; i � 1; : : : ; n:Il s'agit 
i-dessus bien d'une int�egrale multiple puisqu'il n'y a au
une raison que �pdxq ��pdx1 : : :dxnq s'�e
rive �ipdxiq b �ipdx1 : : :dxi�1 dxi�1 : : :dxnq (
as pour lequel on auraitmi � ³R x�ipdxq). Lorsque l'esp�eran
e de � est �nie, la matri
e de 
ovarian
e est la matri
esym�etrique positive Covp�q de 
oeÆ
ientsCovp�qi;j � »Rnpxi �miqpxj �mjq�pdxq; i; j � 1; : : : ; n:Les mêmes remarques quant aux int�egrales multiples s'appliquent aussi.Si on 
onsid�ere un unique individu ! P 
, une observation x � Xp!q de X ne suÆtg�en�eralement pas �a d�eterminer �. On a besoin de plus d'observations.D�efinition 14. | Soit n P N.(i) Un �e
hantillon de la population est une suite d'individus p!1; : : : ; !nq.http://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



26 �El�ements de Statistique Chap. II(ii) Un �e
hantillon de la variable X est une suite de variables pX1; : : : ; Xnq de même loi� � PX .(iii) Un �e
hantillon observ�e est une suite d'observationspx1; : : : ; xnq � �Xp!1q; : : : ; Xp!nq�:L'entier n P N est la taille de l'�e
hantillon.(iv) Une variable � de la forme � � fnpX1; : : : ; Xnq est appel�ee statistique de l'�e
hantillonpX1; : : : ; Xnq, lui 
orrespond des valeurs observ�ees ` � fnpx1; : : : ; xnq.La m�ethode 
hoisie pour former un �e
hantillon s'appelle �e
hantillonnage. Parmi toutes lesm�ethodes envisageables, la plus simple est l'�e
hantillonnage repr�esentatif : l'�e
hantillon dela population p!1; : : : ; !nq est obtenu par un tirage ave
 remise dans la population (boulesdans une urne) ; de mani�ere plus pr�e
ise 
ela revient au niveau de l'�e
hantillon de la variableX �a supposer X1; : : : ; Xn ind�ependantes (et de même loi).D'autres modes d'�e
hantillonnage sont fr�equemment pratiqu�es : �e
hantillonnage exhaustif(tirage sans remise), �e
hantillonnages strati��es (on d�e
oupe la population en sous-populationsdont on 
onnâ�t assez bien les proportions relatives, et, sur 
ha
une, on pratique un �e
han-tillonnage repr�esentatif ou exhaustif), . . .2. Estimation2.1. Estimation pon
tuelleD�efinition 15. | Soient � une mesure de probabilit�e sur un ensemble E, � un param�etrede �, et pXnqn¥1 une suite de variables al�eatoires de loi �.(i) On appelle estimateur de � toute suite de variables al�eatoires pZnqn¥1 de la formeZn � fnpX1; : : : ; Xnq; ave
 fn une appli
ation sur En,�a valeurs dans le même espa
e (R, C ou Rn) que �.(ii) Un estimateur pZnqn¥1 de � est 
onsistant si la suite pZnqn¥1 
onverge en probabilit�evers � lorsque n tend vers l'in�ni.(iii) Un estimateur pZnqn¥1 de � est sans biais si, pour tout n ¥ 1, Zn est int�egrable etErZns � �. Si 
ette derni�ere 
ondition n'est pas satisfaite, l'estimateur est dit biais�e.(iv) Un estimateur pZnqn¥1 de � est asymptotiquement sans biais si, pour tout n ¥ 1, Znest int�egrable et ErZns tend vers � lorsque n tend vers l'in�ni.(v) Une observation zn � Znp!q d'un estimateur pZnqn¥1 de � est une estimation de �.Il est fr�equent et abusif d'appeler estimateur une variable Zn plutôt que toute la suitepZnqn¥1. Ce
i est 
ertainement dû au fait que dans la pratique n est la taille de l'�e
hantillond'individus ou d'observations e�e
tivement 
olle
t�e, et se retrouve par l�a même �x�e.Th�eor�eme 8, d�efinitions et notations.| Soient � une mesure de probabilit�e sur E �R d'esp�eran
e m et de varian
e �2, et pXnqn¥1 une suite de variables al�eatoires ind�ependantesde loi �.(i) La moyenne �e
hantillon (ou empirique)sXn � X1 � � � � �Xnn ;http://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



x 2 Estimation 27qui est une variable, est un estimateur 
onsistant et sans biais de l'esp�eran
e m. La moyenneobserv�ee d'un �e
hantillon �xn � x1 � � � � � xnn ;qui est un r�eel, est une estimation de m.(ii) La varian
e (empirique) d'un �e
hantillonS2n � 1n ņi�1�Xi � sXn�2 � 1n ņi�1X2i � � sXn�2;qui est une variable, est un estimateur 
onsistant, biais�e, mais asymptotiquement sans biais,de la varian
e �2. La varian
e observ�ee d'un �e
hantillons2n � 1n ņi�1pxi � �xnq2 � 1n ņi�1x2i � p�xnq2;qui est un r�eel, est une estimation de �2.(iii) La varian
e (empirique) 
orrig�ee ou « �e
hantillon » d'un �e
hantillonS2
;n � 1n� 1 ņi�1�Xi � sXn�2 � 1n� 1 ņi�1X2i � nn� 1 � � sXn�2;qui est une variable, est un estimateur 
onsistant et sans biais de la varian
e �2. La varian
e
orrig�ee d'un �e
hantillon observ�es2
;n � 1n� 1 ņi�1pxi � �xnq2 � 1n� 1 ņi�1x2i � nn� 1 � p�xnq2;qui est un r�eel, est une estimation de �2.Ce th�eor�eme r�esulte assez imm�ediatement de la loi des grands nombres et de 
al
ulsd'esp�eran
es : E� sXn� � m; E�S2n� � n� 1n � �2; E�S2
;n� � �2:On doit noter qu'une estimation n'est que pon
tuelle et rien ne permet d'aÆrmer de mani�eresûre si elle est pro
he ou non de la valeur �a estimer. Lorsque l'estimateur est non biais�e etque sa varian
e, ou son �e
art-type, est petit, alors il est plus probable d'observer des valeurspro
hes du param�etre �a estimer que des valeurs �eloign�ees (
e qui reste possible). Par exemple,Var� sXn� � Var�X1 � � � � �Xnn 
 � 1n2 VarpX1 � � � � �Xnq(ind�ependan
e) � 1n2 �VarpX1q � � � � �VarpXnq� � �2npermet d'avoir un 
ontrôle sur l'ensemble des valeurs qu'on peut observer de sXn mais passur une observation, ou estimation, pon
tuelle.Exer
i
e 1. | Cal
uler la varian
e de la varian
e empirique S2n lorsque X1; : : : ; Xn sontdes variables al�eatoires r�eelles ind�ependantes admettant des moments d'ordre 4 et de mêmeloi �. http://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



28 �El�ements de Statistique Chap. IICorre
tion. | Soient X1; : : : ; Xn des variables al�eatoires r�eelles ind�ependantes admettantdes moments d'ordre 4. Notons qu'elles admettent alors des moments d'ordre 1, 2, 3, et 4,qui sont �egaux puisque les variables ont même loi. Nous notons m � ErX1s et �2 � VarpX1qet omettrons l'indi
e n pour la moyenne et la varian
e empirique.Remarquons tout d'abord que la varian
e empirique S2 ne d�epend pas de la valeur de m :si on ajoute �a 
haque variable X1; : : : ; Xn un r�eel �, la moyenne empirique est in
r�ement�eed'autant et la varian
e empirique est in
hang�ee (
e qui est normal puisqu'elle est li�ee �a ladispersion des variables). Nous pouvons don
 supposer m � 0 dans la suite. Nous notonsS4 � pS2q2; �4 � p�2q2 � VarpX1q2 � ErX21 s2 et �4 � ErX41 s:On an2 E�S4� � E� ņk;`�1pXk � sXq2pX` � sXq2� � ņk;`�1E�pXk � sXq2pX` � sXq2�� ņk;`�1 E�X2kX 2̀ �X2k sX2 �X 2̀ sX2 � sX4� 2X2kX` sX � 2XkX 2̀ sX � 2XkX` sX2 � 2XkX` sX2 � 2Xk sX3 � 2X` sX3�� ņk;`�1 E�X2kX 2̀ � 2X2k sX2 � sX4 � 4X2kX` sX � 4XkX` sX2 � 4Xk sX3�la derni�ere ligne ayant �et�e obtenue en permutant les indi
es k et ` sur 
ertains termes puisqu'ilsjouent des rôles sym�etriques. En utilisant simplement la lin�earit�e de l'esp�eran
e,n2 E�S4� � ņk;`�1 E�X2kX 2̀�� 2 ņk;`�1E�X2k sX2�� ņk;`�1E� sX4�� 4 ņk;`�1E�X2kX` sX�� 4 ņk;`�1E�XkX` sX2�� 4 ņk;`�1E�Xk sX3�� ņk;`�1 E�X2kX 2̀�� 2n ņk�1E�X2k sX2�� n2 E� sX4�� 4 ņk�1E�X2k� ņ`�1X`
 sX�� 4 E�� ņk�1Xk
� ņ`�1X`
 sX2�� 4 ņ`�1E�� ņk�1Xk
 sX3�� ņk;`�1 E�X2kX 2̀�� 2n ņk�1E�X2k sX2�� n2 E� sX4�� 4 ņk�1E�X2k�n sX� sX�� 4 E��n sX��n sX� sX2�� 4 ņ`�1E��n sX� sX3�� ņk;`�1 E�X2kX 2̀�� 2n ņk�1E�X2k sX2�� n2 E� sX4�� 4n ņk�1E�X2k sX2�� 4n2 E� sX4�� 4n2 E� sX4�� ņk;`�1 E�X2kX 2̀�� 2n ņk�1E�X2k sX2�� n2 E� sX4�;http://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



x 2 Estimation 29soit n2 E�S4� � ņk;`�1E�X2kX 2̀�� 2n ņk�1E�X2k sX2�� n2 E� sX4�qui est une identit�e remarquable reposant simplement sur les sym�etries de sommation. Pourle premier terme : lorsque k � `, ErX2kX2ks � ErX4k s � �4, et lorsque k � `, ErX2kX 2̀s �ErX2ks ErX 2̀s � �2�2 � �4 par ind�ependan
e de X2k et X 2̀ ; on a don
ņk;`�1E�X2kX 2̀� � n�4 � npn� 1q�4:Pour le se
ond terme, on a E�X2k sX2� � 1n2 ņi;`�j E�X2kXiXj�:Si i � j, l'un de 
es deux indi
es est di��erent de k, par exemple i � k, alorsXi est ind�ependantde X2kXj et ErX2kXiXjs � ErX2kXjs ErXis � 0 
ar on a suppos�e m � 0. Si i � j � k, alorsX2i est ind�ependant de X2k et ErX2kX2i s � ErX2k s ErX2i s � �4. Finalement (pour i � j � k),on a ErX4k s � �4. D'o�u,E�X2k sX2� � �4n2 � n� 1n2 �4 et 2n ņk�1E�X2k sX2� � 2�4 � 2pn� 1q�4:Pour le troisi�eme terme, n2 E� sX4� � 1n2 ņi;j;k;`�1ErXiXjXkX`s:Lorsque les indi
es forment un 
arr�e (n possibilit�es), ErXiXjXkX`s � �4 ; lorsqu'ils formentun brelan (4npn � 1q possibilit�es), ErXiXjXkX`s � ErX31 s ErX1s � 0 ; lorsqu'ils formentdeux paires (3npn � 1q possibilit�es), ErXiXjXkX`s � ErX21 s ErX21 s � �4 ; lorsqu'ils formentune paire simple (6npn � 1qpn � 2q possibilit�es), ErXiXjXkX`s � ErX21 s ErX1s ErX1s �0 ; lorsqu'ils sont tous di��erents (npn � 1qpn � 2qpn � 3q possibilit�es), ErXiXjXkX`s �ErXis ErXjs ErXks ErX`s � 0. D'o�u,n2 E� sX4� � 1n2 �n�4 � 3npn� 1q�4� � �4n � 3 n� 1n �4:Finalement n2 E�S4� � n�4 � npn� 1q�4 � 2�4 � 2pn� 1q�4 � �4n � 3 n� 1n �4� n2 � 2n� 1n �4 � n2 � 2n� 3n pn� 1q�4� pn� 1q2n �4 � n2 � 2n� 3n pn� 1q�4:D'o�u Var�S2� � E�S4�� E�S2�2 � pn� 1q2n3 �4 � pn� 3qpn� 1qn3 �4qui tend bien vers 0 lorsque �4 � ErX41 s est �ni, 
e qui 
on�rme la 
onvergen
e en probabilit�evers �2. Remarquons au passage la for
e de la loi des grands nombres de Kolmogorov : 
elle-
ihttp://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



30 �El�ements de Statistique Chap. IIpermet rapidement de voir que pS2nqn¥1 
onverge vers �2 presque sûrement, et don
 en proba-bilit�e, lorsqu'on a seulement �2   8. Le 
as de la varian
e 
orrig�e s'obtient imm�ediatementen multipliant les r�esultats par n{pn� 1q ou pn{pn� 1qq2.2.2. Estimation par intervalleD�efinition 16 (intervalles de 
onfian
e). | Soient � une mesure de probabilit�e surun ensemble E, � P R un param�etre r�eel de �, et pXnqn¥1 une suite de variables al�eatoiresde loi �. Soit � P s0; 1r. On appelle intervalle de 
on�an
e de niveau de 
on�an
e 1� � (oude seuil �) un intervalle al�eatoire r�minn ;�maxn s, o�u les extr�emit�es �minn � fnpX1; : : : ; Xnq et�maxn � gnpX1; : : : ; Xnq sont des statistiques de l'�e
hantillon pX1; : : : ; Xnq, v�eri�antP � P r�minn ;�maxn s( � P �minn ¤ � ¤ �maxn ( ¥ 1� �:Lorsqu'il y a �egalit�e, on parle d'intervalle de 
on�an
e exa
t. Si pour avoir �egalit�e, on doitfaire tendre n vers l'in�ni, on parle d'intervalle de 
on�an
e asymptotique, ou approximatif.G�en�eralement, on part d'un estimateur �n du param�etre �. La valeur observ�ee `n peutêtre pro
he ou �eloign�ee de �. On se donne alors une four
hette r`mn ; `maxn s autour de `n dontles bornes sont 
al
ul�ees de sorte que pour une proportion 1 � � des �e
hantillons qu'onpeut 
hoisir, � appartient �a l'intervalle 
orrespondant. Il faut noter qu'une fois l'�e
hantillonr�eellement 
hoisi, on n'a plus le 
hoix : ou bien l'estimation par intervalle est satisfaisante,ou bien elle ne l'est pas. �Evidemment plus � est petit, plus la proportion des �e
hantillons
onduisant �a une estimation 
orre
te est grande ; la 
ontreprtie est que pour se faire, la largeurde l'intervalle grandit et l'estimation perd de sa pr�e
ision suppos�ee.Exer
i
e 2. | Une jeune 
her
heuse en Biologie a obtenu 3 souris mutantes sur une port�eede 12 et souhaite 
on
lure que la probabilit�e d'obtenir une souris mutante est 1{4.(i) Pr�e
iser le 
adre statistique de 
e probl�eme.(ii) �A l'aide de l'abaque, ou de la table 
orrespondante, donn�ee en annexe, d�eterminer lavaleur observ�ee de l'intervalle de 
on�an
e exa
t au seuil 5% de 
ette probabilit�e.(iii) Cal
uler les intervalles de 
on�an
e asymptotiques. Comparer.(iv) Con
lure.3. Notion de test statistiqueNous 
onsid�erons pE; �q un espa
e probabilis�e. Ce que nous savons est que � � �� pourun 
ertain � P � ensemble indexant une famille t�t : t P �u de mesures de probabilit�esur E. L'ensemble � est appel�e ensemble des �etats de la nature. On se demande si � P �0pour un sous-ensemble �0 de �, autrement dit si � � �� poss�ede 
ertaines 
ara
t�eristiquesparti
uli�eres exprim�ees par l'appartenan
e ou non de � �a �0. Pour r�epondre �a une tellequestion, on utilise une pro
�edure de test adapt�ee �a la situation. Une telle pro
�edure sepr�esente ainsi :
 On teste H0 : � P �0 
ontre H1 : � R �0 (ou (� P �1 � �z�0).
 On se donne un seuil � P s0; 1r (un niveau de 
on�an
e 1�� P s0; 1r) de test qui 
orrespond�a la probabilit�e de rejeter H0 alors que H0 est vraie.http://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



x 4 Test du param�etre p d'une loi de Bernoulli 31
 On se donne une r�egle de d�e
ision au seuil � :fn : En ÝÑ R; A�;n � R (un intervalle) et R�;n � RzA�;n;
'est-�a-dire une fon
tion de d�e
ision fn, une r�egion d'a

eptation A�;n et la r�egion de rejetasso
i�ee R�;n qui d�ependent du test, du seuil � et de la taille d'�e
hantillon n qui sontemploy�es.
 On se donne une r�ealisation px1; : : : ; xnq d'un �e
hantillon de variables pX1; : : : ; Xnq ind�e-pendantes de même loi �.
 On 
al
ule `n � fnpx1; : : : ; xnq qui est la valeur observ�ee de la statistique de d�e
ision dutest �n � fnpX1; : : : ; Xnq, et qui 
orrespond �a l'�e
hantillon observ�e.
 Si `n P A�;n, on 
onserve H0, autrement dit, les observations faites ne sont pas en 
agrante
ontradi
tion ave
 la possibilit�e que H0 soit v�eri��ee. Si `n P R�;n, on rejette H0, autrementdit, les observations 
ontredisent signi�
ativement la possibilit�e que H0 soit v�eri��ee.Remarque. | a) La 
onstru
tion d'un bon test est du ressort du statisti
ien. Les utili-sateurs ne se pr�eo

upent que d'appliquer la pro
�edure qui 
onvient au probl�eme ren
ontr�e.Certaines 
ontraintes sont �a respe
ter pour qu'une pro
�edure de test ait un sens. En parti
u-lier :
 si H0 est vraie, alors Pt�n P R�;nu ¤ �, 
'est-�a-dire que la probabilit�e de rejeter �a tortl'hypoth�ese H0 (risque de premi�ere esp�e
e) doit être faible ;
 si H0 est fausse, alors Pt�n P A�;nu doit être aussi petit que possible, 
'est-�a-dire que laprobabilit�e de 
onserver �a tort l'hypoth�ese H0 (risque de se
onde esp�e
e) doit être faible ;Si le risque de premi�ere esp�e
e est g�en�eralement bien 
ontrôl�e par la pro
�edure et souvent�egal �a �, le risque de se
onde esp�e
e � est moins bien d�e�ni et peut être diÆ
ile �a �evaluer (lapuissan
e du test est d�e�nie par 1� �).Tout 
e
i est illustr�e et approfondi sur des exemples. On y trouvera des r�ep�etitions,l'introdu
tion de notions qui n'auront pas �et�e pr�esent�ees formellement, et
.4. Test du param�etre p d'une loi de Bernoulli4.1. CadreNous 
onsid�erons E un ensemble �a deux �el�ements, par exemple t0; 1u, tpile; fa
eu, et
.L'ensemble des mesures de probabilit�e, qui sont des lois de Bernoulli, sur E est param�etr�epar � � r0; 1s, le param�etre �etant la probabilit�e a�e
t�ee �a un point privil�egi�e dans E. Soit� une mesure de probabilit�e sur E, p son param�etre. Nous 
her
hons des informations sur p,par exemple, s'il peut être 
onsid�er�e 
omme �egal �a une 
ertaine valeur p0, ou bien s'il peutêtre 
onsid�er�e sup�erieur ou inf�erieur �a 
e p0.Nous disposons au d�epart de la valeur de r�ef�eren
e p0, d'un seuil de test � et d'observationspx1; : : : ; xnq d'un �e
hantillon pX1; : : : ; Xnq de la loi � � Bp1; pq. Rappelons quesX � X1 � � � � �Xnnest un estimateur 
onsistant et sans biais de p et que �x � px1 � � � � � xnq{n en est uneestimation. http://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



32 �El�ements de Statistique Chap. II4.2. Test bilat�eralSoient pX1; : : : ; Xnq un �e
hantillon de la loi Bp1; pq, p P s0; 1r in
onnu, et � P s0; 1r le seuilde test. Soit p0 P s0; 1r. On testeH0 : p � p0 
ontre H1 : p � p0.On introduit la statistique� � sXn � p0ap0p1� p0q{n � sXn � papp1� pq{n � app1� pqap0p1� p0q � p� p0ap0p1� p0q{nD'apr�es le th�eor�eme 
entral limite, lorsque n est grand (n ¥ 50, np ¥ 10, np1 � pq ¥ 10),le premier fa
teur du premier terme est de loi pro
he de N p0; 1q. Ainsi, si H0 est fausse,� a tendan
e �a prendre des valeurs �eloign�ees de 0. Aussi est-on amen�e �a d�e�nir la r�egiond'a

eptation de la forme A � r�z1��{2; z1��{2s;o�u z1��{2 est le quantile d'ordre 1� �{2 de la loi normale N p0; 1q. La d�e
ision se fait par le
al
ul de la valeur observ�ee de � : ` � �xn � p0ap0p1� p0q{n :Si ` P r�z1��{2; z1��{2s, on a

epte H0, sinon, on rejette H0.4.3. Tests unilat�erauxDans le 
as du test H0 : p ¥ p0 
ontre H1 : p   p0;on 
onstate que si H0 est fausse, la statistique � a tendan
e �a prendre des valeurs �eloign�eesde 0 par valeurs n�egatives. On est amen�e �a d�e�nir la r�egion d'a

eptation de la formeA � r�z1��;�8r;o�u z1�� est le quantile d'ordre 1�� de la loi normale N p0; 1q. Si ` P r�z1��;�8r, on a

epteH0, sinon, on rejette H0.Dans le 
as du test H0 : p ¤ p0 
ontre H1 : p ¡ p0;on 
onstate que si H0 est fausse, la statistique � a tendan
e �a prendre des valeurs �eloign�eesde 0 par valeurs positives. On est amen�e �a d�e�nir la r�egion d'a

eptation de la formeA � s�8; z1��s;o�u z1�� est le quantile d'ordre 1� � de la loi normale N p0; 1q. Si ` P s�8; z1��s, on a

epteH0, sinon, on rejette H0.Exer
i
e 3. | Consid�erons la population des personnes atteintes d'un 
an
er des poumons.Un �e
hantillon de taille 30 de tels personnes 
omprend une proportion �egale �a 0,8 de fumeurs.Cette proportion observ�ee est-elle en a

ord ave
 l'aÆrmation selon laquelle 90% des maladesatteints d'un tel 
an
er sont fumeurs ? http://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



x 4 Test du param�etre p d'une loi de Bernoulli 33Corre
tion. | Soit p la proportion des fumeurs dans 
ette population. Nous testons auseuil � � 0;05 H0 : p � 0;9 
ontre H1 : p � 0;9:La statistique de d�e
ision observ�ee est` � 0;8� 0;9a0;9p1� 0;9q{30 � �1;824 p`1 � �1;368qqui est dans l'intervalle d'a

eptation r�1;96 ; 1;96s au seuil � � 0;05. Ave
 
e seuil, noussommes amen�e �a 
on
lure que les observations ne sont pas en 
ontradi
tion signi�
ative ave
l'hypoth�ese p � 0;9.En revan
he, si le seuil est � � 0;1, alors l'intervalle d'a

eptation devient r�1;645 ; 1;645set on 
on
lut alors que les observations sont en 
ontradi
tion signi�
ative ave
 l'hypoth�esep � 0;9.Exer
i
e 4 (exp�erien
e de Weldon). | A�n d'�etudier l'�equilibrage de d�es, le biologiste W.F. R. Weldon lan�
a 26 306 fois un groupe de 12 d�es. Il 
onsid�era 
omme « su

�es » l'apparitiond'un 5 ou d'un 6, et obtint les r�esultats suivants :x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12nx 185 1149 3265 5475 6114 5194 3067 1331 403 105 14 4 0(i) Indiquer la population d'�etude, la variable X �etudi�ee, son type, ses valeurs possibles (oumodalit�es).(ii) Sous des hypoth�eses raisonnables la loi de X est une loi 
lassique dont l'un des pa-ram�etres n'est pas pr�e
is�ement 
onnu, param�etre que nous noterons �. Pr�e
iser quelles sontles hypoth�eses en question et quelle est la loi de X. Indiquer quelles sont l'esp�eran
e et lavarian
e de X.(iii) Que vaudrait � si les d�es �etaient parfaitement �equilibr�es ?(iv) Les relev�es nous permettent d'avoir une estimation de �. D�e�nir un intervalle de 
on-�an
e autour de 
ette valeur en tenant 
ompte du mod�ele. La valeur « id�eale » y appartient-elle ?Corre
tion. | Cadre d'�etude. | (i) La population est l'ensemble th�eorique des lan-
ers de 12 d�es, ensemble in�ni, ou le mod�ele probabiliste �ni 
orrespondant qui n'est pasn�e
essairement un mod�ele 
lassique puisqu'il n'y a au
une raison de supposer que toutes lesfa
es de 
haque d�e soient �equiprobables. La variable statistique est le nombre de « su

�es »(nombre d'apparitions d'un 5 ou d'un 6) lors d'un lan
er des 12 d�es. Elle est quantitativedis
r�ete et ses valeurs possibles, ou modalit�es, sont t0; 1; : : : ; 11; 12u.(ii) Les hypoth�eses usuelles sont que les d�es sont identiques et que les 
hi�res qu'ilsmarquent apr�es un lan
er sont ind�ependants. Dans 
e 
as la variable X a pour loi la loibinomiale de param�etres 12 (le nombre de d�es) et � la probabilit�e pour qu'un d�e marque 5ou 6. Il est bien 
onnu qu'alors ErXs � 12� et VarpXq � 12�p1� �q.(iii) Si les d�es �etaient parfaitement �equilibr�es, nous aurions bien entendu � � 1{6� 1{6 �1{3.Statistiques des
riptives. | (i) La moyenne de la s�erie d'observations est1n 12̧x�0nxx � 4;053;http://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



34 �El�ements de Statistique Chap. IIo�u n � 26 306 est la taille totale de l'�e
hantillon, sa varian
e ests2 � 1n 12̧x�0nxpx� �xq2 � 2;698;sa varian
e 
orrig�ee ests2
 � 1n� 1 12̧x�0nxpx� �xq2 � nn� 1 s2 � 2;698:Puisque la taille totale n � 26 306 est grande nous avons s2
 � s2 (la 
orre
tion de la varian
eest approximativement sans e�et). De plus on a �xp1� �x{12q � 2;684 � s2, 
e qui est 
oh�erentave
 la relation liant la moyenne et la varian
e de la variable X.(ii) Le tableau de distribution des fr�equen
es est :x 0 1 2 3 4 5 6nx 185 1149 3265 5475 6114 5194 3067n
x 185 1334 4599 10074 16188 21382 24449fx 0;0703 0;0437 0;1241 0;2081 0;2324 0;1974 0;1166f
x 0;0703 0;0507 0;1748 0;383 0;615 0;8128 0;9294x 7 8 9 10 11 12nx 1331 403 105 14 4 0n
x 25780 26183 26288 26302 26306 26306fx 0;0506 0;0153 0;004 0;0005 0;00015 0f
x 0;98 0;9953 0;9993 0;9998 1 1La variable X �etant dis
r�ete et 
omportant un nombre faible (13) de modalit�es, la distributiondes fr�equen
es observ�ee se repr�esente ave
 un diagramme en bâtons :
�x�x� s
 �x+ s


0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1200,050,10,150,20,25
x

�x � 4,053s2 � 2,698s2
 � 2,698s � 1,643s
 � 1,643
La fon
tion de r�epartition observ�ee est une fon
tion en es
alier dont la repr�esentation gra-http://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



x 4 Test du param�etre p d'une loi de Bernoulli 35phique est la suivante :

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1200,10,20,30,40,50,60,70,80,91
xq1 q2 q3(iii) Sur le graphique pr�e
�edent nous lisons les trois quartiles de la distribution observ�ee : lepremier quartile q1 � 3, la m�ediane me � 4 et le troisi�eme quartile q3 � 5. Ils sont obtenus end�eterminant une « image r�e
iproque » des fra
tions 1{4, 1{2, 3{4 par la fon
tion de r�epartition.Pour tra
er le diagramme en bô�te de la distribution observ�ee, il nous faut d�eterminer lesextr�emit�es des mousta
hes : l'�etendue interquartile vaut q3 � q1 � 2 ; multipli�ee par 1;5on obtient une amplitude maximale pour les mousta
hes �egale �a 3 ; la plus valeur observ�eesup�erieure ou �egale �a q1 � 3 � 0 est 0 qui est don
 l'extr�emit�e inf�erieure du diagramme ; laplus grande valeur observ�ee inf�erieure ou �egale �a q3 � 3 � 8 est 8 qui est don
 l'extr�emit�esup�erieure du diagramme. Ainsi, le diagramme en bô�te de la s�erie d'observations est :

0246
81012x

�x� s
 � 2,41�x+ s
 � 5,696q1 = 3me = 4q3 = 50
8

Des valeurs sont ex
lues du diagramme : 9, 8, 10, 11, et �evidemment 12 ; elles sont 
onsid�er�ees
omme rares voire ex
eptionnelles. Nous avons adjoint la moyenne et repr�esent�e l'�e
art-type
orrig�e. Les param�etres de position repr�esent�es dans 
e diagramme sont les trois quartiles,la moyenne et d'une 
ertaine mani�ere les maximum et minimum de la s�erie d'observationsrepr�esent�es par les extr�emit�es des mousta
hes. Les param�etres de dispersion repr�esent�es sontl'�etendue interquartile, l'�e
art-type 
orrig�e, et d'une 
ertaine mani�ere l'�etendue par l'�e
artentre les extr�emit�es des mousta
hes.Estimations pon
tuelle et par intervalle. | (i) Un n-uplet pX1; : : : ; Xnq de variablesal�eatoires est un �e
hantillon de la variable X si 
e sont des variables al�eatoires d�e�nies surun même espa
e probabilis�e, ind�ependantes, et de même loi que X.(ii) Les estimateurs usuels 
onsistants et sans biais de ErXs et VarpXq sont respe
tive-ment : sX � 1n ņk�1Xk et S2
 � 1n� 1 ņk�1pXk � sXq2http://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



36 �El�ements de Statistique Chap. II
'est-�a-dire qu'ils sont respe
tivement de moyenne ErXs et VarpXq et que lorsque n tend versl'in�ni ils 
onvergent en probabilit�e respe
tivement vers ErXs et VarpXq.(iii) Dans 
e probl�eme, n � 26 306, et les valeurs observ�ees de 
es estimateurs sont �x �4;053 et s2
 � 2;698 et 
e sont des estimations pon
tuelles des param�etres ErXs et VarpXq.(iv) Un intervalle de 
on�an
e approximatif de niveau de 
on�an
e 1�� d'un param�etre� est un intervalle al�eatoire r�1;�2s o�u �i � fipX1; : : : ; Xnq sont deux variables statistiquestelles que Pt�1 ¤ � ¤ �2u � 1� �:Puisque n est grand (n ¥ 50) un intervalle de 
on�an
e de ErXs peut être d�e�ni par� sX � u1��{2aS2{n ; sX � u1��{2aS2{n�o�u u1��{2 est le quantile d'ordre 1� �{2 de la loi normale N p0; 1q. Puisqu'i
i � � ErXs{12,on en d�eduit l'intervalle de 
on�an
e pour � :� sX{12� u1��{2{12�aS2{n ; sX{12� u1��{2{12�aS2{n�:(v) On a u0;975 � 1;96. Ainsi, l'intervalle de 
on�an
e observ�e de ErXs au niveau de
on�an
e 0;95 est��x� u1��{2 �as2{n ; �x� u1��{2 �as2{n� � r4;033 ; 4;073s;et pour �, 
'est��x{12� u1��{2{12�as2{n ; �x{12� u1��{2{12�as2{n� � r0;3361 ; 0;3394s:(vi) Ces intervalles de 
on�an
e sugg�erent que ErXs est l�eg�erement sup�erieur �a 4 et que �est l�eg�erement sup�erieur �a 1{3. Cependant, nous ne pouvons pas avoir de 
on
lusion d�e�nitivepuisque les estimations pon
tuelles et par voie de 
ons�equen
e, par intervalles peuvent di��erernotablement des quantit�es estim�ees du fait qu'elles d�ependent des observations parti
uli�eresqui peuvent �eventuellement ne pas re
�eter 
e qu'il se passe au niveau de la population. Lesestimations de � laissent �a penser qu'il est stri
tement sup�erieur �a 1{3. Ce
i n'est gu�eresurprenant si on tient 
ompte du fait que les trous dans les fa
es des d�es 
onduisent �a 
e queleurs 
entres de gravit�e soient ex
entr�es et plus �eloign�es des fa
es les plus trou�ees 5 et 6.Test statistique sur la moyenne. | (i) Le test portant sur � 
onsiste �a tester l'hypoth�eseH0 : � � 1{3 
ontre H1 : � � 1{3. En multipliant par 12, 
e
i revient �a tester H0 : 12� � 4
ontre H1 : 12� � 4, 
'est-�a-dire que nous testeronsH0 : ErXs � 4 
ontre H1 : ErXs � 4:(ii) La statistique du test est Z � sX � 4aS2{n;sa valeur observ�ee est z � �x� 4as2{n � 4;053� 4a2;698{26 306 � 5;233:(iii) Si l'hypoth�ese nulle est vraie, la variable Z est approximativement | 
ompte tenude la grande valeur de n � 26 306 et du th�eor�eme 
entral limite. . . | de loi la loi normaleN p0; 1q. La r�egion d'a

eptation du test est de la forme ru�{2; u1��{2s � r�u1��{2; u1��{2s :les valeurs de Z trop �eloign�ees de 0 
onduisent �a rejeter H0. Le risque de premi�ere esp�e
eest la probabilit�e, si H0 est satisfaite, que Z n'appartienne pas �a la r�egion d'a

eptation.http://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



x 5 Test de la moyenne d'une loi normale 37Puisque Z est sous 
ette hypoth�ese approximativement de loi N p0; 1q, par 
onstru
tion 
etteprobabilit�e est approximativement �.(iv) Si l'hypoth�ese H0 n'est pas satisfaite, la loi de Z est grossi�erement 
entr�ee autourd'une valeur distin
te de 0. Le graphique suivant pr�e
ise 
e que sont alors la puissan
e dutest et l'erreur de se
onde esp�e
e :

0 zE[Z℄�u1��=2 u1��=2Ha
hur�ee sous la 
ourbe 
entr�ee en ErZs| 
ourbe repr�esentant une densit�e approximative dela loi de Z lorsque ErZs � 0, 
'est-�a-dire lorsque H0 n'est pas satisfaite |, la surfa
e est �egale�a la puissan
e du test, 
'est-�a-dire la probabilit�e de rejeter, �a raison, H0 au 
ours du test.La surfa
e 
ompl�ementaire repr�esente l'erreur de se
onde esp�e
e, 
'est-�a-dire la probabilit�ed'a

epter, �a tort, H0 au 
ours du test. On remarque que la puissan
e est approximativementsup�erieure �a �.(v) Au seuil � � 0;05, on a pour intervalle d'a

eptation r�1;96 ; 1;96s. La valeur ob-serv�ee de la statistique du test z � 5;233 n'appartient pas �a la r�egion d'a

eptation. Noussommes don
 amen�e �a rejeter H0 : le test est signi�
atif au sens o�u la s�erie d'observations
onduit �a rejeter l'hypoth�ese a priori selon laquelle � puisse être �egal �a 1{3. Un test uni-lat�eral H0 : ErXs ¤ 4 
ontre H1 : ErXs ¡ 4 nous aurait de même amen�e �a rejeter H0. La s�eried'observations sugg�ere don
 que � ¡ 1{3 
e qui est 
oh�erent ave
 les justi�
ations 
on
r�etesfaites lors de l'interpr�etation des intervalles de 
on�an
e.5. Test de la moyenne d'une loi normale5.1. CadreNous 
onsid�erons E � R muni d'une mesure de probabilit�e � normale de moyenne m et devarian
e �2. Lorsque � est 
onnu, le seul param�eter in
onnu est la moennem, aussi l'ensembledes mesures de probabilit�e qu'on peut envisager est param�etr�e par � � R, l'ensemble desvaleur que peuvent prendre des moyennes de lois normales. Lorsque � est in
onnu, la varian
eentre alors dans l'ensemble des param�etre et on a alors � � R� R�� (une varian
e nulle estg�en�eralement ex
lue).Nous 
her
hons des informations sur m, par exemple, si elle peut être 
onsid�er�ee 
omme�egal �a une valeur nominale m0, ou bien si elle peut être 
onsid�er�ee sup�erieure ou inf�erieure �a
ette m0.Nous disposons au d�epart de la valeur de r�ef�eren
em0, d'un seuil de test � et d'observationspx1; : : : ; xnq d'un �e
hantillon pX1; : : : ; Xnq de la loi � � Bp1; pq. Rappelons quesX � X1 � � � � �Xnn http://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



38 �El�ements de Statistique Chap. IIest un estimateur 
onsistant et sans biais de m et que �x � px1 � � � � � xnq{n en est uneestimation.Consid�erons le test bilat�eral (les tests unilat�eraux �etant semblables). Soient pX1; : : : ; Xnqun �e
hantillon de la loi N pm;�2q, m P R in
onnu, � P R��, et � P s0; 1r le seuil de test. Soitm0 P R. On 
onsid�ere le test unilat�eralH0 : m � m0 
ontre H1 : m � m0.5.2. Cas o�u � est 
onnuOn introduit la statistique� � sXn �m0�{?n � sXn �m�{?n � m�m0�{?nLe premier terme a pour loi la loi N p0; 1q, 
e qui r�esulte du fait que sXn a pour loiN pm;�2{nq.Ainsi, si H0 est fausse, � a tendan
e �a prendre des valeurs �eloign�ees de 0. Aussi d�e�nit-on lar�egion d'a

eptation par A � r�z1��{2; z1��{2s;o�u z1��{2 est le quantile d'ordre 1� �{2 de la loi normale N p0; 1q. La d�e
ision se fait par le
al
ul de la valeur observ�ee de � : ` � �xn �m0�{?n :Si ` P r�z1��{2; z1��{2s, on a

epte H0, sinon, on rejette H0.Exer
i
e 5. | Le diam�etre d'une 
ertaine pi�e
e manufa
tur�ee suit une loi normale dont lamoyenne m n'est pas 
onnue mais d'�e
art-type � 
onnu �egal �a 0;1 
m. Sur 100 pi�e
es issuesde la 
hâ�ne de fabri
ation, on a relev�e un diam�etre moyen de 10;02 
m. Le diam�etre normal�etant de 10 
m, peut-on penser qu'il y ait un d�efaut dans la 
hâ�ne de fabri
ation ?Corre
tion. | Nous testons la moyenne d'une loi normale d'�e
art-type 
onnu :H0 : m � 10 
m 
ontre H1 : m � 10 
m:La statistique de d�e
ision observ�ee est alors` � 10;02� 100;1{?100 � 2:La r�egion d'a

eptation au seuil � � 0;05 �etant r�1;96 ; 1;96s et puisque ` � 2 n'y appartientpas, nous rejetons H0 : les observations 
onduisent signi�
ativement �a penser qu'il y a und�efaut de fabri
ation.5.3. Si � est in
onnuOn introduit la statistique � � sXn �m0Sn{?n� 1 :Lorsque m � m0, sa loi est la loi de Student �a n� 1 degr�es de libert�e (voir le formulaire surles lois 
lassiques). De même qu'auparavant, l'intervalle d'a

eptation du test bilat�eral est dela forme A � r�t1��{2; t1��{2s;http://www-math.univ-poitiers.fr/~phan



x 5 Test de la moyenne d'une loi normale 39o�u t1��{2 est le quantile d'odre 1 � �{2 de la loi de Student �a n � 1 degr�es de libert�e. Lad�e
ision se fait par le 
al
ul de la valeur observ�ee` � �xn �m0sn{?n� 1 :Si la valeur observ�ee est notablement di��erente de 0, 
'est-�a-dire qu'elle se trouve en dehorsde l'intervalle d'a

eptation, on rejette H0, sinon on 
onserve 
ette hypoth�ese.Exer
i
e 6. | Entre 1851 et 1860, L.-Ad. Bertillon releva la taille de 1 101 178 
ons
rits.Il put observer que la distribution des tailles �etait indubitablement normale et observa unemoyenne de 163;814 
m et un �e
art-type 
orrig�e de 6;158 
m. On rel�eve dans un journal queles jeunes gens fran�
ais durant 
ette p�eriode avait une taille moyenne de 1;65m. Peut-ona

epter 
ette aÆrmation, voir �emettre un avis plus pr�e
is ?Corre
tion. | Nous devons estimer la moyenne d'une loi normale d'�e
art-type in
onnu.Comme n � 1 101 178 est tr�es grand, la loi de Student �a n � 1 degr�es de libert�e peut êtrerempla
�ee par la loi normale N p0; 1q. On obtient ainsi pour intervalle de 
on�an
e de niveaude 
on�an
e � � 95%��x� z0;975 � s
;n{?n ; �x� z0;975 � s
;n{?n� � r163;802 ; 163;826s:Le niveau de 
on�an
e �etant assez large, il semble bien qu'on puisse pr�e
iser que la moyennedevait être de 1;638m. N�eanmoins, �
a ne fait gu�ere de di��eren
e.
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EXAMEN, 20 JANVIER 2009,AMPHI J, 16H{18HTout do
ument hormis le formulaire des lois de probabilit�e 
lassiques et les tables de Probabi-lit�e et Statistique est interdit. L'usage d'une 
al
ulatri
e est autoris�e. Les di��erents exer
i
es sontind�ependants. La qualit�e de la r�eda
tion sera prise en 
ompte dans l'�evaluation des 
opies.Exer
i
e 1. | Nous 
onsid�erons une variable al�eatoire X : 
Ñ tm; : : : ; nu uniform�ementr�epartie sur les entiers relatifs 
ompris entre m et n in
lus, m ¤ n P Z.(i) L'esp�eran
e (moyenne) de X est-elle d�e�nie et pourquoi (sans 
al
ul) ?(ii) Si oui, que vaut-elle ?Corre
tion. | Non disponible.Exer
i
e 2. | Nous 
onsid�erons sur R une fon
tion f d�e�nie parx P R; fpxq � a� 1x4 � 1r1;8rpxqo�u on rappelle que la fon
tion indi
atri
e d'un ensemble vaut 1 sur 
elui-
i et 0 ailleurs.(i) D�eterminer la 
onstante a pour que la fon
tion f soit la densit�e d'une mesure de proba-bilit�e sur R.(ii) On 
onsid�ere X : 
 Ñ R une variable al�eatoire r�eelle dont la loi, absolument 
onti-nue, admet pour densit�e f . Cal
uler l'esp�eran
e ErXs et la varian
e VarpXq de la variableal�eatoire X.(iii) Que valent les probabilit�es PtX   1u, PtX ¥ 2u, Pt2 ¤ X ¤ 3u ?Corre
tion. | Non disponible.Exer
i
e 3. | Une pi�e
e de monnaie est lan
�ee 600 fois de suite. �A 275 reprises, on obtientpile.(i) Qu'�etudie-t-on ?(ii) Quel est l'�e
hantillon ?(iii) Que vaut la valeur estim�ee �x du param�etre d'int�erêt ?(iv) On veut tester si la pi�e
e est �equilibr�ee, 
'est-�a-dire que la probabilit�e d'obtenir pile estp � 1{2. Formuler les hypoth�eses H0 et H1 asso
i�ees.(v) Usuellement, la statistique de test utilis�ee dans 
ette situation est de la forme� � sXn � p0ap0p1� p0q{n ;o�u i
i n � 600, qui lorsque p0 � p est approximativement distribu�ee selon la loi N p0; 1q.Cal
uler la valeur observ�ee ` de la statistique de test.(vi) D�eterminer la r�egion d'a

eptation asso
i�ee au test pour � � 0:05 (voir tables).(vii) Con
lure.



Examen, 20 janvier 2009,Amphi J, 16h{18h 41Corre
tion. | Non disponible.
ErS2s � E� 1n ņk�1�Xk � sX�2� � 1n ņk�1E��Xk � sX�2�:

Pour 1 ¤ k ¤ n,
E��Xk � sX�2� � E�X2k�� 2 E�Xk sX�� E� sX2� � �2 � 2n ņ`�1 ErXkX`s � �2n� n� 1n �2 � 2n ņ`�1 
ovpXk; X`q � n� 1n �2 � 2n �2 ņ`�1;`�k 
ovpXk; X`q� n� 1n �2 � 2n ņ`�1;`�k 0 � n� 1n �2:

Ainsi, ErS2s � n�1n �2 
omme annon
�e. Passons au 
al
ul de ErS4s. Le 
al
ul est plus long etpeut être 
onduit de plusieurs mani�eres en fon
tion des d�eveloppements de puissan
es 
hoisis.On a
E�S4� � E�� 1n ņk�1X2k � sX2
2� � E�� 1n ņk�1X2k
2�� 2n E� ņk�1X2k sX2�� E� sX4�� 1n2 ņk�1E�X4k�� 1n2 ņk;`�1; k�` E�X2kX 2̀�� 2n ņk�1E�X2k sX2�� E� sX4�:� 1n2 ņk�1E�X4k�� 1n2 ņk;`�1; k�` E�X2k�E�X 2̀�� 2n ņk�1E�X2k sX2�� E� sX4�� ErX41 sn � n� 1n ErX21 s ErX21 s � 2n ņk�1E�X2k sX2�� E� sX4�� �4n � n� 1n �4 � 2n ņk�1E�X2k sX2�� E� sX4�;

o�u, pour k � `, ErX2kX 2̀s � ErX2ks ErX 2̀s � �4 par ind�ependan
e de X2k et X 2̀, et �4 � ErX41 s.



42 Examen, 20 janvier 2009,Amphi J, 16h{18hPour 1 ¤ k ¤ n, on aE�X2k sX2� � 1n2 ņ`;m�1E�X2kX`Xm�� 1n2 E�X4k�� 1n2 ņm�1m�k E�X3kXm�� 1n2 ņ`�1`�k E�X3kX`�� 1n2 ņ`;k�1`�k;m�k E�X2kX`Xm�� �4n2 � 2n2 ņ`�1`�k E�X3kX`�� 1n2 ņ`;k�1`�k;m�k E�X2kX`Xm�� �4n2 � 2n2 ņ`�1`�k E�X3k�E�X`�� 1n2 ņ`;k�1`�k;m�k E�X2k� E�X`Xm�� �4n2 � 2n2 ņ`�1`�k E�X3k�� 0� 1n2 ņ`�1`�k E�X2k� E�X 2̀s � 1n2 ņ`;k�1`�k;m�k;`�m E�X2k� ErX`Xms� �4n2 � 0� n� 1n2 �4 � 1n2 ņ`;k�1`�k;m�k;`�m E�X2k�ErX`s ErXms� �4n2 � n� 1n2 �4 � 1n2 ņ`;k�1`�k;m�k;`�m E�X2k�� 0� 0� �4n2 � n� 1n2 �4:Puis, on a E� sX4� � 1n4 ¸i;j;k;`ErXiXjXkX`save
 ErX41 s � �4, ErX31X2s � 0, ErX21X22 s � �4, ErX21X2X3s � 0, ErX1X2X3X4s � 0, le 
hoixdes indi
es t1; 2; 3; 4u n'�etant qu'illustratif, don
E� sX4� � 1n4 pn�4 � C24C2n �4q � 1n4�n�4 � 6 npn� 1q2 �4
 � �n3 � 3pn� 1qn3 �4:Finalement,E�S4� � �4n � n� 1n �4 � 2n � n� �4n2 � n� 1n2 �4
� �4n3 � 3pn� 1qn3 �4� pn� 1q2n3 �4 � pn2 � 2n� 3qpn� 1qn3 �4;d'o�u Var�S2� � pn� 1q2n3 �4 � pn2 � 2n� 3qpn� 1qn3 �4 � �n� 1n �2	2� pn� 1q2n3 �4 � pn� 3qpn� 1qn3 �4qui tend bien vers 0 lorsque �4 � ErX41 s est �ni, 
e qui 
on�rme la 
onvergen
e en probabilit�evers �2. Remarquons au passage la for
e de la loi des grands nombres de Kolmogorov : 
elle-
i



Examen, 20 janvier 2009,Amphi J, 16h{18h 43permet rapidement de voir que pS2nqn¥1 
onverge vers �2 presque sûrement, et don
 en proba-bilit�e, lorsqu'on a seulement �2   8. Le 
as de la varian
e 
orrig�e s'obtient imm�ediatementen multipliant les r�esultats par n{pn� 1q ou pn{pn� 1qq2.


