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Les notes de cours qui suivent correspondent à un cours magistral de 22 heures en li-
cence de Mathématiques avec pour orientation d’origine la préparation au Capes (L3 au
département de Mathématiques de l’université de Poitiers). Ce cours est resté cependant
préparatoire à des cours plus avancés de mâıtrise où les convergences, les théorèmes limites et
les notions de processus stochastiques peuvent être abordés. Le seul regret concerne la théorie
de l’intégration selon Lebesgue qui n’est ici qu’éfleurée.

Ces notes sont complétées par un polycopié sur les lois de probabilité usuelles et diverses
compilations d’exercices.



INTRODUCTION

A. Quelques repères

Des mots courants du Calcul des Probabilités sont « aléatoire » et « hasard ». Leurs
origines sont assez semblables :

Alea [latin]. Dés, jeu de dés.

Az-Zahr [arabe]. Jeu de dés, chance.

On retient, parfois arbitrairement, quelques dates importantes :

1654. Échanges et correspondances entre le Chevalier Méré, Blaise Pascal (1623–1662) et
Pierre de Fermat (1601–1665) autour de différents problèmes de jeux de dés ou de cartes.

1713. Jacques Bernoulli (1654–1705) publie, de manière posthume et édité par son neveu
Nicolas Bernoulli (1687–1759) — et dont le père, frère de Jacques, s’appelait aussi Nico-
las —, Ars Conjectandi, un premier traité de Dénombrement et de Calcul Combinatoire,
notamment.

1812. Pierre-Simon Laplace (1749–1827) publie Théorie analytique de probabilités.

1900. Louis Bachelier (1870–1946) soutient sa thèse Théorie de la spéculation sous la
direction d’Henri Poincaré.

1905. Albert Einstein (1879–1955) publie ses articles sur le mouvement brownien.

1933. Andrei Nikolaevich Kolmogorov (1903–1987) donne la fondation mathématique du
Calcul des Probabilités.

Ce n’est qu’avec Kolmogorov que le Calcul des Probabilités sort réellement du simple
dénombrement. Le formalisme qu’il propose provient de celui de l’intégration inventé par
Henri Lebesgue (1875–1941) au début du xxe siècle.

B. Exemples d’expériences aléatoires

Voici une petite liste d’expériences aléatoires très communes.
 On lance une pièce de monnaie et regarde le résultat obtenu.
 On lance un dé et regarde le résultat obtenu.
 On pioche sans remise n boules dans une urne qui en comporte N ¥ n.
 On pioche avec remise n boules dans une urne qui en comporte au moins une.
 On suit la trajectoire d’une molécule de gaz dans une enceinte fermée.
 On suit un électron à ses passages au travers de différents détecteurs.
 On suit les recommandations de son conseiller financier.
 Etc.

Les aspects communs de ces différents exemples ne sautent pas nécessairement aux yeux. Il
faut un formalisme général pour unifier ces situations.

Un premier formalisme aura été ébauché dans le secondaire, c’est ce qu’il convient d’appeler
celui des modèles probabilistes classiques. L’aléa est appelé épreuve et modélisé par un élément
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Ω d’un certain ensemble Ω appelé univers. Une collection d’épreuves, c’est-à–dire une partie
de Ω, est un événement. La probabilité d’un événement A � Ω estPpAq � nombre de cas favorables

nombre de cas possibles
� CardA

CardΩ
, . . .

Ce cadre est rapidement trop limité (Ω infini par exemple) ou inadapté (épreuves non
équiprobables).

C. Expériences aléatoires, tentative de définition

Considérons une expérience — ou plus précisément un protocole expérimental. Nous ap-
pelons épreuve toute réalisation de cette expérience, événement toute proposition portant
sur le déroulement ou le résultat de cette expérience. Une épreuve peut ou non réaliser un
événement donné.

Une expérience est aléatoire si :

— il existe au moins un événement qui peut être réalisé par certaines épreuves et pas par
d’autres ;

— pour tout événement pA, la fréquence de réalisation de pA au cours de n épreuves
indépendantes converge vers un nombre réel compris entre 0 et 1 ne dépendant pas de la
suite d’épreuves indépendantes choisie ; ce nombre est alors la probabilité de réalisation de
l’événement pA.

Remarque. — Le premier point stipule qu’une expérience aléatoire doit comporter un certain
degré d’imprédictibilité. Le second point impose une condition de régularité qui est plus
subtile. L’indépendance doit s’entendre pour l’instant dans son sens usuel : des épreuves sont
indépendantes si aucune d’entre elles est influencée par les autres, ou les précédentes dans
le cas d’une suite. La probabilité de réalisation d’un événement s’interprète alors comme un
taux de réalisation a priori de cet événement avant la réalisation d’une épreuve particulière
— qui elle réalisera, ou non, l’événement considéré.

Exemple. — Considérons pour expérience le lancer d’un dé à 6 faces équilibré. Une épreuve est
un lancer effectif de ce dé. Des événements ayant trait à cette expérience sont par exemple :
« obtenir 1 », « obtenir un nombre pair », « obtenir un nombre impair », « obtenir un nombre
inférieur ou égal à 6 », « obtenir un nombre strictement supérieur à 6 ». Dans cet exemple,
le second événement est l’événement contraire du troisième événement — et réciproquement
— ; le quatrième événement est toujours réalisé, c’est un événement certain ; le dernier n’est
jamais réalisé, c’est un événement impossible. Notons que si le premier événement est réalisé
alors le troisième l’est aussi : le premier événement implique le troisième.

Étant donnée une expérience aléatoire, on appelle variable aléatoire toute quantité qu’on
peut mesurer lors d’une réalisation de cette expérience, c’est-à-dire sur une épreuve. Les
valeurs prises par une variable aléatoire peuvent dépendre de l’épreuve, ce sont les valeurs
possibles de cette variable aléatoire, et chacune d’entre elles a une probabilité (éventuellement
infinitésimale) d’être réalisée qui est celle de l’événement « la variable prend telle valeur ».
La collection de ces probabilités est la loi de la variable aléatoire.

Exemple. — L’expérience considérée est toujours le lancer d’un dé à 6 faces équilibré. Nous
ne nous intéressons qu’aux propositions portant sur le résultat du lancer. On convient alors
qu’il s’agit là d’une expérience aléatoire : selon les lancers, on pourra voir apparâıtre 1,
2, . . ., ou encore 6 ; si on s’intéresse à la fréquence d’apparition d’un nombre donné dans



§ D Modélisation mathématique 3t1, . . . , 6u lors d’une suite de lancers indépendants, celle-ci doit tendre vers 1{6 puisque le dé
est supposé équilibré ; chaque événement correspond ici à un sous-ensemble, éventuellement
vide, de t1, . . . , 6u, sa probabilité est alors égale à son cardinal divisé par 6. Une variable
aléatoire qu’on définit naturellement est celle qui pour chaque épreuve prend pour valeur
le résultat du lancer ; ses valeurs possibles sont t1, . . . , 6u et sa loi est la séquence indexée
par t1, . . . , 6u constante, égale à 1{6 : la variable aléatoire considérée prend chacune des
valeurs dans t1, . . . , 6u avec une probabilité égale à 1{6. D’autres variables aléatoires peuvent
être définies, par exemple celle qui indique si le résultat est pair ou non et, dont les valeurs
possibles sont tvrai, fauxu, ou encore t1, 0u, et dont la loi est la séquence indexée par l’un de
ces ensembles, constante, égale à 1{2.
D. Modélisation mathématique

Nous donnons la correspondance entre le vocabulaire des expériences aléatoires et celui
des modèles mathématiques — qui seuls nous intéresseront par la suite. Chacun des termes
mathématiques nouveaux est défini précisément dans le cours.

Expérience aléatoire Modèle mathématique

Collection des épreuves . . . . . . . . . Ensemble (mathématique) noté le plus souvent Ω et
qualifié d’« ensemble fondamental », parfois d’« uni-
vers » ou encore simplement « grand Oméga »

Épreuve . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Élément ω de Ω (ω P Ω)

Collection des événements . . . . . . . Famille de parties de Ω, notée A, possédant la struc-
ture de tribu (voir plus loin)

Événement pA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . A P A une partie de Ω, ensemble des « épreuves » ω P
Ω réalisant cet événement, A �  

ω P Ω : pApωq � vrai
(

Opérations sur les événements Opérations sur les ensembles

non pA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ac � �
Ω A �  

ω P Ω : pApωq � faux
(

(complémentaire de A dans Ω)pA et pB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . AX B �  
ω P Ω :

� pApωq et pBpωq� � vrai
(

(épreuves réalisant pA et pB)pA ou pB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . AY B �  
ω P Ω :

� pApωq ou pBpωq� � vrai
(

(épreuves réalisant pA ou pB)pA et (non pB) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . AzB � A X pBcq �  
ω P Ω :

� pApωq et non pBpωq� �
vrai

(
(A privé de B)pAñ pB ((non pA) ou pB = vrai) . . A � B (Ac Y B � Ω)

Probabilités des événements Mesure de probabilité (voir plus loin)P : AÑ r0, 1s, A ÞÑ PpAq
Événement certain . . . . . . . . . . . . . . Ω P A, PpΩq � 1

Événement impossible . . . . . . . . . . . H P A, PpHq � 0
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Événements incompatibles . . . . . .

( pA et pB = faux)
A, B P A, tels que AXB � H,
alors PpAY Bq � PpAq � PpBq

Variables aléatoires Applications mesurables (voir plus loin)

Variable aléatoire X . . . . . . . . . . . .

à valeurs dans un ensemble E

Application mesurable X : pΩ,A,Pq Ñ pE, Eq,
où pE, Eq est un espace mesurable (voir plus loin)

Loi d’une variable aléatoire X . . . Mesure de probabilité sur pE, Eq image par X de la
mesure de probabilité P

E. Bibliographie sommaire

Quelques livres au hasard :

1. Barbé (Ph.), Ledoux (M.), Probabilité, EDP Sciences (2007). De la licence à l’agré-
gation comme le disait le nom de la collection. . .

2. Foata (D.), Fuchs (A.), Calcul des probabilités : Cours, exercices et problèmes cor-
rigés, Dunod (2003). Assez bien pour la licence.

3. Foata (D.), Fuchs (A.), Processus stochastiques : Processus de Poisson, châınes de
Markov et martingales, Dunod (2004). Peut-être trop orienté et pas assez généraliste.

4. Ouvrard (J.-Y.), probabilités 1, Cassini (1999).

5. Ouvrard (J.-Y.), probabilités 2, Cassini (2004). Assez technique et complet. Convient
bien au cours 1m02.

6. Revuz (D.), Mesure et intégration, Hermann (1994). Un compagnon honnête pour
l’intégration.

De nombreux autres ouvrages existent et sont très bien dans le cadre d’un L3 de Mathé-
matiques. Il faut néanmoins garder à l’esprit que le cours est la première base à mâıtriser
avant de se lancer dans une bibliographie qui n’a parfois aucun effet bénéfique.



Chapitre premier

FORMALISME GÉNÉRAL

1. Définitions générales

Définition. — Un espace mesurable est un couple pE, Eq où :

(i) E est un ensemble ;

(ii) E est une tribu sur E, c’est-à-dire une classe de parties de E (E � PpEq) telle que

a) H P E et E P E ,

b) si B P E alors Bc P E (stabilité par passage au complémentaire),

c) si pBnqn � E est une suite finie ou dénombrable d’éléments de E , alors
�

n Bn P E et�
nBn P E (stabilité par réunion et intersection finies ou dénombrables).

Les éléments de E , qui sont des parties de E, sont appelés sous-ensembles mesurables depE, Eq.
Remarque. — Dans la définition d’une tribu ci-dessus certaines conditions sont redondantes :
puisque Hc � E et Ec � H une seule condition suffit pour a) ; puisque p�n Bnqc � �

n Bc
n,

une seule condition suffit pour c).

Définition. — Un espace probabilisé est un triplet pE, E , µq où :

(i) E est un ensemble non vide et pE, Eq est un espace mesurable ;

(ii) µ est une mesure de probabilité sur pE, Eq, c’est-à-dire une application µ : E Ñ r0, 1s,
B ÞÑ µpBq telle que

a) µpHq � 0 et µpEq � 1,

b) si pBnqn � E est suite finie ou dénombrable d’éléments de E deux à deux disjoints
(BmXBn � H dès que m � n) alors µp�n Bnq � °

n µpBnq (additivité dénombrable).

Remarque. — La condition µpHq � 0 est une conséquence des autres conditions car E � EYH
et E X H � H donc 1 � µpEq � µpE Y Hq � µpEq � µpHq � 1 � µpHq, d’où µpHq � 0.
Notamment, comme on a la condition µpEq � 1, il est nécessaire dans la définition précédente
que E � H.

Définition. — Soient pE, Eq et pF,Fq deux espaces mesurables. Une application f : E Ñ F

est E{F-mesurable si et seulement si :

pour tout C P F , f�1pCq � tx P E : fpxq P Cu P E .

On note alors f : pE, Eq Ñ pF,Fq.
Lorsqu’il n’y a pas d’ambigüıté sur les tribus dont sont munis les ensembles E et F , on se

contente de l’expression « f mesurable » sans préciser par rapport à quelles tribus.
Lorsqu’un espace probabilisé modélise une expérience ou un phénomène aléatoire, on le

note le plus souvent pΩ,A,Pq ; les éléments de A sont appelés événements et les applica-
tions mesurables X : pΩ,Aq Ñ pE, Eq sont appelées variables aléatoires ; on note alors
X : pΩ,A,Pq Ñ pE, Eq. Pour B P E , on a coutume de noter tX P Bu le sous-ensemble
(mesurable) de Ω égal à X�1pBq � tω P Ω : Xpωq P Bu.
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Théorème et définition. — Soit X : pΩ,A,Pq Ñ pE, Eq une variable aléatoire.

(i) On note σpXq � tX�1pBq : B P Eu. C’est une sous-tribu de A appelée tribu des
événements associés à X, ou tribu engendrée par X.

(ii) On définit PX : E Ñ r0, 1s par
PXpBq � P�X�1pBq� � Ptω P Ω : Xpωq P Bu notation� PtX P Bu.

L’application PX est une mesure de probabilité sur pE, Eq appelée loi (distribution, réparti-
tion) de la variable aléatoire X.

Démonstration. — (i) On a Ω � X�1pEq, donc Ω P σpXq. Si A � X�1pBq P σpXq alors
Ac � pX�1pBqqc � X�1pBcq P σpXq. Enfin si An � X�1pBnq P σpXq avec Bn P E , alors�

n An � �
n X�1pBnq � X�1p�n Bnq P σpXq puisque �

n Bn P E . Ainsi σpXq est une tribu
sur Ω (ceci ne repose que sur le fait que E est une tribu et sur les propriétés de l’image
réciproque) qui par hypothèse de mesurabilité de X est incluse dans la tribu A.

(ii) Si B P E alors X�1pBq P A (mesurabilité) et PXpBq � PpX�1pBqq P r0, 1s est bien
défini. On a PXpEq � PpX�1pEqq � PpΩq � 1 ; si pBnqn � E sont deux à deux disjoints alorspX�1pBnqqn � A sont deux à deux disjoints et on a :

PX

�¤
n

Bn


 � P�X�1

�¤
n

Bn



� P�¤
n

X�1pBnq
 disjonction�
ņ

P�X�1pBnq� �
ņ

PXpBnq.
L’application PX est donc bien une mesure de probabilité sur pE, Eq. l
Remarque. — L’espace pE, E , µq est alors un espace probabilisé qui peut bien tenir le rôle de
modèle probabiliste.

Exercice. — Soit E un ensemble. Montrer que Etriviale � tH, Eu et Ediscrète � PpEq sont des
tribus sur E (elles sont appelées respectivement tribu triviale, aussi appelée tribu grossière,
et tribu discrète sur l’ensemble E).

Soient pE, Eq et pF,Fq deux espaces mesurables. Constater que si E � PpEq alors toute
application f : E Ñ F est mesurable pour ces structures mesurables.

2. Cas usuels

2.1. Espaces probabilisés discrets

Espaces probabilisés classiques. — L’ensemble Ω est un ensemble fini non vide, la tribu A est
la tribu discrète PpΩq et la mesure de probabilité P est définie par :

si A � Ω, PpAq � CardA

CardΩ
.

Le triplet pΩ,PpΩq,Pq est alors qualifié d’espace probabilisé classique et la mesure de pro-
babilité est dite uniforme. On omet souvent — et abusivement — de préciser la tribu des
événements dans ce cas.

Ce type d’espace intervient dans la modélisation d’expériences aléatoires pour lesquelles
il n’y a qu’un nombre fini de résultats possibles — résultats identifiés avec les épreuves — et
qui ont une même probabilité d’être réalisés (tirages de boules dans une urne [avec ou sans
remise], de cartes, lancers de pièces ou de dés équilibrés, . . .).
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Espaces probabilisés discrets. — Plus généralement, considérons Ω un ensemble non vide,
fini ou dénombrable, muni de la tribu discrète A � PpΩq. Alors la donnée d’une mesure
de probabilité P sur pΩ,PpΩqq équivaut à la donnée d’une suite ppωqωPΩ � r0, 1s telle que°

ωPΩ pω � 1 simplement en posant pω � Pptωuq pour tout ω P Ω. On a alors

si A � Ω, PpAq �
ω̧PAPtωu � ω̧PA pω.

Remarque. — Pour vérifier précisément l’affirmation précédente lorsque Ω est infini dénom-
brable, il est nécessaire d’avoir quelques connaissances sur les séries à termes positifs : le fait
que la somme d’une telle série ne dépend pas de l’ordre de sommation (convergence commu-
tative), et que de telles sommes peuvent s’écrire comme somme de sous-sommes (sommation
par paquets). Nous n’insisterons pas sur ces questions et renvoyons le lecteur à tout cours de
niveau universitaire sur les séries numériques.

Exemples. — a) Soient n P N�, p P r0, 1s, Ω � t0, 1, . . . , nu. En posant, pour k P t0, 1, . . . , nu,
pk � Ck

n pkp1 � pqn�k, on définit une mesure de probabilité sur t0, 1, . . . , nu qui est appelée
loi binomiale de paramètres n et p et notée Bpn, pq.

B(10 ; 0,2)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 910
k0

0,1

0,2

0,3

B(10 ; 0,5)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 910
k0

0,1

0,2

0,3

B(10 ; 0,8)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 910
k0

0,1

0,2

0,3

b) Soient p P s0, 1s, Ω � N� � t1, 2, 3, . . .u. En posant, pour k P N�, pk � pp1� pqk�1, on
définit une mesure de probabilité sur N� qui est appelée loi géométrique de paramètre p et
notée parfois Gppq.

G(0,125)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 . . .
n0

0,025
0,05

0,075
0,1

0,125

c) Soient λ ¡ 0, Ω � N. En posant, pour n P N�, pn � e�λ λn{n !, on définit une mesure
de probabilité sur N qui est appelée loi de Poisson — du nom de Siméon Denis Poisson,
grand mathématicien et physicien français (1781–1840) — de paramètre λ et notée parfois
Ppλq.

P(1/2)

0 1 2 3 4 5 6 . . .
n0

0,2

0,4

0,6

P(1)

0 1 2 3 4 5 6 . . .
n0

0,2

0,4

0,6

P(3)

0 1 2 3 4 5 6 . . .
n0

0,2

0,4

0,6

2.2. Variables aléatoires discrètes
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Définition. — Soient pΩ,A,Pq un espace probabilisé et pE, Eq un espace mesurable. Une
variable aléatoire X : pΩ,A,Pq Ñ pE, Eq est discrète si et seulement si (quitte à restreindre
l’espace d’arrivée, on peut supposer que) E est un ensemble fini ou dénombrable et E � PpEq.
Dans ce cas les éléments x P E tels que PtX � xu ¡ 0 sont appelés valeurs possibles de la
variable aléatoire X .

Lorsqu’une variable aléatoire X : pΩ,A,Pq Ñ pE, Eq est discrète, c’est-à-dire si E est fini
ou dénombrable et E � PpEq, on se dispense généralement de préciser la tribu sur l’espace
image et on note notamment X : pΩ,A,Pq Ñ E. En revanche, lorsque l’espace probabilisépΩ,A,Pq n’est pas lui-même discret, la mention de la tribu sur l’espace de départ reste
nécessaire.

Exemple. — Soit A P A. Définissons1A : Ω ÝÑ t0, 1u
ω ÞÝÑ !

0 si ω R A

1 si ω P A

La tribu discrète de t0, 1u est tH, t0u, t1u, t0, 1uu, et on a 1�1
A pHq � H, 1�1

A t0u � Ac,1�1
A t1u � A et 1�1

A t0, 1u � Ω qui sont tous des éléments de la tribu de départ A. Ainsi
l’application 1A est une variable aléatoire ; elle est appelée indicatrice de l’événement A.

Proposition. — Soient pΩ,A,Pq un espace probabilisé et E un ensemble fini ou dénom-
brable. Une application X : ΩÑ E est une variable aléatoire discrète si et seulement si

pour tout x P E, tX � xu � X�1txu � tω P Ω : Xpωq � xu P A.

Démonstration.— SiX est une variable aléatoire discrète, la condition précédente est évidem-
ment satisfaite puisqu’alors toutes les pré-images de sous-ensembles de E par X sont des
éléments de A et c’est donc a fortiori le cas des singletons de E.

Réciproquement, supposons que les pré-images des singletons de E par X soient des
éléments de la tribu A. Soit B � E. Le sous-ensemble B est au plus dénombrable et on a

X�1pBq � X�1

�¤
xPBtxu
 � ¤

xPBX�1txu
qui est une réunion au plus dénombrable d’éléments de A et qui est donc encore dans A.
Puisque cela est vrai pour tout B � E, X est alors une variable aléatoire discrète. l
Remarques. — a) Si X : pΩ,A,Pq Ñ E est une variable aléatoire discrète, alors le tripletpE,PpEq, PXq est un espace probabilisé discret.

b) Deux généralisations de la notion de variable aléatoire discrète peuvent être données
en deuxième et troisième lecture. La première est la suivante : soient pΩ,A,Pq un espace
probabilisé, pE, Eq un espace mesurable et X : pΩ,A,Pq Ñ pE, Eq une variable aléatoire ; la
variable aléatoire est discrète si B � XpΩq P E , si B est au plus dénombrable et si la tribu
induite EB de E sur B, EB � tB X C : C P Eu (voir fin de chapitre), est la tribu discrète
de B, c’est-à-dire EB � PpBq. La seconde généralisation consiste à remplacer la condition
(B � XpΩq P E) par (il existe B P E tel que PtX P Bu � 1).

2.3. Mesures de probabilité absolument continues sur R
Soit E un intervalle de R, ou R tout entier. On appelle tribu borélienne de E, qu’on note

BpEq, la plus petite tribu sur E qui contient tous les sous-intervalles de E. C’est une tribu
assez complexe incluse mais généralement distincte de PpEq— l’égalité ne pouvant avoir lieu
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ici que si E est au plus réduit à un singleton, et si E n’est pas supposé être un intervalle,
BpEq � PpEq si et seulement si E est au plus dénombrable.

On peut montrer que toute application f : E Ñ R continue est mesurable lorsque les
ensembles de départ et d’arrivée sont munis de leur tribu boréliennes. Il en est de même de
toutes les applications de E dans R raisonnables (limites simples de fonctions continues).
(Voir les compléments en fin de chapitre.)

Mesures de probabilité uniformes sur des intervalles bornés. — Soit E un intervalle borné deR de bornes a   b (ra, bs, ra, br, sa, bs, sa, br) muni de la tribu BpEq. Si I � E de bornes c ¤ d,
on pose

µpIq � d� c

b� a
(longueur relative de l’intervalle I dans E).

On montre que µ s’étend à BpEq en une unique mesure de probabilité qu’on nomme mesure
de probabilité uniforme sur l’intervalle E. Cette mesure de probabilité s’étend à BpRq en
posant µpBq � µpB X Eq pour tout B P BpRq.
Mesures de probabilité absolument continues sur R. — Soit p : R Ñ R� une application
positive et intégrable (au sens de Riemann par exemple) telle que» �8�8 ppxq dx � 1.

Si I � R est un intervalle de bornes �8 ¤ a ¤ b ¤ �8, on pose

µpIq � » b

a

ppxq dx.
On montre que µ s’étend à BpRq en une unique mesure de probabilité qui est alors qualifiée
d’absolument continue, ou à densité, de fonction de densité p.

Exemples. — a) Définissons pour �8   a   b   �8, p : R Ñ R�, x ÞÑ 1ra,bspxq{pb � aq.
Alors p est une fonction de densité de la mesure de probabilité uniforme sur l’intervallera, bs (que les bornes soient ouvertes ou fermées dans la définition de p ou de l’intervalle est
inessentiel).

1/(b− a)

a b
x

Densité de U([a, b])

b) Définissons p : RÑ R�, x ÞÑ e�x2{2{?2π. Alors la fonction p est une fonction de densité
d’une unique mesure de probabilité sur R appelée loi Normale, ou loi gaussienne standard,
ou de Laplace–Gauss, ou encore de de Moivre–Laplace–Gauss, et qui est notée N p0, 1q. Cette
fonction de densité est bien connue pour la forme en cloche de sa courbe représentative.

3 2 1 0 1 2 3
x

Densité de N (0, 1)
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Plus généralement, pour m P R et σ ¡ 0, en posant pour fonction de densité

p : R ÝÑ R�
x ÞÝÑ exp

��1

2

�x�m

σ

	2

� 1?

2π σ
,

on définit une unique mesure de probabilité nommée loi normale (gaussienne) de moyenne m
et de variance σ2 (ou d’écart-type σ). Elle est généralement notée N pm, σ2q (ou N pm, σq).
La forme de la courbe représentative de cette fonction de densité s’obtient par une simple
transformation affine de la précédente, ce qui a pour conséquence que toute transformation
affine d’une variable aléatoire de loi normale est de loi normale avec pour paramètres les
paramètres de la loi de la variable aléatoire de départ convenablement transformés.

3 2 1 0 1 2 3
x

Différentes densités de lois normales

m− σ m m+ σ
x

Densité de N (m,σ2)

c) Définissons pour λ ¡ 0, p : R Ñ R�, x ÞÑ 1R�pxqλ e�λx. Alors p est une fonction de
densité d’une unique mesure de probabilité sur R appelée loi exponentielle de paramètre λ

et parfois notée Epλq. Ce type de loi intervient fréquemment dans la modélisation de temps
aléatoires et on remplace alors souvent le paramètre λ par son inverse τ � 1{λ de sorte qu’on
considère alors la fonction de densité p : R� Ñ R�, t ÞÑ e�t{τ{τ .

0

λ

1/λ
x

Densité de E(λ)

Remarques. — a) Ce qui précède admet une généralisation immédiate à Rd.

b) Se limiter à la tribu borélienne plutôt que de considérer l’ensemble des parties dans
le cas de R ou un intervalle de longueur strictement positive est une nécessité. Par exemple,
dans le cas de R3 l’espace euclidien usuel, on a le théorème (souvent qualifié de paradoxe) de
Banach–Tarski : considérons une boule unité (solide) ; il est possible de découper cette boule
en un nombre fini de morceaux (solides) et de les réassembler (sans déformation) en deux
boules unités, et d’avoir ainsi un doublement de volume. Le problème est que les morceaux
en question ne sont pas mesurables, i.e., boréliens, dans le contexte de la mesure de volume
usuelle. Ainsi pour éviter ce genre de problèmes on est obligé de se limiter aux ensembles
boréliens pour lesquels cette difficulté ne se pose pas.

3. Propriétés essentielles

Théorème. — Soit pΩ,A,Pq un espace probabilisé.

(i) Pour tout A P A, PpAcq � 1� PpAq.
(ii) Si A, B P A, A � B, alors PpAq ¤ PpBq (monotonie).

(iii) Pour tous A, B P A, PpAY Bq � PpAq � PpBq � PpAX Bq.
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(iv) Si pAnqn � A est une suite croissante d’événements (pour tout n, An � An�1), alorsP�¤
n

An


 � lim
N
PpAN q (continuité suivant les suites croissantes).

(iv-bis) Si pAnqn � A est une suite décroissante d’événements (pour tout n, An � An�1),
alors P�£

n

An


 � lim
N
PpAN q (continuité suivant les suites décroissantes).

(v) Si pAnqn � A est une suite quelconque d’événements, alorsP�¤
n

An


 ¤
ņ

PpAnq. (inégalité de Boole).

Démonstration. — (i) On a A Y Ac � Ω et A X Ac � H, donc 1 � PpΩq � PpA Y Acq �PpAq � PpAcq par disjonction de A et Ac, d’où PpAcq � 1� PpAq.
(ii) Si A � B, B � AYpBzAq et AXpBzAq � H. Précisons au passage que BzA � BXAc,

écriture qui montre que BzA est dans A. Donc PpBq � PpAq � PpBzAq ¥ PpAq.
(iii) On a A � pAzpA X Bqq Y pA X Bq union de deux événements disjoints et doncPpAq � PpAzpA X Bqq � PpA X Bq. De même, B � pBzpA X Bqq Y pA X Bq et PpBq �PpBzpAXBqq�PpAXBq. Comme AYB � pAzpAXBqqYpBzpAXBqqYpAXBq s’écrit ainsi

comme la réunion de trois événements disjoints, on a PpAYBq � PpAzpAXBqq�PpBzpAX
Bqq�PpAXBq � pPpAq�PpAXBqq�pPpBq�PpAXBqq�PpAXBq � PpAq�PpBq�PpAXBq,
ce qu’il fallait démontrer.

(iv) Posons B1 � A1 et Bn � AnzAn�1 pour tout n ¥ 2. On a alors
�

nAn � �
n Bn et lespBnqn sont disjoints. Donc Pp�n Anq � Pp�nBnq � °

n PpBnq par additivité dénombrable.

Or
°

n PpBnq � limN

°N
n�1 PpBnq par définition de la somme d’une série, mais

°N
n�1 PpBnq �Pp�N

n�1 Bnq par additivité dénombrable. Comme AN � �N
n�1 Bn par construction, on a alorsPp�n Anq � limN Pp�N

n�1 Bnq � limN PpAN q.
(iv-bis) Cette propriété s’obtient de manière immédiate à partir de la précédente par

passage au complémentaire.

(v) Montrons par récurrence que la propriété suivante est vraie pour tout N ¥ 1 :

pour tous An, . . . , AN P A, P� N¤
n�1

An


 ¤ Ņ

n�1

PpAnq. rHRN s
Pour n � 1, c’est immédiat : PpA1q ¤ PpA1q pour tout A1 P A. Pour n � 2, soient A1,
A2 P A ; on a PpA1 YA2q � PpA1q � PpA2q � PpA1 XA2q ¤ PpA1q � PpA2q.

Supposons, pour un certain N ¥ 1, que rHRN s est vraie. Soient A1, . . . , AN�1 P A. On aP�N�1¤
n�1

An


 � P�� N¤
n�1

An


YAN�1

� ¤ P� N¤
n�1

An


� PpAN�1q
d’après le cas de la réunion de deux événements, et en utilisant l’hypothèse de récurrence on
obtient immédiatement P�N�1¤

n�1

An


 ¤ N�1̧

n�1

PpAnq.
Ainsi, par récurrence, la propriété rHRN s est vraie pour tout N .
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Soit pAnqn¥1 une suite d’éléments de A. Posons Bn � �n
k�1 Ak, n ¥ 1. Les pBnqn¥1

forment une suite croissante d’événements et on aP�¤
n

Bn


 � P�¤
n

An


 � lim
N
PpBN q

par continuité d’une mesure de probabilité le long des suites croissantes d’événements. Or,PpBN q ¤ Ņ

n�1

PpAnq ¤ 8̧
n�1

PpAnq.
En passant à la limite sur N ,

lim
N
PpBN q ¤ 8̧

n�1

PpAnq, c’est-à-dire P�¤
n

An


 ¤ 8̧
n�1

PpAnq,
ce qu’il fallait démontrer. l
Corollaire. — Soient pΩ,A,Pq un espace probabilisé et pAnqn une suite finie ou dénom-
brable d’événements.

(i) Si pour tout n, PpAnq � 0, alors Pp�n Anq � 0.

(ii) Si pour tout n, PpAnq � 1, alors Pp�nAnq � 1.

Démonstration. — Dans le premier cas, par l’inégalité de Boole,P�¤
n

An


 ¤
ņ

PpAnq �
ņ

0 � 0.

Dans le second cas, on passe au complémentaire : pour tout n, PpAc
nq � 1�PpAnq � 0, ainsiPp�n Ac

nq � 0, et alorsP�£
n

An


 � 1� P��£
n

An


c
 � 1� P�¤
n

Ac
n


 � 1� 0 � 1. l
Remarque et définition. — Le rôle des ensembles de mesure nulle, ou de manière complémen-
taire égale à 1, est important. Un événement de probabilité 1 est dit presque-sûr . Une propriété
ayant lieu sur événement de probabilité 1 est dite presque-sûre. Un événement de probabilité 0
est dit négligeable.

Théorème. — Soient f : pE, Eq Ñ pF,Fq et g : pF,Fq Ñ pG,Gq deux applications mesu-
rables. Alors g � f : pE, Eq Ñ pG,Gq est une application mesurable.

En particulier si X : pΩ,A,Pq est une variable aléatoire, Y � f �X : pΩ,A,Pq Ñ pF,Fq
est une variable aléatoire. De plus la loi de Y qui est l’image de la mesure de probabilité P
par Y , est aussi l’image de la loi de X par l’application mesurable f .

Démonstration. — Soit D P G. Puisque g est mesurable, C � g�1pDq P F . Puisque f est
mesurable, B � f�1pCq � f�1pg�1pDqq � pg � fq�1pDq P E . Puisque c’est vrai pour tout
D P G, g � f est mesurable.

Soit D P G. On a PY pDq � PtY P Du � PtfpXq P Du � PtX P f�1pDqu � PXpf�1pDqq� PXtf P Du, ce qui justifie la seconde partie du théorème. l
Remarques. — a) Dans la plupart des cas courants (bon choix de tribus, applications pas
trop pathologiques) les applications rencontrées sont mesurables.

b) Si Y � fpXq, on a σpY q � σpXq. La réciproque est vraie dans les cas usuels, c’est-à-
dire lorsque Y est à valeurs dans un espace métrisable séparable muni de sa tribu borélienne
(lemme de Doob).



COMPLÉMENTS AU CHAPITRE I

A. Séries à termes positifs

B. Génération de tribus

Théorème. — Soient E un ensemble et pBjqjPJ une collection non vide de tribus sur E.
Alors £

jPJ Bj � tB � E : B P Bj , � j P Ju
est une tribu sur E.

Démonstration. — C’est immédiat : pour tout j P J , E P Bj , donc E P �
jPJ Bj ; si B P�

jPJ Bj , alors B
c P Bj pour tout j P J , donc Bc P �jPJ Bj ; si pBnqn � �

jPJ Bj , alors pour
tout j P J , pBnqn � Bj et

�
n Bn P Bj , donc

�
n Bn P �jPJ Bj . l

Théorème et définition. — Soient E un ensemble et pBiqiPI une collection quelconque
de parties de E. Il existe une unique tribu sur E appelée tribu engendrée par pBiqiPI et notée
σppBiqiPIq contenant pBiqiPI et telle que toute autre tribu sur E contenant elle aussi pBiqiPI
contient la tribu σppBiqiPIq.
Démonstration. — Considérons l’ensemble des tribus sur E contenant pBiqiPI , notons cet
ensemble pBjqjPJ . Cet ensemble est non vide puisqu’il contient PpEq. Posons B � �

jPJ Bj .
C’est une tribu sur E qui contient pBiqiPI . Si B1 est une tribu sur E contenant pBiqiPI , alors
B1 P pBjqjPJ et donc B � B1 (minimalité). L’unicité est immédiate. l
Exemples. — a) Soit E un ensemble fini ou dénombrable. Alors la tribu E � σttxu : x P Eu
engendrée par tous les singletons de E est égale à la tribu discrète PpEq. En effet, toute
partie B � E est au plus dénombrable et est donc égale à la réunion au plus dénombrable
des singletons qu’elle contient et ainsi B P E , d’où PpEq � E . Comme bien sûr E � PpEq, on
a E � PpEq.

b) Lorsque E est un ensemble infini non dénombrable (penser à R par exemple), la tribu
engendrée par les singletons consiste en les parties au plus dénombrables ou de complémen-
taires au plus dénombrables. Elle a alors des traits assez pathologiques (non séparabilité en
particulier, c’est-à-dire qu’elle n’est pas engendrée par une famille dénombrable de parties).

Théorème. — Soient pE, Eq, pF,Fq deux espaces mesurables et C � F une collection de
parties mesurables de F telles que F � σpCq.

Une application f : E Ñ F est E{F-mesurable si et seulement si

pour tout C P C, f�1pCq P E .

Démonstration. — Dans un premier temps, soient E, F deux ensembles, E une tribu sur E

et f : E Ñ F une application. Notons

τpf, Eq � tC � F : f�1pCq P Eu.
Montrons que τpf, Eq est une tribu sur F :
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— On a f�1pHq � H P E , donc H P τpf, Eq. (De même, f�1pF q � E P E , donc F P
τpf, Eq.)

— Si C P τpf, Eq, f�1pCq P E donc f�1pCcq � pf�1pCqqc P E puisque E est stable par
passage au complémentaire, et ainsi C P τpf, Eq.

— Si C1, . . . , Cn, . . . est une suite à valeurs dans τpf, Eq, c’est-à-dire f�1pCnq P E pour tout
n, alors f�1p�n Cnq � �

n f
�1pCnq P E puisque E est stable par réunion au plus dénombrable,

c’est-à-dire
�

n Cn P τpf, Eq.
Dans un deuxième temps, soit F une tribu sur F . Montrons que f : pE, Eq Ñ pF,Fq est

mesurable si et seulement si F � τpf, Eq : on a f : pE, Eq Ñ pF,Fq mesurable ðñ �C P F ,
f�1pCq P E ðñ �C P F , C P τpf, Eq ðñ F � τpf, Eq.

Dans un troisième temps, nous démontrons le théorème. La condition est évidemment
nécessaire. Elle est suffisante : si f�1pCq P E pour tout C P C, c’est-à-dire si C est inclus dans
τpf, Eq, alors la tribu engendrée par C, par hypothèse F , est incluse dans τpf, Eq puisque
cette dernière est une tribu contenant C. L’étape précédente permet alors d’affirmer que f

est E{F -mesurable. l
C. Classes monotones

Définition. — Soient E un ensemble et M une famille de parties de E. La famille M est
une classe monotone si et seulement si :

(i) E PM ;

(ii) si A, B PM et A � B, alors BzA � B XAc PM ;

(iii) si pAnqn est une suite croissante d’éléments de M alors
�

n An PM.

Exemples. — a) L’ensemble des parties de E est une classe monotone sur E.

b) Toute tribu sur E est une classe monotone sur E.

Théorème et définition. — Soient E un ensemble et pBiqiPI une collection quelconque de
parties de E. Il existe une unique classe monotone sur E appelée classe monotone engendrée
par pBiqiPI et notée MppBiqiPIq contenant pBiqiPI et telle que toute autre classe monotone
contenant elle aussi pBiqiPI contient la classe monotone MppBiqiPIq.
Lemme. — Soient E un ensemble et pMjqjPJ une collection non vide de classes monotones
sur E. Alors £

jPJ Mj � tB � E : B PMj , � j P Ju
est une classe monotone sur E.

Démonstration du lemme. — C’est immédiat. l
Démonstration du théorème. — L’ensemble des classes monotones sur E contenant pBiqiPI
est non vide puisque PpEq est une telle classe monotone. La classe MppBiqiPIq n’est autre
que l’intersection de ces classes monotones. l
Théorème. — Soit M une classe monotone sur un ensemble E. Si M est stable par inter-
sections finies, alors M est une tribu.

Démonstration. — Avec les axiomes (i) et (ii) d’une classe monotone, on sait que M contient
E et est stable par passage au complémentaire. Il suffit de démontrer qu’une réunion dénom-
brable de pAnqn �M quelconques (non nécessairement croissants) demeure dans M. Par sta-
bilité par passage au complémentaire, l’hypothèse de stabilité par intersections finies équivaut
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à la stabilité par réunions finies. En écrivant alors¤
n

An �¤
n

� n¤
k�1

Ak



,

(chaque Ak est répété une infinité de fois dans la seconde écriture) on a alors une réunion
croissante d’éléments de M qui est dès lors dans M. l
Théorème des classes monotones. — Soit B � PpEq une classe de parties d’un ensemble
E. Si B est stable par intersections finies, alors MpBq � σpBq.
Démonstration. — La tribu σpBq est une classe monotone contenant B donc σpBq � MpBq.
Réciproquement, il suffit de montrer que MpBq est stable par intersections finies. En effet, si
c’est le cas,MpBq est alors une tribu contenant B et on a nécessairement l’inclusion réciproque
σpBq �MpBq.

Posons

M1 � tA PMpBq : AXB PMpBq pour tout B P Bu.
C’est une classe monotone : (i) E P M1 de façon évidente ; (ii) si A1, A2 P M1, A1 � A2,
alors pour B P B, pA1zA2qXB � pA1XBqzpA2XBq, or A1XB et A2XB sont dans MpBq etpA1XBq � pA2XBq, donc pA1zA2qXB PMpBq, et ainsi A1zA2 PM1 ; (iii) si pAnqn �M1

est une suite croissante et B P B, alors p�n AnqXB � �
npAnXBq est une réunion croissante

d’éléments de MpBq et est donc dans MpBq, ainsi �n An PM1.
Par hypothèse de stabilité de B par intersections finies, on constate que B � M1. Par

conséquent M1 � MpBq et puisque par définition même de M1 on avait déjà M1 � MpBq,
on a égalité entre ces deux classes monotones.

Posons

M2 � tA PMpBq : AX B PMpBq pour tout B PMpBqu.
C’est une classe monotone : (i) E P M2 de façon évidente ; (ii) si A1, A2 P M2, A1 � A2,
alors pour B P MpBq, pA2zA1q X B � pA2 X BqzpA1 X Bq, or A1 X B et A2 X B sont dans
MpBq et pA1 X Bq � pA2 X Bq, donc pA2zA1q X B P MpBq, et ainsi A2zA1 P M2 ; (iii) sipAnqn � M2 est une suite croissante et B P MpBq, alors p�n Anq X B � �

npAn X Bq est
une réunion croissante d’éléments de MpBq et est donc dans MpBq, ainsi �nAn PM2.

Il ne reste qu’à constater que B � M2. Soit B P B, montrons que pour tout C P MpBq,
B X C P MpBq, ce qui montrera que B P M2 : c’est immédiat, car C P MpBq � M1, donc
B X C P MpBq. Ainsi M2 est une classe monotone contenant B et contenue dans MpBq,
et donc M2 � MpBq. Ceci signifie exactement que la classe monotone MpBq est stable par
intersections finies. C’est donc une tribu. l
D. Espaces topologiques et mesurabilité

Définition. — Soit E un espace topologique. Notons OpEq l’ensemble des parties ouvertes
de E et FpEq l’ensemble de ses parties fermées. La tribu σpOpEqq est égale à la tribu σpFpEqq,
elle est appelée tribu borélienne de E et notée BpEq.

Dans cette définition il est affirmé que la tribu engendrée par les ouverts σpOpEqq est
égale à celle qui est engendrée par les fermés. Pour le voir, la tribu engendrée par les ouverts
contient les ouverts, donc leurs complémentaires qui sont les fermés. Cette tribu contient
donc la plus petite tribu contenant les fermés σpFpEqq, et on a donc σpOpEqq � σpFpEqq.
L’inclusion réciproque vient du fait que les complémentaires des fermés sont les ouverts.
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Remarques. — a) Soit E � R avec sa structure d’espace topologique (métrique) usuelle.
On peut montrer de manière élémentaire que tout ouvert de R est une réunion au plus
dénombrable d’intervalles (disjoints). Ainsi la tribu borélienne BpRq est engendrée par les
intervalles ouverts sa, br. Sans trop de difficultés, on peut montrer qu’elle est aussi engendrée
respectivement par les intervalles de la forme ra, bs, ra, br, sa, bs, d’extrémités réelles et même
simplement rationnelles. On pourra s’attarder sur le fait que BpRq est engendrée par les
intervalles s�8, xs, x P R (ou même x P Q), à titre d’exercice. Noter que la tribu borélienne
de R est engendrée par une famille dénombrable de parties de R, cette tribu est donc séparable.

b) Soit E � Rd avec sa structure d’espace topologique (métrique) usuelle. On peut montrer
que BpRdq est engendré par les boules ouvertes, boules de la métrique euclidienne ou même
boules de la métrique du maximum (les boules sont alors des pavés). Les coordonnées des
centres et les rayons peuvent être pris rationnels. Cette tribu est donc séparable.

Définition. — Toute application mesurable entre deux espaces topologiques munis de leur
tribus boréliennes est dite application borélienne.

Théorème. — Soient E et F deux espaces topologiques munis de leurs tribus boréliennes.
Si f : E Ñ F est une application continue, alors f : pE,BpEqq Ñ pF,BpF qq est mesurable.

Démonstration. — La continuité de f signifie que pour tout C P OpF q, f�1pCq P OpEq.
Comme OpEq � BpEq, et que σpOpF qq � BpF q, le théorème précédent affirme que f est
BpEq{BpF q-mesurable. l
Théorème. — Soit Xn : pΩ,Aq Ñ pE,BpEqq, n ¥ 1, une suite d’applications mesurables à
valeurs dans un espace topologique E. Supposons que la suite pXnqn¥1 converge simplement
vers une application X : Ω Ñ E : pour tout ω P Ω, la suite pXnpωqqn¥1 à valeurs dans
E converge, sa limite étant notée Xpωq. Alors, l’application X : pΩ,Aq Ñ pE,BpEqq est
mesurable.

Démonstration. — Il suffit de vérifier que pour tout ouvert B P OpEq de E, tX P Bu � tω P
Ω : Xpωq P Bu � X�1pBq P A. Pour ω P Ω donné, Xpωq P B si et seulement si, à partir d’un
certain rang npωq, Xkpωq P B pour tout k ¥ npωq (car B est ouvert). Ainsi,tX P Bu � ¤

n¥1

£
k¥n

tXn P Bu.
Comme chaque tXn P Bu P A par mesurabilité de Xn, on a donc tX P Bu P A par stabilité
de A par intersections et réunions au plus dénombrables. l
Remarques. — a) Pour se faire une idée, si on considère les applications boréliennes (me-
surables) de pR,BpRqq dans lui-même, nous savons que parmi elles, il y a les applications
continues. Nous venons de voir qu’il y a aussi toutes les limites simples d’applications conti-
nues (qui ne sont pas nécessairement continues). L’ensemble des applications boréliennes est
donc assez riche et se trouve contenir toutes les fonctions qu’on peut définir « à la main ».

b) Supposons l’espace topologique E muni d’une métrique d : E � E Ñ R� (métrisable),
complet. Une suite pxnqn¥1 est convergente si et seulement si elle est de Cauchy, condition
qui peut s’écrire �N ¥ 1, Dn ¥ 1, � k, ℓ ¥ n, dpxk, dℓq ¤ 1{N (N , n, k, ℓ sont des entiers
strictement positifs). Si Xn : pΩ,Aq Ñ pE,BpEqq, n ¥ 1, son ensemble de convergence CX

est l’ensemble des ω P Ω tels que pXnpωqqn¥1 est une suite de Cauchy à valeurs dans E, c’est
donc

CX � £
N¥1

¤
n¥1

£
k¥n

£
ℓ¥n

tdpXℓ, Xkq   1{Nu.
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L’application d : E � E Ñ R� étant continue, dpXℓ, Xkq : pΩ,Aq Ñ R� est mesurable (voir
espaces produits et séparabilité), et alors tdpXℓ, Xkq   1{Nu P A pour tous N ¥ 1, k, ℓ ¥ 1. Il
vient que l’ensemble de convergence est un sous-ensemble mesurable de Ω. Lorsque pΩ,Aq est
muni d’une mesure de probabilité, une suite de variables aléatoires est dite converger presque
sûrement si cet ensemble de convergence CX est de probabilité 1. Dans ce cas, définissant
X sur CX comme étant la valeur de ces limites et lui donnant sur le complémentaire Cc

X

une valeur arbitraire fixe, on peut considérer qu’une suite de variables aléatoires convergeant
presque sûrement admet une limite qui est encore une variable aléatoire.

E. Espaces produits et mesurabilité

Définition. — Soient pE, Eq et pF,Fq deux espaces mesurables. Considérons les pavés me-
surables B � C � E � F , B P E , C P F . La tribu qu’ils engendrent est une tribu sur E � F

nommée tribu produit et notée E b F .

Noter que si une intersection de pavés est un pavé, il n’en est pas nécessairement de même
d’une réunion de pavés ou du complémentaire de pavés. La tribu E b F contient (dès que E

et F ont plus de 2 éléments) donc des parties de E � F ne s’écrivant pas sous la forme d’un
produit d’ensembles mesurables. Remarquons que puisque B�C � pB�F qXpE�Cq, la tribu
produit EbF est aussi engendrée par les pavés très élémentaires tB�F,E�C : B P E , C P Fu.

La construction de la tribu produit d’un produit fini d’espaces mesurables se fait de
manière similaire, ou en étendant la cas de 2 facteurs à un nombre plus grand de facteurs en
requiérant l’associativité du produit de tribus.

Pour construire la tribu produit d’un produit infini d’espaces mesurables, on procède de
même, les pavés élémentaires étant les produits d’ensembles mesurables différant du facteur
plein correspondant pour un nombre fini d’indices seulement (voire, pour un seul indice).
Notons que pour construire une tribu, sur un ensemble, il n’est pas besoin d’avoir à supposer
cet ensemble non vide (il n’y a pas d’axiome du choix ici).

Théorème. — Soient ppEi, Eiqqni�1 une collection finie (ou quelconque. . .) d’espaces mesu-
rables, pE, Eq � � n¹

i�1

Ei,
nâ

i�1

Ei



et pΩ,Aq un espace mesurable. Une application X : ΩÑ E est A{E-mesurable si et seulement
si chacune de ses coordonnées Xi : ΩÑ Ei est A{Ei-mesurable.

Lemme. — Les applications coordonnées fi : E Ñ Ei sont E{Ei-mesurables.

Démonstration du lemme. — Si Bi P Ei, f
�1
i pBiq � ±i�1

j�1 Ej � Bi �±n
j�i�1 Ej qui est un

pavé élémentaire et est donc dans E . l
Démonstration du théorème. — Si X : Ω Ñ E est A{E-mesurable, d’après le lemme et par
composition, Xi � fi � X : Ω Ñ Ei est A{Ei-mesurable. Réciproquement, supposons les

coordonnées Xi A{Ei-mesurables. La tribu τpXq sur E contient tous les
±i�1

j�1 Ej � Bi �±n
j�i�1 Ej puisque X�1p±i�1

j�1 Ej � Bi �±n
j�i�1 Ejq � X�1

i pBiq P A par hypothèse. Donc
E � τpXq, ce qui montre que X est A{E-mesurable. l

Mesurabilité et produit, unicité des mesures, produit de mesures, . . .
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Théorème. — Soit pE, Eq un espace mesurable. Soit C � E une classe de parties mesurables
stable par intersections finies et engendrant E . Alors deux mesures de probabilité µ1 et µ2

sur pE, Eq sont égales (µ1pBq � µ2pBq pour tout B P E) si et seulement si elles cöıncident
sur C (µ1pBq � µ2pBq pour tout B P C).

Remarque. — La condition de stabilité par intersections finies est importante.

F. Tribus induites

Théorème. — Soit pE, Eq un espace mesurable et B � E un sous-ensemble quelconque de
E. Posons EB � tB X C : C P Eu.

(i) EB est une tribu sur B (elle est nommée tribu trace ou induite de E sur B).

(ii) Soit pΩ,Aq un espace mesurable, X : Ω Ñ B � E une application. Alors X est
A{E-mesurable si et seulement si X est A{EB-mesurable.

(iii) Si la tribu E est engendrée par une famille pBiqiPI de E, alors EB est engendrée parpB X BiqiPI .
Démonstration. — (i) On a bien EB � PpBq, ensuite

— H � B XH P EB (de même B � B X E P EB),

— si B X C P EB,
�
BpB X Cq � B X �

E C P EB,

— si B1 � B X C1, . . . , Bn � B X Cn, . . . P EB, alors
�

npB X Cnq � B X �
n Cn P EB

(attention, on se sert ici de l’axiome du choix dénombrable car pour chaque Bn P EB, on
choisit une écriture de la forme B X Cn avec Cn P E).

Ce qui montre que EB est une tribu sur B.

(ii) Supposons X à valeurs dans B et A{E-mesurable. Alors pour C P E , B X C P EB et
X�1pB X Cq � X�1pCq P A. Ce qui montre que X est A{EB-mesurable. Réciproquement,
X est toujours à valeurs dans B et est supposée A{EB-mesurable. Pour C P E , X�1pCq �
X�1pB X Cq P A. Ce qui montre que X est A{E-mesurable.

(iii) Puisque pour tout i P I,Bi P E , on aBXBi P EB, et ainsi la tribu B � σtBXBi : i P Iu
est incluse dans EB.

Réciproquement, considérons D � tC � E : B X C P Bu. Nous souhaitons montrer que D
contient E ce qui montrera que EB � B.

Il est clair que pBiqiPI � D. Montrons que D est une tribu sur E :

— il est évident que H P D ;

— si C P D, B X C P B donc
�
BpB X Cq � B X �

E C P B � B X Cc puisque B est une
tribu, ce qui montre que Cc P D ;

— si C1, . . . , Cn, . . . P D, pour tout n, B X Cn P B, donc
�

npB X Cnq � B X�
n Cn P B,

et ainsi
�

n Cn P D.

Puisque D est une tribu contenant pBiqiPI elle contient donc E � σppBiqiPIq. Ainsi, quelque
soit C P E , C P D, c’est-à-dire B X C P B, soit EB � B, ce qui montre l’inclusion réciproque.
On a finalement l’égalité EB � B � σppB XBiqiPIq. l
Remarque. — Soient E un espace topologique, E � BpEq sa tribu borélienne et B � E

une partie quelconque. La topologie induite ou trace de E sur B a pour ouverts tB X O :
O ouvert de Eu et pour fermés tBXF : F fermé de Eu. Le point (iii) nous permet d’affirmer
que la tribu induite par la tribu borélienne est la tribu borélienne pour la topologie induite.
C’est un fait assez remarquable.
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G. Ensembles négligeables, ensembles presque sûrs

Définition. — Soit pΩ,A,Pq un espace probabilisé. On appelle ensemble négligeable (ou
presque impossible) toute partie A � Ω telle qu’il existe A1 P A vérifiant A � A1 et PpA1q � 0.

Théorème. — (i) Une intersection quelconque d’ensembles négligeables est négligeable.

(ii) Toute réunion finie ou dénombrable d’ensembles négligeables est négligeable.

Démonstration. — (i) Soient pAiqiPI une collection quelconque d’ensembles négligeables, i0 P
I un indice et A1

i0
P A tel que Ai0 � A1

i0
et PpA1

i0
q � 0. On a alors

�
iPI Ai � Ai0 � A1

i0
, ce

qui montre que
�

iPI Ai est négligeable.
(ii) Soit A1, . . . , An, . . . une famille finie ou dénombrable d’ensembles négligables. Pour

chaque n, choisissons A1
n PP A tel que An � A1

n et PpA1
nq � 0. On a alors¤

n

An �¤
n

A1
n et P�¤

n

A1
n


 ¤
ņ

PpA1
nq �

ņ

0 � 0

par l’inégalité de Boole. Donc
�

n An est négligeable. l
Définition. — Soit pΩ,A,Pq un espace probabilisé. On appelle ensemble presque sûr (ou
presque certain) toute partie A � Ω telle qu’il existe A1 P A vérifiant A � A1 et PpA1q � 1.

Théorème. — Soit pΩ,A,Pq un espace probabilisé.

(i) Un ensemble A � Ω est presque sûr si et seulement si Ac est négligeable.

(ii) Une réunion quelconque d’ensembles presque sûrs est presque sûre, et toute intersec-
tion finie ou dénombrable d’ensembles presque sûrs est presque sûre.

(iii) Un ensemble A � Ω est presque sûr si et seulement A � A1YN avec A1 P A, PpAq � 1
et N � Ω négligeable (pouvant être choisi disjoint de A1).
Démonstration. — (i) On a : A presque sûr ðñ il existe A1 P A, A � A1, PpA1q � 1 ðñ
il existe pA1qc P A, Ac � pA1qc, PppA1qcq � 0 ðñ Ac négligeable.

(ii) On passe au complémentaire sur les résultats obtenus au théorème précédent.
(iii) Si A est presque sûr, soit A1 P A, A � A1, PpA1q � 1. En posant N � AzA1, on

constate que N � ΩzA1 et que PpΩzA1q � PpΩq � PpA1q � 0. Donc N est négligeable (ici il
a été choisi disjoint de A1. Réciproquement, si A1 P A, PpA1q � 1 et N est négligeable, alors
A � A1 YN vérifie A � A1 avec PpA1q � 1, et donc A est presque sûr. l
H. Complétion d’un espace probabilisé

Soit pΩ,A,Pq un espace probabilisé. Notons N � N pΩ,A,Pq l’ensemble des parties
négligeables de Ω (noter qu’elles dépendent de A et de P). Soit sA � A _ N la tribu en-
gendrée par A et les négligeables.

Lemme. — Si A P sA, alors A � A1 Y N où A1 P A et N P N (qui peuvent être choisis
disjoints).

Démonstration. — (i) Notons pA � tAYN : A P A, N P N u. Il est clair que pA � sA. Montrons
que sA est une tribu contenant A et N . ............. l



Chapitre II

PROBABILITÉS CONDITIONNELLES, INDÉPENDANCE

1. Probabilités conditionnelles

Soit pΩ,A,Pq un espace probabilisé modélisant une expérience aléatoire. Soit B P A
un événement de probabilité strictement positive : PpBq ¡ 0. On veut déduire du modèlepΩ,A,Pq un modèle pour lequel B est toujours réalisé.

Exemple. — On lance, les yeux bandés, un dé et une autre personne dit que le résultat est
pair. On s’intéresse alors, sachant cette information supplémentaire, qu’elle est la probabilité
que le résultat soit égal à un nombre donné.

Définition. — Soit B P A, PpBq ¡ 0. On appelle mesure de probabilité conditionnelle
sachant l’événement B l’application :Pp . |Bq : A ÝÑ r0, 1s

A ÞÝÑ PpA |Bq � PpAXBqPpBq .

Le nombre PpA |Bq est appelé probabilité (conditionnelle) de (l’événement) A sachant (l’évé-
nement) B.

Premières propriétés. — (i) Soit B P A, PpBq ¡ 0. L’application Pp . |Bq est une mesure
de probabilité sur pΩ,Aq portée par B, i.e., si AXB, PpA |Bq � 0.

(ii) Formule de Bayes : si A, B P A, PpAq ¡ 0, PpBq ¡ 0, alorsPpB |Aq � PpA |Bq � PpBqPpAq .
(iii) Soient A1, . . . , An P A tels que PpA1 X . . .X An�1q ¡ 0. Alors,PpA1 X . . .X Anq � PpAn |A1 X . . .X An�1q�� PpAn�1 |A1 X . . .X An�2q � � � � � PpA3 |A1 X A2q � PpA2 |A1q � PpA1q.

Démonstration. — Tout est immédiat, à traiter comme exercice sinon. La seconde identité est
une règle de châınage ; elle est souvent nommée « formule des probabilités composées ». l
Remarques. — a) Pp . |Bq dépend du choix de B mais aussi de P comme le rappelle la
notation.

b) En troisième lecture : pB,AB,Pp . |Bq|AB
q, où AB � tA X B : A P Au et Pp . |Bq|AB

est la restriction de Pp . |Bq à AB (qu’on pourrait être tenté de noter PB), est un espace
probabilisé.

c) Thomas Bayes (1702–1761) était un révérend anglais qui s’était intéressé à la Logique
et au Calcul des Probabilités.

Définition. — (i) On appelle système complet d’événements toute partition mesurable, finie
ou dénombrable pBnqn � A de Ω, c’est-à-dire

pour tout n, Bn P A, si m � n, Bm XBn � H, et
¤
n

Bn � Ω.
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(ii) On appelle système complet d’événements généralisé toute suite finie ou dénombrablepBnqn � A telle que

si m � n, PpBm XBnq � 0 et P�¤
n

Bn


 � 1.

Par la suite nous ne nous servirons que de la notion de système complet d’événements.
Les énoncés ultérieurs s’appliquent aussi aux systèmes complets d’événements généralisés en
adaptant, facilement, les démonstrations à ce cadre plus général.

Convention. — On convient que lorsque PpA X Bq � 0, le produit PpA |Bq � PpBq a
toujours un sens et est nul.

Cette convention est utile lorsque PpBq � 0. Rappelons que si PpBq ¡ 0, l’expressionPpA |Bq � PpBq est bien définie et vaut PpA X Bq. Cette convention ne fait que prolonger
cette identité au cas PpBq � 0.

Théorème. — Soit pBnqn � A un système complet d’événements.

(i) Pour tout A P A,PpAq �
ņ

PpA |Bnq � PpBnq (formule des probabilités totales).

(ii) Pour tout A P A tel que PpAq ¡ 0, et tout indice N tel que PpBN q ¡ 0,PpBN |Aq � PpA |BNq � PpBN q°
n PpA |Bnq � PpBnq (seconde formule de Bayes).

Démonstration. — (i) On a A � AXΩ � AX�
n Bn � �

npAXBnq qui est une écriture de
l’événement A en réunion d’événements disjoints. On a ainsi par additivité dénombrablePpAq �

ņ

PpAX Bnq �
ņ

PpA |Bnq � PpBnq.
(ii) On applique la première formule de Bayes, puis celle des probabilités totales :PpBN |Aq � PpA |BNq � PpBN qPpAq � PpA |BNq � PpBN q°

n PpA |Bnq � PpBnq . l
Application : matrices de transition. — Soient

E � px1, . . . , xmq et F � py1, . . . , ynq
deux ensembles finis, et X : pΩ,A,Pq Ñ pE,PpEqq et Y : pΩ,A,Pq Ñ pF,PpF qq deux
variables aléatoires discrètes. On suppose que pour tout i P t1, . . . , mu,PtX � xiu ¡ 0.

Les événements tX � xiu forment un système complet d’événements et pour tout j �
1, . . . , n : PtY � yju � m̧

i�1

PtX � xiu � PtY � yj |X � xiu,
ce qui peut s’écrire sous forme matriciellepPtY � y1u, . . . ,PtY � ynuq � pPtX � x1u, . . . ,PtX � xmuq����� PtY � y1 |X � x1u . . . PtY � yn |X � x1u

...
. . .

...PtY � y1 |X � xmu . . . PtY � yn |X � xmu�Æ
.
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La matrice pPtY � yj |X � xiuqi�1,...,m, j�1,...,n est une matrice de transition. Elle permet
par produit matriciel de déduire la loi de Y de celle de X . Nous avons écrit les lois des
variables aléatoires comme des vecteurs lignes et non comme des vecteurs colonnes. Ceci est
justifié par le fait que sur un espace d’état fini, les fonctions numériques sont identifiées à des
vecteurs colonnes indexés par l’espace d’état correspondant ; les lois de probabilités agissant
comme des formes linéaires sur les fonctions numériques, elles s’écrivent donc comme des
vecteurs lignes.

Dans la pratique, il arrive qu’une telle matrice M soit fixée (ses coefficients sont positifs et
leurs sommes par colonne est égale à 1, ce sont ce qu’on appelle des matrices stochastiques).
Elle est le plus souvent carrée, ce qui correspond à un seul espace d’état E � F . On part
d’un vecteur ligne pp01, . . . , p0nq, où p0i � PtX0 � xiu, qui est l’état initial, et les itérations de
la matrice appliquée à ce vecteur pp01, . . . , p0nq �Mk s’interprète comme la loi d’une certaine
variable aléatoire Xk. Les variables aléatoires pXkqk¥0 forment alors une châıne de Markov. . .

Définition. — Soit X : pΩ,A,Pq Ñ pE, Eq une variable aléatoire.

(i) Soit B P A, PpBq ¡ 0. La loi de X sachant B est la mesure de probabilité sur pE, Eq
image par X de la mesure de probabilité Pp . |Bq, elle est notée LoipX |Bq.

(ii) Soit pBnqn � A un système complet d’événements. La suite pLoipX |Bnqqn est appelée
loi de X sachant le système complet d’événements pBnqn.

(iii) Soit Y : pΩ,A,Pq Ñ pF,Fq une variable aléatoire discrète. La loi de X sachant la
variable aléatoire discrète Y est la suite pLoipX |Y � yqyPF , c’est-à-dire la loi de X sachant
le système complet d’événements ptY � yuqyPF .
Remarques. — a) Les lois conditionnelles d’une variable aléatoire X : pΩ,A,Pq Ñ pE, Eq
sont des mesures de probabilité sur pE, Eq. Il n’y a aucune raison que leurs supports soient
disjoints.

b) Nous n’avons pas supposé que pour un système complet d’événements pBnqn, on aitPpBnq ¡ 0 pour tout n. Ceci a pour conséquence que dans la définition précédente, cer-
taines lois conditionnelles ne soient pas définies. Ceci n’a pratiquement aucune importance
puisqu’elles interviennent souvent comme des intermédiaires telles que ci-après.

c) On déduit facilement du théorème précédent la relation entre la loi de X et de telles
lois conditionnelles :

PX �
ņ

LoipX |Bnq � PpBnq.
L’intérêt des lois conditionnelles est qu’il est parfois plus naturel de les déterminer dans un
premier temps par rapport à un système complet d’événement convenable et d’ainsi recons-
tituer la loi de X .

2. Indépendance

Discussion. — Soient A, B P A, PpBq ¡ 0. L’événement A est indépendant de B si savoir
que B est réalisé ne change pas la probabilité que A le soit, c’est-à-direPpA |Bq � PpAq,
relation qui s’écrit de manière symétrique PpA X Bq � PpAq � PpBq. Sous cette forme la
relation d’indépendance ne nécessite pas la condition PpBq ¡ 0 et est symétrique en les deux
événements. On dira ainsi que A et B P A sont des événements indépendants si et seulement
si : PpAXBq � PpAq � PpBq.
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Remarque. — Déduire la notion d’indépendance de deux événements de la définition des
probabilités conditionnelles (parfois appelée axiome de Bayes) nous parâıt très spécieux.
Nous nous y sommes conformé sans conviction puisque cette démarche devient rapidement
bôıteuse en considérant plus de deux événements.

Avec la définition mathématique de l’indépendance de deux événements traduisons quelles
sont les propriétés que devraient satisfaire trois événements A, B et C P A indépendants.

Les événements A, B et C sont indépendants deux à deux, c’est-à-dire que si on prend
deux événements parmi les trois, ils doivent être indépendants :

A et B sont indépendants, PpAX Bq � PpAq � PpBq,
B et C sont indépendants, PpB X Cq � PpBq � PpCq,
A et C sont indépendants, PpAX Cq � PpAq � PpCq.

De plus, tout événement doit demeurer indépendant de la conjonction des deux autres :

A et B X C sont indépendants, P�AX pB X Cq� � PpAq � PpB X Cq,
B et AX C sont indépendants, P�B X pAX Cq� � PpBq � PpAX Cq,
C et AX B sont indépendants, P�C X pAX Bq� � PpCq � PpAXBq.

Si l’indépendance deux à deux est satisfaite, les dernières relations se résument à la seule
relation PpAXBXCq � PpAq�PpBq�PpCq. Les événements A, B et C P A sont indépendants
si et seulement siPpAX Bq � PpAq � PpBq, PpAXBq � PpAq � PpBq, PpAXBq � PpAq � PpBq,

et PpAX B X Cq � PpAq � PpBq � PpCq.
Après cette discussion, la généralisation à n événements est immédiate : le cas de trois

événements indique que l’indépendance consiste à ce que les probabilités des intersections
soient égales aux produits des probabilités et ce, pour toutes les intersections qu’on peut
former avec les événements considérés. Ainsi, pour n ¥ 2, A1, . . . , An P A sont des événements
indépendants si et seulement si pour tout 2 ¤ k ¤ n, ti1, . . . , iku � t1, . . . , nu,PpAi1 X . . .XAikq � PpAi1q � � � � � PpAikq.

On dénombre aisément 2n � n� 1 relations à vérifier dans la définition de l’indépendance
de n événements (cardinal de l’ensemble des parties de t1, . . . , nu [2n] moins le cardinal des
parties à 1 élément [n] moins le cardinal des parties à 0 élément [1]). La généralisation à une
famille quelconque d’événements s’énonce ainsi :

Définition. — Soit pAiqiPI � A une collection quelconque d’événements. Les événementspAiqiPI � A sont indépendants si et seulement si 2 ¤ k ¤ Card I, k   8, ti1, . . . , iku � I,PpAi1 X . . .XAikq � PpAi1q � � � � � PpAikq.
Définition. — Soit Xi : pΩ,A,Pq Ñ pEi, Eiq, i P I une collection quelconque de variables
aléatoires définies sur un même espace probabilisé et à valeurs dans des espaces mesurables
quelconques. Les variables aléatoires pXiqiPI sont indépendantes si et seulement si pour tous
Bi P Ei, i P I, les événements ptXi P BiuqiPI sont indépendants.

Définition. — Soit pAiqiPI une collection quelconque de sous-tribus de A. Les tribus pAiqiPI
sont indépendantes si et seulement si, pour tous Ai P Ai, i P I, les événements pAiqiPI sont
indépendants.
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Remarques. — a) L’indépendance est relative à la mesure de probabilité considérée P : deux
événements qui sont indépendants pour une mesure de probabilité P sur pΩ,Aq ne le sont
pas nécessairement pour une autre mesure de probabilité P1 sur pΩ,Aq.

b) L’indépendance est une notion distincte de la disjonction. En effet, si A et B sont
disjoints et indépendants on constate immédiatement que PpAq � 0 ou PpBq � 0. Ainsi deux
événements de probabilité strictement positive ne peuvent être simultanément indépendants
et disjoints.

c) Un événement A est indépendant de lui-même si et seulement si PpAq P t0, 1u. En effet,
on a alors PpAq � PpAXAq indépendance� PpAq � PpAq � PpAq2,
c’est-à-dire PpAq � pPpAq � 1q � 0. La réciproque est immédiate.

d) De même, un événement A est indépendant de tout autre événement si et seulement
si PpAq P t0, 1u. En effet, si A est indépendant de tout événement, il est indépendant de lui-
même et donc PpAq P t0, 1u. Réciproquement, si PpAq � 0, on a pour tout B P A, PpAXBq �
0 � PpAq � PpBq, et si PpAq � 1, on a pour tout B P A, PpAX Bq � PpBq � PpAq � PpBq.

e) La notion d’indépendance de tribus unifie toutes les notions antérieures d’indépen-
dance. Rappelons que si A P A est un événement, σpAq � tH, A, Ac,Ωu est la plus petite
tribu contenant A. On montre que l’indépendance d’événements pAiqiPI équivaut à celle des
tribus pσpAiqqiPI . Enfin il est clair que l’indépendance de variables aléatoires pXiqiPI équivaut
à celle des tribus pσpXiqqiPI .
Pratique. — 1. L’indépendance avec une variable aléatoire discrète X : pΩ,A,Pq Ñ E —
E est un ensemble au plus dénombrable muni de sa tribu discrète — s’établit en montrant
l’indépendance avec les événements de la forme tX � xu, x P E.

2. L’indépendance avec une variable aléatoire réelle X : pΩ,A,Pq Ñ pR,BpRqq s’établit
en montrant l’indépendance avec les événements de la forme tX P ra, bsu, a ¤ b P R (outX P ra, bru, tX P sa, bsu, tX P sa, bru).
Explications. — 1. Soit A P A. Supposons que pour tout B � E, PptX P Bu X Aq � PtX P
BuXPpAq ; alors c’est vrai en particulier pour tout singleton B � txu, x P E. Réciproquement,
supposons que pour tout x P E, PptX � xu X Aq � PtX � xu X PpAq ; alors pour B � E

(rappelons que B est au plus dénombrable)PptX P Bu XAq � P��¤
xPBtX � xu
XA


 � P��¤
xPBtX � xu X A




disjonction�

x̧PBPptX � xu X Aq
hypothèse�

x̧PBPtX � xu � PpAq � �
x̧PBPtX � xu
� PpAq

disjonction� PtX P Bu � PpAq.
2. La propriété est admise (la sous-probabilité B ÞÑ PptX P Bu X Aq sur R cöıncide sur

une classe stable par intersections finies engendrant BpRq avec la sous-probabilité B ÞÑ PtX P
Bu � PpAq).
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Théorème. — Soient pΩ,A,Pq un espace probabilisé, pAiqiPI une famille quelconque de
sous-tribus de A, et pA1

iqiPI une famille de sous-tribus telle que pour tout i P I, A1
i � Ai. Si

les tribus pAiqiPI sont indépendantes, alors les tribus pA1
iqiPI sont indépendantes.

Démonstration. — Ce résultat découle immédiatement de la définition de l’indépendance de
tribus. l
Théorème. — Soient pΩ,A,Pq un espace probabilisé, Xi : pΩ,A,Pq Ñ pEi, Eiq, i P I, une
famille quelconque de variables aléatoires, et fi : pEi, Eiq Ñ pFi,Fiq, i P I, une famille
d’applications mesurables. Si les variables aléatoires pXiqiPI sont indépendantes, alors les
variables aléatoires pfi �XiqiPI sont indépendantes.

Démonstration. — Pour tout i P I, on a l’inclusion de tribus σpfi � Xiq � σpXiq. L’énoncé
résulte alors de la définition de l’indépendance de variables aléatoires et du théorème pré-
cédent. l
Remarque. — On peut aussi énoncer des théorèmes évidents du type : si une collection de
tribus, de variables aléatoires, indexée par un ensemble d’indices I est indépendante, alors
pour tout sous-ensemble d’indices J � I, la sous-collection indexée par J est indépendante.
Par ailleurs on pourrait aussi définir l’indépendance d’événements et de variables aléatoires,
d’événements et de tribus, de variables aléatoires et de tribus, . . .



Chapitre III

VARIABLES ALÉATOIRES RÉELLES

1. Généralités

Soient pΩ,A,Pq un espace probabilisé et E � R. Une application X : Ω Ñ E est une
variable aléatoire réelle si et seulement si l’une des conditions suivantes est vérifiée :

(i) X : pΩ,A,Pq Ñ pR,BpRqq est une variable aléatoire ;

(ii) X : pΩ,A,Pq Ñ pE,BpEqq où BpEq � tB XE : B P BpRqu est une variable aléatoire.

Remarques. — a) Lorsque E � R est au plus dénombrable, alors BpEq � PpEq et une variable
aléatoire à valeurs dans E est une variable aléatoire discrète.

b) Lorsque E est un intervalle de R, la tribu BpEq introduite ici BpEq cöıncide avec la
tribu BpEq définie au premier chapitre.

Démonstration. — Soit X : ΩÑ E. Il est clair que BpEq est une tribu sur E.
Supposons X : pΩ,A,Pq Ñ pR,BpRqq est mesurable. Alors pour tout B P BpEq,X�1pBq �

X�1pB X Eq P A, donc X : pΩ,A,Pq Ñ pE,BpEqq est mesurable.
Réciproquement, si X : pΩ,A,Pq Ñ pE,BpEqq est mesurable, alors pour tout B P BpRq,

X�1pBq � X�1pB X Eq P A, donc X : pΩ,A,Pq Ñ pR,BpRqq est mesurable. l
Théorème et définition. — Soit X : pΩ,A,Pq Ñ pR,BpRqq une variable aléatoire réelle.
On appelle fonction de répartition de la loi de X l’application

FX : R ÝÑ r0, 1s
x ÞÝÑ FXpxq � PtX ¤ xu � PXps�8, xsq.

(i) L’application FX est croissante, continue à droite, limitée à gauche, et vérifie

lim�8 FX � 0 et lim�8 FX � 1.

(ii) L’application FX caractérise la loi de la variable aléatoire X : si Y est une variable
aléatoire réelle telle que FX � FY alors PX � PY (identité de mesures de probabilité sur R).
Explications. — (i) Il est clair que FX est une application croissante : si x1 ¤ x2, alorss�8, x1s � s�8, x2s et donc

PXps�8, x1sq � FXpx1q ¤ FXpx2q � PXps�8, x2sq.
Pour la continuité à droite, soit pxnqn × x P R une suite décroissante et convergente dansR ; alors s�8, xns × s�8, xs et ainsi, par continuité de la mesure de probabilité PX le long des

suites décroissantes d’ensembles mesurables pFXpxnq � PXps�8, xnsqqn × PXps�8, xsq �
FXpxq (voir chap. I, § 3, théorème (iv-bis)).

Pour l’existence de limites à gauche, soit pxnqn Ò x P R une suite strictement croissante et
convergente dans R ; alors s�8, xns Ò s�8, xr et ainsi, par continuité de la mesure de proba-
bilité PX le long des suites croissantes d’ensembles mesurables pFXpxnq � PXps�8, xnsqqn Ò
PXps�8, xrq � FXpx�q (voir chap. I, § 3, théorème (iv)).

Le fait que lim�8 FX � 0 et lim�8 FX � 1 est clair.
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(ii) Le résultat est admis. On notera que si FXpxq � FY pxq pour tout x P R, alors pour
tous a ¤ b, PXpsa, bsq � FXpbq � FXpaq � PY psa, bsq. Donc les mesures de probabilité PX et
PY cöıncident sur la classe des intervalles tsa, bs : a ¤ bu — classe stable par intersections
finies engendrant BpRq — et sont donc égales.

Affirmation. — À toute fonction F : RÑ r0, 1s vérifiant le point (i) précédent est associée
une unique mesure de probabilité µF sur pR,BpRqq.
Définition. — La loi d’une variable aléatoire X : pΩ,A,Pq Ñ pR,BpRqq est absolument
continue si et seulement si il existe une application pX : RÑ R� intégrable1 telle que

FXpaq � » a�8 pXpxq dx, pour tout a P R.
Remarque. — Si X : pΩ,A,Pq Ñ R est de loi absolument continue alors :

1. FX est continue, i.e., PtX � xu � FXpxq � F px�q � 0 pour tout x P R.
2. Si pX est comme dans la définition précédente, alors» �8�8 pXpxq dx � 1 � lim

xÑ�8FXpxq.
Une telle application pX est appelée densité de la loi de X . Il n’y a pas unicité d’une telle
application (il suffit par exemple de modifier pX en un nombre fini ou dénombrable de points).

Remarque. — Une variable aléatoire réelle X : pΩ,A,Pq Ñ R est discrète si et seulement si
FX est une application en escalier (généralisée) :

FXpxq � ¸
x1 valeur possible de X, x1¤x

PtX � x1u, pour tout x P R.
Approximations discrètes. — Soit X : pΩ,A,Pq Ñ R une variable aléatoire réelle. Soit ε ¡ 0.
Définissons Xε : pΩ,A,Pq Ñ εZ � R par

Xεpωq � εk si Xεpωq P rεk, εpk � 1qr, k P Z.
L’application Xε est une variable aléatoire discrète. En effet ses valeurs possibles sont conte-
nues dans εZ et on a, pour tout k P Z, X�1

ε pεkq � X�1prεk, εpk� 1qrq P A puisque X est une
variable aléatoire réelle. De plus on a par construction

Xεpωq ¤ Xpωq   Xεpωq � ε.

La variable aléatoire Xε approche X par en dessous et uniformément à ε près.

Principe. — Ce qui marche pour les variables aléatoires réelles discrètes marche pour les
variables aléatoires générales par passage à la limite.

Exercice. — Calculer, lorsque c’est possible, les fonctions de répartition associées aux exemples
de lois discrètes et absolument continues donnés au chapitre I.

1. Le mot intégrable peut être pris au sens de Riemann-intégrable même si Lebesgue-mesurable

suffirait si l’intégrale de Lebesgue était connue.
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2. Intégration de variables aléatoires réelles discrètes

Préambule. — Les connaissances de base sur les séries numériques sont supposées connues
et mâıtrisées. La convergence d’une série numérique

°
n an dépend parfois de l’ordre de

sommation. Nous nous placerons sous des hypothèses telles que ce ne soit pas le cas :

(i) la série
°

n an est absolument convergente ;

(ii) l’une, au moins, des séries à termes positifs
°

n a�n et
°

n a�n est convergente (on a
alors

°
n an � °

n a�n �°
n a�n P sR) ;

la condition (i) s’exprime aussi en disant que
°

n an est sommable dans R, la condition (ii)
en disant que

°
n an est sommable dans sR. La condition (i) est évidemment plus forte que

(ii), et si (ii) est satisfaite, la somme de la série ne dépend pas de l’ordre de sommation.

Définition. — Soit X : pΩ,A,Pq Ñ E � R une variable aléatoire réelle discrète.

(i) L’espérance, ou la moyenne, de la variable aléatoire X est définie si et seulement si la
série

x̧PE x� PtX � xu
est sommable dans sR. Dans ce cas, l’espérance, ou la moyenne, de X est égale à la somme
de cette série (dans sR) et notée ErXs.

(ii) La variable aléatoire X est intégrable si et seulement si la série

x̧PE x� PtX � xu
est sommable dans R.
Exemples. — a) Si X est une variable aléatoire réelle, discrète et bornée, alors X est inté-
grable. En effet, si il existe une constante C telle que pour tout x P E, |x| ¤ C, alors

x̧PE��x � PtX � xu�� ¤
x̧PEC � PtX � xu � C

x̧PEPtX � xu � C � 1 � C.

En particulier, si X n’a qu’un nombre fini de valeurs possibles, alors X est intégrable.

b) Si X est de signe constant, ou plus généralement n’a qu’un nombre fini de valeurs
possibles d’un signe donné, alors son espérance est définie.

Lemme. — Soit X : pΩ,A,Pq Ñ E � R variable aléatoire réelle discrète à valeurs dans un
ensemble E au plus dénombrable, telle que ErXs est définie.

Soit pBnqn un système complet d’événements plus fin que ptX � xuqxPE (pour tout n, il
existe xn P E tel que Bn � tX � xnu). AlorsErXs �

ņ

xn � PpBnq
où xn � X |Bn

est l’unique valeur prise par X sur l’événement Bn, et la somme précédente
est bien définie.

Démonstration. — Admettons pour l’instant la bonne définition des sommes que nous allons
manipuler ce qui revient à considérer que ces sommes seront absolument convergentes. On a

ņ

xn � PpBnq �
x̧PE ¸tn : xn�xuxn � PpBnq �

x̧PE x
¸tn :xn�xuPpBnq

disjonction�
x̧PE x� P� ¤tn : xn�xuBn

� �
x̧PE x� PtX � xu � ErXs.
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L’hypothèse selon laquelle ErXs est bien définie sert dans la première égalité : l’ordre de
sommation n’intervient pas. En prenant la suite d’égalités dans l’autre sens on constate que°

n xn � PpBnq est bien définie. l
Remarques. — a) Si pΩ,PpΩq,Pq est un espace probabilisé discret, on aErXs �

ω̧PΩXpωq � Ptωu
pour toute application X : ΩÑ R (c’est ici automatiquement une variable aléatoire, discrète)
intégrable (appliquer le lemme précédent avec le système complet d’événements ptωuqωPΩ).

b) Si pΩ,PpΩq,Pq est un espace probabilisé classique, on aErXs � 1

CardΩ
ω̧PΩXpωq

pour toute application X : Ω Ñ R (qui est ici automatiquement une variable aléatoire,
discrète, intégrable).

Théorème de transfert, cas discret. — Soient X : pΩ,A,Pq Ñ E — E un ensemble au
plus dénombrable — une variable aléatoire discrète (non nécessairement réelle) et f : E Ñ R
une application (quelconque). Alors fpXq : pΩ,A,Pq Ñ R est une variable aléatoire discrète.
On a : Er|fpXq|s �

x̧PE |fpxq| � PtX � xu �
x̧PE |fpxq| � PXtxu,

et si ErfpXqs est définie, alorsErfpXqs �
x̧PE fpxq � PtX � xu �

x̧PE fpxq � PXtxu.
Remarque. — La variable aléatoire réelle discrète fpXq est intégrable si et seulement si
l’application f est intégrable par rapport à PX .

Démonstration. — Puisque E est muni de sa tribu discrète PpEq, l’application f : E Ñ R
est mesurable, et le cardinal de fpEq est inférieur ou égal à celui de E. Ainsi Y � fpXq est
une variable aléatoire, réelle, discrète.

Supposons pour simplifier que Y est une variable aléatoire positive. Le système complet
d’événements ptX � xuqxPE est plus fin que ptY � yuqyPF où F � fpEq, et on a pour tout
y P F : tY � yu � ¤txPE : fpxq�yutX � xu.
D’après le lemme : ErY s �

x̧PE fpxq � PtX � xu.
Le cas général s’ensuit. l
3. Intégration de variables aléatoires réelles

Une variable aléatoire réelle X : pΩ,A,Pq Ñ R est intégrable si et seulement si pour tout
ε ¡ 0 (un seul suffit) son approximation discrète Xε est intégrable.

Dans ce cas, on montre que pErXεsqε¡0 admet une limite lorsque εÑ 0. C’est l’espérance
de la variable aléatoire X , elle est notée ErXs.
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Propriétés fondamentales. — (i) Soit X : pΩ,A,Pq Ñ R� une variable aléatoire posi-
tive. Alors ErXs est définie dans sR� et ErXs ¥ 0 (positivité de l’espérance).

Si ErXs � 0, alors X � 0 presque sûrement, c’est-à-dire PtX � 0u � 1.

(ii) Soient X, Y : pΩ,A,Pq Ñ R deux variables aléatoires réelles intégrables. Alors pour
tous α, β et γ P R, αX � βY � γ est une variable aléatoire, intégrable, etErαX � βY � γs � α ErXs � β ErY s � γ plinéarité de l’espéranceq.

(iii) Soient X, Y : pΩ,A,Pq Ñ R deux variables aléatoires réelles intégrables. Si pour
(presque) tout ω P Ω, Xpωq ¤ Y pωq, alorsErXs ¤ ErY s (monotonie de l’espérance).

(iv) Soient X, Y : pΩ,A,Pq Ñ R deux variables aléatoires réelles intégrables. Si X et Y

sont indépendantes, alors la variable aléatoire X � Y est intégrable et on aErX � Y s � ErXs � ErY s.
Remarque. — La seconde partie de la propriété (i) est souvent utilisée pour les variables
aléatoires |X | et X2 pour X une variable aléatoire réelle non nécessairement positive. Le fait
que |X | et X2 soient alors des variables aléatoires provient de la continuité des applications
de R dans R� définies par x ÞÑ |x| et x ÞÑ x2. Cela sera établi dans le chapitre suivant. C’est
dans ce même chapitre qu’on trouvera la justification du fait qu’une combinaison affine, ou
plus généralement un polynôme, de variables aléatoires réelles est une aléatoire réelle, etc.

Démonstration (uniquement dans le cas discret). — (i) Si X : pΩ,A,Pq Ñ E � R� est une
variable aléatoire discrète positive, il est clair que ErXs � °

xPE x � PtX � xu ¥ 0. Si dans
ce cas ErXs � 0, alors pour tout x P E, x ¡ 0, PtX � xu � 0, donc PtX � 0u � 1.

(ii) Si α P R, αX est une variable aléatoire discrète et ErαXs � α ErXs (théorème de
transfert avec fpxq � αx).

Si X � γ est une variable aléatoire constante (n’ayant qu’une seule valeur possible), il est
clair que ErXs � Erγs � γ.

Si X : pΩ,A,Pq Ñ E et Y : pΩ,A,Pq Ñ F sont deux variables aléatoires réelles discrètes,
alors Z � X � Y est une variable aléatoire réelle discrète car l’ensemble G de ses valeurs
possibles est au plus dénombrable et pour tout z P G, on a :tZ � zu � ¤txPE, yPF :x�y�zutX � x, Y � yu � ¤txPE, yPF :x�y�zutX � xu X tY � yu
qui est une réunion au plus dénombrable d’éléments de la tribu A et qui est donc encore
dans A. Puisque ptX � x, Y � yuqxPE, yPF est un système complet d’événements plus fin que



§ 3 Intégration de variables aléatoires réelles 31

respectivement ptX � xuqxPE et ptY � yuqyPF , on a d’après le lemmeErXs � ErY s � � ¸
xPE, yPFxPtX � x, Y � yu
� � ¸

xPE, yPFyPtX � x, Y � yu
� ¸
xPE, yPFpx� yqPtX � x, Y � yu�
z̧PG z

¸txPE, yPF :x�y�zuPtX � x, Y � yu
disjonction�

z̧PG z P� ¤txPE, yPF : x�y�zutX � x, Y � yu
�
z̧PG z PtZ � zu � ErZs,

car ptX � x, Y � yuqxPE, yPF est un système complet d’évéments plus fin que ptZ � zuqzPG.
(iii) Si X ¤ Y sont deux variables aléatoires réelles discrètes intégrables, alors Y �X est

une variable aléatoire discrète positive, donc d’après (ii) puis (i) :ErY s � ErXs piiq� ErY �Xs piq¥ 0.

(iv) Si X : pΩ,A,Pq Ñ E et Y : pΩ,A,Pq Ñ F sont deux variables aléatoires réelles
discrètes, alors Z � X �Y est encore une variable aléatoire discrète puisque l’ensemble G de
ses valeurs possibles est au plus dénombrable et pour tout z P G, on a :tZ � zu � ¤txPE, yPF :x�y�zutX � x, Y � yu � ¤txPE, yPF :x�y�zutX � xu X tY � yu
qui est une réunion au plus dénombrable d’éléments de la tribu A et qui est donc encore dans
A.

Supposons de plus X et Y intégrables et indépendantes. Ainsi qu’au (ii) :ErXs � ErY s définition� � ¸
xPE, yPF xPtX � xu
� � ¸

xPE, yPF yPtY � yu

produit de séries�

absolument convergentes

¸
xPE, yPFpx� yqPtX � xu � PtY � yu

indépendance� ¸
xPE, yPFpx� yqPtX � x, Y � yu�

z̧PG z
¸txPE, yPF : x�y�zuPtX � x, Y � yu

disjonction�
z̧PG z P� ¤txPE, yPF :x�y�zutX � x, Y � yu
�

z̧PG z PtZ � zu � ErZs,
ce qui termine la démonstration. l
Théorème de transfert. — Soient X : pΩ,A,Pq Ñ pE, Eq une variable aléatoire (quel-
conque) et f : pE, Eq Ñ R une application mesurable. Alors fpXq : pΩ,A,Pq Ñ R est une
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variable aléatoire réelle. On aEr|fpXq|s � »
E

|fpxq|PtX P dxu � »
E

|fpxq|PXpdxq,
et si ErXs est définie, alorsErfpXqs � »

E

fpxqPtX P dxu � »
E

fpxqPXpdxq.
Cas particuliers. — a) Le cas où X est une variable aléatoire discrète a été vu précédemment.

b) Si X : pΩ,A,Pq Ñ R est une variable aléatoire réelle de loi absolument continue
admettant pour densité pX : RÑ R�, alorsErfpXqs � »R fpxq pXpxq dx, i.e., PtX P dxu � PXpdxq � ppxq dx.
Remarques. — a) On ne calcule que très rarement une espérance par passage à la limite
sur une discrétisation d’une variable aléatoire réelle. En général, on identifie la loi PX de la
variable aléatoire réelle X et on calcule :ErXs � »R xPXpdxq � $''&''% x̧

xPtX � xu si X est discrète,»R x pXpxq dx si PX admet une densité pX ;

et plus généralementErfpXqs � »R fpxqPXpdxq � $''&''% x̧

fpxqPtX � xu si X est discrète,»R fpxq pXpxq dx si PX admet une densité pX .

b) Il arrive aussi qu’on fasse de tels calculs en se servant de la linéarité, d’une indépendance
éventuelle, des expressions figurant dans l’espérance.

Exemple (variables binomiales). — Soient Xi : pΩ,A,Pq Ñ t0, 1u, i � 1, . . . , n, n variables
aléatoires indépendantes et de même loi : PtXi � 1u � p � 1 � PtXi � 0u pour tout
i � 1, . . . , n et p P r0, 1s fixé (la loi de chaque Xi est la loi de Bernoulli de paramètre p, elle
est notée Bp1, pq).

Si on pose Ai � tXi � 1u, les événements pAiqni�1 sont indépendants et PpAiq � p. De
plus, les variables aléatoires Xi sont les indicatrices de ces événements.

Alors, Y � °n
i�1 Xi : pΩ,A,Pq Ñ t0, 1, . . . , nu est une variable aléatoire discrète dont la

loi est donnée par

PY tku � PtY � ku � "
Ck

n pkp1� pqn�k pour k P t0, 1, . . . , nu,
0 sinon,

qui est la loi binomiale de paramètres n et p et qui est notée Bpn, pq.
Démonstration. — La preuve de ceci peut être conduite par récurrence sur n ou directement
tant elle est simple. l
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Remarque. — a) La formule du binôme de Newton :px� yqn � ņ

k�0

Ck
nx

kyn�k,

valable dans tout anneau commutatif, est à connâıtre. On déduit de celle-ci que la somme
des probabilités décrites plus haut est 1 :

ņ

k�0

Ck
n pkp1� pqn�k � �

p� p1� pq�n � 1n � 1.

b) On a Xi � 1Ai
et ainsi ErXis � Er1Ai

s � PpAiq � p. Ainsi,ErY s � E� ņ

i�1

Xi

� � ņ

i�1

ErXis � n� p.

c) On pourrait vérifier que ErY s � np en établissant directement que

np � ņ

k�0

k � Ck
n pkp1� pqn�k � ņ

k�0

k � PtY � ku.
4. Un peu d’analyse

Proposition et définition. — Une variable aléatoire réelle X : pΩ,A,Pq Ñ R est de
puissance p-ième intégrable, p ¥ 1, si et seulement siEr|X |ps   8.

Si une variable aléatoire réelle X est de puissance p-ième intégrable, p ¥ 1, alors X est de
puissance q-ième intégrable pour tout 1 ¤ q ¤ p.

Nous notons LpΩ,A,P ; Rq, ou s’il n’y a pas d’ambigüité Lp, l’ensemble des variables
aléatoires de puissance p-ième intégrable, et }Xp} � Er|X |ps1{p pour toute variable aléatoire
X P Lp.

Démonstration. — Soit q P r1, ps. Pour tout x P R on a |x|q ¤ 1 � |x|p, par conséquent on
a l’inégalité entre variables aléatoires |X |q ¤ 1 � |X |p. En intégrant cette inégalité, on a par
monotonie, Er|X |qs ¤ Er1 � |X |ps � 1� Er|X |ps
d’où la conclusion. l
Remarque. — Pour p � 2, on utilise l’expression variable aléatoire de carré intégrable. Pour
p � 1, c’est simplement la notion de variable aléatoire intégrable.

Inégalité de Jensen. — Soient X : pΩ,A,Pq Ñ R une variable aléatoire réelle intégrable
et φ : RÑ R une fonction convexe. Alors

φpErXsq ¤ ErφpXqs P RY t�8u.
Démonstration. — Une fonction φ : RÑ R convexe étant continue, elle est mesurable lorsqueR est muni de sa tribu borélienne, ainsi φpXq est encore une variable aléatoire réelle.

Supposons que X : pΩ,A,Pq Ñ E � R est une variable aléatoire discrète. L’inégalité
affirmée précédemment s’écrit alors

φ

�
x̧PE x� PtX � xu
 ¤

x̧PE φpxq � PtX � xu
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qui est une conséquence usuelle de la convexité de l’application φ. Remarquer que nous
savons que le terme de gauche de l’inégalité est fini, le terme de droite est alors bien défini
dans RY t�8u.

Pour le cas d’une variable aléatoire réelle générale, il suffit de remarquer que la fonction
convexe φ est l’enveloppe supérieure des fonctions affines qu’elle domine. Ainsi, si pa, bq P R2

sont tels que, pour tout x P R, ax� b ¤ φpxq on a, d’une part par linéarité, d’autre part par
monotonie,

a ErXs � b � EraX � bs ¤ ErφpXqs P RY t�8u.
En passant au supremum sur le membre de gauche parmi de tels couples pa, bq, on obtient la
valeur de φ évaluée en ErXs, et obtient donc l’inégalité voulue.

Formulons une nouvelle explication. Soit x � ErXs. La fonction φ étant convexe, elle est
au dessus de sa tangente en x lorsqu’elle est définie, ou du moins au dessus d’une droite
passant par px, φpxqq lorsque φ n’est pas dérivable en x. Soient pa, bq les coefficients d’une
telle droite. Nous avons ax � b � φpxq, soit b � φpxq � ax. Puisque φ est au dessus de cette
droite, ax1 � b ¤ φpx1q pour tout x1 P R. Ainsi, aX � b ¤ φpXq. En intégrant, φpErXsq �
φpxq � ax� b � a ErXs � b � EraX � bs ¤ ErφpXqs, soit φpErXsq ¤ ErφpXqs, ce qu’il fallait
démontrer. l
Remarque. — Dans la plupart des textes académiques, une prudence excessive est faite autour
de cette inégalité. Il est notamment très fréquent qu’on ajoute l’hypothèse selon laquelle
φpXq doit être intégrable. Nous constatons avec cette démonstration qu’il suffit que X soit
intégrable, ErφpXqs ayant un sens dans ce cas. Si ErXs a un sens mais est infinie, l’usage de
cette inégalité ne semble pas avoir beaucoup d’intérêt, elle en demeure néanmoins vraie.

Lemme. — Soient p, q ¡ 1 deux réels tels que 1{p � 1{q � 1 (exposants conjugués). Pour
tout x, y ¥ 0, on a xy ¤ xp{p� yq{q, avec égalité si et seulement si xp � yq.

Démonstration. — Si x � 0 ou y � 0, l’inégalité est évidente. Soit y ¡ 0 fixé. Considérons
la fonction φ : x P R�� ÞÑ xy � xp{p (noter qu’elle s’impose naturellement compte tenu de
l’inégalité à démontrer). On a φ1pxq � y � xp�1, ce qui montre que φ crôıt strictement surs0, y1{pp�1qr, et décrôıt strictement sur sy1{pp�1q,�8r. Notons que 1{pp � 1q � q{p et que
φpy1{pp�1qq � φpyq{pq � yq � yq {p � yq{q. De l’inégalité φpxq ¥ φpy1{pp�1qq � yq{q, on a
immédiatement l’inégalité du lemme, et on a égalité si et seulement si x � y1{pp�1q � yq{p,
autrement dit si xp � yq. l
Inégalité de Hölder. — Soient p, q ¡ 1 deux réels tels que 1{p � 1{q � 1 (exposants
conjugués). Si X est une variable aléatoire de puissance p-ième intégrable, Y de puissance
q-ième intégrable, alors XY est une variable aléatoire intégrable et}XY }1 ¤ }X}p � }Y }q
avec égalité si et seulement si |X |p et |Y |q sont proportionnelles presque sûrement.

Démonstration. — Si }X}p � 0 ou }Y }q, alors X � 0 ou Y � 0 presque sûrement auquel
cas XY � 0 presque sûrement et l’inégalité cherchée se résume à 0 ¤ 0. Nous pouvons donc
supposer que }X}p ¡ 0 et }Y }q ¡ 0 et sont finis. En appliquant l’inégalité du lemme à
x � |X |{}X}p et y � |Y |{}Y }p, il vient|XY |}X}p � }Y }q ¤ 1

p

� |X |}X}p
p � 1

q

� |Y |}Y }q
q � 1

p

|X |p}X}pp � 1

q

|Y |q}Y }qq ,
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et en intégrant cette inégalité}XY }1}X}p � }Y }q � E� |XY |}X}p � }Y }q � ¤ E�1
p

|X |p}X}pp � 1

q

|Y |q}Y }qq �� 1

p

Er|X |ps}X}pp � 1

q

Er|Y |qs}Y }qq � 1

p

}X}pp}X}pp � 1

q

}Y }qq�}Y }qq � 1

p
� 1

q
� 1,

d’où on déduit immédiatement l’inégalité cherchée. Pour qu’il y ait égalité, on doit avoir|XY |}X}p � }Y }q � 1

p

|X |p}X}pp � 1

q

|Y |q}Y }qq presque sûrement,

et, donc, toujours d’après le lemme |X |p{}X}pp � |Y |q{}Y }qq presque sûrement, ce qui achève
la démonstration. l
Inégalité de Minkowski. — Soit p ¥ 1. Si X et Y sont deux variables aléatoires de
puissance p-ième intégrable, alors X � Y est une variable aléatoire de puissance p-ième
intégrable et }X � Y }p ¤ }X}p � }Y }q
avec égalité si et seulement si X et Y sont combinaisons linéaires positives l’une de l’autre.

Démonstration. — Puisque l’application x P R ÞÑ |x|p est convexe, on a|X{2� Y {2|p ¤ |X |p{2� |Y |p{2 soit |X � Y |p ¤ 2p�1p|X |p � |Y |pq,
ce qui montre que si X et Y sont de puissance p-ième intégrable, alors c’est aussi le cas de
X � Y .

Supposons dans un premier temps X et Y positives. Puisque pp � 1qq � p, la variable
aléatoire pX � Y qp�1 est de puissance q-ième intégrable, on peut alors appliquer l’inégalité
de Hölder à chaque terme du membre de droite de l’identitépX � Y qp � XpX � Y qp�1 � Y pX � Y qp�1

pour obtenir ErpX � Y qps � ErXpX � Y qp�1 � Y pX � Y qp�1s� ErXpX � Y qp�1s � ErY pX � Y qp�1s¤ }X}p � }pX � Y qp�1}q � }Y }p � }pX � Y qp�1}q� p}X}p � }Y }pq � }pX � Y qp�1}q� p}X}p � }Y }pq � ErpX � Y qps1{q.
Si le facteur de droite du membre de droite est nul, l’inégalité à démontrer se résume à
0 ¤ }X}p � }Y }p. Nous pouvons le supposer strictement positif, et en divisant par celui-ci
obtenir ErpX � Y qps1�1{q ¤ }X}p � }Y }p
et puisque 1�1{q � 1{p, }X�Y }p ¤ }X}p�}Y }p qui est l’inégalité de Hölder. Lorsque X et Y
ne sont pas nécessairement de signe positif, avec l’inégalité intermédiaire |X�Y | ¤ |X |�|Y |,
on obtient la même majoration.

Pour qu’il y ait égalité, on doit avoir |X � Y | ¤ |X | � |Y | presque sûrement et en plus
être dans le cas de l’égalité pour l’inégalité de Hölder appliquée à |X | et |Y |. Cette dernière
condition implique que |X |p et p|X � Y |p�1qq � |X � Y |p, ainsi que |Y |p et p|X � Y |p�1qq �|X � Y |p, sont proportionnelles presque sûrement, et donc |X | et |Y | sont proportionnelles
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presque sûrement, alors la première condition oblige à ce que X et Y soit positivement
proportionnelles presque sûrement. l
Corollaire. — Pour p ¥ 1, l’espace LppΩ,A,P ; Rq des variables aléatoires de puissance p-
ième intégrable modulo l’égalité presque sûre est un espace vectoriel normé muni de la norme} . }p.
Démonstration. — Nous savons déjà que l’ensemble des variables aléatoires réelles définies
sur un espace probabilisé pΩ,A,Pq est un espace vectoriel. Le sous-ensemble des variables
aléatoires de puissance p-ième intégrable est stable par produit par un facteur scalaire (évident)
et par addition compte tenu de l’inégalité de Minkowski. C’est donc un sous-espace vectoriel.
Modulo l’égalité presque sûre, la distance déduite de } . }p vérifie l’axiome de séparabilité.
L’homogénéité est évidente, l’inégalité triangulaire est donnée par l’inégalité de Minkowski.l
Inégalité de Cauchy–Schwarz. — Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles de
carré intégrable, alors X � Y est une variable aléatoire réelle intégrable et��ErX � Y s�� ¤aErX2s �aErY 2s.

Par ailleurs, il y a égalité dans l’inégalité précédente si et seulement si il existe pα, βq PR2zt0, 0u tel que αX�βY � 0 presque sûrement, c’est-à-dire que l’une des variables aléatoires
est (presque sûrement) proportionnelle à l’autre.

Démonstration. — La preuve pourrait être presque identique à celle qu’on a dans le cadre
des espaces préhilbertiens. L’inégalité de Hölder pour p � q � 2 donne le résultat. l
Remarque. — L’inégalité de Cauchy–Schwarz peut être appliquée aux variables aléatoires |X |
et |Y | et en combinaison avec l’inégalité de Jensen (la fonction valeur absolue est convexe)
on obtient : ��ErX � Y s�� ¤ Er|X � Y |s ¤aErX2s �aErY 2s.
Définition. — Soient X et Y deux variables aléatoires réelles de carré intégrable.

(i) Le réel positif VarpXq � ErpX � ErXsq2s p...q� ErX2s � ErXs2 est appelé variance de
la variable aléatoire X . Le réel positif

a
VarpXq est appelé écart-type de X , c’est l’écart

quadratique moyen de la variable aléatoire X à sa moyenne ErXs.
(ii) Le réel covpX, Y q � ErpX � ErXsq � pY � ErY sqs p...q� � ErX � Y s � ErXs � ErY s est

appelé covariance des variables aléatoires X et Y .

(iii) Si covpX, Y q � 0, on dit que les variables aléatoires X et Y sont non corrélées (et
corrélées sinon).

Remarque. — Les identités
p...q� exigent un peu de calcul. Elles sont pourtant assez élémentaires

et reçoivent dans la littérature le nom de formule de Huyghens.

Propriétés. — L’application cov est une forme bilinéaire symétrique et Var est sa forme
quadratique associée ; elles sont définies sur l’ensemble des variables aléatoires réelles de carré
intégrable : soient X et Y deux variables aléatoires réelles de carré intégrable, alors

(i) pour tous α, β P R, VarpαXq � α2 VarpXq, covpαX, βY q � αβ covpX, Y q ;
(ii) VarpX � Y q � VarpXq � VarpY q � 2 covpX, Y q ;
(iii) De plus, si X et Y sont indépendantes alors covpX, Y q � 0.

Démonstration. — Tout ceci est évident. l
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Exemple (variables binomiales, suite). — Si Y est une variable aléatoire de loi binomiale de
paramètres n et p telle que décrite précédemment, on a

VarpY q � Var

� ņ

i�1

Xi



indépendance� ņ

i�1

VarpXiq,
comme on le constate aisément en utilisant les propriétés précédentes. Or, VarpXiq � ErX2

i s�ErXis2 � ErXis � ErXis2 � p � p2 � pp1 � pq car X2
i � Xi puisque Xi est à valeurs danst0, 1u. D’où

VarpY q � npp1� pq.
Théorème. — (i) Soit Y : pΩ,A,Pq Ñ R� une variable aléatoire positive. Alors pour tout
a ¡ 0, PtY ¡ au ¤ 1

a
ErY s pinégalité de Markovq.

(ii) Soit X : pΩ,A,Pq Ñ R une variable aléatoire intégrable, m � ErXs. Alors pour tout
ε ¡ 0, on a Pt|X �m| ¡ εu ¤ 1

ε2
VarpXq pinégalité de Bienaymé–Tchebychevq.

Démonstration. — (i) On a 1tY¡au ¤ 1tY¡au � pY {aq ¤ Y {a. AinsiPtY ¡ au � Er1tY¡aus ¤ E�Y
a

� � 1

a
ErY s.

(ii) Le résultat découle immédiatement de l’application de l’inégalité de Markov à Y �pX �mq2 et a � ε2. l
Remarques. — a) L’inégalité de Markov peut s’écrire aussiPtY ¥ au ¤ 1

a
ErY s

pour Y une variable aléatoire positive et a ¡ 0.

L’inégalité de Bienaymé–Tchebychev peut s’écrire aussiPt|X �m| ¥ εu ¤ 1

ε2
VarpXq

pour X une variable aléatoire intégrable, m � ErXs et ε ¡ 0.

b) Il est à noter que pour l’inégalité de Markov, on ne suppose pas X intégrable, c’est-
à-dire dans ce cas ErXs   8. Le cas ErXs � 8 est admissible pour cette inégalité mais
n’apporte rien en pratique.

De même, pour l’inégalité de Bienaymé–Tchebychev, on ne suppose pas que X soit de
carré intégrable mais seulement que X soit intégrable — ce qui est le minimum pour pouvoir
considérer m � ErXs. Le cas ErX2s � 8, qui implique VarpXq � 8, est admissible pour cette
inégalité mais n’apporte rien non plus en pratique.

Application possible. — Présenter et démontrer le théorème de Weierstrass.
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5. Fonctions caractérisant la loi d’une variable aléatoire réelle

Soit X : pΩ,A,Pq Ñ R une variable aléatoire réelle. Nous avons vu au cours de la première
section que sa fonction de répartition FX définie par

FX : R ÝÑ r0, 1s
x ÞÝÑ FXpxq � PXps�8, xsq � PtX ¤ xu,

ou plus exactement la fonction de répartition de la loi PX de la variable aléatoireX , caractérise
la loi deX , c’est-à-dire que deux variables aléatoires réelles ayant même fonction de répartition
ont même loi (ou encore que deux mesures de probabilité sur R ayant même fonction de
répartition sont égales).

D’autres fonctions caractérisant la loi d’une variable aléatoire peuvent être définies.

Théorème et définition. — Soit X : pΩ,A,Pq Ñ N une variable aléatoire entière. La
fonction génératrice de la loi de X est la fonction GX définie comme la somme de la série
entière en la variable s

ņ¥0

sn PtX � nu
dont le rayon de convergence RX est supérieur ou égal à 1. Pour s P C, |s|   RX , on a

GXpsq �
ņ¥0

snPtX � nu � E�sX�
.

Elle caractérise la loi de X : si Y : pΩ,A,Pq Ñ N est une variable aléatoire entière telle que
GXpsq � GY psq au moins dans un voisinage de 0, alors PX � PY , i.e., les lois de X et de
Y sont les mêmes.

Démonstration. — Tout ceci est évident. l
Théorème. — La fonction génératrice d’une somme de variables aléatoires entières indépen-
dantes est égale, sur le disque unité ouvert, au produit des fonctions génératrices.

Démonstration. — Tout ceci est évident puisque l’espérance d’un produit de variables aléa-
toires indépendantes intégrables est égal au produit de leurs espérances. Ainsi, si X1, . . . , Xn

sont des variables aléatoires entières indépendantes, X1 � � � � �Xn est une variable aléatoire
entière, et, pour |s|   1,

GX1�...�Xn
psq � E�sX1�����Xn

� � E�sX1 � � � � � sXn
�� E�sX1

�� � � � � E�sXn
� � GX1

psq � � � � �GXn
psq.

Prendre garde néanmoins aux différents rayons de convergence. l
Exemples. — a) Lois de Bernoulli.

b) Lois binomiales.

c) Lois géométriques.

d) Lois de Poisson.

Plus généralement,
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Théorème et définition. — Soit X : pΩ,A,Pq Ñ R une variable aléatoire réelle. Pour
tout θ P R, l’application eiθX de Ω dans S1 le cercle unité de C est une variable aléatoire
bornée, et donc intégrable. La fonction

ϕX : R ÝÑ C
θ ÞÝÑ ϕXpθq � E�eiθX�

est appelée fonction caractéristique (de la loi) de X : si Y : pΩ,A,Pq Ñ R est une variable
aléatoire telle que, pour tout θ P R, ϕXpθq � ϕY pθq, alors PX � PY , i.e., les lois de X et de
Y sont les mêmes.

Remarques. — a) L’espérance Er . s est étendue aux variables aléatoires à valeurs dans C en les
écrivant comme combinaisons de leurs parties réelle et imaginaire. De même, elle s’étend aux
variables aléatoires à valeurs dans Rd et Cn. On verra au chapitre suivant qu’une application
de Ω à valeurs dans l’un de ces derniers ensembles ou espaces est une variable aléatoire si et
seulement si chacune de ses composantes est une variable aléatoire réelle.

b) À quelques facteurs multiplicatifs près, la fonction caractéristique de (la loi de) X est
la transformée de Fourier de la loi de X . (Le fait qu’elle caractérise la loi peut être vu comme
une conséquence de l’injectivité de la transformée de Fourier des distributions tempérées [voir
Laurent Schwartz, Théorie des distributions ].)

c) On utilise les fonctions caractéristiques surtout lorsqu’on a à faire avec des combinaisons
linéaires de variables aléatoires réelles indépendantes. En effet, si X , Y : pΩ,A,Pq Ñ R sont
deux variables aléatoires réelles indépendantes, alors pour tous α, β, γ et θ P R, les variables
aléatoires eiθαX et eiθβY sont indépendantes et

ϕαX�βY�γpθq � E�eiθpαX�βY�γq�� E�eiθαX�iθβY�iθγ
�� E�eiθαX�� E�eiθβY �� E�eiθγ�� ϕXpαθq � ϕY pβθq � eiθγ .

Des contre-exemples montrent que la réciproque n’a pas lieu, c’est-à-dire qu’il est possible
que la fonction caractéristique d’une somme de variables aléatoires soit le produit de leurs
fonctions caractéristiques sans que les variables aléatoires soient indépendantes.

d) Il est possible de montrer que si ϕX est la fonction caractéristique d’une variable
aléatoire X , ϕX est une fonction continue de R dans C, bornée en module par 1 et ϕXp0q � 1
(cette dernière propriété peut être utile pour vérifier si un calcul de fonction caractéristique est
juste ou non). Si X est intégrable, on montre que ϕ est dérivable en 0 et alors ϕ1Xp0q � i ErXs
et si X est de carré intégrable alors ϕ est deux fois dérivable en 0 et ϕ2Xp0q � � ErX2s, etc.
(Dériver l’exponentielle en θ sous l’espérance.)

Exemples. — a) Lois de Bernoulli.

b) Lois binomiales.

c) Lois géométriques.

d) Lois de Poisson.

e) Loi uniforme sur r0, 1s, sur ra, bs.
f ) Lois exponentielles

g) Lois normales.



Chapitre IV

COMPLÉMENTS DE PROBABILITÉS,

VECTEURS ALÉATOIRES

1. Génération de tribus

Théorème et définition. — Soient E un ensemble et pBiqiPI une collection quelconque
de parties de E. Il existe une unique tribu sur E appelée tribu engendrée par pBiqiPI et notée
σppBiqiPIq contenant pBiqiPI et telle que toute autre tribu sur E contenant elle aussi pBiqiPI
contient la tribu σppBiqiPIq.
Lemme. — Soient E un ensemble et pBjqjPJ une collection non vide de tribus sur E. Alors£

jPJ Bj � tB � E : B P Bj , � j P Ju
est une tribu sur E.

Démonstration du lemme. — C’est immédiat : pour tout j P J , E P Bj , donc E P �
jPJ Bj ;

si B P �jPJ Bj , alors B
c P Bj pour tout j P J , donc Bc P �jPJ Bj ; si pBnqn � �

jPJ Bj , alors
pour tout j P J , pBnqn � Bj et

�
n Bn P Bj , donc

�
n Bn P �jPJ Bj . l

Démonstration du théorème. — Considérons l’ensemble des tribus sur E contenant pBiqiPI ,
notons cet ensemble pBjqjPJ . Cet ensemble est non vide puisqu’il contient PpEq. Posons
B � �

jPJ Bj . C’est une tribu sur E qui contient pBiqiPI . Si B1 est une tribu sur E contenantpBiqiPI , alors B1 P pBjqjPJ et donc B � B1 (minimalité). L’unicité est immédiate. l
Exemples. — a) Si X : ΩÑ E est une application quelconque et l’ensemble E est muni d’une
structure mesurable pE, Eq, σpXq � tX�1pBq : B P Eu � pX�1pBqBPE est une tribu. Ainsi
σpσpXqq � σpXq. C’est la plus petite tribu sur Ω pour laquelle X est mesurable.

b) Soit E un espace topologique. La tribu borélienne de E est la tribu engendrée par
l’ensemble des ouverts de E. Elle est égale, par passage au complémentaire, à la tribu en-
gendrée par l’ensemble des fermés de E. La tribu borélienne de E est notée BpEq.
Exercice. — Considérons l’espace topologique R (topologie usuelle). Montrer que BpRq est
engendrée par, respectivement,

(i) sa, br, a   b P R (ou Q) ;

(ii) ra, bs, a   b P R (ou Q) ;

(iii) ra, br, a   b P R (ou Q) ;

(iv) sa, bs, a   b P R (ou Q).

Indication. — Tout ouvert de R s’écrit comme une réunion au plus dénombrable d’inter-
valles ouverts disjoints.

Lemme. — Soit pE, Eq un espace mesurable, F un ensemble et f : E Ñ F une application.
Alors τpfq � tC � F : f�1pCq P Eu est une tribu sur F .

Démonstration. — Puisque E � f�1pF q, on a F P τpfq. Si C P τpfq, puisque f�1pCcq �
f�1pCqc, alors Cc P τpfq. Enfin si pCnqn � τpfq, comme f�1p�n Cnq � �

n f
�1pCnq, on a�

n Cn P τpfq. l
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Remarque. — La tribu τpfq est la plus grande tribu sur F telle que f : E Ñ F soit mesurable.
La notation τpfq n’est pas standard et cette notion ne servira que comme intermédiaire de
démonstration.

Théorème. — Soient pΩ,Aq et pE, Eq deux espaces mesurables, pBiqiPI � E telle que
σppBiqiPIq � E , et X : Ω Ñ E une application. Alors l’application X est A{E-mesurable
si et seulement si pour tout i P I, X�1pBiq P A.

Démonstration. — La condition est évidemment nécessaire. Elle est suffisante car par hy-
pothèse la tribu τpXq contient pBiqiPI et donc aussi σppBiqiPIq � E . l
Théorème. — Soient E, F deux espaces topologiques et f : E Ñ F une application continue.
Alors f est BpEq{BpF q-mesurable (on dit dans ce cas que f est borélienne).

Démonstration. — Puisque f est continue, les images réciproques des ouverts de F par f sont
des ouverts de E et sont donc dans BpEq. La tribu τpfq sur F contient donc tous les ouverts
de F et donc BpF q, ce qui montre que f est borélienne. l
Proposition 1. — Soient E un espace topologique et BpEq sa tribu borélienne. Alors pour
toute partie F de E, la tribu induite

EF � tB X F : B P BpEqu
de BpEq sur F est égale à la tribu borélienne BpF q de F muni de la topologie induite de E.

Démonstration. — Notons OE l’ensemble des ouverts de E. Par définition la topologie induite
sur F � E est OF � tO X F : O P OEu. Soit BpF q � σpOF q la tribu borélienne de F .

Comme pour tout O P OE , O X F P EF , alors OF � EF , et donc BpF q � σpOF q � EF .

Réciproquement, considérons l’application d’inclusion f : x P F ÞÑ x P E. Cette appli-
cation est continue car pour tout O P OE , f

�1pOq � O X F P OE . D’après la proposition
précédente, f : pF,BpF qq Ñ pE,BpEqq est mesurable. Or EF � f�1pEq, donc EF � BpF q. On
a donc l’égalité des deux tribus. l
Remarque. — Ceci est un cas particulier d’un résultat proposé en exercice au premier chapitre.

2. Ensembles négligeables

Définition. — Soit pE, E , µq un espace probabilisé. Un sous ensemble B � E est (extérieure-
ment) négligeable si et seulement si il existe B1 P E , B � B1 et µpB1q � 0. L’ensemble des
négligeables de pE, E , µq est noté N pE , µq.

Lorsque l’espace probabilisé pΩ,A,Pq modélise une expérience aléatoire, ses ensembles
négligeables sont dits ensembles presque impossibles . Un ensemble qui est de complémentaire
presque impossible est dit presque certain et une identité qui a lieu sur un ensemble presque
certain est dite presque sûre.

Faits immédiats. — (i) Une réunion au plus dénombrable d’ensembles négligeables est
négligeable.

(ii) Une intersection quelconque d’ensembles négligeables est négligeable.

Soit pΩ,A,Pq un espace probabilisé. Nous notons Ā � σpA,N pA,Pqq la tribu engendrée
par A et N pA,Pq.
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Proposition. — Un sous-ensemble A de Ω appartient à Ā si et seulement si il existe A1,
A2 P A tels que A1 � A � A2 et tels que PpA1q � PpA2q (ou encore PpA2zA1q � 0).

Démonstration (en seconde lecture). — Notons Â la collection des parties de Ω vérifiant la
condition précédente : A P Â si et seulement si il existe A1, A2 P A tels que A1 � A � A2
et PpA1q � PpA2q (le fait que cette dernière condition soit équivalente à PpA2zA1q � 0 est
évident). SoitA P Â et A1,A2 comme dans la condition précédente. On a alorsA � A1YpAzA1q
qui est la réunion d’un élément de A et d’un négligeable : pAzA1q � pA2zA1q et PpA2zA1q � 0.
Réciproquement, supposons que A � Ω s’écrive A1 Y N où A1 P A et N P N pA,Pq. Soit
N 1 P A tel que N � N 1 et PpN 1q � 0. Alors posons A2 � A1 YN 1 P A. On a A1 � A � A2 etPpA1q ¤ PpA2q ¤ PpA1q � PpN 1q � PpA1q, donc PpA1q � PpA2q, et on constate que A P Â.
Ainsi A � Ω est dans Â si et seulement si A � A1 YN avec N négligeable et A1 P A.

On constate immédiatement que si A P Â, alors A P Ā et donc Â � Ā. Pour montrer la
réciproque, il suffit de vérifier que Â est une tribu puisque A � Â et N pA,Pq � Â :

(i) E, H P A � Â ;

(ii) si A P Â, A1 � A � A2, PpA2zA1q � 0, alors A2c � Ac � A1c et on a de plus
A1czA2c � A2zA1, ce qui montre que Ac P Â ;

(iii) si pAnqn � Â, An � A1
nYNn,

�
n An � p�nA

1
nqY p�n Nnq réunion d’un élément de

A et d’un négligeable qui est donc dans Â.

Nous en déduisons donc l’inclusion réciproque Ā � Â. l
Proposition. — Il existe une unique mesure de probabilité sP sur pΩ, Āq prolongeant P.
Démonstration (en seconde lecture). — Si A P Ā, A1 � A � A2, avec A1, A2 P A, PpA1q �PpA2q, on pose sPpAq � PpA1q � PpA2q. L’application sP : Ā Ñ r0, 1s est bien définie : soit
A� � A � A�� avec A� et A�� vérifiant les mêmes conditions que A1 et A2, et posons A: �
A1YA� P A. On a A1 � A: � A � A2 et A� � A: � A � A��. Alors PpA1q ¤ PpA:q ¤ PpA2q,
ce qui montre l’égalité PpA1q � PpA:q � PpA2q. Mais on a aussi PpA�q ¤ PpA:q ¤ PpA��q,
ce qui montre l’égalité PpA�q � PpA:q � PpA��q. Donc toutes ces probabilités sont égales etsPpAq ne dépend pas du choix de A1 et A2.

Dans un deuxième temps, il faut vérifier que sP est une mesure de probabilité. Évidemment,sPpΩq � PpΩq � 1. Soit pAnqn � sA disjoints. Pour chaque n, An � A1
n Y Nn où A1

n P A
et Nn P N pA,Pq. Les pA1

nqn sont disjoints, et
�

n Nn est extérieurement négligeable donc
inclus dans un certain N P A de probabilité nulle : PpNq � 0. On a

�
n A1

n � �
n An �p�n A1

nq Y p�n Nnq � p�n A1
nq YN , et aussi

°
nPpA1

nq � Pp�n A1
nq ¤ Ppp�n A1

nq YNq ¤Pp�n A1
nq � PpNq � Pp�n A1

nq � °
n PpA1

nq. Comme sPpAnq � PpA1
nq pour tout n, on en

déduit que Pp�n Anq � °
n PpAnq. Ainsi sP est bien une mesure de probabilité sur pΩ, sAq.

Enfin, il nous reste à vérifier l’unicité de ce prolongement : si pP est une autre mesure
de probabilité prolongeant P et si A P sA, alors pour tous A1, A2 P A, A1 � A � A2 etPpA1q � PpA2q ; on a PpA1q � pPpA1q ¤ pPpAq ¤ pPpA2q � PpA2q, il y a donc égalité ; ainsi,

par définition de sP, pPpAq � sPpAq. l
Exemples. — a) Si E est au plus dénombrable, E � PpEq et µ est une mesure de probabilité
sur pE,PpEqq, les ensembles négligeables sont les sous-ensembles de tx P E : µtxu � 0u.

b) Soit R muni de sa tribu borélienne et d’une mesure de probabilité absolument conti-
nue. Alors tout ensemble au plus dénombrable est négligeable. D’autres types d’ensembles
négligeables existent (par exemple l’ensemble triadique de Cantor).
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3. Tribus et espaces produit

Dans cette section nous nous limiterons à des collections finies d’ensembles mesurables et
de variables aléatoires. Pourtant, quitte à modifier quelques énoncés en préservant une place
à la finitude, on peut prolonger cette discussion à des collections quelconques. . .

Définition. — Soit ppEi, Eiqqni�1 une collection finie d’espaces mesurables. La tribu produit
sur

±n
i�1 Ei des tribus pEiqni�1 est la tribu engendrée par l’ensemble des

±n
i�1 Bi où Bi P Ei

(pavés) pour tout i � 1, . . . , n. Cette tribu est notée
Ân

i�1 Ei.

Remarque. — L’intersection de pavés étant encore un pavé, on constate que la tribu
Ân

i�1 Ei
est engendrée par les

±i�1

j�1 Ej�Bi�±n
j�i�1 Ej (pavés élémentaires) pourBi P ei, i � 1, . . . , n.

On peut même remplacer Bi P Ei par Bi appartenant à une collection de parties de Ei

engendrant Ei.

Théorème. — Soient ppEi, Eiqqni�1 une collection finie d’espaces mesurables,pE, Eq � � n¹
i�1

Ei,
nâ

i�1

Ei



et pΩ,Aq un espace mesurable. Une application X : ΩÑ E est A{E-mesurable si et seulement
si chacune de ses coordonnées Xi : ΩÑ Ei est A{Ei-mesurable.

Lemme. — Les applications coordonnées fi : E Ñ Ei sont E{Ei-mesurables.

Démonstration du lemme. — Si Bi P Ei, f
�1
i pBiq � ±i�1

j�1 Ej � Bi �±n
j�i�1 Ej qui est un

pavé élémentaire et est donc dans E . l
Démonstration du théorème. — Si X : Ω Ñ E est A{E-mesurable, d’après le lemme et par
composition, Xi � fi � X : Ω Ñ Ei est A{Ei-mesurable. Réciproquement, supposons les

coordonnées Xi A{Ei-mesurables. La tribu τpXq sur E contient tous les
±i�1

j�1 Ej � Bi �±n
j�i�1 Ej puisque X�1p±i�1

j�1 Ej � Bi �±n
j�i�1 Ejq � X�1

i pBiq P A par hypothèse. Donc
E � τpXq, ce qui montre que X est A{E-mesurable. l

Par la suite nous serons amené à admettre certains énoncés.

Théorème. — Soit pE, Eq un espace mesurable. Soit C � E une classe de parties mesurables
stable par intersections finies et engendrant E . Alors deux mesures de probabilité µ1 et µ2

sur pE, Eq sont égales (µ1pBq � µ2pBq pour tout B P E) si et seulement si elles cöıncident
sur C (µ1pBq � µ2pBq pour tout B P C).

Remarque. — La condition de stabilité par intersections finies est importante.

Théorème. — Soient pEi, Ei, µiq, i � 1, . . . , n, des espaces probabilisés, alors il existe une
et une seule mesure de probabilité µ sur p±n

i�1 Ei,
Ân

i�1 Eiq telle que

µpB1 � � � � �Bnq � µ1pB1q � � � � � µnpBnq pour tous Bi P Bi, i � 1, . . . , n.

Cette mesure de probabilité est appelée mesure de probabilité produit et est notée µ1b� � �bµn.

Remarque. — On peut remplacer Bi P Bi dans la condition ci-dessus par Bi P Ci, pour Ci � Ei
stable par intersections finies et telle que σpCiq � Bi.

Exemples. — a) Soient pEi, Ei, µiq, i � 1, . . . , n, des espaces probabilisés discrets : pour tout
i � 1, . . . , n, Ei est un ensemble au plus dénombrable et Ei � PpEiq. Alors Ei b � � � b En �
PpE1 � � � � � Enq et µ1 b � � � b µn est caractérisée par

µtpx1, . . . , xnqu � µ1tx1u � � � � � µntxnu pour tout px1, . . . , xnq P E1 � � � � � En.
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b) La tribu borélienne de Rd (de dimension finie) est égale à la tribu produit : BpRdq �
BpRqbn (on constate que les boules ouvertes et les pavé ouverts engendrent la même tribu).
Si µipdxq � pipxq dx, i � 1, . . . , n, sont des mesures de probabilité absolument continues
sur R (pi application mesurable positive d’intégrale égale à 1), alors la mesure produit µ �
µ1 b � � � b µn est absolument continue et on a

µpdx1 . . .dxnq � p1px1q � � � � � pnpxnq dx1 . . .dxn.

4. Vecteurs aléatoires

Définition. — Un vecteur aléatoire X est un n-uplet pX1, . . . , Xnq de variables aléatoires
Xi : pΩ,A,Pq Ñ pEi, Eiq (avec pEi, Eiq � pR,BpRqq le plus souvent). La loi de X : pΩ,A,Pq Ñp±n

i�1 Ei,
Ân

i�1 Eiq est appelée loi conjointe de pX1, . . . , Xnq. Les lois de chaque Xi sont
appelées lois marginales de X .

Théorème. — Des variables aléatoires X1, . . . , Xn définies sur un même espace probabilisépΩ,A,Pq sont indépendantes si et seulement si la loi de X � pX1, . . . , Xnq est la loi produit
de ses lois marginales.

Démonstration. — C’est immédiat. l
Exemples. — a) Soient X : pΩ,A,Pq Ñ E et Y : pΩ,A,Pq Ñ F deux variables aléatoires
discrètes (les ensembles E et F sont au plus dénombrables et munis de leurs tribus discrètes).
Soit Z � pX, Y q : pΩ,A,Pq Ñ E�F qui est une variable aléatoire discrète. La loi de Z est la
donnée des nombres PZtpx, yqu � PtZ � px, yqu � PtX � x, Y � yu, x P E, y P F , positifs
et de somme égale à 1.

La loi de X s’obtient en sommant en y :

PXtxu � PtX � xu �
y̧PF PtX � x, Y � yu.

La loi de Y s’obtient en sommant en x :

PY tyu � PtY � yu �
x̧PEPtX � x, Y � yu.

Les variables aléatoires X et Y sont indépendantes si et seulement si pour tous x P E,
y P F , PZtpx, yqu � PXtxu � PY tyu.

Dans le cas où les ensembles E et F sont finis, la loi conjointe de X peut se voir comme
un tableau :

x1 . . . xi . . . xm total

y1 PZtpx1, y1qu . . . PZtpxi, y1qu . . . PZtpxm, y1qu PY ty1u
...

...
...

...
...

yj PZtpx1, yjqu . . . PZtpxi, yjqu . . . PZtpxm, yjqu PY tyju
...

...
...

...
...

yn PZtpx1, ynqu . . . PZtpxi, ynqu . . . PZtpxm, ynqu PY tynu
total PXtx1u . . . PXtxiu . . . PXtxmu 1

et tout tableau de réels positifs dont la somme totale est 1 peut s’interpréter comme la loi
conjointe de deux variables aléatoires discrètes.
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b) Soient X , Y : pΩ,A,Pq Ñ R des variables aléatoires réelles et Z � pX, Y q, variable
aléatoire à valeurs dans R2. Supposons que la loi de Z admette une densité pZ : R2 Ñ R�
intégrable d’intégrale 1. On démontre (théorème de Fubini) qu’alors les lois de X et de Y

admettent des densités données respectivement par

pXpxq � »R pZpx, yq dy et pY pyq � »R pZpx, yq dx.
Si on suppose que les lois deX et de Y admettent des densités, c’est-à-dire sont absolument

continues, il n’est pas nécessaire que ce soit le cas de la loi de Z.

En effet, soient X : pΩ,A,Pq Ñ r0, 1s une variable aléatoire, f : r0, 1s Ñ r0, 1s une
fonction de classe C1 et Y � fpXq : pΩ,A,Pq Ñ r0, 1s. Alors la loi de Z � pX, Y q est portée
par le graphe de f qui est d’aire nulle ; elle ne peut donc pas être absolument continue par
rapport à la mesure d’aire dx dy sur le carré r0, 1s2. Pourtant, si f est assez régulière (C1-
difféomorphisme par exemple), la loi de Y ainsi définie admet — puisque c’est le cas de la loi
de X — une densité.

Rappelons que nous avons déjà vu que si les variables aléatoiresX et Y sont indépendantes
et si leurs lois admettent une densité, la loi de Z � pX, Y q admet elle aussi une densité.

Définition. — Soit X � pX1, . . . , Xnq : pΩ,A,Pq Ñ Rn un vecteur aléatoire. Si chacune des
coordonnées de X est intégrable, alors X est intégrable etErXs � �ErX1s, . . . , ErXns� P Rn.

Lorsque chacune des coordonnées de X est de carré intégrable, X est dit de carré intégrable et
on définit la matrice de covariance deX comme la matrice de covariance de ses coordonnées :

CovpX,Xq � �������� covpX1, X1q . . . covpX1, Xjq . . . covpX1, Xnq
...

...
...

covpXi, X1q . . . covpXi, Xjq . . . covpXi, Xnq
...

...
...

covpXn, X1q . . . covpXn, Xjq . . . covpXn, Xnq
�ÆÆÆÆÆÆ


� �������� VarpX1q . . . covpX1, Xjq . . . covpX1, Xnq
...

...
...

covpXi, X1q . . . covpXi, Xjq . . . covpXi, Xnq
...

...
...

covpXn, X1q . . . covpXn, Xjq . . . VarpXnq
�ÆÆÆÆÆÆ


qui est une matrice symétrique de dimensions n� n, et plus généralement, si Y : pΩ,A,PÑRm est un autre vecteur aléatoire de carré intégrable,

CovpX, Y q � �������� covpX1, Y1q . . . covpX1, Yjq . . . covpX1, Ymq
...

...
...

covpXi, Y1q . . . covpXi, Yjq . . . covpXi, Ynq
...

...
...

covpXn, Y1q . . . covpXn, Yjq . . . covpXn, Ymq
�ÆÆÆÆÆÆ


qui est une matrice de dimensions n � m et qui n’est pas nécessairement symétrique. En
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notations matricielles, considérons X et Y comme des vecteurs colonnes

X � tY � ��������X1Y1 . . . X1Yj . . . X1Ym

...
...

...
XiY1 . . . XiYj . . . XiYm

...
...

...
XnY1 . . . XnYj . . . XnYm

�ÆÆÆÆÆÆ

et ainsi

CovpX, Y q � E��X � ErXs�� t
�
Y � ErY s��

en étendant l’espérance coordonnées par coordonnées aux matrices. Les notations matricielles
sont souvent à privilégier lorsqu’on considère des covariances de vecteurs aléatoires.



Chapitre V

CONVERGENCES

Ce chapitre est assez superficiel. Son intérêt réside d’une part dans les calculs, et, d’autre
part, dans la préparation à des concepts qui — dans le cadre du programme du Capes —
interviennent en Statistique.

1. Définitions, exemples

Définition. — Soient Xn : pΩ,A,Pq Ñ R, n ¥ 1, une suite de variables aléatoires réelles,
X : pΩ,A,Pq Ñ R une variable aléatoire réelle et P une mesure de probabilité sur R.

(i) la suite pXnqn converge presque sûrement vers X si et seulement si il existe A P A,PpAq � 1, tel que pour tout Ω P A, Xnpωq Ñ Xpωq quand nÑ8 ;

(ii) la suite pXnqn converge en probabilité vers X si et seulement si, pour tout ε ¡ 0,Pt|Xn �X | ¡ εu Ñ 0 quand nÑ8 ;

(iii) la suite pXnqn converge en loi vers P si et seulement si les lois PXn
convergent vers

P quand nÑ8, c’est-à-dire si l’une des conditions équivalentes suivantes est satisfaite :

— pour toute application f : RÑ R continue bornée,ErfpXnqs � »R fpxqPXn
pdxq ÝÑ »R fpxqP pdxq quand nÑ8 ;

— pour tout θ P R,
ϕXn

pθq � EreiθXns � »R eiθx PXn
pdxq ÝÑ »R eiθx P pdxq quand nÑ8 ;

— pour tout xc P R où F : x ÞÑ ³x�8 P pdxq � P ps�8, xsq est continue, on a

FXn
pxcq ÝÑ F pxcq quand nÑ8.

Pour le point (iii), la première condition est une condition de convergence étroite de
mesures de probabilité sur R (qui équivaut dans ce cadre à la convergence vague), la seconde
est la convergence simple des fonctions caractéristiques vers la fonction caractéristique de la
mesure de probabilité P , la troisième est la convergence simple des fonctions de répartition
en tout point de continuité de la fonction de répartition de la mesure de probabilité P .
L’équivalence annoncée est un théorème difficile qui sera ici admis.

Proposition. — La convergence presque sûre implique la convergence en probabilité, et cette
dernière implique la convergence en loi.

Démonstration. — Admis. l
Exemples de convergences presque sûres. — a) Soit X : pΩ,A,Pq Ñ R une variable aléatoire
réelle. Nous avons déjà vu qu’il est possible d’approcher uniformément X par des variables
aléatoires discrètes : pour ε ¡ 0, on définit Xε : pΩ,A,Pq Ñ εZ � R par Xε � ε �
partie entièrepX{εq ; on a alors Xε ¤ X   Xε � ε, ce qui montre que Xε approche X



48 Convergences Chap. V

uniformément sur Ω à ε près. Lorsque ε tend vers 0, la suite pXεqε¡0 converge uniformément
vers X et donc aussi simplement sur Ω. Cette convergence est donc presque sûre puisque sûre.

Il existe des procédés d’approximation de variables aléatoires réelles par des variables
aléatoires discrètes plus naturels pour le probabiliste. Ils consistent souvent à considérer la
suite des projections d’une variable sur une suite croissante de sous-tribus au plus dénom-
brables deA (voir les notions d’espérances conditionnelles, filtrations et de martingales). Dans
ce cadre, on ne peut guère qu’espérer une convergence presque sûre puisque ces projections
ne sont elles même définies que presque sûrement.

b) Étant donnée une variable aléatoire réelle X : pΩ,A,Pq Ñ R, il est fréquent de
considérer des suites de troncations de X , par exemple en posant pour tout n ¥ 1,

ω P Ω, Xnpωq � $&%n si Xpωq ¥ n,
Xpωq si Xpωq P r�n, ns,�n si Xpωq ¤ �n.

Il est clair qu’une telle suite converge sûrement vers X lorsque n tend vers l’infini. L’intérêt,
essentiellement d’ordre théorique, de la troncation d’une variable aléatoire réelle est d’obtenir
des ordres d’intégrabilité plus grands.

c) Il est fréquent de voir apparâıtre des suites de variables aléatoires comme des sommes
partielles de séries. Un exemple usuel est de la forme suivante : soit un nombre b ¡ 1 et
ξk : pΩ,A,Pq Ñ R, k ¥ 1, une suite de variables aléatoires telles que pour tout k ¥ 1,Ptξk P r0, bru � 1. On a alorsPtξk P r0, br, pour tout k ¥ 1u � P�£

k¥1

tξk P r0, bru�� 1� P�¤
k¥1

tξk R r0, bru� ¥ 1�
ķ¥1

Ptξk R r0, bru � 1,

et donc Ptξk P r0, br, pour tout k ¥ 1u � 1. En posant pour tout n ¥ 1,

Xn � ņ

k�1

ξk

bk

on définit une suite de variables aléatoires qui sont les sommes partielles de la série aléatoire

X � 8̧
k�1

ξk

bk

qui est presque sûrement convergente puisque presque sûrement à termes positifs majorés parp1{bk�1qk¥1 dont la série associée est géométrique et convergente8̧
k�1

1

bk�1
� 8̧

ℓ�0

1

bℓ
� 1

1� 1{b � b

b� 1
  8.

Notons que la variable X n’est a priori définie que sur un événement de probabilité 1 conte-
nant tξk P r0, br, pour tout k ¥ 1u (on peut montrer de plus que l’ensemble de éléments de Ω
où la série converge est un événement). On pourra la prolonger à Ω en la posant égale à 0,
par exemple, en dehors de cet événement.

Supposons de plus que b est un entier supérieur ou égal à 2, pξkqk¥1 est une suite de va-
riables aléatoires indépendantes uniformément distribuées sur t0, 1, . . . , b� 1u. On peut mon-
trer que pour tout n ¥ 1, Xn est uniformément distribuée sur l’ensemble t0, 1{bn, . . . , pbn �
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1q{bnu qui comporte bn éléments également espacés dans r0, 1s, et finalement, que la variable
limite X est uniformément distribuée sur r0, 1s (ceci se fait particulièrement facilement en
considérant les fonctions caractéristiques).

Ce qui précède est lié à l’écriture en base b des nombres de l’intervalle r0, 1s muni de sa
tribu borélienne et de sa mesure uniforme. Lorsque b � 2, les sommes partielles correspondent
aux nombres dyadiques , lorsque b � 10, aux nombres décimaux .

d) Voir la loi forte des grands nombres évoquée à la section suivante.

Exemples de convergences en probabilité. — a) Toute suite de variables aléatoires qui converge
presque sûrement converge en probabilité (admis).

b) Nous nous plaçons sur Ω � R mod 1 � r0, 1r le cercle de circonférence 1 muni de sa
tribu borélienne et de sa mesure de probabilité uniforme. Pour n ¥ 1, définissons

Xnpωq � $&% 1 si ω P �n�1̧

k�1

1

k
mod 1,

ņ

k�1

1

k
mod 1

�
0 sinon.

Nous avons pour tout ε ¡ 0,Pt|Xn � 0| ¡ εu � PtXn � 1u � 1

n
ÝÑ 0 quand n tend vers l’infini,

ce qui montre que la suite de variables aléatoires pXnqn¥1 converge vers 0 en probabilité.
Cependant cette suite ne converge nulle part au sens de la convergence simple.

En effet, par construction Xn est une « fonction palier » au dessus du cercle dont le palier
est de longueur 1{n, Xn�1 est alors la « fonction palier » dont le palier jouxte le précédent et
est de longueur 1{pn�1q, et ainsi de suite, de sorte qu’entre le rang n et n�m, tous les points
situés entre (en suivant l’orientation du cercle et en faisant éventuellement plusieurs tours)

xn�1 � °n�1

k�1 1{k mod 1 et xn�m � °n�m
k�1 1{k mod 1 sont couverts par un palier au moins.

Par divergence de la série
°

k¥n 1{k, ce sont donc tous les points du cercle qui sont recouverts
pour m assez grand. Comme cela est vrai pour tout n ¥ 1, on en déduit que chaque point
du cercle est recouvert une infinité de fois par un palier. Aussi, pour tout ω P Ω, la suite
numérique pXnpωqqn¥1 prend une infinité de fois la valeur 1 ; elle prend aussi une infinité de
fois la valeur 0 car pour tout n ¥ 2 tel que Xnpωq � 1, on a Xn�1pωq � 0 (en fait elle prend
bien plus souvent la valeur 0 que la valeur 1). Ainsi il n’y a nulle part convergence simple.

Cette exemple classique est parfois appelé exemple de la « bosse flottante ». Il montre que
la convergence en probabilité est strictement plus faible que la convergence presque sûre.

c) Voir la loi faible des grands nombres à la section suivante.

Venons en maintenant à deux exemples importants de convergences de lois de probabilité.
Ils seront complétés à la dernière section par le théorème central limite.

Cas particulier. — Soient Xn : pΩ,A,Pq Ñ E � R, n ¥ 1, une suite de variables
aléatoires discrètes, avec E un sous-ensemble discret (au sens topologique, c’est-à-dire dont
tous les points sont isolés) de R (par exemple un sous-ensemble fini, N, etc., mais pas Q).
Alors pXnqn converge en loi vers la mesure de probabilité P si et seulement si pour tout x P E

PXn
txu � PtXn � xu ÝÑ P txu quand nÑ8.

Nous utiliserons dans la suite les résultats suivants :
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Résultats asymptotiques. — (i) Pour tout x P R et toute suite pxnqn convergeant vers
x, on a �

1� xn

n

	n ÝÑ ex quand n tend vers l’infini.

(ii) Soient α P R�� et k P N. Alorspαnq !pαn� kq ! � αknk quand n tend vers l’infini.

Démonstration. — (i) Soit x P R et N P N� tel que xn{n P s�1, 1r pour tout n ¥ N . Pour
n ¥ N , on ap1� xn{nqn � exp

�
n lnp1� xn{nq� � exp

�
npx{n� op1{nqq� � exp

�
x� op1q�,

d’où le résultat (bien connu) quand n tend vers l’infini.

(ii) Soit α P R�� et k P N sont fixés. La factorielle d’un nombre réel positif x est définie
par x ! � Γpx� 1q où Γ est la fonction Gamma d’Euler

Γpxq � » 8
0

tx�1 e�t dt pour tout x P r1,8r.
La propriété Γpx� 1q � xΓpxq s’itère pour obtenir que, pour tout x ¥ k,

x ! � x� px� 1q� � � �� px� k� 1q �Γpx� k� 1q � x� px� 1q� � � �� px� k� 1q� px� kq !
Ainsi pαnq !pαn� kq ! � pαnq � pαn� 1q � � � � � pαn� k � 1q � αknk � o

�
nk

�
quand n tend vers l’infini comme on le voit en développant ce produit d’un nombre fixe égal
à k de termes. L’équivalence en découle. l

Rappelons que pour n, N P N� et p P r0, 1s tels que Np P N et n ¤ N , la loi hy-
pergéométrique de paramètres pN, n, pq est la loi de probabilité discrète π de support inclus
dans N vérifiant

πtku � $&% Ck
NpC

n�k
Np1�pq

Cn
N

pour max
�
0, n�Np1� pq� ¤ k ¤ minpn,Npq,

0 sinon.

On note généralement cette loi de probabilité HpN, n, pq.
Théorème. — Pour tous n P N� et p P r0, 1s, les lois hypergéométriques pHpN, n, pqqN
convergent vers la loi binomiale Bpn, pq quand N Ñ8.

Interprétation. — Une loi hypergéométrique HpN, n, pq apparâıt typiquement dans les situa-
tions qui se ramènent à celle-ci : considérons une urne comportant N boules dont Np boules
blanches et Np1�pq boules noires ; considérant un tirage sans remise de n boules dans l’urne,
la loi du nombre de boules blanches tirées est la loi hypergéométrique HpN, n, pq. Ce que dit
ce théorème est que si N est très supérieur à n, le tirage peut être considéré comme étant
presque avec remise. En effet, dans ces conditions les tirages successifs n’affectent quasiment
pas les conditions du tirage, à savoir les proportions successives de boules blanches et noires
restantes dans l’urne.
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Démonstration. — Nous allons montrer que pour tout k P t0, 1, . . . , nu,
Ck

Np C
n�k
Np1�pq

Cn
N

ÝÑ Ck
n pkp1� pqn�k quand N Ñ8.

Supposons p P s0, 1r. Nous avons, pour N assez grand,

Ck
Np C

n�k
Np1�pq

Cn
N

� n !

k ! pn� kq ! � pNpq ! pNp1� pqq ! pN � nq !pNp� kq ! pNp1� pq � n� kq ! N !� Ck
n � pNpq !pNp� kq ! � pNp1� pqq !pNp1� pq � n� kq ! � pN � nq !

N !

En appliquant le second résultat asymptotique avec α � p, α � 1 � p et α � 1, lorsque N

tend vers l’infini, on a

Ck
Np C

n�k
Np1�pq

Cn
N

� Ck
n � pkNk � p1� pqn�kNn�k � 1

1nNn
� Ck

n pkp1� pqn�k,

d’où la conclusion pour p P s0, 1r.
Pour p P t0, 1u, nous avons identiquement HpN, n, pq � Bpn, pq pour tout N ¥ n. En effet,

il n’y a alors dans l’urne alors que des boules d’une seule couleur. l
Théorème. — Soit ppnqn � r0, 1s une suite telle que pnpnqn converge vers un certain λ P R�.
Alors, les lois binomiales pBpn, pnqqn convergent vers la loi de Poisson Ppλq quand nÑ8.

Démonstration. — Précisons que pn Ñ 0 quand n Ñ 8. Comme λ peut être nul, nous nous
garderons d’utiliser une équivalence du type pn � λ{n mais préférerons écrire le dévelop-
pement limité pn � λ{n� op1{nq quand n tend vers l’infini.

Pour k P N fixé et n ¥ k tendant vers l’infini, on a

Ck
n pknp1� pnqn�k � Ck

n pkn epn�kq lnp1�pnq � Ck
n pkn epn�kq lnp1�λ{n�op1{nqq� Ck

np
k
n epn�kqp�λ{n�op1{nqq � n !

k ! pn� kq ! pkn e�λ�op1q� nk � opnkq
k !

pkn e�λ � pnpnqk � pknopnkq
k !

e�λ ÝÑ λk

k !
e�λ,

où nous avons appliqué le second résultat asymptotique (avec α � 1) sous la forme d’un
développement limité pour éviter d’écrire des équivalences entre termes éventuellement nuls
(si pn � 0 pour certains n). La convergence de pnpnqk vers λk est acquise du fait de la
continuité de la fonction puissance k-ième, celle du terme pknopnkq vers 0 est immédiate. D’où
la conclusion. l

L’exemple suivant n’est plus du même type que les deux précédents. Le support des lois
auxquelles on s’intéresse n’est plus fixe et celui de la loi limite n’est pas discret puisque c’estR�. Il
Théorème. — Soient ppnqn � r0, 1s une suite telle que pnpnqn converge vers un certain
λ P R� et pXnqn une suite quelconque de variables aléatoires telle que pour chaque n, Xn

est de loi gémétrique Gppnq. Alors, la suite des lois des variables aléatoires pXn{nqn converge
vers la loi exponentielle Epλq quand nÑ8.

Démonstration. — Nous allons établir la convergence des lois par la convergence simple des
fonctions de répartition. Soit x P R�. Pour tout n ¥ 1, on aP"Xn

n
¡ x

* � PtXn ¡ nxu � PtXn ¡ tnxuu � p1� pnqtnxu
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où tnxu désigne la partie entière de nx. On a l’encadrementp1� pnqnx ¤ p1� pnqtnxu ¤ p1� pnqnx�1

c’est-à-dire �p1� pnqn�x ¤ p1� pnqtnxu ¤ �p1� pnqn�xp1� pnq�1

puisque npn converge vers λ, on a d’après le premier résultat asymptotiquep1� pnqn � �
1� npn

n

	n ÝÑ e�λ quand n tend vers l’infini.

Puisque t ÞÑ tx est continue sur R� et que ppnqn tend vers 0, les termes extrêmes de
l’encadrement tendent tous deux vers pe�λqx � e�λx. Ainsi on a pour tout x ¥ 0P"Xn

n
¡ x

* ÝÑ e�λx quand n tend vers l’infini.

Par ailleurs la convergence est évidente pour x ¤ 0, car les variables étant positives, ces
probabilités sont toutes égales à 1. Nous avons donc montré que 1 moins les fonctions de
répartition convergent simplement vers 1 moins la fonction de répartition de la loi exponen-
tielle de paramètre λ, d’où la convergence simple annoncée. l
Remarques. — a) Il est facile, mais peu éclairant, de démontrer le résultat de convergence vers
une loi de Poisson à l’aide des fonctions caractéristiques. En effet, la fonction caractéristique de
la loi Bpn, pnq est θ ÞÑ p1�pn�pn eiθqn � p1�pnpeiθ�1qqn. Par un calcul d’équivalents rapide,
si npn Ñ λ, on constate que ces fonctions convergent simplement vers θ ÞÑ exppλpeiθ � 1qq
qui est la fonction caractéristique de la loi de Poisson de paramètre λ.

Puisque les lois sont des lois de variables aléatoires entières, il est aussi possible de
considérer les fonctions génératrices : la fonction génératrice de la loi Bpn, pnq est s ÞÑp1�pn�pnsqn � p1�pnps� 1qqn ; si npn Ñ λ, la suite de ces fonctions converge simplement
vers θ ÞÑ exppλps� 1qq qui est la fonction génératrice de la loi de Poisson de paramètre λ.

b) De même, pour la convergence vers une loi exponentielle, nous autrons pu avoir recours
aux fonctions caractéristiques. En effet la fonction caractéristique de la loi exponentielle de
paramètre λ est, pour θ � 0,

ϕpθq � » 8
0

λ exp
�piθ � λqx�dx � λ

iθ � λ

�
exp

�piθ � λqx��8
0
� λ

λ� iθ
;

et celle de la loi de Xn{n, où Xn est de loi géométrique de paramètre pn, est, pour θ � 0,

ϕXn{npθq � ϕXn
pθ{nq � pn eiθ{n

1� p1� pnq eiθ{n� pλ{n� op1{nqq � p1� op1qq
1� p1� λ{n� op1{nqq � p1� iθ{n� op1{nqq� pλ� op1qq eiθ{n
n� pn� λ� op1qq � p1� iθ{n� op1{nqq� λ� op1q
n� n� λ� iθ � op1q � λ

λ� iθ
� op1q,

d’où la conclusion.

Applications. — L’approximation de lois hypergéométriques par des lois binomiales est fré-
quente dans la pratique, en particulier en Statistique appliquée : on considère une population,
par exemple les habitants d’un pays, sur laquelle les individus possèdent ou non un certain
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caractère ; on prélève dans cette population un échantillon souvent sans remise et on ap-
proche la loi du nombre d’individus possédant ce caractère dans un tel échantillon — qui est
hypergéométrique — par la loi binomiale correspondante.

L’approximation de lois binomiales par des lois de Poisson est appelée loi des petits
nombres : lorsque le paramètre p P r0, 1s est proche de 0, la loi Bpn, pq (loi du « nombre
de succès ») est proche de la loi de Poisson Ppnpq. À l’inverse, lorsque p est proche de 1,
1� p est proche de 0, et on approche Bpn, 1� pq (qui est la loi du « nombre d’échecs ») par
la loi de Poisson Ppnp1� pqq. Des conditions d’approximation typiquement utilisées sont les
suivantes :

— n ¥ 50, np ¤ 10, alors Bpn, pq est proche de Ppnpq ;
— n ¥ 50, np1� pq ¤ 10, alors Bpn, 1� pq est proche de Ppnp1� pqq ;

en rappelant que si une variable aléatoire X a pour loi Bpn, pq, la variable aléatoire Y � n�X

a pour loi Bpn, 1� pq.
2. Loi faible des grands nombres

Définition. — Une suite de variables aléatoires Xn : pΩ,A,Pq Ñ R, n ¥ 1, intégrables
de même espérance ErXns � m, satisfait la loi faible (resp. forte) des grands nombres , si et
seulement si la suite de variables aléatoiressXn � 1

n

ņ

k�1

Xk, n ¥ 1,

converge en probabilité (resp. presque sûrement) vers m.

Rappelons l’inégalité de Bienaymé–Tchebychev : soit X : pΩ,A,Pq Ñ R une variable
aléatoire intégrable, m � ErXs ; alors pour tout ε ¡ 0, on aPt|X �m| ¡ εu ¤ 1

ε2
VarpXq.

Théorème (loi faible des grands nombres). — Soit Xn : pΩ,A,Pq Ñ R, n ¥ 1,
une suite de variable aléatoires indépendantes, identiquement distribuées, de carré intégrable,
m � ErXns. Alors

1

n

ņ

k�1

Xk ÝÝÑ
nÑ8 m en probabilité,

c’est-à-dire que la suite pXnqn¥1 satisfait la loi faible des grands nombres.

Démonstration. — Posons σ2 � VarpXnq qui ne dépend pas de n ¥ 1. Soit sXn � pX1� � � � �
Xnq{n. Alors Er sXns � m et Varp sXnq � VarpX1�� � ��Xnq{n2 � pVarX1�� � ��VarXnq{n2 �
σ2{n par non corrélation de X1, . . . , Xn. Pour ε ¡ 0, par l’inégalité de Tchebychev, on aP �� sXn �m

�� ¥ ε
( ¤ σ2

ε2n
ÝÑ 0 quand nÑ8,

ce qui montre la convergence en probabilité. l
Remarques. — a) Plus haut, on a seulement besoin que pXnqn¥1 soient non corrélées, ErXns �
m, et VarpXnq ¤ σ2 pour que la suite pXnqn¥1 satisfasse la loi faible des grands nombres.
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b) Il existe un résultat plus pointu : si pXnqn¥1 est une suite de variables aléatoires
indépendantes, intégrables, ErXns � m, et si l’une des deux conditions suivantes est satisfaite :pXnqn¥1 est identiquement distribuée, ou

8̧
n�1

VarpXnq{n2   8 ;

alors pXnqn¥1 satisfait la loi forte des grands nombres, et donc aussi la loi faible. Ce résultat
est appelé la loi forte des grands nombres de Kolmogorov .

c) Dans le language statistique, n variables aléatoires X1, . . . , Xn définies sur un même
espace probabilisé, indépendantes, de même loi qu’une variable aléatoire X (définie éventuel-
lement sur un autre espace probabilisé) est appelé échantillon de taille n de la variable X . Si
X est intégrable et m � ErXs, la convergence en probabilité desXn � 1

n

ņ

k�1

Xk vers m lorsque n tend vers l’infini

s’énonce en disant que sXn est un estimateur consistant du paramètre m. Comme on a de plusEr sXns � m, sXn est dit être un estimateur sans biais de m. Finalement quand la loi faible
des grands nombres est satisfaite, sXn est un estimateur consistant et sans biais de m.

Exemple. — Soit pXnqn¥1 une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement
distribuées de loi Bp1, pq, alors sXn Ñ p quand nÑ8 (presque sûrement et en probabilité).

On a comme application — assez anecdotique — l’estimation expérimentale d’un tel pa-
ramètre p pour un lancer de pile ou face.

De manière plus profonde, les lois des grands nombres montrent que la probabilité d’un
événement est la limite des fréquences de réalisation de cet événement au cours d’épreuves
répétées indépendantes. Nous retrouvons la définition de la probabilité d’un événement cor-
respondant à la notion d’expérience aléatoire (voir chapitre premier).

3. Théorème central limite

Cette section porte sur une propriété universelle des lois normales qui est appelée théorème
central limite. Ce théorème est asymptotique, d’où le mot « limite », et il joue un rôle
« central » en particulier en Statistique.

Lemme. — Soient m P R et σ ¡ 0. La fonction caractéristique de la loi normale de moyenne
m et d’écart-type σ est

θ P R ÞÝÑ exp
�
imθ � σ2θ2{2�.

Démonstration. — Soit X une variable aléatoire réelle de loi N pm, σ2q. Nous savons alors
que Z � pX �mq{σ est une variable aléatoire réelle de loi N p0, 1q. On a, pour tout θ P R,

ϕXpθq � E�eiθX� � E�eiθpX�mq � eiθm
� � E�eiσθpX�mq{σ � eiθm

�� E�eiσθpX�mq{σ�� eiθm � E�eiσθZ�� eiθm � ϕZpσθq � eiθm.

Il nous suffit donc de calculer la fonction caractéristique ϕZ de la loi normale N p0, 1q. Nous
avons

ϕZpθq � » �8�8 eiθz e�z2{2 dz?
2π

.
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Démontrer que ϕZ est de classe C1 et que sa fonction dérivée s’obtient par dérivation sous
le signe somme est classique, nous nous en dispensons. Nous avons donc

ϕ1Zpθq � d

dθ

�» �8�8 eiθz e�z2{2 dz?
2π


 � » �8�8 BBθ �eiθz e�z2{2� dz?
2π� » �8�8 BBθ �eiθz� e�z2{2 dz?

2π
� » �8�8 iz eiθz e�z2{2 dz?

2π
.

Puis nous intégrons par parties en la variable z en notant que pe�z2{2q1 � �z e�z2{2
ϕ1Zpθq � » �8�8 �i eiθz d

dz
pe�z2{2q dz?

2π
� ��i eiθz e�z2{2 1?

2π

��8�8� » �8�8 i2θ eiθz e�z2{2 dz?
2π

� 0� θ

» �8�8 eiθz e�z2{2 dz?
2π

� �θ � ϕZpθq.
Ainsi la fonction ϕZ vérifie l’équation différentielle ϕ1 � fpθ, ϕq � �θ � ϕ avec f continue,
localement lipschitzienne en la deuxième variable (elle est en fait C1 sur R�R) et la condition
initiale ϕZp0q � 1. D’après le théorème de Cauchy–Lipschitz, il y a unicité de la solution

maximale associée à ce problème de Cauchy. Comme la fonction θ ÞÑ e�θ2{2 vérifie aussi ces
conditions, par unicité, on a ϕZpθq � e�θ2{2 pour tout θ P R. La formule annoncée dans le
lemme s’en déduit immédiatement : pour θ P R,

ϕXpθq � E�eiθX� � E�eimθ � eiθpX�mq� � eimθ � E�eiθpX�mq�� eimθ � E�eipσθqpX�mq{σ� � eimθ � E�eipσθqZ� � eimθ � ϕZpσθq � exp
�
imθ � σ2θ2{2�,

ce qui était annoncé. l
Remarque. — On notera que le résultat est encore vrai lorsque σ � 0 : on obtient la fonction
caractéristique de la loi d’une variable aléatoire constante égale à m.

Théorème. — Soient Xi : pΩ,A,Pq Ñ R, i � 1, . . . , n, des variables aléatoires indépen-
dantes de lois respectives N pmi, σ

2
i q, mi P R, σi ¥ 0, i � 1, . . . , n. Alors la variable aléatoire

X � X1 � � � � �Xn a pour loi la loi normale N pm1 � � � � �mn, σ
2
1 � � � � � σ2

nq.
Démonstration. — On calcule la fonction caractéristique de la loi de X : pour tout θ P R, par
indépendance de X1, . . . , Xn,

ϕXpθq � ϕX1�����Xn
pθq � n¹

i�1

ϕXi
pθq � n¹

i�1

eimiθ�σ2

i θ
2{2 � eipm1�����mnqθ�pσ2

1
�����σ2

nqθ2{2.
C’est la fonction caractéristique de la loi normale de moyenne m1 � � � � �mn et de variance
σ2
1 � � � � � σ2

n qui est donc la loi de X . l
Comme nous savons déjà que toute transformation affine d’une variable aléatoire de loi

normale est encore de loi normale, nous pouvons en déduire que toute combinaison affine
de variables aléatoires indépendantes de lois normales est de loi normale. Les paramètres
se retrouvent aisément en évaluant l’espérance et la variance d’une telle combinaison. Le
théorème suivant montre qu’outre cette propriété de stabilité des lois normales, elles ont une
propriété d’« attracteurs ».

Théorème central limite. — Soit pXnqn¥1 une suite de variables aléatoires réelles,
indépendantes, identiquement distribuées, de carré intégrable, m � ErXns et σ2 � VarpXnq.
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Alors

Loi

��°n
k�1 Xk

�� nm?
nσ2


 ÝÑ N p0, 1q quand nÑ8.

Démonstration (plus que facultative). — Soit Z une variable aléatoire réelle de carré inté-
grable, alors la fonction caractéristique ϕZ est de classe C2 et on a

ϕZptq � ϕZp0q � tϕ1Zp0q � t2

2
ϕ2Zp0q � opt2q� E�ei0Z�� t E�iZ ei0Z
�� t2

2
E��Z2 ei0Z

�� opt2q� 1� it ErZs � t2

2
E�Z2

�� opt2q.
On pose

Yn � �°n
k�1 Xk

�� nm?
nσ2

� ņ

k�1

Xk �m?
nσ2

qui est une somme de variables aléatoires identiquement distribuées et indépendantes. On a

ϕXk�m?
nσ2

pθq � ϕXk�m

�
θ?
nσ2


 � 1� i
θ?
nσ2

ErXk �ms � θ2

2nσ2
E�pXk �mq2�� o

� 1

n

	� 1� i
θ?
nσ2

� 0� θ2

2nσ2
σ2 � o

� 1

n

	 � 1� θ2

2n
� o

� 1

n

	
Ainsi

ϕYn
pθq � n¹

k�1

ϕXk�m?
nσ2

pθq � �
1� θ2

2n
� o

� 1

n

	
n � exp

�
n ln

�
1� θ2

2n
� o

� 1

n

	

� exp

�
n

�� θ2

2n
� o

� 1

n

	

 � exp

��θ2

2
� op1q
 ÝÑ exp

��θ2

2



quand n Ñ 8 (attention : il y a des difficultés cachées avec l’exponentielle ou le loga-
rithme complexe). Les fonctions caractéristiques convergent simplement vers la fonction ca-
ractéristique de N p0, 1q, d’où la convergence en loi. l
Remarques. — a) On notera que l’énoncé du théorème porte sur la loi de X1 � � � � � Xn

diminuée de sa moyenne nm divisée par son écart-type
?
nσ, qui est dès lors de moyenne 0

et d’écart-type 1 pour tout n. Le résultat porte donc sur une somme de variables aléatoires
indépendantes identiquement distribuées qui a été centrée et réduite. Par une transformation
affine, nous obtiendrions bien évidemment des résultats similaires avec pour loi limite la même
transformée affine de la loi normale N p0, 1q.

b) Il est fondamental de comparer le résultat affirmé par le théorème central limite avec
la loi faible/forte des grands nombres. Cette dernière dit que, sous de bonnes hypothèses, on
a pX1 � � � � � Xnq{n � m lorsque n tend vers l’infini. Le théorème central limite quantifie
l’écart asymptotique entre cette moyenne de Césaro et sa limite.

Application : approximation de Bpn, pq. — Si pXkqnk�1 sont des variables aléatoires indépen-
dantes identiquement distribuées de loi Bp1, pq, alors Zn � °n

k�1 Xk est de loi Bpn, pq et
Loi

�
Zn � npa
npp1� pq
 ÝÑ N p0, 1q quand nÑ8.
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Pratique.— Si n ¥ 50, np ¥ 10 et np1�pq ¥ 10, on applique l’approximation correspondante.
Par exemple, si X est de loi Bpn, pq, avec n ¥ 50, np ¥ 10 et np1 � pq ¥ 10, alors pour
0 ¤ k ¤ l ¤ nP X P tk, . . . , lu( � Ptk ¤ X ¤ lu � Ptk � 0,5 ¤ X ¤ l � 0,5u� P"k � 0,5� npa

npp1� pq ¤ X � npa
npp1� pq ¤ l � 0,5� npa

npp1� pq*� » l�0,5�np?
npp1�pq

k�0,5�np?
npp1�pq e�x2{2 dx?

2π� Φ

�
l � 0,5� npa

npp1� pq
� Φ

�
k � 0,5� npa

npp1� pq 
.
où Φ est la fonction de répartition de la loi N p0, 1q. Le �0,5 est souvent appelé « correction
de continuité », et est souvent, assez légitimement, oublié.
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