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DEVOIR N© 2

a remettre le 20 mars 2007

Probleme. — Le but de ce probleme est de construire une base orthonormée de l’espace
de Hilbert réel L?([0,1]) = L2([0, 1], B([0,1]), \), ot A désigne la mesure de Lebesgue sur R.
Toutes les fonctions considérées seront a valeurs dans R.

Pourn e Net ke {0,...,2"—1}, soit Dy, = [k/2", (k+1)/2"[ le k-ieme intervalle dyadique
d’ordre n, et soit D, I'espace vectoriel engendré par les fonctions 1p, ,, k€ {0,...,2" —1}.
(i) Montrer que pour tout n, D,, € Dy,41.

(ii) Soit f une fonction continue sur [0, 1]. Pour tout entier n, on définit
fn:]0,1] — R
x— f(27"[2"x])
ou |y| désigne la partie entiere de y.
Montrer que (f,)ne converge vers f uniformément, puis dans L2.

(iii) Soit D l'espace vectoriel engendré par les (D,)ne (D est aussi la réunion des D,,).
Montrer que D est dense dans L?([0,1]).

(iv) Soit u la fonction définie sur R par u(t) = 119,1/2((t) — 1[1/2,1((t). On définit

Up - [O, 1] — R
t— Tqo,11(t)

et pour tousne N, 0< k<2 —1,

ugnyp 2 [0,1] — R
t— u(Qnt - k) = ﬂDn+1,2k (t) - 1]Dn+1,2k+1 (t)
a) Montrer que pour tout p € N*/ il existe un unique n € N et un unique k € {0,...,2"—1}
tels que p = 2" + k.
b) Montrer que les fonctions (up)pe forment un systéme orthogonal dans L?([0, 1]), c’est-
a-dire que si p; # pa, alors (uy,, up,» =0, ({., . ) désigne le produit scalaire de L2([0,1])).

(v) Pour n > 0, soit H,, 'espace vectoriel engendré par les u,, 0 < p < 2™ — 1. Montrer par
récurrence que H, = D,,.

(vi) Soit hg = ug et pour n =0, 0 < k < 2" — 1, soit hgnp = 2™ %ugn 1.
Montrer que les fonctions (h,)pe forment un systéme orthonormé total dans L2([0,1]),
c’est-a-dire une base orthonormée.

(vil) Montrer que pour toutes fonctions f et g de carré intégrable sur [0, 1],

Ll f(z)g(z)dz = };0 (Ll f(x)hy(z)dx Ll g(x)h,y () dx),

cette derniere série étant absolument convergente.
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L’objet du probleme était de découvrir « la »' base de Haar. Cela ne pose pas de difficulté
particuliere mais permet de faire sien(ne) quelques concepts plutét sympathiques.

(i) Inclusion des (Dy)n=0. — L’espace vectoriel D,, est 1’espace vectoriel réel engendré par

les indicatrices des intervalles dyadiques d’ordre n. En passant de n a n 4+ 1, on divise ces

intervalles par 2 et donc raffine la famille de générateurs. On peut donc remarquer que pour
tout n >0, k€ {0,...,2" — 1}

Tirjorn (kr1)2n = U2rjen+r 2k41) 2001 + T2k 41) /2041 (2K 42) 20415
ce qui visuellement donne
| |
o
0 g 170 2k 2% + 1 170 2k+1 %k+2 1
on on on+1 on+1 on+1 on+1

et donc les générateurs de D,, sont dans D,, 11, ce qui implique immédiatement l’inclusion
ILLCIDH+L

(ii) Approzimation de fonctions continues. — Soient f : [0,1] — R une fonction continue, et
pour tout n € N, f,, : [0,1] — R définie par f,(z) = f(27"[2"z]), pour tout = € [0,1]. La
fonction x € [0,1] — 27"|2"x] € [0, 1] est constante sur les intervalles dyadiques d’ordre n;
plus précisément, si x € [k/2", (k +1)/2"| pour k € {0,...,2" —1}, alors 27"|2"z| = k/2", et
ainsi fn,(z) = f(k/2"); et finalement si z = 1, z = 1 = 27"|2"z|, et ainsi f,(1) = f(1).

Remarquons qu’on peut écrire

2" -1

fn(z) = Z FCR2") M jon (ogryyon () + fF(1)T43(z)  pour tout z € [0,1].
k=0

A cause du dernier terme, f, ne peut étre dans D,, que si f(1) = 0. Le singleton {1} étant

de mesure de Lebesgue nulle dans [0, 1], nous pourrons par la suite négliger ce dernier terme
en écrivant par exemple

2" -1

ful@) = Z (/2" kjon (k41)/2n((x)  pour tout z € [0, 1],
k=0

fonction qui coincide avec f,, sur [0, 1].

1. Il est possible de généraliser cette construction. ..
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La fonction f étant continue sur ’ensemble compact [0, 1], elle est uniformément continue
(théoreme de Heine). Soit € > 0. Du fait de la continuité uniforme, soit n > 0 tel que pour tous
z, y €]0,1], si |x —y| < nalors |f(x) — f(y)| < e. Maintenant soit n = 0 tel que 1/2" < 7.
Alors pour tout z € [0, 1], soit k € {0,...,2™ — 1} tel que = € [k/2",(k + 1)/2"[, puisque
|z —k/2"| < /2" <, ona |f(x) — fu(x)] = |[f(z) — f(k/2")] < €. De plus f(1) = fn(1). Ceci
montre que |f — fn]s < €. Ainsi pour tout n = —In(n)/In2, |f — fu|x < . Ce qui montre
que (fn)nso converge uniformément vers f sur [0, 1].

On a évidemment

1 1/2 1 1/2
||f—fn||2=(f0 |f<x>—fn<x>|2dx) <(j ||f—fn||fodx> 1= ful

Puisque le majorant de droite tend vers 0 quand n tend vers 'infini, on en déduit que || f — f |2
tend vers 0 quand n tend vers I'infini. Donc (f, )0 converge vers f dans L?([0,1]).

(iii) Densité de D dans L*([0,1]). — 1l faut commencer par remarquer que les fonctions de
D ne prennent chacune qu'un nombre fini de valeurs et sont donc bornées sur [0, 1]. Elles
sont donc dans L*([0,1]) < L?([0, 1]). Donc D < L3([0, 1]).

D’aprés le cours, pour toute fonction g € L?([0,1]) et € > 0, il existe une fonction f :
[0,1] — R continue telle que ||g — f||2 < €/2. Les fonctions (f,,)n>0 construites précédemment
approchent uniformément f, et les fonction ( fn)n;O sont dans D. Soit n = 0 tel que |f —
frnlloo < €/2. On a alors

. 1 1/2 1 1/2 -
17 = Fula =18 = 1ol = ([ @)= ru@Pac) < ([ 1= 5lae) = 1=fulle <5
Ainsi, par I'inégalité triangulaire, ||g— foll2 < [g—fl2+|f—fn|2 < e. Puisque pour tout e > 0,
on peut approcher n’importe quel élément de L?([0,1]) par un élément de D < L3([0,1])
pour la norme | . |2, ce qui signifie que D est un sous-ensemble dense de L2([0,1]) pour la
norme || . 2.

(iv) Construction de la base de Haar. — a) La suite géométrique (2"),>0 est strictement
croissante de 1 a oo. Ainsi pour tout p € N*, il existe un unique n € N tel que p €
{2n,...,2"*1 — 1} car les ensembles ({27,...,2"+!1 —1}),c forment une partition de N*.

En posant k = p — 2" on a k € {0,...,2" — 1} puisque (2"t! —1) — 27 =27+l _9on 1 =
2"(2—1) — 1 = 2" — 1. L’écriture est évidemment unique.

b) Montrons que les fonctions (u,)pe forment un systéme orthogonal dans L2([0,1]).
Evacuons le cas de ug : pour tout p = 1, p = 2™ + k selon I'écriture précédente,

<u07up> = JO U’O(t)up(t) dt = J up(t) dt = J (1] Diygi1,2k (t) - 1]Dn+1,2k:+1(t)) dt

0 0

1 1
= J ﬂDn+1,2k (t) dt — J ﬂDn+1’2k+1 (t) dt =2n~t —on—1 — .
0 0

Considérons maintenant deux entiers strictement positifs p;1 = 2™ + ky et po = 22 + ko.
Le support de u,,, @ = 1, 2, est D, 1, ; cette fonction vaut 1 sur la premiere moitié¢ de cet
intervalle, —1 sur la seconde moitié, et est nulle ailleurs. De plus il n’y a que deux possibilités
pour les intervalles Dy, r, et Dy, 1, : ou bien ils sont disjoints, auquel cas on a clairement

1 1
(tpy sty = f p, (E)utpy (1) df = j 0dt = 0

ou bien 'un est strictement inclus dans 'autre (le cas d’égalité étant exclu puisque py # p2).
Dans ce dernier cas, supposons par exemple que p; = py. Alors D, j, est inclus dans I'une

des moitiés (fermées a gauche, ouvertes a droite) de D,,, k,. Alors (uy,, up,) = £ Sé up, (t)dt =
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+0 = 0 (le signe + dépendant du fait que le support de u,, soit inclus dans la premiere ou
la seconde moitié du support de wu,,).

Finalement, pour tout p; # p dans N, on a {uy, , up,) = 0. La famille de fonctions (uy)pe
forme donc bien un systéme orthogonal dans L2([0, 1]).

(v) L’égalité H,, = D,,. — Procédons ainsi que demandé. Pour n = 0, on a Hy = Vect{ug} =
Vect{1p,,} = Do. Pour n > 0, supposons H,, = D,,. On a, pour 0 < k < 2" — 1,

Ugn 4| = ﬂDn+1,2k - 1]Dn-|-1,2k-',-1

comme le précise ’énoncé. Ces fonctions sont donc dans D,, 41, pour tout p = 2" + k avec
p € {2",...,2""1 — 1}, Puisque pour 0 < p < 2" — 1, on a up € D, © Dy41, on a alors
Hp+1 = Vect{u, : 0 < p < 2" — 1} € Dyyy1.

Passons a l'inclusion réciproque. Par hypothese, les générateurs {1p, , : 0 <k < 2" —1}
de D,, sont dans H,, et donc dans H,,1. On constate que si 0 < 2k <2k+1<2""1 —1, ona

1 1
1]Dn+1,2k = 5(1] Dy i + u2"+k) € Hnt1 et ﬂDn+1,2k+1 = 5(1] Dy — u2"+k) € Hnt1
ce qui visuellement donne
— ﬁ -
[ : [ : o
o 1 | | Vo
e =35 ‘ ¢ + I
0 2k 2k + 1 1 2|0 & k+1 10 k | Jk+1 1
oan+1 an+1 5;7 omn an : : an
|
et
i LS Lo
| |
o l | o
L 1 [ | o
o a1 ¢ 9 ‘ ¢ + B
+1 2%+2 1 2|0 & k+1 170 k| | k+1 1
on+1 on+1 55 omn Qn: : n
|

On a donc Dy 4q = Vect{1p,,,, : 0 <k < 2"t —1} € H,4q. Avec la premiere inclusion, on
en déduit que D,, 11 = Hpy1-
Par récurrence, on a donc D,, = H,, pour tout n € N.

(vi) Une base orthonormée de L?([0,1]). — Puisque (up)pe forme un systéme orthogonal
dans L2([0,1]) et que pour tout p =2" +k >0, avec 0 < k < 2" — 1,

1 1/2 1 1/2
|uplly = (J; up(x)2 da:) = (J 1D, . dx) — (2—n)1/2 _ 9—n/2

0
alors {h, = 2"?u, : p = 2"+k >0, 0 < k < 2" —1} est un systeme orthonormal de L?([0,1]).
Il est total par densité de D = | J,,5o Pn = U, Hn dans L?([0,1]) (la suite peut étre omise,
elle n’est 1a que pour rappeler comment ¢a marche, et est donc complétement inutile) :

considérons f € L?([0,1]); posons f,, = 212;61<hp7 f>hp qui est la projection orthogonale de

f sur 'H,, ; par 'égalité de Pythagore, on a

2" -1

D2 b 157 = 1 £al3 = 1£15 = 1f = full3 < 1£135

p=0
cette majoration montre que la série a termes positifs Zp>0<hp, f>? est majorée, donc conver-

gente ; ainsi la série de fonctions 22161@17, f>h, est normalement convergente dans L?([0, 1])
qui est complet, elle est alors convergente ; soit fy = Zp:0<hp, fohy € L2([0,1]) ; il nous reste
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a montrer que fy = f dans L?([0,1]); soit ¢ > 0; par convergence de la série numérique
2p20<hp, )2, soit ny = 0 tel que pour tout n > ny, ZPZnH(hp, >? < (¢/2)?; par densité de
D dans L?([0,1]), soit n = n; tel qu’il existe dans H,, une fonction h telle que | f —hll2 < &/2;
toujours grace au théoreme de Pythagore, on a alors | f — h|3 = ||f — fol3 + || fn — k|3, ainsi
I/ = fulb> < </2; finalement, par Vinégalité triangulaire, | f — frlla < |/ — fala+ | fa — fralo =
Lf = falz2 + (Xpsn 1 )2 < e/2 4 ¢/2 = e. Puisque ceci est vrai pour tout € > 0, on a
|f = fx]2 = 0, cest-a-dite f = fz; dans L?([0,1]).

Remarque. — Tout ceci est-il bien utile ?

(vii) Le classique des bases de Hilbert. — Si (hy)p=0 est une base de Hilbert de I'espace de
Hilbert L?([0,1]), on a pour tous f, g € L*([0,1]),

F=Y by by, g=YKghpyhy, et {fogy= Y ({fhpy x {9, hp)),
p=0 p=0 p=0

série qui est absolument convergente comme on le sait. La derniere égalité s’écrit dans le
présent contexte

Ll f(x)g(x)da = 2 (Ll f(x)hy(z)dx x Ll g(x)hy(z) d:z:),

p=0

Remarque. — Doit-on réellement donner plus de justifications ?



