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FEUILLE NO 1. — FONCTIONS CARACTÉRISTIQUES

ET APPLICATIONS

Exercice 1 (fonctions caractéristiques de lois classiques). — Soit X une variable aléatoire
réelle de loi PX et soit ϕX la fonction caractéristique de X ,

ϕXpθq � pPXpθq � E�eiθX�, θ P R.
Calculer les fonctions caractéristiques pour les lois classiques µ suivantes :

(i) loi uniforme Up1, . . . , nq, µ � 1
n

°n
k�1 δk sur t1, . . . , nu.

(ii) loi de Bernoulli Bp1, pq, µ � p1� pq δ0 � p δ1 de paramètre p P r0, 1s.
(iii) loi binomiale Bpn, pq, µ � °n

k�0

�
n
k

�
pk p1� pqn�k δk de paramètres p P r0, 1s, n P N�.

(iv) loi de Poisson Ppλq, µ � °8
n�0 e

�λ λn

n !
δn de paramètre λ ¡ 0.

(v) loi géométrique Gppq, µ � °8
k�1 p p1� pqk�1 δk de paramètre p P s0, 1s.

(vi) loi uniforme Upra, bsq, µpdxq � 1
b�a

1ra,bspxq dx sur ra, bs avec a   b.

(vii) loi exponentielle Epλq, µpdxq � λ e�λx1r0,8rpxq dx de paramètre λ ¡ 0.

(viii) loi de Cauchy Cpaq, µpdxq � 1
π

a
x2�a2 dx de paramètre a ¡ 0.

(ix) loi normale N pm, σ2q, µpdxq � 1

σ
?
2π

e�px�mq2{2σ2

dx de moyenne m et de variance

σ2 ¡ 0.

(x) loi Gamma Γpa, pq, µpdxq � pa

Γpaq e�px xa�11tx¡0upxq dx de paramètres a ¡ 0 et p ¡ 0.

Correction. — (i) Soit n ¥ 1 un entier. La fonction caractéristique de la loi uniforme surt1, . . . , nu est
θ P R ÞÝÑ eipn�1qθ{2

n

sinpnθ{2q
sinpθ{2q si θ � 0, 1 si θ � 0.

Démonstration. — Si X est une variable aléatoire de loi uniforme sur t1, . . . , nu, on a pour
θ � 1

ϕXpθq � E�eiXθ
� � ņ

k�1

eikθ
1

n
� 1

n

eiθ � eipn�1qθ
1� eiθ� eipn{2�1qθ

n eiθ{2 e�inθ{2 � einθ{2
e�iθ{2 � eiθ{2 � eipn�1qθ{2

n

sinpnθ{2q
sinpθ{2q

et bien sûr ϕXp0q � 1. l
(ii) Soit p P r0, 1s. La fonction caractéristique de la loi de Bernoulli de paramètre p est

θ P R ÞÝÑ p eiθ � 1� p.

Démonstration. — Si X est une variable aléatoire de loi de Bernoulli de paramètre p, pour
θ P R, on a ϕXpθq � ei0θ PtX � 0u � ei1θ PtX � 1u � 1� p1� pq � eiθ � p � p eiθ � 1� p.

(iii) Soient n P N et p P r0, 1s. La fonction caractéristique de la loi binomiale de paramètres
n et p est

θ P R ÞÝÑ pp eiθ � 1� pqn.
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Démonstration. — Si X est une variable aléatoire de loi binomiale de paramètres n et p, pour
θ P R, on a

ϕXpθq � ņ

k�0

eikθ PtX � ku � ņ

k�0

eikθCk
n pkp1� pqn�k� ņ

k�0

Ck
n pp eiθqkp1� pqn�k � pp eiθ � 1� pqn.

Une autre façon de le voir est de considérer X1, . . . , Xn des variables aléatoires indépendantes
de même loi la loi de Bernoulli de paramètre p. Alors la loi de X � X1 � � � � �Xn est la loi
binomiale de paramètres n et p et on a

ϕXpθq � ϕX1
pθq � � � � � ϕXn

pθq � pp eiθ � 1� pq � � � � � pp eiθ � 1� pq � pp eiθ � 1� pqn.
La fonction caractéristique ne dépendant que de la loi de la variable considérée, on a le résultat
(même si une telle décomposition de X n’est pas toujours possible).

(iv) Soit λ ¥ 0. La fonction caractéristique de la loi de Poisson de paramètre λ est

θ P R ÞÝÑ exp
�
λ� peiθ � 1q�.

Démonstration. — C’est du calcul élémentaire. Si X est une variable aléatoire de loi la loi de
Poisson de paramètre λ, on a

ϕXpθq � E�eiθX� �
ņ¥0

eiθn e�λλ
n

n !
� e�λ

ņ¥0

�
λ eiθ

�n
n !

� e�λ exp
�
λ eiθ

� � exp
�
λ� peiθ � 1q�,

comme annoncé. l
(v) Soit p P s0, 1s. La fonction caractéristique de la loi géométrique de paramètre p est

θ P R ÞÝÑ p eiθ

1� p1� pq eiθ .
Démonstration. — Si X est une variable aléatoire de loi géométrique de paramètre p, on a

ϕXpθq � E�eiθX� �
ņ¥1

eiθnpp1� pqn�1 � p eiθ

ņ¥1

�
eiθp1� pq�n�1 � p eiθ

1� p1� pq eiθ
comme simple série géométrique dont la raison a pour module |p1� pq eiθ| � 1� p   1.

(vi) Soit a   b. La fonction caractéristique de la loi uniforme sur ra, bs a est

θ P R ÞÝÑ eipb�aqθ{2 sinppb� aqθ{2qpb� aqθ{2 si θ � 0, 1 si θ � 0.

Démonstration. — Commençons par le cas a � 0 et b � 1, et considérons U une variable de
loi uniforme sur r0, 1s. On a alors pour θ � 0

ϕU pθq � » 1

0

eiuθ du � eiθ � 1

iθ
� eiθ{2 eiθ{2 � e�iθ{2

iθ
� eiθ{2 sinpθ{2q

θ{2
et ϕU p0q � 1. Soient a   b, alors X � pb� aqU � a est de loi uniforme sur ra, bs et on a pour
θ � 0

ϕXpθq � E�eiXθ
� � E�eippb�aqU�aqθ� � eiaθ E�eiUpb�aqθ� � eiaθϕU ppb� aqθq� eiaθ eipb�aqθ{2 sinppb� aqθ{2qpb� aqθ{2 � eipb�aqθ{2 sinppb� aqθ{2qpb� aqθ{2

et évidemment ϕXp0q � 1.



Feuille no 1. — Fonctions caractéristiques et Applications 3

(vii) Soit λ ¡ 0. La fonction caractéristique de la loi exponentielle de paramètre λ est

θ P R ÞÝÑ λ

λ� iθ
.

Démonstration. — C’est un calcul immédiat. Pour θ P R, on a

ϕpθq � » 8
0

eiθxλ e�λx dx � λ

eiθ � λ

�
e�pλ�iθqx�8

0
� λ

λ� iθ

puisque | e�pλ�iθqx| � e�λx qui tend vers 0 en �8.

(viii) Soit a ¥ 0. La fonction caractéristique de la loi de Cauchy de paramètre a est

θ P R ÞÝÑ exp
�
a|θ|�.

Démonstration. — Prenons a � 1 et soit θ P R. Nous allons calculer

ϕpθq � »R eiθx

1� x2

dx

π
� lim

rÑ8 » r

r

eiθx

1� x2

dx

π
� lim

rÑ8 Iprq
à l’aide d’outils d’analyse complexe, en particulier le théorème des résidus. Nous avons

fθpzq � 1

π

eiθz

1� z2
� eiθz

π

� i{2
z � i

� i{2
z � i

	 � i eiθz

2π

� 1

z � i
� 1

z � i

	
qui est holomorphe sur Czt�i, iu, de pôles t�i, iu et de résidus

Respfθ,�iq � i eiθ�p�iq
2π

� i eθ

2π
, Respfθ, iq � � i eiθ�i

2π
� � i e�θ

2π
.

Pour r ¡ 1, considérons

1m02td.1

$'''&'''% I�prq � »
C� fθpzq dz � 2iπRespfθ, iq � e�θ,

I�prq � »
C� fθpzq dz � 2iπRespfθ,�iq � � eθ.

Par passage en coordonnées polaires, on a

e�θ � I�prq � Iprq � » π

0

fθpr eiαq � r dα.

Ainsi, ��e�θ � Iprq�� ¤ » π

0

��fθpr eiαq��� r dα � » π

0

expp�θr sinαq|1� r2 expp2iαq| � r dα� » π

0

expp�θr sinαq|1{r � r expp2iαq| dα ¤ » π

0

expp�θr sinαq
r � 1{r dα.

Comme pour α P r0, πs, sinα ¥ 0, et ainsi, si θ ¥ 0, expp�θr sinαq ¤ 1. Pour θ ¥ 0, on a
alors ��e�θ � Iprq�� ¤ π

r � 1{r ÝÑ 0 quand r Ñ8,

et ainsi ϕpθq � e�θ pour θ ¥ 0. Lorsque θ ¤ 0, on peut considérer |eθ � Iprq| � |Iprq� I�prq|
et montrer comme précédemment que ça tend vers 0 quand r tend vers l’infini et qu’ainsi
ϕpθq � eθ pour θ ¤ 0, ou simplement remarquer que puisque la densité de la loi de Cauchy
est paire, alors la fonction caractéristique est elle aussi paire, et donc, de ϕpθq � e�θ pour
θ ¥ 0, en déduire que ϕpθq � e�|θ| pour tout θ P R.

Pour une loi de Cauchy de paramètre a ¡ 0, nous savons que si X est de loi Cpaq, alors
X{a est de loi Cp1q. Ainsi ϕapθq � EreiθX s � EreiaθpX{aqs � ϕpaθq � e�a|θ|. l
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(ix) Soient m P R et σ ¡ 0. La fonction caractéristique de la loi normale de moyenne m et
d’écart-type σ est

θ P R ÞÝÑ exp
�
imθ � σ2θ2{2�.

Démonstration. — Soit X une variable aléatoire réelle de loi N pm, σ2q. Nous savons alors
que Z � pX �mq{σ est une variable aléatoire réelle de loi N p0, 1q. On a, pour tout θ P R,

ϕXpθq � E�eiθX� � E�eiθpX�mq � eiθm
� � E�eiσθpX�mq{σ � eiθm

�� E�eiσθpX�mq{σ�� eiθm � E�eiσθZ�� eiθm � ϕZpσθq � eiθm.

Il nous suffit donc de calculer la fonction caractéristique ϕZ de la loi normale N p0, 1q. Nous
avons

ϕZpθq � » �8�8 eiθz e�z2{2 dz?
2π

.

Démontrer que ϕZ est de classe C1 et que sa fonction dérivée s’obtient par dérivation sous
le signe somme est classique, nous nous en dispensons. Nous avons donc

ϕ1Zpθq � d

dθ

�» �8�8 eiθz e�z2{2 dz?
2π


 � » �8�8 BBθ �eiθz e�z2{2� dz?
2π� » �8�8 BBθ �eiθz� e�z2{2 dz?

2π
� » �8�8 iz eiθz e�z2{2 dz?

2π
.

Puis nous intégrons par parties en la variable z en notant que pe�z2{2q1 � �z e�z2{2
ϕ1Zpθq � » �8�8 �i eiθz d

dz
pe�z2{2q dz?

2π
� ��i eiθz e�z2{2 1?

2π

��8�8� » �8�8 i2θ eiθz e�z2{2 dz?
2π

� 0� θ

» �8�8 eiθz e�z2{2 dz?
2π

� �θ � ϕZpθq.
Ainsi la fonction ϕZ vérifie l’équation différentielle ϕ1 � fpθ, ϕq � �θ � ϕ avec f continue,
localement lipschitzienne en la deuxième variable (elle est en fait C1 sur R�R) et la condition
initiale ϕZp0q � 1. D’après le théorème de Cauchy–Lipschitz, il y a unicité de la solution

maximale associée à ce problème de Cauchy. Comme la fonction θ ÞÑ e�θ2{2 vérifie aussi ces
conditions, par unicité, on a ϕZpθq � e�θ2{2 pour tout θ P R. La formule annoncée dans le
lemme s’en déduit immédiatement : pour θ P R,

ϕXpθq � E�eiθX� � E�eimθ � eiθpX�mq� � eimθ � E�eiθpX�mq�� eimθ � E�eipσθqpX�mq{σ� � eimθ � E�eipσθqZ� � eimθ � ϕZpσθq � exp
�
imθ � σ2θ2{2�,

ce qui était annoncé. l
(x) Soient a et λ deux réels strictement positifs. La fonction caractéristique de la loi Gamma
de paramètres pa, λq est

θ P R ÞÝÑ exp
� λ

λ� iθ

	a
.

Démonstration. — Soient a ¡ 0 et λ ¡ 0. Posons

ϕpθq � » 8
0

eiθx
λa

Γpaq xa�1 e�λx dx � » 8
0

C xa�1 epiθ�λqx dx.
Cette fonction est de classe C1 et on peut dériver sous le signe somme

ϕ1pθq � d

dθ

» 8
0

C xa�1 epiθ�λqx dx � » 8
0

C
BBθ �xa�1 epiθ�λqx�dx � » 8

0

iC xa epiθ�λqx dx
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Puis, en intégrant par parties,

ϕ1pθq � i

iθ � λ

�
C xa epiθ�λqx�8

0
� ia

iθ � λ

» 8
0

iC xa�1 epiθ�λqx�dx � 0� ia

λ� iθ
ϕpθq.

Non rigoureusement,

ϕ1pθq
ϕpθq � �a �i

λ� iθ
ùñ ln

�
ϕpθq� � �a lnpλ� iθq � Cte ùñ ϕpθq � Cte� pλ� iθq�a

et puisque ϕp0q � 1 � Cte� λ�a, Cte � λa, et on a

ϕpθq � � λ

λ� iθ

	a
.

Plus rigoureusement, ϕ vérifie une équation différentielle du premier ordre ϕ1 � fpθ, ϕq avec
f continue, localement lipschitzienne en la deuxième variable (elle est en fait C1 sur R � R
et on peut noter que le facteur ia{pλ � iθq est borné dans C pour λ ¡ 0 fixé et θ P R, elle
est donc globalement lipschitzienne en la seconde variable) et la condition initiale ϕZp0q � 1.
D’après le théorème de Cauchy–Lipschitz, il y a unicité de la solution maximale associée à ce
problème de Cauchy. Considérons la détermination principale du logarithme Log : CzR� Ñ C
et la fonction

φ : θ P R ÞÝÑ � λ

λ� iθ

	a � exp

�
aLog

� λ

λ� iθ

	
 P C
qui est bien définie, dérivable, vérifiant l’équation différentielle qui nous occupe et satisfaisant
φp0q � 1. Par unicité, on a donc ϕ � φ.

Remarque. — Le calcul se fait à l’aide de simples intégrations par parties lorsque a est un
entier strictement positif. Pour a � 1, on est en présence de la loi exponentielle de paramètre
λ, et donc ϕ1pθq � λ{pλ� iθq. Pour a ¥ 2,

ϕapθq � » 8
0

λa

Γpaq xa�1 e�pλ�iθqx dx � » 8
0

λapa� 1q ! xa�1 e�pλ�iθqx dx� � λa�pλ� iθqpa� 1q ! xa�1 e�pλ�iθqx�8
0

� » 8
0

λapa� 1qpλ� iθqpa� 1q ! xa�2 e�pλ�iθqx dx� 0� λ

λ� iθ

» 8
0

λa�1pλ� iθqpa� 2q ! xa�2 e�pλ�iθqx dx� λ

λ� iθ
� ϕa�1pθq

D’où on a aisément

ϕapθq � � λ

λ� iθ

	a
.

On constate au passage que la somme de a variables aléatoires de même loi la loi exponentielle
de paramètre λ est de loi Gamma de paramètres pa, λq, et que la somme de deux variables
aléatoires indépendantes de respectivement de lois Gamma de paramètres pa, λq et pa1, λq a
pour loi la loi Gamma de paramètres pa� a1, λq.
Exercice 2 (vrai ou faux ?). — Il existe des variables aléatoires X et Y indépendantes et
de même loi, telles que PX�Y � Upr�1, 1sq.
Correction. — Faux. — Supposons qu’il existe des variables aléatoires X et Y indépendantes
et de même loi, telles que PX�Y � Upr�1, 1sq. Leur fonction caractéristique commune ϕ

vérifie

ϕpθq � ϕp�θq � ϕXpθq � ϕ�Y pθq � ϕX�Y pθq � sinpθq
θ

pour θ � 0 et ϕp0q � 1.
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Or ϕp�θq ��ϕpθq, donc ce qui précède s’écrit|ϕpθq|2 � sinpθq
θ

pour θ � 0 et ϕp0q � 1,

ce qui est bien sûr impossible puisque le sinus cardinal prend parfois des valeurs strictement
négatives.

Exercice 3 (lois symétriques). — (i) Soit X une variable aléatoire. Montrer que ϕX est à
valeur réelles si et seulement si X a une loi symétrique, i.e. PX � P�X .

(ii) Montrer que si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes et de même loi, alors
Z � X � Y a une loi symétrique.

Correction. — (i) Si X a une loi symétrique, on a

ϕXpθq � ϕ�Xpθq � ϕXp�θq � �ϕXpθq,
et donc ϕX est à valeurs réelles. La réciproque est immédiate en se servant de ce qui précède
puisqu’alors ϕX � ϕ�X , et ainsi X et �X ont même loi.

(ii) Supposons X et Y indépendantes et de même loi, alors

ϕX�Y pθq � ϕXpθq � ϕ�Y pθq � ϕpθq � ϕp�θq � ϕpθq ��ϕpθq � |ϕpθq|2
qui est réel (et même positif). D’après la question précédente, la loi de X�Y est symétrique.

Remarque. — Soit µ la loi commune de X et de Y . Puisque X et Y sont indépendantes,
les vecteurs aléatoires pX, Y q et pY,Xq ont tous les deux pour loi µb µ. Par conséquent, les
images de leurs lois par l’application px, yq ÞÑ x� y sont égales, ce qui signifie que X � Y et
Y �X ont même loi, la loi de X � Y est donc bien symétrique.

Exercice 4 (loi triangulaire). — Soit X une variable aléatoire réelle de densité fXpxq �p1 � |x|q1r�1,1spxq. Montrer que ϕXpθq � 2p1 � cos θq{θ2, θ � 0. (Indication : soient U et V
des variables aléatoires indépendantes uniformes sur r�1{2, 1{2s ; considérer U � V .)

Correction. — Si U et V sont indépendantes toutes deux de loi uniforme sur r�1{2, 1{2s,
alors X � U � V est de loi triangulaire de densité donnée par fXpxq � p1 � |x|q1r�1,1spxq.
En effet, il suffit pour cela de calculer la fonction de répartition de X (se placer dans le carrér�1{2, 1{2s2 muni de la mesure uniforme qui est la loi du couple pU, V q, et déterminer les
aires des domaines tpu, vq P r�1{2, 1{2s2 : u� v ¤ xu) qui est

FXpxq � $'&'% 0 si x ¤ 1p1� xq2{2 si �1 ¤ x ¤ 0p1� p1� xq2q{2 si 0 ¤ x ¤ 1
1 si x ¥ 1

constater que cette fonction est continue, dérivable (par morceaux), et qu’elle est alors la
primitive nulle en �8 de sa dérivée qui est continue (par morceaux)

fXpxq � $'&'% 0 si x ¤ 1
1� x si �1 ¤ x ¤ 0
1� x si 0 ¤ x ¤ 1
1 si x ¥ 1

� p1� |x|q1r�1,1spxq.
On a alors pour θ � 0,

ϕXpθq � ϕU pθq � ϕV pθq � � sinpθ{2q
θ{2 
2 � 2p1� cos θq{θ2.

Notons que le résultat ne dépend que de la loi de X et non de la possibilité ou non de l’écrire
X � U � V comme précédemment.
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Remarque. — Le calcul direct est encore plus facile : pour θ � 0, par deux arguments successifs
de parité, on a

ϕXpθq � » 1�1

eiθxp1� |x|q dx � » 1�1

cospθxqp1� |x|q dx � 2

» 1

0

cospθxqp1� xq dx� �2 sinpθxq
θ

p1� xq�1
0

� » 1

0

2 sinpθxq
θ

dx � 0� ��2 cospθxq
θ2

�1
0

� 2p1� cos θq{θ2.
Mais évidemment, on voit moins de probabilités en cours de route.

Exercice 5 (transformée de Mellin). — Soit X une variable aléatoire positive. Sa trans-

formée de Mellin est la fonction

TXpθq � E�Xθ
�

pour toutes les valeurs de θ pour lesquelles l’espérance de Xθ existe.

(i) Montrer que TXpθq � ϕlnXpθ{iq quand les deux membres sont bien définis.

(ii) Montrer que si X et Y sont indépendantes et positives, on a TXY pθq � TXpθqTY pθq.
(iii) Montrer que TbXapθq � bθTXpaθq pour b ¡ 0 et aθ dans le domaine de définition de TX .

(iv) Trouver la transformée de Mellin d’une variable aléatoire log-normale X de paramètrespm, σ2q. Utiliser le fait que TXpkq � ErXks pour calculer le k-ième moment de X pour
k � 1, 2, . . .

Correction. — Attention aux 00 ?

(i) Remarquons que TXpθq � ErXθs et ϕlnXpθ{iq � Ereθ lnX s sont bien définies dans R� Yt�8u puisque les variables aléatoires qu’on intègre sont positives. Comme eθ lnX � Xθ,
l’égalité est alors évidente.

(ii) Soient X et Y positives, indépendantes, et θ P R. Alors, Xθ et Y θ sont positives et
indépendantes et le théorème de Fubini–Tonelli permet d’affirmer que ErpXY qθs � ErXθ �
Y θs � ErXθs � ErY θs, soit TXY � TX � TY .

(iii) On a TbXapθq � ErpbXaqθs � bθ ErXaθs � bθTXpaθq.
(iv) Une variable aléatoire X est log-normale de paramètres pm, σ2q, si elle est presque
sûrement strictement positive et si lnpXq a pour loi N pm, σ2q. D’après la question (i),
TXpθq � ϕlnpXqpθ{iq � exppmθ � σ2θ2{2q. Les moments s’en déduisent immédiatement.

Remarque. — Cet exercice peut sembler creux. Son rôle est de faire parler de la transformation
de Mellin.

Exercice 6 (loi de Laplace). — Soient X1 et X2 deux variables aléatoires réelles indépen-
dantes de même loi, la loi de Laplace, c’est-à-dire PXi

pdxq � 1
2
e�|x| dx. Notons ϕ � ϕXi

la
fonction caractéristique de Xi. On définit les variables aléatoires Y1 et Y2 par�

Y1

Y2


 � � 1 �1
1 1


�
X1

X2



.

Montrer les faits suivants :

(i) on a ϕpθq � p1� θ2q�1 pour θ P R ;

(ii) les variables aléatoires Y1 et Y2 ont même fonction caractéristique, donc même loi ; elles
sont non corrélées et ne sont pas indépendantes.
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Correction. — (i) Le calcul suivant tient compte de la parité de la fonction de densité :

ϕpθq � »R eixθ
1

2
e�|x| dx � » �8

0

cospxθq e�x dx � » �8
0

eiθx � e�iθx

2
e�x dx� » �8

0

e�p1�iθqx � e�p1�iθqx
2

dx � 1

2

��e�p1�iθqx
1� iθ

� e�piθ�1qx
1� iθ

�8
0� 1

2

�
1

1� iθ
� 1

1� iθ


 � 1

2
� 1� iθ � 1� iθp1� iθqp1� iθq � 1

2
� 2

1� θ2
� 1

1� θ2

comme annoncé.

(ii) Puisque la loi considérée est symétrique, ϕ est paire ou encore ϕX � ϕ�X . Par indépen-
dance de X1 et X2 (ou �X2) on a

ϕY1
� ϕX1�X2

� ϕX1
� ϕ�X2

� ϕ� ϕ � ϕ2,

ainsi que

ϕY2
� ϕX1�X2

� ϕX1
� ϕX2

� ϕ� ϕ � ϕ2.

Les lois de Y1 et Y2 ont même fonction caractéristique, elles sont donc égales.
Pour calculer la covariance de Y1 et Y2, remarquons tout d’abord que les Xi sont de carré

intégrable et d’espérance nulle par symétrie de leur loi. Nous avons alors

CovpY1, Y2q � ErY1Y2s � ErpX1 �X2qpX1 �X2qs � ErX2
1 �X2

2 s � ErX2
1 s � ErX2

2 s � 0

puisque X1 et X2 ont même moment d’ordre 2 (car elles ont même loi). Les variables Y1 et
Y2 sont donc non corrélées.

Pour montrer que Y1 et Y2 ne sont pas indépendantes, il suffit d’identifier leurs lois res-
pectives ainsi que leur loi conjointe et constater que cette dernière n’est pas égale au produit
des précédentes. Tout d’abord, la loi des Yi est le carré de convolution de la loi de Laplace
qui admet une densité. Ce carré admet alors une densité f qui est le carré de convolution de
la densité de la loi de Laplace :

fpyq � »R�12 e�|y�z|	� �1
2
e�|z|	 dz � »R 1

4
e�|y�z|�|z| dz.

Puisque la loi de Laplace est symétrique, il en est de même de son carré de convolution. Nous
pouvons donc supposer pour ce calcul y ¥ 0. Une petite discusion sur les signes des différentes
expressions entre valeurs absolues mène à

fpyq � » 0�8 1

4
e�y�z�z dz � » y

0

1

4
e�y�z�z dz � » �8

y

1

4
ey�z�z dz� 1

8
e�y � y

4
e�y � 1

8
e�y � 1

4
py � 1q e�y.

Par symétrie, on a

fpyq � 1

4
p|y| � 1q e�|y|, y P R.

Passons maintenant à la loi conjointe de Y � tpY1, Y2q. Nous avons Y � AX où

A � � 1 �1
1 1



et X � tpX1, X2q.

La matrice A est inversible de déterminant detA � 2, et on a

A�1 � � 1{2 1{2�1{2 1{2
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La loi de Y admet alors pour densité

fY py1, y2q � fX �A�1py1, y2q � 1|detA|
qui est un cas particulier de la formule du changement de variables classique lorsque la
transformation est linéaire. Nous avons ainsi

fY py1, y2q � fX
�py1 � y2q{2, p�y1 � y2q{2�� 1

2� 1

2
e�|py1�y2q{2| � 1

2
e�|p�y1�y2q{2| � 1

2� 1

8
e�|y1�y2|{2�|y1�y2|{2.

Il est alors clair que fY py1, y2q et fpy1q � fpy2q ne sont pas égales dy1 b dy2 presque partout
(comme elles sont continues, il suffit pour cela que les deux fonctions diffèrent en un seul point ;
en regardant ce qu’il se passe pour y1 � y2, on a fY py, yq � 1

8
e�|y| alors que fpyq � fpyq �

1
16
p|y|� 1q2 e�2|y|, fonctions notablement différentes), et donc que les lois correspondantes ne

sont pas égales : la loi conjointe de Y1 et Y2 est différente de leur loi produit, Y1 et Y2 ne sont
pas indépendantes.

Remarque. — La densité marginale f aurait pu être obtenue après identification de la densité
conjointe en intégrant cette dernière sur l’autre variable.

Exercice 7 (fonction caractéristique d’un produit de variables aléatoires indépendantes). —
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes.

(i) Démontrer que la fonction caractéristique du produit XY est donnée par

ϕXY pθq � »R ϕXpθyqPY pdyq, θ P R.
Si de plus X et Y ont même loi normale N p0, 1q, déterminer la fonction ϕXY .

(ii) Soient X1, X2, X3, X4 des variables aléatoires réelles indépendantes, de loi normale
N p0, 1q. Montrer que X1X2 �X3X4 suit une loi de Laplace et que |X1X2 �X3X4| suit une
loi exponentielle Ep1q de paramètre 1.

Correction. — Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes.

(i) On a par le théorème de transfert

ϕXY pθq � E�eiθXY
� � »R2

eiθxy PpX,Y qpdx dyq,
puis par indépendance de X et de Y et en utilisant le théorème de Fubini

ϕXY pθq � »R2

eiθxy PXpdxq b PY pdyq � »R�»R eiθxy PXpdxq
PY pdyq,
soit

ϕXY pθq � »R ϕXpyθqPY pdyq.
(ii) Soient X1, X1, X1, X1 quatre variables aléatoires indépendantes de même loi la loi
normale N p0, 1q. Pour i � j, on a d’après la question précédente

ϕXiXj
pθq � »R ϕXi

pyθq � e�y2{2 dy?
2π

� »R e�y2θ2{2 � e�y2{2 dy?
2π� »R e�p1�θ2qy2{2 dy?

2π
� σ

»R e�y2{2σ2 dy?
2π σ

� σ
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avec σ � 1{?1� θ2. Comme les produits X1X2 et X3X4 sont indépendants, on a

ϕX1X2�X3X4
pθq � ϕX1X2

pθq � ϕX3X4
pθq � 1?

1� θ2
� 1?

1� θ2
� 1

1� θ2
.

On reconnâıt en ϕX1X2�X3X4
la fonction caractéristique de la loi de Laplace. Par conséquent,

la loi de X1X2 �X3X4 est la loi de Laplace.

Il est alors assez clair que |X1X2 � X3X4| suit la loi exponentielle de paramètre 1. De
manière détaillée, soient Z une variable aléatoire de loi la loi de Laplace, B � R� un ensemble
borélien. Puisque PtZ � 0u � 0, on peut supposer que B ne contient pas 0. On aPt|Z| P Bu � PtZ P �B Y Bu � PtZ P �Bu � PtZ P Bu� »�B

1

2
e�|z| dz � »

B

1

2
e�|z| dz � 2

»
B

1

2
e�z dz � »

B

e�z dz,

d’où la conclusion.

Exercice 8 (on peut avoir ϕX�Y � ϕXϕY sans que les variables aléatoires X et Y soient

indépendantes). — Soient U et V deux variables aléatoires indépendantes de loi de Cauchy
Cp1q de paramètre 1 et soient a, b, c, d des nombres réels strictement positifs. Considérons
les variables aléatoires X et Y définies par

X � aU � bV, Y � cU � dV.

(i) Calculer la fonction caractéristique ϕpX,Y q de la variable aléatoire pX, Y q et en déduire
que X et Y ne sont pas indépendantes.

(ii) Calculer la fonction caractéristique ϕX�Y deX�Y et en déduire l’égalité des lois PX�Y �
PX � PY .

Correction. — (i) On a

ϕpX,Y qpθ1, θ2q � E�exp�iθ1X � iθ2Y
��� E�exp�ipaθ1 � cθ2qU � ipbθ1 � dθ2qV ��� E�exp�ipaθ1 � cθ2qU��� E�exp�ipbθ1 � dθ2qV ��� ϕU paθ1 � cθ2q � ϕpbθ1 � dθ2q� expp�|aθ1 � cθ2| � |bθ1 � dθ2|q.

Pour déterminer ϕX ou ϕY , il suffit de considérer θ2 � 0 ou θ1 � 0. On a ainsi

ϕXpθq � exp
��pa� bq|θ|� et ϕY pθq � exp

��pc� dq|θ|�
(ce qui permet de voir au passage que X suit la loi de Cauchy de paramètre a� b, et Y celle
de paramètre c� d), et par conséquent

ϕXpθ1q � ϕY pθ2q � exp
��pa� bq|θ1| � pc� dq|θ2|�

qui peut différer de ϕpX,Y qpθ1, θ2q lorsque θ1 et θ2 sont de signe opposés. Par exemple, pour
θ1 ¡ 0 et θ2 � �θ1, on a|aθ1 � cθ2| � |bθ1 � dθ2| � p|a� c| � |b� d|qθ1   pa� b� c� dqθ1 � pa� bq|θ1| � pc� dq|θ2|,
et ainsi pour ce choix ϕXpθ1q � ϕY pθ2q � ϕpX,Y qpθ1, θ2q. Donc, X et Y ne sont pas indépen-
dantes.
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(ii) On a

ϕX�Y pθq � E�exp�iθpa� cqU�� exp
�
iθpb� dqV ��� E�exp�iθpa� cqU��� E�exp�iθpb� dqV ��� ϕU

�pa� cqθ�� ϕV

�pb� dqθ�� exp
��pa� cq|θ|�� exp

��pb� dq|θ|�� exp
��pa� bq|θ|�� exp

��pc� dq|θ|� � ϕXpθq � ϕY pθq.
Donc PX�Y � PX�PY , d’où la conclusion.
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Exercice 1 (lois de sommes de variables aléatoires indépendantes). — Soient X1, . . . , Xn

des variables aléatoires indépendantes. Donner la loi de Y � X1 � � � � � Xn dans les cas
suivants :

(i) Xk de loi Bpnk, pq, k � 1, . . . , n.

(ii) Xk de loi Ppλkq, k � 1, . . . , n.

(iii) Xk de loi N pmk, σ
2
kq, k � 1, . . . , n.

(iv) Xk de loi γpak, pq, k � 1, . . . , n.

(v) Xk de loi Epλq, k � 1, . . . , n.

Correction. — Non disponible.

Exercice 2 (combinaisons linéaires de variables aléatoires gaussiennes). — SoientX1, . . . , Xn

des variables aléatoires indépendantes de même loiN p0, 1q et considérons les variables aléatoires
définies par Y � a1X1 � � � � � anXn et Z � b1X1 � � � � � bnXn où a � pa1, . . . , anq P Rn,
b � pb1, . . . , bnq P Rn.

(i) Montrer que Y de loi N p0, 1q si et seulement si }a} � 1.

(ii) Montrer que Y et Z sont indépendantes si et seulement si a K b.

Correction. — Non disponible.

Exercice 3 (carrés de variables aléatoires gaussiennes – lois du chi-deux). — (i) Soit X :pΩ,A,Pq Ñ R une variable aléatoire gaussienne centrée réduite. La loi de X2 est appelée loi

du chi-deux à un degré de liberté et notée χ2p1q. Montrer que χ2p1q � γp 1
2
, 1
2
q.

(ii) Soient X1, . . . , Xn : pΩ,A,Pq Ñ R des variables aléatoires gaussiennes centrées réduites
indépendantes. La loi de Y � X2

1 � . . .�X2
n est appelée loi du chi-deux à n degrés de liberté

et notée χ2pnq. Montrer que χ2pnq � γpn
2
, 1
2
q.

Correction. — Non disponible.

Exercice 4 (signe aléatoire). — Soit X une variable aléatoire de loi N p0, 1q et ε une variable
aléatoire de loi de Bernoulli, indépendante de X , telle que Ptε � 1u � Ptε � �1u � 1

2
.

(i) Montrer que X et εX ont même loi et calculer covpX, εXq.
(ii) X et εX sont-elles indépendantes ?

(iii) Montrer que le vecteur aléatoire pX, εXq n’est pas gaussien. Conclusion ?
Correction. — Non disponible.

Exercice 5 (somme d’un nombre aléatoire de variables aléatoires indépendantes, identité

de Wald). — Soit X1, X2, . . . une suite infinie de variables aléatoires réelles indépendantes de
même loi, et N une variable aléatoire à valeurs entières, indépendante des pXiqi¥1. Supposons
que Er|Xi|s   8 et ErN s   8. On pose

Sn � X1 � � � � �Xn et SN � X1 � � � � �XN ,

avec la convention que SN � 0 sur l’ensemble où N � 0.

(i) Montrer que ϕSN
pθq � E�ϕXi

pθqN�.
(ii) En déduire que ErSN s � ErN s � ErXis.
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Correction. — Non disponible.

Exercice 6 (moyenne empirique et variance empirique). — Soient X1, . . . , Xn des variables
aléatoires indépendantes de loi N pm, σ2q. Posons

X̄ � 1

n

ņ

i�1

Xi et S2 � 1

n� 1

ņ

i�1

pXi � X̄q2.
(Les variables aléatoires X̄ et S2 sont connues sous le nom de moyenne empirique et variance
empirique respectivement.)

(i) Trouver la fonction caractéristique de pX̄,X1 � X̄, . . . , Xn � X̄q.
(ii) En déduire que X̄ et S2 sont indépendantes.

Correction. — Non disponible.

Exercice 7 (fonction caractéristique et support de loi). — Soit X une variable aléatoire
réelle de fonction caractéristique ϕX .

(i) Démontrer que s’il existe θ0 � 0 tel que |ϕXpθ0q| � 1, alors la loi de X est discrête ; plus
précisément, il existe a P R tel que

PX

"
a� Z2π

θ0

* � 1.

(ii) S’il existe deux réels θ1 et θ2 non nuls tels que θ1{θ2 soit irrationnel et tels que |ϕXpθ1q| �|ϕXpθ2q| � 1, alors la loi de X est dégénérée, c’est-à-dire que X est P -p.s. égale à une
constante.

Correction. — Non disponible.

Exercice 8 (critère d’indépendance de variables aléatoires bornées). — Soient X et Y deux
variables aléatoires réelles bornées. Démontrer que pour que X et Y soient indépendantes, il
faut et il suffit que ErXkY ℓs � ErXks ErY ℓs, � k, ℓ � 0, 1, . . .

Correction. — Non disponible.

Exercice 9 (fonctions caractéristiques et développements asymptotiques). — Soit X une
variable aléatoire réelle de fonction caractéristique ϕX .

(i) Montrer que si Er|X |ns   8 pour un entier n, on a

ϕXpθq � ņ

k�0

piθqk
k !

ErXks � piθqn
n !

εnpθq,
où |εnpθq| ¤ 3 Er|X |ns et εnpθq Ñ 0, θ Ñ 0.

(ii) Montrer que si Er|X |ns   8 pour tout entier n ¥ 1 et si lim sup
nÑ8 Er|X |ns1{n

n
� 1

e� R
  8,

alors on a

ϕXpθq � 8̧
n�0

piθqn
n !

ErXns, � |θ|   R.

De plus, la loi de X est uniquement déterminée par les moments mn � ErXns, n P N�.
Correction. — Cet exercice est en fait un complément sur les premières propriétés de la
fonction caractéristique de la loi d’une variable aléatoire réelle, propriétés énoncées dans le
livre de A.N. Shiryaev, théorème 1 du chapitre correspondant.
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(i) Supposons que pour n ¥ 1, on a Er|X |ns   8. Puisque

eiy � cos y � i sin y � n�1̧

k�0

piyqk
k !

� piyqn
n !

�
cosp̺1yq � i sinp̺2yq�

pour y P R, avec |̺1| ¤ 1 et |̺2| ¤ 1, on a

eiθX � n�1̧

k�0

piθXqk
k !

� piθXqn
n !

�
cosp̺1pωqθXq � i sinp̺2pωqθXq�

et E�eiθX� � n�1̧

k�0

piθqk
k !

ErXks � piθqn
n !

�ErXns � εnpθq� � ņ

k�0

piθqk
k !

ErXks � piθqn
n !

εnpθq,
où

εnpθq � E�Xn
�
cosp̺1pωqθXq � i sinp̺2pωqθXq � 1

��
.

Il est clair que |εnpθq| ¤ 3 Er|Xn|s. Le théorème de convergence dominée montre que εnpθq Ñ 0
quand θ Ñ 0.

(ii) Soit 0   θ0   R. Avec la formule de Stirling on trouve que

lim sup
nÑ8 Er|X |sns1{n

n
  1

e� θ0
ñ lim sup

nÑ8 �Er|X |snθn0 �1{n
n

  1

e
ñ lim sup

nÑ8 �Er|X |snθn0 s
n !


1{n   1.

En conséquence, la série
°

n¥0 Er|X |ns|θ|n{n ! converge d’après la règle de Cauchy, et

ainsi, la série
°

k¥0

�piθqk{k !�ErXns converge pour θ P r�θ0, θ0s. Mais, d’après la question
précédente, pour n ¥ 1,

ϕXpθq � ņ

k�0

iθqn
n !

Er|X |ks � Rnpθq,
où |Rnpθq| ¤ 3p|θ|n{n !q Er|X |ns. Ainsi,

ϕXpθq � 8̧
k�0

iθqn
n !

Er|X |ks
pour tout θ P s�R,Rr. Il est alors clair que ϕX est déterminée par les moments de X , il en
est donc de même de la loi de X .
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1m02–Probabilités Générales
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FEUILLE NO 3. — VECTEURS GAUSSIENS

Exercice 1 (la propriété d’être un vecteur gaussien est plus forte que le fait que chaque

composante soit gaussienne). — Soit X une variable aléatoire de loi N p0, 1q et a ¡ 0. Posons

Y � X1t|X|¤au �X1t|X|¡au.
(i) Montrer que Y est aussi de loi N p0, 1q.
(ii) Montrer que le vecteur pX, Y q n’est pas gaussien.
Correction. — Non disponible.

Exercice 2 (une transformée non linéaire de variables aléatoires gaussiennes peut être gaus-

sienne). — Soient X, Y et Z trois variables aléatoires réelles indépendantes, gaussiennes de
loi N p0, 1q. Montrer que

X � Y Z?
1� Z2

est de loi N p0, 1q.
Correction. — Non disponible.

Exercice 3 (un vecteur non-gaussien dont les densités conditionnelles sont gaussiennes).
— Soit pX, Y q une variable aléatoire de densité sur R2 :

fpX,Y qpx, yq � c e�p1�x2qp1�y2q,
où c est choisi de manière à ce que fpX,Y q soit effectivement une densité. Montrer que le
couple pX, Y q n’est pas gaussien, mais que les densités conditionnelles fX�x et fY�y sont des
densités gaussiennes.

Correction. — Non disponible.

Exercice 4 (caractérisation des lois gaussiennes sur R). — Soit X une variable aléatoire
réelle telle que ErXs � 0 et ErX2s � σ2 ¡ 0. Soit Y une variable aléatoire indépendante de
X et de même loi.

Montrer les faits suivants:

(i) si X est N p0, σ2q, alors pX � Y q{?2 est N p0, σ2q ;
(ii) si X et pX � Y q{?2 ont même loi, alors X est N p0, σ2q.
Correction. — Non disponible.

Exercice 5 (forme quadratique d’une variable aléatoire gaussienne). — Soit X de loi
N pm,Cq sur Rd avec detC ¡ 0. Montrer quepX �mq� C�1 pX �mq suit la loi χ2pdq.
Correction. — Non disponible.

Exercice 6 (la norme carré d’une variable aléatoire gaussienne). — Soit X une variable
aléatoire à valeurs dans un espace euclidien E de dimension d, de loi gaussienne N p0, IEq.
Soit a un vecteur unitaire de E et U et V les variables aléatoires réelles définies par

U � xX, ay et V � }X}2 � xX, ay2.
(i) Démontrer que U et V sont indépendantes et identifier leur loi.
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(ii) Soit Y une variable aléatoire à valeurs dans E de loi N pm, IEq, où m P E. Déduire que
la loi de }Y }2 est la convolution d’un chi-deux à d� 1 degrés de liberté et de la loi du carré
d’une gaussienne réelle de loi N p}m}, 1q.
Correction. — Non disponible.

Exercice 7 (moyenne empirique et variance empirique ; voir Ex. 6 feuille de TD no 2). —
Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires indépendantes de loi N p0, σ2q. Posons

X̄ � 1

n

ņ

i�1

Xi et S2 � 1

n� 1

ņ

i�1

pXi � X̄q2.
Montrer que pn� 1qS2{σ2 admet la loi χ2pn� 1q et que nX̄2{σ2 admet la loi χ2p1q.

Indication : Utiliser
°n

i�1 X
2
i � °n

i�1pX2
i � X̄q2 � nX̄2.

Correction. — Non disponible.
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FEUILLE NO 4. — CONVERGENCES EN LOI

Exercice 1 (convergence en loi des variables normales). — Soit pXnqn¥1 une suite de

variables aléatoires de loi N pmn, σ
2
nq, et supposons que Xn

LÝÑ X . Montrer que les suites mn

et σ2
n ont des limites m P R et σ2 ¥ 0, et que X est N pm, σ2q.

Correction. — Non disponible.

Exercice 2 (convergence en loi et convergence de densités). — Soient pXnqn¥1 et X des
variables aléatoires à valeurs dans Rd et admettant les densités pfnqn¥1 et f . Montrer que, si
la suite pfnqn¥1 converge vers f presque partout (relativement à la mesure de Lebesgue surRd), alors la suite des lois des pXnqn¥1 converge vers la loi de X .

Correction. — Non disponible.

Exercice 3 (théorème de Slutsky). — Soient pXnqn¥1 des variables aléatoires convergeant en
loi vers X , et pYnqn¥1 des variables aléatoires convergeant en probabilité vers une constante
c, toutes ces variables aléatoires étant définies sur le même espace probabilisé. Montrer que

(a) XnYn
LÝÑ cX, et (b)

Xn

Yn

LÝÑ X

c
si c � 0.

Correction. — Non disponible.

Exercice 4 (convergence en loi de sommes de variables aléatoires). — Soient pXnqn¥1 etpYnqn¥1 deux suites de variables aléatoires réelles définies sur le même espace probabilisé.

(i) Si Xn
LÝÑ X et si Yn

PÝÑ 0, montrer que Xn � Yn
LÝÑ X .

(ii) On suppose que Xn et Yn sont indépendantes pour tout n et que X est indépendante

de Y . Montrer que, si Xn
LÝÑ X et si Yn

LÝÑ Y , alors Xn � Yn
LÝÑ X � Y .

(iii) Montrer que (b) devient faux si on supprime l’hypothèse « pour tout n, les variables Xn

et Yn sont indépendantes ».

Correction. — Non disponible.

Exercice 5 (une limite presque sûrement). — Soit pXnqn¥1 une suite de variables aléatoires
indépendantes de loi N p1, 3q. Montrer que

lim
nÑ8 X1 �X2 � � � � �Xn

X2
1 �X2

2 � � � � �X2
n

� 1

4
p.s.

Correction. — C’est simplement l’utilisation de la loi forte des grands nombres. Les pXnqn¥1

étant indépendantes identiquement distribuées et intégrables, on asXn � X1 �X2 � � � � �Xn

n
ÝÑ ErX1s � 1 quand nÑ8.

Les pYnqn¥1 � pX2
nqn¥1 étant indépendantes identiquement distribuées et intégrables, on asYn � Y1 � Y2 � � � � � Yn

n
� X2

1 �X2
2 � � � � �X2

n

n
ÝÑ ErX2

1 s � VarpX1q� ErX1s2 � 3� 1 � 4
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quand n Ñ 8. La fonction f définie par fpx, yq � x{y étant continue en p1, 4q, La suitepfp sXn, sYnqqn¥1 converge presque sûrement vers fp1, 4q � 1{4 (même si éventuellement des
termes sont non définis). D’où la conclusion.

Exercice 6 (jeu de la roulette et théorème central limite). — La probabilité de gagner une
partie au jeu de la roulette est de 19{37 (on se place du point de vue du casino) et la mise
d’un joueur à une partie est d’un euro. Quel est approximativement le nombre minimum n0

de parties qui doivent être jouées journellement pour que le casino gagne avec une probabilité
1{2 au moins 1000 euros par jour ? Quelle est la probabilité d’une perte globale pour le casino
durant ces n0 parties ?

Correction. — Non disponible.

Exercice 7 (une application non probabiliste du théorème central limite). — Utiliser le
théorème central limite pour montrer quepaq lim

nÑ8 e�n

� ņ

k�0

nk

k !


 � 1

2
et pbq lim

nÑ8 ¸
0¤k¤n�t

?
n

nk e�n

k !
� 1?

2π

» t�8 e�x2{2 dx.
Indication. — Considérer une suite pXnqn¥1 de variables aléatoires indépendantes de loi de
Poisson de paramètre λ � 1.

Correction. — Non disponible.

Exercice 8 (théorème central limite pour des variables de Poisson). — Soit Xλ une variable
aléatoire de Poisson de paramètre λ ¡ 0. Montrer que la suite des lois des variables pXλ �
λq{?λ converge vers la loi N p0, 1q quand λÑ8.

Correction. — Non disponible.

Exercice 9 (théorème central limite pour une somme d’un nombre aléatoire de variables

aléatoires). — Soit pXnqn¥1 une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi,
centrées, de variance σ2. On pose Sn � X1 � � � � �Xn. Soit pNnqn¥1 une suite de variables
aléatoires à valeurs dans N�, indépendantes de la suite pXnq. Montrer que si Nn Ñ �8 p.s.
quand nÑ8, alors la suite des lois des variables aléatoires

Zn � SNn?
Nn

converge vers une loi que l’on déterminera.

Correction. — Non disponible.

Exercice 10 (développement décimal). — Soit pXnqn¥1 une suite de variables aléatoires
indépendantes, de même loi uniforme sur l’ensemble des entiers t0, 1, . . . , 9u. On définit, pour
tout n ¥ 1, la variable aléatoire Zn � °n

k�1 Xk10
�k. Démontrer que la suite Zn converge

presque sûrement vers une variable aléatoire Z dont on déterminera la loi.

Correction. — Non disponible.

Exercice 11 (événements indépendants). — Soit pΩ,A,Pq un espace probabilisé et pEnqn¥1

une suite d’événements indépendants tels que PpEnq � 1{n pour tout n. On pose Nn �1E1
� � � � � 1En

. Montrer que la suite des lois des variables aléatoires

Nn � lnn?
lnn

converge vers la loi N p0, 1q.
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Correction. — Non disponible.

Exercice 12 (what’s fair about a fair game ?). — Soit pXnqn¥1 une suite de variables
aléatoires telles que

Xn � "n2 � 1 avec probabilité 1{n2,�1 avec probabilité 1� 1{n2 .

Montrer que ErXns � 0 pour tout n, mais si Sn � X1 � � � � �Xn, alors
Sn

n
Ñ �1, p.s.

Correction. — Non disponible.

Exercice 13 (variance empirique). — Soit pXnqn¥1 une suite de variables aléatoires i.i.d.
réelles intégrables de moyennes m � ErX1s et de variance σ2 � VarpX1q.
(i) On pose

S2
n � 1

n

ņ

i�1

pXi �mq2.
Calculer ErS2

ns, et montrer que S2
n Ñ σ2 p.s., lorsque nÑ8.

(ii) Pour tout entier n ¥ 2, on définit :

X̄n � 1

n

ņ

i�1

Xi et pS2
n � 1

n� 1

ņ

i�1

pXi � X̄nq2.
Calculer ErpS2

ns, et montrer que pS2
n Ñ σ2 p.s., lorsque nÑ8.

Correction. — Non disponible.

Exercice 14. — Soit pXnqn¥1 une suite de variables aléatoires i.i.d. avec ErX1s � 1 et
VarpX1q � σ2 P s0,8r. Montrer que

2

σ

�a
Sn �?

n
�

LÝÑ Z, où Z est de loi N p0, 1q.
Indication :

Sn � n?
n

� ?
Sn �?

n?
n

�a
Sn �?

n
�
.

Correction. — Non disponible.
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Exercice 1 (transformée de sur-martingale). — Soit pXnqn¥0 une sur-martingale pour la
filtration pFnqn¥0 et soit pεnqn¥0 une suite de variables aléatoires non-négatives et bornées,
εn étant Fn�1-mesurable pour tout n ¥ 1 et ε0 constante. On pose Z0 � X0, et pour n ¥ 1,
Zn � Xn �Xn�1. Montrer que la suite

Yn � ε0Z0 � � � � � εnZn

est une sur-martingale.

Correction. — Non disponible.

Exercice 2 (martingale équi-distribuée). — Soit pXnqn¥1 une sur-martingale telle que toutes
les variables aléatoires aient même loi.

(i) Montrer que pXnqn¥1 est une martingale.

(ii) Montrer que, pour tout réel a, les suites pXn^aqn¥1 et pXn_aqn¥1 sont des martingales.

(iii) En déduire, si n ¡ m, sur l’ensemble tXm ¥ au, Xn est p.s. supérieur ou égal à a.

(iv) En déduire que X1 � � � � � Xn � . . . p.s.

Correction. — Non disponible.

Exercice 3 (l’urne de Polya). — Une urne contient des boules de deux couleurs différentes,
des blanches et des rouges. Aux instants n � 1, 2, . . . , on tire une boule de l’urne, on la
remet dans l’urne et on ajoute une boule supplémentaire, de la même couleur. On note Bn

(resp. Rn) le nombres de boules blanches (resp. rouges) a l’issue du n-ième coup. On sait que
B0 � k et R0 � ℓ, et on pose

Xn � Bn

Bn �Rn

.

(i) Vérifier que pXnqnPN est une martingale pour la filtration Fn � σtB0, . . . , Bnu.
(ii) Montrer que Xn converge p.s. vers une variable aléatoire X8 lorsque nÑ8.

(iii) Montrer que si B0 � 1 et R0 � 1, la loi de X8 est uniforme sur r0, 1s.
(iv) Soient B0 � R0 � 1 et βn � Bn � B0. Montrer que, pour tout 0   θ   1,

Nθ
n � pn� 1q !

βn ! pn� βnq ! θβnp1� θqn�βn , n ¥ 1,

est une martingale.

Correction. — Non disponible.

Exercice 4 (martingales produit et le théorème de Kakutani). — Soit pXnqn¥1 une suite de
variables positives indépendantes vérifiant ErXis � 1. On pose M0 � 1 et Mn �±n

i�1 Xi.

(i) Montrer que pMnqn¥0 est une martingale et M8 � limnÑ8Mn existe p.s.

(ii) On pose an � E?Xn. Montrer que

M8 ¡ 0 p.s. si et seulement si
¹

an ¡ 0 ,

M8 � 0 p.s. si et seulement si
¹

an � 0 .
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Correction. — Non disponible.

Exercice 5 (quotient de vraisemblance). — Pour une suite de variables aléatoires pXnqn¥1

on sait que
(H0) �n ¥ 1, PpX1,...,Xnqpdxq � pnpxq dx ou (H1) �n ¥ 1, PpX1,...,Xnqpdxq � qnpxq dx.
On pose

Zn � qnpX1, . . . , Xnq
pnpX1, . . . , Xnq

(avec la convention que Zn � 0 si le dénominateur s’annule).

(i) Montrer que sous l’hypothèse (H0), la suite pZnqn¥1 est une martingale p.s. convergente.

(ii) Montrer que si pXnqn¥1 est une suite i.i.d. et si p1ptqdt � q1ptqdt, alors Zn Ñ 0 p.s.

Correction. — Non disponible.
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Exercice 1 (une preuve de la loi du 0�1 de Kolmogorov à l’aide des martingales). — SoientpΩ,A,Pq un espace probabilisé, pE, Eq un espace mesurable, Xn : pΩ,A,Pq Ñ pE, Eq, n ¥ 1,
une suite de variables aléatoires indépendantes, pFnqn¥0 sa filtration naturelle, et A8 la tribu
asymptotique associée. Soit A P A8.
(i) Montrer que Er1A |Fns � PpAq pour tout n ¥ 0.

(ii) Montrer ensuite que pEr1A |Fnsqn¥0 converge vers 1A presque sûrement, et en déduire
que PpAq P t0, 1u.
Correction. — Non disponible.

Exercice 2 (temps d’atteinte pour les marches aléatoires simples). — Soient pΩ,A,Pq
un espace probabilisé, Xn : pΩ,A,Pq Ñ t�1, 1u, n ¥ 1, une suite de variables aléatoires
indépendantes telles que PtXn � �1u � PtXn � 1u � 1{2 pour tout n. On pose

S0 � 0 et Sn � X1 � � � � �Xn pour n ¥ 1.

Soit Fn � σtX1, . . . , Xnu et T � inftn ¥ 1 : Sn � 1u.
(i) Montrer que pour tout θ P R,

Mθ
n � eθSnpcosh θqn , n P N,

définit une martingale dans la filtration pFnqn¥0.

(ii) Montrer que T est un temps d’arrêt vérifiant PtT   8u � 1 mais ErT s � 8.

(iii) En utilisant le fait que ErMθ
Tn
s � 1 pour n P N, trouver une formule pour Erα�T s, où

α � cosh θ.

(iv) En déduire la loi de T .

Correction. — Non disponible.

Exercice 3 (le pouvoir d’une minorité décidée). — 1 000 000 d’électeurs participent à une
élection entre deux candidats A et B. Parmi eux, 2 000 électeurs connaissent le candidat A

à cause de l’organisation de la campagne électorale, et votent en bloc pour lui. Les 998 000
électeurs restants sont plus ou moins indécis et prennent leur décision indépendamment les
uns des autres en jouant à pile ou face avec une pièce non faussée. Quelle est la probabilité
ppAq d’une victoire du candidat A ?

Correction. — Non disponible.

Exercice 4 (Estimateur de variance minimum). — Soit X1, . . . , Xn un échantillon i.i.d.
d’une loi de moyenne m et de variance σ2.

(i) Donner la condition sur les constantes réelles a1, . . . , an pour que
°n

k�1 akXk soit un
estimateur sans biais de m.

(ii) Parmi les estimateurs sans biais de cette forme déterminer celui qui est de variance
minimum. Calculer sa variance.



Feuille no 6 23

Correction. — Non disponible.

Exercice 5 (estimateur du maximum de vraisemblance). — Soit un modèle statistique donné
par une famille de lois absolument continues tPθpdxq � fθpxq dx : θ P Θu sur pRk,BpRkqq, où
Θ est l’espace des paramètres. Si l’observation est constituée d’un échantillon pX1, . . . , Xnq
de taille n de variables de loi Pθ, on appelle vraisemblance du modèle la variable aléatoire

IθpX1, . . . , Xnq � fθpX1q � � � � � fθpXnq.
On appelle statistique toute fonction mesurable de pX1, . . . , Xnq et estimateur du maximum

de vraisemblance toute statistique θ̂ � T pX1, . . . , Xnq à valeurs dans Θ qui maximise la
fonction θ ÞÑ IθpX1, . . . , Xnq.
(i) Soit pX1, . . . , Xnq un échantillon de variables aléatoires, chacune suivant une loi exponen-
tielle de paramètre θ ¡ 0. Déterminer l’estimateur du maximum de vraisemblance de θ.

(ii) Soit pX1, . . . , Xnq un échantillon de variables aléatoires, chacune suivant la loi uniforme
sur un intervalle r0, θs, θ ¡ 0. Déterminer l’estimateur du maximum de vraisemblance de θ.

(iii) Soit pX1, . . . , Xnq un échantillon de variables aléatoires, chacune suivant la loi normale
N pm, σ2q, m P R, σ2 ¡ 0. Suivant que m ou σ2 est connu, déterminer l’estimateur du
maximum de vraisemblance du paramètre inconnu.

Correction. — Non disponible.

Exercice 6 (Intervalles de confiance asymptotiques). — Soit X1, X2, . . . une suite de va-
riables aléatoires i.i.d. de loi commune de Poisson de paramètre λ ¡ 0. Pour α P s0, 1r donné,
construire une suite d’intervalles In � InpX1, . . . , Xnq tels quePtλ P Inu Ñ 1� α, quand nÑ8.

Correction. — Non disponible.

Exercice 7 (fille ou garçon ?). — En Suisse, entre 1871 et 1900, sont nés 1.359.670 garçons
et 1.286.086 filles. Qu’est-ce que vous pensez de l’hypothèse que les filles et les garçons naissent
avec la même probabilité ?

Correction. — Non disponible.
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Exercice 1 (Visites à un état fixe et noyau potentiel). — Soit pXnqnPN une châıne de Markov
homogène de matrice de transition P � pP px, yqqx,yPE, où E est un ensemble dénombrable.
Pour tout y P E on note, avec la convention infH � �8,

Ty � inftn ¥ 1 : Xn � yu et Ny �
m̧PN1tXm�yu,

ce sont respectivement le premier temps du passage en y et le nombre de visites de y. La
matrice G définie par Gpx, yq � ExrNys ¤ �8, nombre moyen de passages en y par la châıne
partant de x à l’instant 0, est appelée le noyau potentiel de la châıne. On pose Fnpx, yq �PxtTy � nu et F px, yq � PxtTy   8u � °8

n�1 Fnpx, yq.
(i) Montrer que pour tout x, y P E, on a Gpx, yq � °8

m�0 P
mpx, yq, où P 0 � I est la matrice

identité, c’est-à-dire Ipx, yq � 1 si x � y, 0 sinon.

(ii) Montrer que si x � y, alors Gpx, yq � F px, yqGpy, yq (avec la convention 0�8 � 0).

(iii) Montrer que F px, xq � 1 si et seulement si Gpx, xq � 8, et que si F px, xq   1, alors

Gpx, xq � 1

1� F px, xq .
(iv) Un état x P E est dit récurrent si PxtTx   8u � 1 et transient si PxtTx   8u   1.
Montrer que si x est transient, alors sous Px, la variable Nx suit une loi géométrique de
paramètre p � 1� PxtTx   8u � PxtTx � 8u.
(v) En déduire que si E est fini, alors il existe au moins un état récurrent.

(vi) Soit x un état récurrent et T � inftn ¥ 1 : Xn � xu. Montrer que

µxpyq � Ex�T�1̧

n�0

1tXn�yu

définit une mesure invariante, de plus µxpxq � 1 et µxpEq � ExrT s.
Correction. — Non disponible.

Exercice 2 (théorème ergodique). — Soit pXnqnPN une châıne de Markov homogène. Pour
x, y P E on pose Mpx, yq � ExrTys. Un état x P E est dit récurrent nul si x est récurrent et
Mpx, xq � 8, et récurrent positif si x est récurrent et Mpx, xq   8.

(i) Soit R � E une classe de récurrence de période 1. Montrer que, pour tout x, y P R,

Pnpx, yq ÝÑ "
0 si y est récurrent nul,
1{Mpy, yq si y est récurrent positif.

(ii) Montrer les implications suivantes (avec la convention 1{8 � 0) :

a) Si y est transient, alors Pnpx, yq Ñ 0 pour tout x P E.

b) Si y est récurrent apériodique, alors Pnpx, yq Ñ F px, yq{Mpy, yq pour tout x P E.

c) Si y est récurrent de période dpyq � d ¡ 0, alors Pnpy, yq Ñ d{Mpy, yq.
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(iii) En déduire que

1

n

n�1̧

k�0

P kpx, yq ÝÑ "
0 si y est transient ou récurrent nul,
F px,yq
Mpy,yq si y est récurrent positif.

Correction. — Non disponible.

Exercice 3 (marches aléatoires sur Z). — Soit pZnqn¥1 une suite de variables aléatoires
Bernoulli indépendantes avec PtZn � 1u � p et PtZn � �1u � 1� p, où 0   p   1. On pose
Xn � Z1 � � � � � Zn. Alors pXnqnPN est une châıne de Markov de loi initiale µ � δ0 et de
noyau de transition

P px, x� 1q � p, P px, x� 1q � 1� p, x P Z.
Montrer que tous les états sont récurrents si p � 1

2
et tous les états sont transients si p � 1

2
.

Correction. — Non disponible.

Exercice 4 (châıne à deux états). — Soit pXnqnPN une châıne de Markov à valeurs danst0, 1u et de matrice de transition :

P � � 1� α α

β 1� β



, 0   α, β   1.

(i) Calculer ExrTxs pour x P t0, 1u.
(ii) Calculer Pn et vérifier que, pour toute loi initiale µ0,Pµ0tXn � 0u � β

α � β
� p1� α� βqn�µ0t0u � α

α� β

	
.

(iii) Montrer que pXnqn¥0 converge en loi vers une certaine loi µ. Que vaut µ ?

(iv) Prouver que µ est une mesure invariante : PµtXn P Au � µpAq pour tout n P N.
(v) Calculer CovµpXn, Xn�1q. Les variables aléatoires pXnqn¥0 sont-elles indépendantes ?
(vi) Calculer le potentiel de la châıne.

(vii) On note Sn � X1 � � � � �Xn. Montrer queErSns � nα

α� β
et VarµpSnq ¤ Cn, où C est une constante.

(viii) (Loi faible des grands nombres) En déduire que

lim
nÑ8 Sn

n
� α

α � β
en probabilité sous Pµ, sous P0 et sous P1.

Correction. — Non disponible.

Exercice 5 (châıne de naissance et de mort). — Soit pXnqnPN une châıne de Markov
d’espace d’états E � N et de matrice de transition

P pi, jq � # pi si j � i� 1,
ri si j � i,
qi si j � i� 1,

avec
pi � qi � ri � 1, pi ¡ 0,

q0 � 0 et qi ¡ 0 si i ¥ 1.

On note γ0 � 1, γi � q1 � � � � � qi

p1 � � � � � pi
, et pour i P N, on pose τi � inftn ¥ 0 : Xn � iu.

(i) Étant donné trois états a, i et b tels que a ¤ i ¤ b, on pose upiq � Pitτa   τbu. Exprimer
upiq en fonction des γj pour a ¤ j   b. Traiter le cas particulier où pi � qi pour tout i.

(ii) Déterminer P1tτ0 � 8u et montrer que la châıne est récurrente si et seulement si°8
i�0 γi � �8.
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(iii) Déterminer les mesures invariantes de la châıne.

(iv) En déduire que la châıne est récurrente positive (au sens que tous les états sont récurrents
positifs) si et seulement si 8̧

i�1

p1 � � � � � pi�1

q1 � � � � � qi
  �8.

Correction. — Non disponible.
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(i) Soit pXnqn¥1 une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi, telle queErX2
1 s   8 et σ2 � VarpX1q ¡ 0. On pose α � ErX1s. Montrer que

(ii) lim
nÑ�8P" 1

n
pX1 � � � � �Xnq ¤ t

* � $&% 0 si t   α

1 si t ¡ α
1
2

si t � α.

(iii) lim sup
nÑ�8 pX1 � � � � �Xnq � nα?

n
� �8 p.s.

(iv) Soit X une variable aléatoire bornée. Montrer queEr|X |1{nsn Ñ exppErln |X |sq, quand nÑ �8.

(v) Soient X et Y deux variables aléatoires dans L1pP q. Montrer les conditions suivantes:

(vi) Si X, Y sont i.i.d., alors on aE �X |σtX � Y u� � E �Y |σtX � Y u� � X � Y

2
p.p.

(vii) Si E �X |σtY u� � Y et E �Y |σtXu� � X , alors X � Y p.p.

(viii)

(ix) Soit pXnqn¥1 une suite de variables aléatoires i.i.d. réelles telle que ErX1s � 0 et ErX2
1 s  8. On pose Fn � σtX1, . . . , Xnu et

Zn � pX1 � � � � �Xnq2 � n ErX2
1 s

Montrer que pZnqn¥1 est une martingale.

(x) Soit pXnqn¥1 une suite de variables aléatoires indépendantes avec PtXn � 1u � PtXn ��1u � 1
2
et Fn � σtX1, . . . , Xnu. Pour 0   λ   π

2
et α P R, on pose

Zn � pcosλq�n exp
�
iλpX1 � � � � �Xn � αq�.

Montrer que pZnqn¥1 est une martingale complexe, c’est-à-dire les parties réelle et imaginaire
de Zn sont des martingales.
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1. Base des probabilités,

2. Probabilités et espérances conditionnelles,

3. Convergence presque-sûre, en probabilités, Lp,

4. Fonctions caractéristiques,

5. Vecteurs gaussiens,

6. Convergence en loi,

7. Annales.

1. Base des probabilités

Exercice 1.1 (notions de base). — (i) Rappeler la définition d’espace probabilisé, de
variable (ou vecteur) aléatoire, de loi d’une variable aléatoire, d’espérance d’une variable
intégrable.

(ii) Rappeler le théorème de transfert.

Exercice 1.2 (un exemple simple : lancer de dés). — (i) Proposer un espace pro-
babilisé modélisant le lancer de deux dés non pipés indépendants. Définir pour i � 1, 2 une
variable aléatoire Xi représentant le résultat du i-ème dé ?

(ii) Quelle est la loi de Xi ? Son espérance ? Sa variance ?

(iii) Montrer que les événements « X1 est pair » et « la somme X1 � X2 est paire » sont
indépendants.

Exercice 1.3 (calculs de base). — Calculer l’espérance, la fonction de répartition, et la
fonction caractéristique pour :
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(i) la loi uniforme sur t1, . . . , nu,
(ii) la loi exponentielle de paramètre λ ¡ 0.

Exercice 1.4 (fonction caractéristique de la Gaussienne). — Calculer la fonction
caractéristique de la loi de Gauss. On pourra montrer qu’elle est solution d’une équation
différentielle du premier ordre.

Exercice 1.5 (calcul d’espérance et variance pour des estimateurs). — SoitpXiqi¥1 des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de carré intégrable,
de moyenne m et variance σ2.

(i) Calculer l’espérance et la variance de l’estimateur de la moyennesXn � 1

n

ņ

i�1

Xi

(ii) Calculer l’espérance de l’estimateur de la variancepS2
n � 1

n� 1

ņ

i�1

�
Xi � sXn

�2
Exercice 1.6 (vecteur aléatoire donné par ses lois conditionnelles, partiel
Mars 2008). — Soient X , Y , Z trois variables aléatoires réelles telles que

a) X a une loi uniforme sur r0, 1s,
b) sachant que X � x P r0, 1s, Y admet une densité conditionnelle fY |X�x donnée par

fY |X�xpyq � py � xq e�py�xq1ty¡xu,
c) sachant que X � x P r0, 1s et Y � y ¡ x, Z admet une densité conditionnelle
fZ|X�x,Y�y donnée par

fZ|X�x,Y�ypzq � py � xq e�zpy�xq1tz¡0u.
(i) Quelle est la loi de pX, Y, Zq?
(ii) Quelle est la loi de Z ?

(iii) Quelle est la loi conditionnelle de pX, Y q sachant Z � z ?

(iv) On pose U � Y �X et V � ZpY �Xq. Calculer la loi de pX,U, V q. Les variables X , U
et V sont elles indépendantes ?

Exercice 1.7 (probabilité et théorie des nombres). — On choisit au hasard un entier
entre 1 et n. Pour p un entier non nul, p ¤ n, on définit Ap l’événement « le nombre choisi
est divisible par p ».

(i) Calculer la probabilité de Ap lorsque p est un diviseur de n.

(ii) Montrer que si p1, . . . , pk sont des diviseurs premiers de n distincts, les événements
Ap1

, . . . , Apk
sont indépendants.

(iii) On appelle fonction indicatrice d’Euler la fonction ϕ définie sur les entiers naturels dont
la valeur ϕpnq est égale au nombre d’entiers non nuls inférieurs à n et premiers avec n. Montrer
que

ϕpnq � n� ¹
p diviseur premier de n

p1� 1{pq.
Exercice 1.8 (simulation par la méthode d’inversion). — Soit µ une loi sur R de
fonction de répartition F : R Ñ r0, 1s. On appelle inverse généralisée de F la fonction F�1

définie pour tout u P s0, 1r par
F�1puq � inftx P R tel que F pxq ¥ uu.
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(i) En utilisant les propriétés de la fonction de répartition F , montrer que pour tout u P s0, 1r,
l’ensemble

Du � tx P R : F pxq ¥ uu
est non vide, minoré (si bien que F�1puq est bien défini), puis que Du � rF�1puq,�8r.
(ii) En déduire que pour tout x P R et u P s0, 1r, u ¤ F pxq si et seulement si F�1puq ¤ x.

(iii) En déduire que si U suit une loi uniforme sur r0, 1s, alors F�1pUq suit la loi µ.

(iv) En utilisant la méthode d’inversion, expliquer comment simuler une loi de Bernoulli de
paramètre p P r0, 1s, la loi géométrique de paramètre p P s0, 1s, la loi uniforme sur t1, . . . , nu,
la loi exponentielle de paramètre λ ¡ 0.

(v) Cette méthode est-elle efficace pour simuler les lois binomiales, les lois de Poisson, les lois
normales ?

Exercice 1.9 (simulation de lois gaussiennes par la méthode polaire ou méthode
de Box–Muller). — Montrer que si U , V sont deux variables aléatoires indépendantes et
de loi uniforme sur r0, 1s, alors les variables

X � ?�2 lnU � cosp2πV q et Y � ?�2 lnU � sinp2πV q
sont gaussiennes standard et indépendantes.

Exercice 1.10 (simulation de loi de Poisson). — Soient pUiqi¥0 une suite de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi uniforme sur r0, 1s, et λ ¡ 0. On
définit

N � mintn ¥ 0 : U0 � � � � � Un ¤ expp�λqu.
Nous allons montrer que N suit une loi de Poisson. Pour n ¥ 0, on définit Vn � � lnpUnq et
pour n ¥ 1, Sn � °n�1

k�0 Vk.

(i) Calculer PtN � 0u et PtN � 1u.
(ii) Pour n ¥ 1, montrer que tN � nu � tSn   λ et Sn�1 ¥ λu.
(iii) Montrer que la loi de Sn a pour densité

fnpxq � xn�1pn� 1q ! e�x1tx¥0u.
(iv) Conclure.

2. Probabilités et espérances conditionnelles

Exercice 2.1 (question de cours, premières propriétés). — Soit pΩ,A,Pq un espace
probabilisé, X P L1pΩ,A,Pq et G une sous-tribu de A. Donner la définition de l’espérance
conditionnelle ErX |Gs et redémontrer les propriétés suivantes :

(i) E�ErX |Gs� � ErXs ;
(ii) si X est G-mesurable, alors ErX |Gs � X presque sûrement ;

(iii) Era1X1 � a2X2 |Gs � a1 ErX1 |Gs � a2 ErX2 |Gs presque sûrement ;

(iv) si X ¥ 0 alors ErX |Gs ¥ 0 presque sûrement ;

(v) si σpXq et G sont indépendantes, alors ErX |Gs � ErXs presque sûrement.

Correction. — Hypothèses à préciser.

Exercice 2.2 (variance conditionnelle). — Soit X une variable aléatoire réelle de carré
intégrable définie sur un espace probabilisé pΩ,A,Pq et soit G une sous-tribu de A. On pose
VarpX |Gq � E�pX � ErX |Gsq2 �� G�.
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(i) Montrer que VarpXq � ErVarpX |Gqs � VarpErX |Gsq. On pourra utiliser l’interprétation
de l’espérance comme projecteur orthogonal dans le cas L2.

Exercice 2.3 (question de cours, conditionnement discret). — Soient X et Y

deux variables aléatoires définies sur un espace probabilisé pΩ,A,Pq. On suppose que Y est
intégrable et que X est une variable aléatoire discrète prenant les valeurs xi, i ¥ 1. Expliciter
la loi conditionnelle de Y sachant tX � xu ainsi que l’espérance conditionnelle ErY |Xs.
Exercice 2.4 (somme d’un nombre aléatoire de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées). — Soit pXiqi¥1 une suite de variables aléatoires indépendantes
et de même loi, d’espérance µ et de variance σ2. Soit N une variable aléatoire à valeurs dansN�, indépendante des variables aléatoires Xi, d’espérance m et de variance s2. On pose

SN � Ņ

i�1

Xi.

(i) Montrer que la loi conditionnelle de SN sachant tN � nu est égale à celle de Sn.

(ii) Calculer ErSN |N s puis ErSN s.
(iii) Calculer VarpSN q.
Exercice 2.5 (processus de Galton Watson). — Soit X une variable aléatoire à valeurs
entières d’espérance m et variance σ2. Soit pXn

r qn,rPN une famille doublement infinie de
variables aléatoires indépendantes et de même loi que X . On considère une suite de variables
aléatoires pZnqn¥0 définie par : Z0 � 1 et, par récurrence,

Zn�1 � X
pn�1q
1 � � � � �X

pn�1q
Zn

.

(i) En utilisant l’exercice précédant, calculer ErZn�1s en fonction de ErZns, puis ErZns en
fonction de n.

(ii) De manière analogue, calculer la variance de Zn en fonction de n.

Exercice 2.6 (urne de Polya). — Soit une urne contenant initialement une boule blanche
et une boule noire. On effectue des tirages successifs dans l’urne de la manière suivante : à
chaque tirage, on choisit au hasard une boule dans l’urne, puis on la replace dans l’urne, ainsi
qu’une autre boule de la même couleur. On note Sn la variable aléatoire correspondant au
nombre de boule blanche dans l’urne après le n-ième tirage (S0 � 1).

(i) Déterminer la loi de Sn�1 conditionnellement à Sn � k.

(ii) Déterminer l’espérance conditionnelle ErSn�1 |Snq, puis ErSns.
(iii) De manière analogue, calculer la variance de Sn. (Indication. — On pourra montrer que

la quantité Wn � SnpSn�1qpn�2qpn�3q vérifie ErWn�1 |Wns �Wn.)

Exercice 2.7 (variables sans mémoire I). — Soit T une variable aléatoire à valeurs dansN non constante. Soit m P N, on dit que T est une variable sans mémoire si la loi de T �m

sachant tT ¥ mu ne dépend pas de m.

(i) Montrer que les variables de loi géométrique sur N sont sans mémoire.

(ii) Réciproquement, montrer que toute variable à valeur dans N sans mémoire suit une loi
géométrique.

Correction. — Reformuler l’exercice sur N�.
Exercice 2.8 (conditionnement par la somme). — Soient X1 et X2 deux variables
aléatoires indépendantes de lois binomiales de paramètres respectifs pn1, pq et pn2, pq.
(i) Déterminer la loi de X1 sachant tX1 �X2 � nu.
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(ii) Déterminer ErX1 |X1 �X2s.
(iii) Mêmes questions si X1 et X2 sont des variables aléatoires indépendantes de lois de
Poisson de paramètres respectifs λ1, λ2.

Exercice 2.9 (question de cours, cas de variables à densité). — Soit X et Y des
variables aléatoires dont la loi conjointe admet une densité fpX,Y q. On note fX et fY les
densités des lois marginales de X et Y . On définit

fX |Y px, yq � " fpX,Y qpx,yq
fY pyq si fY pyq � 0

0 sinon.

Soit h une fonction borélienne sur R telle que Er|hpXq|s   1. Posons gpyq � ³R hpxqfX |Y px, yq dx.
(i) Montrer que gpY q est une version de ErhpXq |Y s.
(ii) Expliciter la loi conditionnelle de X sachant Y .

Exercice 2.10 (conditionnement par la somme). — Soit X1 et X2 deux variables
indépendantes de loi exponentielle de paramètres respectifs λ1 et λ2. Déterminer la loi de X1

sachant X1 �X2.

Exercice 2.11 (conditionnement par la somme, cas gaussien). — Soient X1 et X2

des variables aléatoires indépendantes de lois respectives N pm1, σ
2
1q et N pm2, σ

2
2q.

(i) Déterminer la loi du couple pX1, Sq où S � X1 �X2.

(ii) Determiner la loi conditionnelle de X1 sachant tS � su ainsi que l’espérance condition-
nelle ErX1 |Ss.
Exercice 2.12 (variables sans mémoire II). — Soit T une variable aléatoire suivant une
loi exponentielle de paramètre λ ¡ 0.

(i) Montrer que pour tout s, t ¥ 0 on a PtT ¡ t� s |T ¡ tu � PtT ¡ su.
(ii) Montrer que cette propriété caractérise les lois exponentielles parmi toutes les lois à
densité sur R�.


