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FEUILLE N° 1. — FONCTIONS CARACTERISTIQUES
ET APPLICATIONS

EXERCICE 1 (fonctions caractéristiques de lois classiques). — Soit X une variable aléatoire
réelle de loi Px et soit ¢x la fonction caractéristique de X,

ox(0) = Px(0) = E[¢X],  deR.
Calculer les fonctions caractéristiques pour les lois classiques p suivantes :
i) loi uniforme U(1,...,n), p =23 6 sur {1,...,n}.
ii) loi de Bernoulli B(1,p), p = (1 — p) dp + pd1 de parametre p € [0, 1].
iii) loi binomiale B(n,p), u =Y, _, (”)pk (1 — p)"~% 6, de parametres p € [0, 1], n € N*.
iv) loi de Poisson P(A), p =Y _qe 2 A" 8, de parametre A > 0.
cp=>0_p(1 —p)k 16, de parametre p € 0, 1].
vi) loi uniforme U([a, b]), p(dz) = ;2 1,5 (x) dz sur [a,b] avec a < b.

)
|

vii) loi exponentielle £(X), pu(dz) = Ae ™" 1o ,(2) dz de parametre A > 0.
)

1_a
T $2+a2

viii) loi de Cauchy C(a), pu(dx) = dz de parametre a > 0.

(
(
(
(
(v) loi géométrique G(p
(
(
(
(

ix) loi normale N'(m,o?), u(dz) = m}% e~(@=m)*/20* 43 de moyenne m et de variance

(x) loi Gamma I'(a,p), pu(dx) = ﬁ:) e T %M, 0y (2) dz de parametres a > 0 et p > 0.

Correction. — (i) Soit n > 1 un entier. La fonction caractéristique de la loi uniforme sur
{1,...,n} est
el (" +1)0/2 gin(ng/2)

feR i60+#£0,1s160=0.
'—) n sin(6/2) S07 .
Démonstration. — Si X est une variable aléatoire de loi uniforme sur {1,...,n}, on a pour
0 #1
n 1 1 eif — ei(n+1)9
9) = 1X9 1k:9 N :
(PX( ) ; n 1 _ el@
el(n/2+1)0 —inb/2 _ ,in0/2 B el(n+1)0/2 sin(n9/2)
neif/2  e=i0/2 _ei0/2 n sin(6/2)
et bien str ¢x(0) = 1. |

(ii) Soit p € [0, 1]. La fonction caractéristique de la loi de Bernoulli de parametre p est
feR— pe? +1—p.

Démonstration. — Si X est une variable aléatoire de loi de Bernoulli de parametre p, pour
feR,onapx(d)=cPP{X =0} +P{X =1} =1x(1—p)+e? xp=pe? +1—p.

(iii) Soient n € N et p € [0,1]. La fonction caractéristique de la loi binomiale de parametres
n et p est _
feR— (pe? +1—p)™.
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Démonstration. — Si X est une variable aléatoire de loi binomiale de parametres n et p, pour

feR, ona
n

QPX(Q) — Z oikf P{X — k} — Z eikHCfbpk(l _p)n—k

k=0 k=0
n
= > CE(pe®) 1 —p)"F = (pe® +1—p)".
k=0
Une autre facon de le voir est de considérer X1, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes

de méme loi la loi de Bernoulli de parametre p. Alors la loi de X = X; + --- + X, est la loi
binomiale de parametres n et p et on a

ex(0) = px,(0) x -+ x x, (0) = (pe? +1—p) x -+ x (pe? + 1 —p) = (pe +1—p)™

La fonction caractéristique ne dépendant que de la loi de la variable considérée, on a le résultat
(méme si une telle décomposition de X n’est pas toujours possible).

(iv) Soit A = 0. La fonction caractéristique de la loi de Poisson de parametre \ est

0 € R — exp(A x (el — 1)).

Démonstration. — C’est du calcul élémentaire. Si X est une variable aléatoire de loi la loi de
Poisson de parametre A, on a
90X i0n g=AN )‘ o> >‘ ele Y i0 i0
ox(0) =E[¢“*] = Z Z exp(Ae”) = exp(A x (e — 1)),
n=0 n=0
comme annoncé. ]

(v) Soit p € ]0, 1]. La fonction caractéristique de la loi géométrique de parametre p est

i0
pe
0eR+— .
1—(1—p)ei?
Démonstration. — Si X est une variable aléatoire de loi géométrique de parametre p, on a
i0X i6 1 i0 i0 n—1 pe’
px(0) = E[eX] = Y e?p(1—p)"t =pe? Y (9(1-p))" = =
1—(1-p)e
n>1 n=1

comme simple série géométrique dont la raison a pour module |[(1 —p)e'| =1 —p < 1.

vi) Soit a < b. La fonction caractéristique de la loi uniforme sur |a, b| a est

S b. La fi : de la'l fi b

i(b+ayo/2 SIn((b —a)0/2)
b— a)0/2

Démonstration. — Commengons par le cas a = 0 et b = 1, et considérons U une variable de
loi uniforme sur [0, 1]. On a alors pour 6 # 0

1 0 _ i0/2 _ ,—i6/2
- e 1 19/2€ e sin(0/2)
9) = 1u9d _C L _ g2y 0/2
ou () J; e Ty T i0 0/2
et oy (0) = 1. Soient a < b, alors X = (b —a)U + a est de loi uniforme sur [a, b] et on a pour
g #0

feR+—e

sif#£0,1si60=0.

©Ox (9) _ |E|:eiX9] _ [E[ei((b—a)U+a)9] _ eia9 [E[eiU(b—a)Q] _ eiaeng((b _ CL)G)

oiaf Gi(b—a)0/2 sin((b—a)8/2) _ oilb+a)0/2 sin((b — a)6/2)
(b—a)0)2 (b—a)0)2

et évidemment ¢ x (0) = 1.
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(vii) Soit A > 0. La fonction caractéristique de la loi exponentielle de parametre X est

A
feR+— )
= A—if
Démonstration. — C’est un calcul immédiat. Pour 6 € R, on a
© A ~ A
_ i0xy —Ax _ —(A=if)z|® _
gp(@)—L e e dm—iew_)\[e ]0_)\—19

|e_(>‘_19)‘r| = e~ qui tend vers 0 en +00.

puisque
(viii) Soit a = 0. La fonction caractéristique de la loi de Cauchy de parametre a est
0 € R — exp(ald]).

Démonstration. — Prenons a = 1 et soit 0 € R. Nous allons calculer

i0x T i0x
@(9)2[ € dr_ lim € de_ lim I(r)

rRl+z2 7w roo ) 1+x2 7 rom

a l'aide d’outils d’analyse complexe, en particulier le théoreme des résidus. Nous avons
ho(2) 1 el elf= ( i/2 i/2 > i elf* ( 1 1 >
z = — et — = —
o w1+ 22 T \z+i z—1 2 \z+i z—i

qui est holomorphe sur C\{—i, i}, de poles {—i, i} et de résidus

s A0 x (—1) : 0 ST s A—0
. 1e 1e . 1e 1e
Res(fo, =) = =5 — =5+ Res(fod) === = =—5—.

Pour r > 1, considérons

Ii(r)= fo(z)dz = 2im Res(fg,1) = 77,
1m02td. 1 o
I_(r)= fo(2)dz = 2im Res(fg, —i) = —e’.
c_

Par passage en coordonnées polaires, on a

eV =TI,.(r)=1I(r)+ Lﬂ fo(re'®) x rda.

Ainsi,
™
x rdo

_ Q —0r sin )
-0 _ 7 < f e = f exp
‘e (7‘)‘ . \fe(re )‘ x rdo 0 |1+r2exp(2ia)|

J’r exp(—@rsinq) daéjﬂ exp(—@rsina)d
o |1/r + rexp(2ia)| 0 r—1/r
Comme pour a € [0, 7], sina = 0, et ainsi, si § > 0, exp(—f0rsina) < 1. Pour § > 0, on a
alors

Q.

T
r—1/r

et ainsi () = e~? pour # > 0. Lorsque 6 < 0, on peut considérer |e — I(r)| = [I(r) +I_(7)|
et montrer comme précédemment que ¢a tend vers 0 quand r tend vers 'infini et qu’ainsi
©(0) = e’ pour # < 0, ou simplement remarquer que puisque la densité de la loi de Cauchy
est paire, alors la fonction caractéristique est elle aussi paire, et donc, de p(f) = e~? pour
0 >0, en déduire que ¢(0) = e~ pour tout 6 € R.

Pour une loi de Cauchy de parametre a > 0, nous savons que si X est de loi C(a), alors
X /a est de loi C(1). Ainsi 4 () = E[e'?X] = E[el*0(X/0)] = p(af) = e=II O

‘e_e —I(r)| < — 0 quand r — o0,
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(ix) Soient m € R et o > 0. La fonction caractéristique de la loi normale de moyenne m et
d’écart-type o est
0 € R —> exp(imb — 0°6%/2).

Démonstration. — Soit X une variable aléatoire réelle de loi N/ (m,o?). Nous savons alors
que Z = (X — m)/o est une variable aléatoire réelle de loi A/(0,1). On a, pour tout 6 € R,

(PX(H) _ [E[eiOX] _ E[eiO(X—m) % eiem] _ [E[eiJO(X—m)/(r % eiem]
— [E[eiUQ(X—m)/U] % elfm — [E[eiO'QZ] %
11 nous suffit donc de calculer la fonction caractéristique ¢z de la loi normale N(0,1). Nous

avoI1s n
e e}
- d
wz(0) = J elfz o==72 2

—o N

Démontrer que ¢z est de classe C! et que sa fonction dérivée s’obtient par dérivation sous
le signe somme est classique, nous nous en dispensons. Nous avons donc

+00 +00
QOIZ(Q) - i J el@z —2%/2 dz _ J 0 (elez e—z2/2) dz
o\ . var) T, a8 Ner
+0 40
=J ﬁ(ei%) o712 dz _ L oi02 =22 dz

Om

= @z(00) x

IVAS

70 ez N
Puis nous intégrons par parties en la variable z en notant que (e_ZQ/Q)’ = —ze /2
+oo : d 2 dZ . 2 1 +00
/ 9 _ J\ —i el@z o e—z /2 = | —i elgz e—z /2
vz (0) . dz( )7ﬁ27r or »

+o0 . dz to 2,5 dz
n .29 i0z —22/2 =0— GJ 0z —z%/2 <~ - _0 0).
J;OO 1 € € —\/% . € € \/% X (PZ( )

Ainsi la fonction ¢z vérifie ’équation différentielle ¢’ = f(6,p) = —0 x ¢ avec f continue,
localement lipschitzienne en la deuxiéme variable (elle est en fait C! sur R x R) et la condition
initiale pz(0) = 1. D’apres le théoréme de Cauchy—Lipschitz, il y a unicité de la solution
maximale associée a ce probleme de Cauchy Comme la fonction 0 — =972 vérifie aussi ces
conditions, par unicité, on a pz(f) = e~ /2 pour tout ¢ € R. La formule annoncée dans le

lemme s’en déduit immédiatement : pour 0 € R,
ox(0) = [E[eieX] _ E[eime » eie(X—m)] _ oiml [E[eiO(X—m)]
=m0 « [E[ei(ge)(X_m)/“] = ¢ « [E[ei(ge)z] — ™ x py(0h) = exp(im@ — 0292/2),
ce qui était annoncé. O]

(x) Solent a et A deux réels strictement positifs. La fonction caractéristique de la loi Gamma
de parametres (a, \) est

GeRr—>exp( A )a.

A — 16
Démonstration. — Soient a > 0 et A > 0. Posons
* o A 1_-A\ * 1_(i0—))
cp(@)zf e’ " e_‘rdxzf Caz eV da.
0 ['(a) 0

Cette fonction est de classe O et on peut dériver sous le signe somme

0

d [~ . © 0 . .
g0/(9) _ J C.’L’a_l e(le—)\)x dr = J C = (xa—l e(le—)\)x) dr = J iC 2 e(le—)\)x dr
a9 J, Y. .
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Puis, en intégrant par parties,

©'(0) = i [C ¢ e(19—>\)90]OO _ a JOO iC ot e(w_)‘)x) dr =0+ la ().
i — X\ 0O - A —1i6

Non rigoureusement,

ZZ/((g)) - —ay :iiQ —  In(p(0)) = —aln(A—if) + Cte = (0) = Cte x (A —if) ™"

et puisque ¢(0) =1 = Cte x A%, Cte = A%, et on a

A a

P(0) = (A—i@) '
Plus rigoureusement, ¢ vérifie une équation différentielle du premier ordre ¢’ = f(0, ) avec
f continue, localement lipschitzienne en la deuxiéme variable (elle est en fait C! sur R x R
et on peut noter que le facteur ia/(A —i6) est borné dans C pour A > 0 fixé et 0 € R, elle
est donc globalement lipschitzienne en la seconde variable) et la condition initiale ¢z (0) = 1.
D’apres le théoreme de Cauchy—Lipschitz, il y a unicité de la solution maximale associée a ce
probleme de Cauchy. Considérons la détermination principale du logarithme Log : C\R_ — C

et la fonction .
¢p:0eR— ()\i\lg> = exp(aLog(/\i\iQ)) eC

qui est bien définie, dérivable, vérifiant I’équation différentielle qui nous occupe et satisfaisant
¢(0) = 1. Par unicité, on a donc ¢ = ¢.

Remarque. — Le calcul se fait a ’aide de simples intégrations par parties lorsque a est un
entier strictement positif. Pour a = 1, on est en présence de la loi exponentielle de parametre
A, et donc ¢1(0) = A/(A —i0). Pour a > 2,

0 a 0 a
u(0) = J AT a1 —(h=if)e g J AT a1 —(if) g,

o I(a) o (a—1)!
— [_(}\ - i;\;(a i a1 e—(A—ie)x]Zo + LOO G i‘al(;;(; £)1) ! 02 o= (A=i0)z 3.
o a—1
=0+ 3 i‘ 4 L = i;)(a ) 2072 o= (A =iz g,
- )\i\ie X 0a—1(0)

D’ou on a aisément

#alf) = ()\:\19>a’

On constate au passage que la somme de a variables aléatoires de méme loi la loi exponentielle
de parametre A est de loi Gamma de parametres (a, A), et que la somme de deux variables
aléatoires indépendantes de respectivement de lois Gamma de parametres (a, \) et (a’, \) a
pour loi la loi Gamma de parametres (a + a’, \).

EXERCICE 2 (vrai ou faux 7). — Il existe des variables aléatoires X et Y indépendantes et
de méme loi, telles que Px_y =U([—1,1]).

Correction. — Faux. — Supposons qu’il existe des variables aléatoires X et Y indépendantes
et de méme loi, telles que Px_y = U([—1,1]). Leur fonction caractéristique commune ¢
vérifie
sin(0)
p(0) x p(=0) = px(0) x -y (0) = ox—y () = —p— pour##0 et  (0)=1.
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Or p(—0) = (), donc ce qui précede s’écrit

in(@
P =" powgz0 e p0)=1,

ce qui est bien str impossible puisque le sinus cardinal prend parfois des valeurs strictement
négatives.

EXERCICE 3 (lois symétriques). — (i) Soit X une variable aléatoire. Montrer que px est a
valeur réelles si et seulement si X a une loi symétrique, i.e. Px = P_x.

(ii) Montrer que si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes et de méme loi, alors
Z = X —Y a une loi symétrique.

Correction. — (1) Si X a une loi symétrique, on a

ex(0) = p-x(0) = ox(—0) = ¢x(0),
et donc px est a valeurs réelles. La réciproque est immédiate en se servant de ce qui précede
puisqu’alors ¢ x = ¢_x, et ainsi X et —X ont méme loi.

(ii) Supposons X et Y indépendantes et de méme loi, alors

px-v(0) = px(0) x p_y () = p(8) x (=) = p(0) x (0) = [p(9)]*
qui est réel (et méme positif). D’apres la question précédente, la loi de X —Y est symétrique.

Remarque. — Soit p la loi commune de X et de Y. Puisque X et Y sont indépendantes,
les vecteurs aléatoires (X,Y) et (Y, X) ont tous les deux pour loi p ® p. Par conséquent, les
images de leurs lois par 'application (z,y) — z — y sont égales, ce qui signifie que X — Y et
Y — X ont méme loi, la loi de X —Y est donc bien symétrique.

EXERCICE 4 (loi triangulaire). — Soit X une variable aléatoire réelle de densité fx(z) =
(1 — |z[)T{=1,17(x). Montrer que px (0) = 2(1 — cos0)/6%, 0 # 0. (Indication : soient U et V
des variables aléatoires indépendantes uniformes sur [—1/2,1/2]; considérer U + V.)

Correction. — Si U et V' sont indépendantes toutes deux de loi uniforme sur [—1/2,1/2],
alors X = U + V est de loi triangulaire de densité donnée par fx(z) = (1 — |z])1[_1 17(2).
En effet, il suffit pour cela de calculer la fonction de répartition de X (se placer dans le carré
[—1/2,1/2]*> muni de la mesure uniforme qui est la loi du couple (U, V), et déterminer les
aires des domaines {(u,v) € [-1/2,1/2]? : u + v < x}) qui est

0 siz<1
1+ 2)%2 si—1<x<0
e
X@W =0 at e sio<r<1
1 siz>1

constater que cette fonction est continue, dérivable (par morceaux), et qu’elle est alors la
primitive nulle en —oo de sa dérivée qui est continue (par morceaux)

0 siz <1
1+ si—-1<x<0
11—z si0<z<<1
1 siz>1

fx(x) = = (1= |z —11(2).

On a alors pour 6 # 0,

ox () = ou(0) x oy (0) = (%) — 2(1 — cos ) /62,

Notons que le résultat ne dépend que de la loi de X et non de la possibilité ou non de I’écrire
X =U +V comme précédemment.
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Remarque. — Le calcul direct est encore plus facile : pour 6 # 0, par deux arguments successifs
de parité, on a

ox(0) = J—1 e%%(1 — |z|)dz = J—1 cos(0x)(1 — |z|)dz = 2f cos(0x)(1 — z)dx

0

_ [28”2(9*”3) (1 —m)]; + Ll M:,@dx —0+ [—2“);;9’”)]; — 2(1 — cos 0) /62,

Mais évidemment, on voit moins de probabilités en cours de route.

EXERCICE 5 (transformée de Mellin). — Soit X une variable aléatoire positive. Sa trans-
formée de Mellin est la fonction

Tx(0) = E[X?]
pour toutes les valeurs de 6 pour lesquelles Iespérance de X? existe.
(i) Montrer que T'x (0) = ¢ x(0/1) quand les deux membres sont bien définis.
(ii) Montrer que si X et Y sont indépendantes et positives, on a Txy (0) = T'x (0) Ty (6).
(iii) Montrer que Tyxa(6) = b?Tx (af) pour b > 0 et af dans le domaine de définition de T'x.

)
(iv) Trouver la transformée de Mellin d’une variable aléatoire log-normale X de parametres
(m, 0?). Utiliser le fait que Tx(k) = E[X*] pour calculer le k-itme moment de X pour
k 7 27

Correction. — Attention aux 09 ?

(i) Remarquons que Tx (0) = E[X%] et @1, x(0/i) = E[e?X] sont bien définies dans Ry U

+00} puisque les variables aléatoires qu’on inteégre sont positives. Comme e X = X0,
puisq q g p

I’égalité est alors évidente.

(ii) Soient X et Y positives, indépendantes, et § € R. Alors, X? et Y sont positives et
indépendantes et le théoréme de Fubini-Tonelli permet d’affirmer que E[(XY)?] = E[X? x
Y9 = E[X?] x E[Y?], soit Txy = Tx x Ty.

(iii) On a Tyxa(0) = E[(bX*)?] = b? E[X 9] = bT'x (ab).

(iv) Une variable aléatoire X est log-normale de parametres (m,o?), si elle est presque
slirement strictement positive et si In(X) a pour loi N(m,o?). D’apres la question (i),
Tx (0) = om(x)(0/i) = exp(mb + 026%/2). Les moments s’en déduisent immédiatement.

Remarque. — Cet exercice peut sembler creux. Son role est de faire parler de la transformation
de Mellin.

EXERCICE 6 (loi de Laplace). — Soient X; et X deux variables aléatoires réelles indépen-
dantes de méme loi, la loi de Laplace, c’est-a-dire Px,(dz) = %e_m dz. Notons ¢ = px, la
fonction caractéristique de X,;. On définit les variables aléatoires Y7 et Y5 par

Yiy (1 -1 X,
Y, \1 1 Xy )
Montrer les faits suivants :

i) ona p(f) = (1+6%)~"! pour § e R;
(i) o(

(ii) les variables aléatoires Y7 et Y5 ont méme fonction caractéristique, donc méme loi; elles
sont non corrélées et ne sont pas indépendantes.
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Correction. — (i) Le calcul suivant tient compte de la parité de la fonction de densité :
1 +00 +00 iz —ifx
J e‘we el dy = J cos(zf)e " dx = J S
R 0 0 2
+o o (1 19)31: +e —(14i0)x 1 e—(1-i0)z e—(i0+1)z 7
— d = — —_— JR—
f 2 Y7o [ 1-1i6 1+i6 ]O

N 1 1 1+i60+1—16 1 2 1
2 1—19 1+1i60 2 (1-i6)(1 +10) 2 1462 1+ 62
comme annoncé.

(ii) Puisque la loi considérée est symétrique, ¢ est paire ou encore px = ¢_x. Par indépen-
dance de X7 et Xo (ou —X5) on a

PY) = PX1—Xs = Px, X P_Xy =P X @ = ¢°,
ainsi que
PY:, = PX1+Xe = PXy X PX, =P X Q= 902~
Les lois de Y7 et Y5 ont méme fonction caractéristique, elles sont donc égales.

Pour calculer la covariance de Y7 et Y, remarquons tout d’abord que les X; sont de carré
intégrable et d’espérance nulle par symétrie de leur loi. Nous avons alors

Cov(Y1,Ya) = E[Y1Ya] = E[(X1 — Xo)(X1 + X2)] = E[ X7 — XJ] = E[X{] —E[X3] =0

puisque X7 et X2 ont méme moment d’ordre 2 (car elles ont méme loi). Les variables Y7 et
Y5 sont donc non corrélées.

Pour montrer que Y; et Y5 ne sont pas indépendantes, il suffit d’identifier leurs lois res-
pectives ainsi que leur loi conjointe et constater que cette derniere n’est pas égale au produit
des précédentes. Tout d’abord, la loi des Y; est le carré de convolution de la loi de Laplace
qui admet une densité. Ce carré admet alors une densité f qui est le carré de convolution de
la densité de la loi de Laplace :

s = [ (G x (o) e = [ febiHa

Puisque la loi de Laplace est symétrique, il en est de méme de son carré de convolution. Nous
pouvons donc supposer pour ce calcul y = 0. Une petite discusion sur les signes des différentes
expressions entre valeurs absolues mene a

| Y1 +o0 4
f(y) = J\_oo Z e_y+Z+Z dZ + L Z e_y+Z_Z dZ + L Z ey_z—z dZ
1 1 1
= ge Ve e = Ly e

Par symétrie, on a
1 _
f) = 5wl + e, yeRr.
Passons maintenant & la loi conjointe de Y = (Y7, Y3). Nous avons Y = AX ou

A:(} _11) et X =Xy, X2).

La matrice A est inversible de déterminant det A = 2, et on a

= (2530
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La loi de Y admet alors pour densité
1
|det A

qui est un cas particulier de la formule du changement de variables classique lorsque la
transformation est linéaire. Nous avons ainsi

fr (i y2) = Fx (v +92)/2, (=y1 +y2)/2) % ;

Sy (i y2) = fx 0o A7 (Y1, y2) x

B Y IV s Vo
2 2 2
_ Ll —ul/2.
8

11 est alors clair que fy (y1,y2) et f(y1) x f(y2) ne sont pas égales dy; ® dys presque partout
(comme elles sont continues, il suffit pour cela que les deux fonctions différent en un seul point ;
en regardant ce qu’il se passe pour y; = y9, on a fy(y,y) = %e"?‘” alors que f(y) x f(y) =
& (ly| +1)? e=2l¥l fonctions notablement différentes), et donc que les lois correspondantes ne
sont pas égales : la loi conjointe de Y7 et Y5 est différente de leur loi produit, Y7 et Y5 ne sont
pas indépendantes.

Remarque. — La densité marginale f aurait pu étre obtenue apres identification de la densité
conjointe en intégrant cette derniere sur ’autre variable.

EXERCICE 7 (fonction caractéristique d’un produit de variables aléatoires indépendantes). —
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes.

(i) Démontrer que la fonction caractéristique du produit XY est donnée par

oxy(0) = JR vx (0y) Py (dy), 0 e R.

Si de plus X et Y ont méme loi normale AV(0, 1), déterminer la fonction ¢ xy .

(ii) Soient Xi, X, X3, X4 des variables aléatoires réelles indépendantes, de loi normale
N(0,1). Montrer que X; X5 + X3X, suit une loi de Laplace et que | X; X5 + X3X4| suit une
loi exponentielle £(1) de parametre 1.

Correction. — Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes.

(i) On a par le théoreme de transfert

pxv(0) = E[e™] = | % Py (dady)
R

puis par indépendance de X et de Y et en utilisant le théoreme de Fubini

pxv(®) = | (], e Prtan) ) prtan),

el Py (dz) ® Py (dy) = J
R2

soit
oxy (0) = f ox (40) Py (dy).

(ii) Soient X7, X3, X7, X7 quatre variables aléatoires indépendantes de méme loi la loi
normale N (0,1). Pour i # j, on a d’apres la question précédente

.2 dy 292 2 dy
. (0) = (y0 y/2=f y?6%/2 y/2
QOXZXJ( ) JRSOXZ(Q )><e \/ﬁ Re X e \/ﬁ

_ —aeety2 Y J 0t Ay
JRe V2T aRe Vomo 7
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avec 0 = 1/4/1 4+ 2. Comme les produits X; X5 et X3X4 sont indépendants, on a

1 1 1
PX1X2+X3X4 (0) = PX1X> (0) X ¢X3X4(9) = \/1 T 02 x \/1 T 02 = 1+62°

On reconnait en px, x,+x,x, la fonction caractéristique de la loi de Laplace. Par conséquent,
la loi de X7 X5 + X3X4 est la loi de Laplace.

Il est alors assez clair que |X1X2 + X3X4| suit la loi exponentielle de parametre 1. De
maniere détaillée, soient Z une variable aléatoire de loi la loi de Laplace, B € R, un ensemble
borélien. Puisque P{Z = 0} = 0, on peut supposer que B ne contient pas 0. On a

P{|Z|e B} =P{Ze -BuB}=P{Ze—-B}+P{ZeB)}

1 1 1
=J e_|z|dz+f e_|z|dz=QJ e_zdz=fe_zdz,
—B 2 B2 B2 B

EXERCICE 8 (on peut avoir pxiy = @xpy sans que les variables aléatoires X et Y soient
indépendantes). — Soient U et V deux variables aléatoires indépendantes de loi de Cauchy
C(1) de parametre 1 et soient a, b, ¢, d des nombres réels strictement positifs. Considérons
les variables aléatoires X et Y définies par

d’ou la conclusion.

X =aU 4+ bV, Y =cU +dV.

(i) Calculer la fonction caractéristique ©(x,y) de la variable aléatoire (X,Y) et en déduire
que X et Y ne sont pas indépendantes.

(ii) Calculer la fonction caractéristique ¢ x 1y de X+Y et en déduire I’égalité des lois Px 1y =
PX & Py.

Correction. — (i) On a
©x,v)(01,02) = E[exp(i61 X +16,Y)|
= Elexp(i(afy + cfo)U +i(bf; + dfa) V)]
= Efexp(i(aby + cf2)U)] x E[exp(i(bby + db2)V)]

= @U(ael + 002) X (,O(bgl + d@g)
= exp(—|a91 + 692| - |b€1 + d92|)

Pour déterminer px ou ¢y, il suffit de considérer f; = 0 ou #; = 0. On a ainsi
vx(0) =exp(—(a+b)|9|) et vy (0) =exp(—(c+d)|9|)

(ce qui permet de voir au passage que X suit la loi de Cauchy de parametre a + b, et Y celle
de parametre ¢ + d), et par conséquent

@x(01) x oy (02) = exp(—(a + b)|01| — (c + d)|62])

qui peut différer de ¢ x y(01,02) lorsque 0 et 02 sont de signe opposés. Par exemple, pour
01 >0et O =—01, 0n a

lafy + cOa| + 601 + dbs| = (Ja —c| + |b—d|)01 < (a+ b+ c+d)f; = (a+1)|61] + (¢ + d)|6s],

et ainsi pour ce choix px (1) x @y (02) # ¢(x,v)(01,02). Donc, X et Y ne sont pas indépen-
dantes.
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(ii) On a
¢x+y(0) = E[exp(if(a + ¢)U) x exp(i0(b + d)V) ]|
= Elexp(if(a + ¢)U)]| x E[exp(i6(b + d)V)]
= v ((a+c)f) x oy ((b+d)b)
= exp(—(a + ¢)|0]) x exp(—(b+d)|0])

= exp(—(a + b)|9|) X exp(—(c+ d)|9|) = px(0) x oy (0).

Donc Px.y = Px#*Py, d’ou la conclusion.

11
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FEUILLE N° 2

EXERCICE 1 (lois de sommes de variables aléatoires indépendantes). — Soient X1,..., X,
des variables aléatoires indépendantes. Donner la loi de ¥ = X; + -+ + X, dans les cas
suivants :

(i) Xi de loi B(ng,p), k=1,...,n.

(i) Xp deloi P(A\g), k=1,...,n.

(iii) Xy de loi N(my,02), k=1,...,n.
(iv) Xy de loi y(ak,p), k=1,...,n.
(v) Xgdeloi EN), k=1,...,n.
Correction. — Non disponible.

EXERCICE 2 (combinaisons linéaires de variables aléatoires gaussiennes). — Soient X1, ..., X, }j
des variables aléatoires indépendantes de méme loi N/(0, 1) et considérons les variables aléatoires]j
définies par Y = a1 Xq3 + -+ apXp et Z =0 X1 + -+ 0,X,, o a = (ay,...,a,) € R,
b= (bl,...,bn) e R™.

(i) Montrer que Y de loi N'(0,1) si et seulement si |a| = 1.

(ii) Montrer que Y et Z sont indépendantes si et seulement si a L b.
Correction. — Non disponible.

EXERCICE 3 (carrés de variables aléatoires gaussiennes — lois du chi-deux). — (i) Soit X :
(2, A, P) — R une variable aléatoire gaussienne centrée réduite. La loi de X? est appelée loi
du chi-deuz & un degré de liberté et notée x*(1). Montrer que x?(1) = (3, 3 ).

(ii) Soient Xi,..., X, : (2, 4,P) — R des variables aléatoires gaussiennes centrées réduites
indépendantes. La loi de Y = X7 + ...+ X2 est appelée loi du chi-deuz a n degrés de liberté
et notée x?(n). Montrer que x?(n) = (%, 3).

Correction. — Non disponible.

EXERCICE 4 (signe aléatoire). — Soit X une variable aléatoire de loi N'(0, 1) et £ une variable

aléatoire de loi de Bernoulli, indépendante de X, telle que P{e = 1} = P{e = —1} = 1.
(i) Montrer que X et eX ont méme loi et calculer cov(X,eX).
(ii) X et eX sont-elles indépendantes ?

(iii) Montrer que le vecteur aléatoire (X,eX) n’est pas gaussien. Conclusion ?
Correction. — Non disponible.

EXERCICE 5 (somme d’un nombre aléatoire de variables aléatoires indépendantes, identité
de Wald). — Soit X1, Xo, ... une suite infinie de variables aléatoires réelles indépendantes de
méme loi, et N une variable aléatoire a valeurs entieres, indépendante des (X;);>1. Supposons
que E[|X;|] < o et E[N] < o0. On pose

Sp,=X1+--+ X, et SN =X1+- 4+ Xn,
avec la convention que Sy = 0 sur l'ensemble ou N = 0.

(i) Montrer que pg, (8) = E[¢x, (0)V].
(ii) En déduire que E[Sy] = E[N] x E[X;].
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Correction. — Non disponible.

EXERCICE 6 (moyenne empirique et variance empirique). — Soient X1, ..., X, des variables
aléatoires indépendantes de loi A/ (m, c?). Posons
n

1
Z Xz et 52 =

o1
X=-
ni=1

n—1

Z(Xi — X)%

(Les variables aléatoires X et S? sont connues sous le nom de moyenne empirique et variance
empirique respectivement.)

(i) Trouver la fonction caractéristique de (X, X; — X,..., X,, — X).
(i) En déduire que X et S? sont indépendantes.

Correction. — Non disponible.

EXERCICE 7 (fonction caractéristique et support de loi). — Soit X une variable aléatoire
réelle de fonction caractéristique ¢ x.

(i) Démontrer que s’il existe 0y # 0 tel que |px(0y)| = 1, alors la loi de X est discréte ; plus
précisément, il existe a € R tel que

2
PX{a+Z—W} =1.
to

(ii) S’il existe deux réels 6, et 62 non nuls tels que 6, /605 soit irrationnel et tels que |px (01)] =

lox(62)] = 1, alors la loi de X est dégénérée, c’est-a-dire que X est P-p.s. égale & une
constante.

Correction. — Non disponible.

EXERCICE 8 (critére d’indépendance de variables aléatoires bornées). — Soient X et Y deux

variables aléatoires réelles bornées. Démontrer que pour que X et Y soient indépendantes, il
faut et il suffit que
E[X*Y*] = E[X*] E[Y?], Vk,£=0,1,...

Correction. — Non disponible.

EXERCICE 9 (fonctions caractéristiques et développements asymptotiques). — Soit X une
variable aléatoire réelle de fonction caractéristique ¢x.

(i) Montrer que si E[|X|"] < oo pour un entier n, on a

ox(0)= ) O pixt ¢

ou |, (0) < 3E||X|"] et £,(0) — 0, 0 — 0.
20(6)] < BE[IX]"] et 2, (0) qx

(ii) Montrer que si E[|X|"] < oo pour tout entier n > 1 et si lim sup = < 0,
n—00 n ex R
alors on a
H—w(ie)n[EX” V0l <R
ex ()= Y T EXT, vie< R
n=0
De plus, la loi de X est uniquement déterminée par les moments m,, = E[X"], n € N*.
Correction. — Cet exercice est en fait un complément sur les premieres propriétés de la

fonction caractéristique de la loi d’une variable aléatoire réelle, propriétés énoncées dans le
livre de A.N. Shiryaev, théoreme 1 du chapitre correspondant.
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(i) Supposons que pour n > 1, on a E[|X|"] < co. Puisque

n—1 /. \k - \n
e =cosy +isiny = Z (1;;? + (ly)'
= k! n!

(cos(o1y) + isin(o2y))

pour y € R, avec |o1| < 1et |p2] < 1,0n a

gox S X0 (10X

— ] + o (cos(01(w)8X) + isin(02(w)0X))
= ! !
et
— 10)™ " (if)k if)"
)= 5 G s+ O eer o) - 3 G e+ @) 0,

en(0) = E[ X" (cos(01(w)0X) + isin(ga(w)fX) — 1)].
Il est clair que |, (0)| < 3E[|X™|]. Le théoréme de convergence dominée montre que €, (6) — 0
quand 6 — 0.

(ii) Soit 0 < 0y < R. Avec la formule de Stirling on trouve que

X o (EXe) 1 ([EHXH”@SJ)U”q

lim sup < = lim sup < — = limsup
n—00 n e X 00 n—00 n € n—00 n!

En conséquence, la série > o E[|X]["]|0]"/n! converge d’apres la regle de Cauchy, et
ainsi, la série Y, ((0)¥/k!) E[X™] converge pour 6 € [—0p,0]. Mais, d’apres la question
précédente, pour n > 1,

= 3 D E1x17 + R0,
k=0
ou |R,(0)] < 3(|0"/n!) E[|X|™]. Ainsi,

2 E[IX 1]

pour tout 0 € |—R, R[. 1l est alors clair que ¢ x est déterminée par les moments de X, il en
est donc de méme de la loi de X.
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FEUILLE N°© 3. — VECTEURS GAUSSIENS

EXERCICE 1 (la propriété d’étre un vecteur gaussien est plus forte que le fait que chaque
composante soit gaussienne). — Soit X une variable aléatoire de loi N'(0, 1) et a > 0. Posons

Y = XTx1<a) = XTx1>a)-
(i) Montrer que Y est aussi de loi (0, 1).

(ii) Montrer que le vecteur (X,Y’) n’est pas gaussien.
Correction. — Non disponible.

EXERCICE 2 (une transformée non linéaire de variables aléatoires gaussiennes peut étre gaus-
sienne). — Soient X, Y et Z trois variables aléatoires réelles indépendantes, gaussiennes de
loi N(0,1). Montrer que

X+YZ
\/14:‘_7 est de loi N(0,1).

Correction. — Non disponible.

EXERCICE 3 (un vecteur non-gaussien dont les densités conditionnelles sont gaussiennes).
— Soit (X,Y) une variable aléatoire de densité sur R? :

fxny(z,y) =c e_(1+$2)(l+y2),

ou ¢ est choisi de maniere a ce que f(x,y) soit effectivement une densité. Montrer que le
couple (X,Y) n’est pas gaussien, mais que les densités conditionnelles fx—, et fy—, sont des
densités gaussiennes.

Correction. — Non disponible.

EXERCICE 4 (caractérisation des lois gaussiennes sur R). — Soit X une variable aléatoire
réelle telle que E[X] = 0 et E[X?] = 02 > 0. Soit Y une variable aléatoire indépendante de
X et de meéme loi.

Montrer les faits suivants:

(i) si X est N(0,02%), alors (X +Y)/v/2 est N(0,0?%);
(ii) si X et (X +Y)/+/2 ont méme loi, alors X est N(0, 0?).

Correction. — Non disponible.

EXERCICE 5 (forme quadratique d’une variable aléatoire gaussienne). — Soit X de loi
N(m, C) sur R? avec det C' > 0. Montrer que

(X —m)* C™ (X —m) suit la loi x(d).
Correction. — Non disponible.

EXERCICE 6 (la norme carré d’une variable aléatoire gaussienne). — Soit X une variable
aléatoire & valeurs dans un espace euclidien E de dimension d, de loi gaussienne N(0, Ig).
Soit a un vecteur unitaire de E et U et V les variables aléatoires réelles définies par

U=(X,a) et V= |X|* (X, a)

(i) Démontrer que U et V sont indépendantes et identifier leur loi.
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(ii) Soit Y une variable aléatoire a valeurs dans E de loi N'(m, Ig), ou m € E. Déduire que
la loi de |Y|? est la convolution d'un chi-deux & d — 1 degrés de liberté et de la loi du carré
d’une gaussienne réelle de loi N'(|m/, 1).

Correction. — Non disponible.

EXERCICE 7 (moyenne empirique et variance empirique ; voir Ex. 6 feuille de TD n°®2). —
Soient X1,..., X, des variables aléatoires indépendantes de loi N (0, c?). Posons

L Z(Xi — X)2.

n—1

Xzizn:Xl et 52:

Montrer que (n —1)5%/0® admet la loi x*(n — 1) et que nX?/0* admet la loi x*(1).
Indication : Utiliser >, X2 =" (X? — X)? + nX?.

Correction. — Non disponible.
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FEUILLE N°© 4. — CONVERGENCES EN LOI

EXERCICE 1 (convergence en loi des variables normales). — Soit (X,,)n>1 une suite de

variables aléatoires de loi N (m,,, 02), et supposons que X, £, X. Montrer que les suites m,,
et 02 ont des limites m € R et 02 > 0, et que X est N'(m, o?).

Correction. — Non disponible.

EXERCICE 2 (convergence en loi et convergence de densités). — Soient (X, )n>1 et X des
variables aléatoires & valeurs dans R? et admettant les densités (f,)n,>1 et f. Montrer que, si
la suite (f,)n>1 converge vers f presque partout (relativement & la mesure de Lebesgue sur
R%), alors la suite des lois des (X,,)n>1 converge vers la loi de X.

Correction. — Non disponible.

EXERCICE 3 (théoréme de Slutsky). — Soient (X,,),>1 des variables aléatoires convergeant en
loi vers X, et (Y, ),>1 des variables aléatoires convergeant en probabilité vers une constante
¢, toutes ces variables aléatoires étant définies sur le méme espace probabilisé. Montrer que

Xn X )
(a) X, Y, 55 cX, et (b) v L2 sic#0.
n c
Correction. — Non disponible.
EXERCICE 4 (convergence en loi de sommes de variables aléatoires). — Soient (X,,)n>1 et

(Y, )n>1 deux suites de variables aléatoires réelles définies sur le méme espace probabilisé.
(i) Si X, £, X et si Y, i 0, montrer que X,, +Y, £ X,

(ii) On suppose que X,, et Y, sont indépendantes pour tout n et que X est indépendante
de Y. Montrer que, si X, £, X et si Y, £, Y, alors X,, + Y, EN's +Y.

(iii) Montrer que (b) devient faux si on supprime I’hypothese « pour tout n, les variables X,
et Y,, sont indépendantes ».

Correction. — Non disponible.

EXERCICE 5 (une limite presque sirement). — Soit (X, ),>1 une suite de variables aléatoires
indépendantes de loi AV/(1,3). Montrer que
Xi+Xo+--+X, 1

i = - .S.
noo X2+ X3+ +x2 4 PP

Correction. — C’est simplement 'utilisation de la loi forte des grands nombres. Les (X,,)n>1
étant indépendantes identiquement distribuées et intégrables, on a

= _X1+X2+"'+Xn N

X, E[X:] =1 quand n — 0.

n

Les (Yp)nz1 = (X2),>1 étant indépendantes identiquement distribuées et intégrables, on a

_ Yi+Yo+---+Y, X2 4+ X2 4+...4X2
y,—trrete e AT T 0 Ex?] = Var(X)) 4+ E[X) 2 =3+1 =4
n n
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quand n — co. La fonction f définie par f(x,y) = x/y étant continue en (1,4), La suite
(f(Xn,Yn))n=1 converge presque strement vers f(1,4) = 1/4 (méme si éventuellement des
termes sont non définis). D’otu la conclusion.

EXERCICE 6 (jeu de la roulette et théoréme central limite). — La probabilité de gagner une
partie au jeu de la roulette est de 19/37 (on se place du point de vue du casino) et la mise
d’un joueur a une partie est d’'un euro. Quel est approximativement le nombre minimum ny
de parties qui doivent étre jouées journellement pour que le casino gagne avec une probabilité
1/2 au moins 1000 euros par jour ? Quelle est la probabilité d’une perte globale pour le casino
durant ces ng parties?

Correction. — Non disponible.

EXERCICE 7 (une application non probabiliste du théoreme central limite). — Utiliser le
théoreme central limite pour montrer que

- nF 1 nke " 1 t 2
. —n _ - . o —z%/2
(a) nhn;oe ( E _k:!) =3 et (b) nhn;o E Vo J_Ooe dz.

k=0 0<k<n+tyn

Indication. — Considérer une suite (X,),>1 de variables aléatoires indépendantes de loi de
Poisson de parametre A = 1.

Correction. — Non disponible.

EXERCICE 8 (théoréme central limite pour des variables de Poisson). — Soit X* une variable
aléatoire de Poisson de parametre A > 0. Montrer que la suite des lois des variables (X* —
A)/v/A converge vers la loi N'(0,1) quand A — oo.

Correction. — Non disponible.

EXERCICE 9 (théoréme central limite pour une somme d’un nombre aléatoire de variables
aléatoires). — Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi,
centrées, de variance o2. On pose S,, = X; + -+ + X,,. Soit (N, ),>1 une suite de variables
aléatoires a valeurs dans N*, indépendantes de la suite (X,,). Montrer que si N,, — +o0 p.s.
quand n — o0, alors la suite des lois des variables aléatoires

Zn
VN,

converge vers une loi que l'on déterminera.

Correction. — Non disponible.
EXERCICE 10 (développement décimal). — Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires
indépendantes, de méme loi uniforme sur ’ensemble des entiers {0, 1,...,9}. On définit, pour

tout n > 1, la variable aléatoire Z,, = 2221 X107, Démontrer que la suite Z,, converge
presque sturement vers une variable aléatoire Z dont on déterminera la loi.

Correction. — Non disponible.

WV

EXERCICE 11 (événements indépendants). — Soit (€2, .A, P) un espace probabilisé et (Ey,)n>1
une suite d’événements indépendants tels que P(E,) = 1/n pour tout n. On pose N,

1g, +---+ 1g,. Montrer que la suite des lois des variables aléatoires
N, —Inn
Vinn

converge vers la loi N'(0,1).
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Correction. — Non disponible.

EXERCICE 12 (what’s fair about a fair game ?). — Soit (X, )n>1 une suite de variables
aléatoires telles que
X {nQ — 1 avec probabilité 1/n?,
R | avec probabilité 1 —1/n? "

S,
Montrer que E[X,,] = 0 pour tout n, mais si S,, = X1 + -+ - + X,,, alors — — —1, p.s.
n

Correction. — Non disponible.

EXERCICE 13 (wvariance empirique). — Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires i.i.d.
réelles intégrables de moyennes m = E[X1] et de variance 0% = Var(X7).

DX —m)?.

=1

(i) On pose
52 =

S|

Calculer E[S?], et montrer que S? — o2 p.s., lorsque n — 0.
(ii) Pour tout entier n > 2, on définit :

1
n—1

Xn = 1 i Xz et §Z = Zn:(XZ - Xn)Q
s i=1

Calculer E[S2], et montrer que 52 — o2 p.s., lorsque n — 0.
Correction. — Non disponible.

EXERCICE 14. — Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. avec E[X;] = 1 et
Var(X;) = 02 € ]0, oo[. Montrer que

%(\/Sn —4/n) £z ol Z est de loi N(0,1).

o 'Sn—nz\/S_n+\/ﬁ -
Indication : Tn NG (\/5771 \f)

Correction. — Non disponible.
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FEUILLE N© 5. — MARTINGALES

EXERCICE 1 (transformée de sur-martingale). — Soit (X, )n>0 une sur-martingale pour la
filtration (F,)n>0 et soit (£, )n>0 une suite de variables aléatoires non-négatives et bornées,
en étant F,,_j-mesurable pour tout n > 1 et g9 constante. On pose Zy = Xo, et pour n > 1,
Zn, = X, — X,_1. Montrer que la suite

Ya :€OZO+"'+€nZn
est une sur-martingale.
Correction. — Non disponible.
EXERCICE 2 (martingale équi-distribuée). — Soit (X,,)n>1 une sur-martingale telle que toutes
les variables aléatoires aient méme loi.
(i) Montrer que (X,,),>1 est une martingale.
(ii) Montrer que, pour tout réel a, les suites (X,, Aa)p>1 et (X, va),>1 sont des martingales.

(iii) En déduire, si n > m, sur ensemble {X,,, > a}, X,, est p.s. supérieur ou égal a a.

(iv) En déduire que X; =---=X,, = ... p.s.

Correction. — Non disponible.

EXERCICE 3 (['urne de Polya). — Une urne contient des boules de deux couleurs différentes,
des blanches et des rouges. Aux instants n = 1,2,..., on tire une boule de 'urne, on la

remet dans l'urne et on ajoute une boule supplémentaire, de la méme couleur. On note B,
(resp. R,) le nombres de boules blanches (resp. rouges) a l'issue du n-ieme coup. On sait que
By =k et Ry = /¢, et on pose

By,

T Bt Ry
(i) Vérifier que (X, )nen est une martingale pour la filtration F,, = 0{By, ..., B,}.
(ii) Montrer que X,, converge p.s. vers une variable aléatoire X, lorsque n — oo.
(iii) Montrer que si By =1 et Ry = 1, la loi de X, est uniforme sur [0, 1].
(iv) Soient By = Rg =1 et (8, = B,, — By. Montrer que, pour tout 0 < 6 < 1,

n+1)!
NY = ( 657 (1 — )" Pn, n=1,
* T Bt =gt Y
est une martingale.
Correction. — Non disponible.

EXERCICE 4 (martingales produit et le théoreme de Kakutani). — Soit (X,,),>1 une suite de
variables positives indépendantes vérifiant E[X;] = 1. On pose My = 1 et M,, =[], X;.

(i) Montrer que (M, )n>0 est une martingale et My, = lim,,_, 4 M, existe p.s.
(ii) On pose a,, = E4/X,,. Montrer que

My, > 0 p.s. si et seulement si Han >0,

My, =0 p.s. si et seulement si Han =0.
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Correction. — Non disponible.

EXERCICE 5 (quotient de vraisemblance). — Pour une suite de variables aléatoires (X,)n>1
on sait que
(Ho) Vn =1, Px, .. x,)(dz) =p,(z)dz ou (Hy) Vn > 1, Px, . x,(dz) = ¢, (r)dz.
On pose
_ qn(Xl, Cen ,Xn)
pn(Xh ceey Xn)

(avec la convention que Z,, = 0 si le dénominateur s’annule).

Zn

(i) Montrer que sous I'hypothese (Hy), la suite (Z,,),>1 est une martingale p.s. convergente.

(ii) Montrer que si (X,,),>1 est une suite i.i.d. et si py(t)dt # q1(t)dt, alors Z,, — 0 p.s.

Correction. — Non disponible.
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FEUILLE N° 6

EXERCICE 1 (une preuve de la loi du 0—1 de Kolmogorov a l'aide des martingales). — Soient
(Q, A, P) un espace probabilisé, (E, £) un espace mesurable, X,, : (2,4, P) - (E, &), n > 1,
une suite de variables aléatoires indépendantes, (F,,),>0 sa filtration naturelle, et A la tribu
asymptotique associée. Soit A € Ay.

(i) Montrer que E[14 | F,,] = P(A) pour tout n > 0.

(ii) Montrer ensuite que (E[14 | Fy])n=0 converge vers 1,4 presque strement, et en déduire
que P(A) € {0, 1}.

Correction. — Non disponible.

EXERCICE 2 (temps d’atteinte pour les marches aléatoires simples). — Soient (92,4, P)
un espace probabilisé, X,, : (2, 4,P) — {=1,1}, n > 1, une suite de variables aléatoires
indépendantes telles que P{X,, = —1} = P{X,, = 1} = 1/2 pour tout n. On pose

So =0 et S, =X1+---+X,, pourn>1.

Soit F, = o{X1,..., Xp}et T =inf{n>1:S5, = 1}.
(i) Montrer que pour tout 0 € R,

M- neN
" (cosh@)n’ ’

définit une martingale dans la filtration (F,)n>0-
(ii) Montrer que T" est un temps d’arrét vérifiant P{T" < oo} = 1 mais E[T"] = 0.
(iii) En utilisant le fait que E[M ] = 1 pour n € N, trouver une formule pour E[a~"], ol

o = cosh 6.
(iv) En déduire la loi de T

Correction. — Non disponible.

EXERCICE 3 (le pouvoir d’une minorité décidée). — 1000000 d’électeurs participent & une
élection entre deux candidats A et B. Parmi eux, 2000 électeurs connaissent le candidat A
a cause de 'organisation de la campagne électorale, et votent en bloc pour lui. Les 998 000
électeurs restants sont plus ou moins indécis et prennent leur décision indépendamment les
uns des autres en jouant a pile ou face avec une piece non faussée. Quelle est la probabilité
p(A) d’une victoire du candidat A7

Correction. — Non disponible.

EXERCICE 4 (FEstimateur de variance minimum). — Soit X1,..., X, un échantillon i.i.d.

d’une loi de moyenne m et de variance o2.

(i) Donner la condition sur les constantes réelles aq,...,a, pour que >, _, a;Xj soit un
estimateur sans biais de m.

(ii) Parmi les estimateurs sans biais de cette forme déterminer celui qui est de variance
minimum. Calculer sa variance.
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Correction. — Non disponible.

EXERCICE 5 (estimateur du maximum de vraisemblance). — Soit un modéle statistique donné
par une famille de lois absolument continues {P(dz) = fo(x)dx : 0 € O} sur (R*, B(R¥)), o
© est Pespace des parametres. Si ’observation est constituée d’un échantillon (X, ..., X,)
de taille n de variables de loi Py, on appelle vraisemblance du modéle la variable aléatoire

Ig(Xl, . ..,Xn) = fg(Xl) X v X fg(Xn)

On appelle statistique toute fonction mesurable de (X1, ..., X,) et estimateur du maximum
de vraisemblance toute statistique 8 = T(X3,...,X,) a valeurs dans © qui maximise la
fonction 6 — Ip(X1, ..., X,).

(i) Soit (X1,...,X,) un échantillon de variables aléatoires, chacune suivant une loi exponen-
tielle de parametre 8 > 0. Déterminer ’estimateur du maximum de vraisemblance de 6.

(ii) Soit (X7i,...,X,) un échantillon de variables aléatoires, chacune suivant la loi uniforme
sur un intervalle [0, 0], # > 0. Déterminer I'estimateur du maximum de vraisemblance de 6.

(iii) Soit (X7y,...,X,) un échantillon de variables aléatoires, chacune suivant la loi normale
N(m,0?), m € R, 0> > 0. Suivant que m ou o2 est connu, déterminer l'estimateur du
maximum de vraisemblance du parametre inconnu.

Correction. — Non disponible.

EXERCICE 6 (Intervalles de confiance asymptotiques). — Soit X7, Xs, ... une suite de va-
riables aléatoires i.i.d. de loi commune de Poisson de parametre A > 0. Pour a € 0, 1[ donné,
construire une suite d’intervalles I,, = I,,(Xy, ..., X,) tels que

P{xel,} > 1—aqa, quand n — 0.
Correction. — Non disponible.

EXERCICE 7 (fille ou gar¢on ?). — En Suisse, entre 1871 et 1900, sont nés 1.359.670 garcons
et 1.286.086 filles. Qu’est-ce que vous pensez de I’hypothese que les filles et les gargons naissent
avec la méme probabilité ?

Correction. — Non disponible.
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FEUILLE N° 7. — CHAINES DE MARKOV

EXERCICE 1 ( Visites a un état fize et noyau potentiel). — Soit (X, )nen une chaine de Markov
homogene de matrice de transition P = (P(x,V))s yer, ot E est un ensemble dénombrable.
Pour tout y € E' on note, avec la convention inf ¢ = 400,

T,=inf{n>1:X, =y} et N, = Z T(x,, =y}
meN

ce sont respectivement le premier temps du passage en y et le nombre de visites de y. La
matrice G définie par G(z,y) = E*[N,] < +00, nombre moyen de passages en y par la chaine

partant de x a l'instant 0, est appelée le noyau potentiel de la chaine. On pose Fy,(z,y) =
P*{T, = n} et F(z,y) = P*{T, <o} =3"_ F,(z,y).

n=1-"n

(i) Montrer que pour tout x,y € E, on a G(x,y) = > _, P™(z,y), o P° = I est la matrice

m=0
identité, c’est-a~dire I(z,y) =1 si z =y, 0 sinon.
(ii) Montrer que si z # y, alors G(z,y) = F(z,y)G(y,y) (avec la convention 0 x oo = 0).
(iii) Montrer que F(z,x) = 1 si et seulement si G(x,z) = o, et que si F(x,z) < 1, alors
1
Gr,x) = ————.
(z,7) 1 — F(z,x)

(iv) Un état x € E est dit récurrent si P*{T, < o} = 1 et transient si P*{T, < o} < 1.
Montrer que si x est transient, alors sous P*, la variable N, suit une loi géométrique de
parametre p = 1 — P*{T, < oo} = P*{T, = oo}.

(v) En déduire que si E est fini, alors il existe au moins un état récurrent.

(vi) Soit x un état récurrent et 7' = inf{n > 1: X,, = z}. Montrer que

po(y) = E° (TZ_II ﬂ{xn=y}>

n=0

définit une mesure invariante, de plus p,(z) =1 et p,(F) = E*[T].
Correction. — Non disponible.

EXERCICE 2 (théoréme ergodique). — Soit (X}, )nen une chaine de Markov homogene. Pour
x,y € E on pose M(z,y) = E*[T}]. Un état x € E est dit récurrent nul si x est récurrent et
M (z,x) = o, et récurrent positif si x est récurrent et M (z,x) < oo.

(i) Soit R < E une classe de récurrence de période 1. Montrer que, pour tout z,y € R,

P (2, y) —> {(1) s% y est re:current nul,. .
/M (y,y) siy est récurrent positif.
(ii) Montrer les implications suivantes (avec la convention 1/00 = 0) :
a) Siy est transient, alors P"(x,y) — 0 pour tout x € E.
b) Siy est récurrent apériodique, alors P"(x,y) — F(x,y)/M (y,y) pour tout x € E.
c¢) Siy est récurrent de période d(y) = d > 0, alors P"(y,y) — d/M(y,y).
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(iii) En déduire que

1) 0 si y est transient ou récurrent nul,
n Z P* (z,y) — { Flay) g y est récurrent positif
=0 M(y,y) :
Correction. — Non disponible.
EXERCICE 3 (marches aléatoires sur 7). — Soit (Z,)n>1 une suite de variables aléatoires

Bernoulli indépendantes avec P{Z,, = 1} =pet P{Z, = -1} =1—p,ou 0 < p < 1. On pose
X, =21+ + Z,. Alors (X,,)nen est une chaine de Markov de loi initiale yu = dg et de
noyau de transition

P(z,z+ 1) =p, P(z,z—1)=1—p, re”Z.

Montrer que tous les états sont récurrents si p = % et tous les états sont transients si p # %

Correction. — Non disponible.

EXERCICE 4 (chaine a deux états). — Soit (X, )nen une chaine de Markov a valeurs dans
{0,1} et de matrice de transition :

P:<1ga 1345>, O0<a, B<1.
(i) Calculer E*[T;] pour x € {0, 1}.

(ii) Calculer P™ et vérifier que, pour toute loi initiale py,

B o
ProOfX, =0} = —— 4+ (1—a— ”( 0 ——).
(X0 =0} = 2+ (1= a— )" (40} -

(iii) Montrer que (X,,)n>0 converge en loi vers une certaine loi p. Que vaut p?
(iv) Prouver que p est une mesure invariante : P,{X,, € A} = pu(A) pour tout n € N.
(v) Calculer Cov"(X,,, X,,+1). Les variables aléatoires (X,,),>0 sont-elles indépendantes ?
(vi) Calculer le potentiel de la chaine.
(vii) On note S, = X7 +--- + X,,. Montrer que

no

=a+5

et Var”(S,,) < Cn, ou C' est une constante.

E[Sn]

(viii) (Loi faible des grands nombres) En déduire que

Sn_ «Q

lim — = en probabilité sous P,, sous Py et sous F;.

n—w N o+ 6
Correction. — Non disponible.
EXERCICE 5 (chaine de naissance et de mort). — Soit (X,,)nen une chaine de Markov
d’espace d’états £ = N et de matrice de transition

. pi stj=i+l pit+ai+ri=1,p; >0,

P(i,j) =< r sij=i, avec .
G sij=i—1, g =0et g >0 sii>1.
X oo X g4 . . .
On note vg =1, v; = u, et pour ¢ € N, on pose 7; = inf{n > 0: X,, = i}.
pL XX

(i) Etant donné trois états a,i et b tels que a < i < b, on pose u(i) = P;{r, < 7}. Exprimer
u(7) en fonction des y; pour a < j < b. Traiter le cas particulier ot p; = ¢; pour tout i.

(ii) Déterminer P;j{rp = oo} et montrer que la chaine est récurrente si et seulement si
Q0
D=0 Vi = +0.
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(iii) Déterminer les mesures invariantes de la chaine.

(iv) En déduire que la chaine est récurrente positive (au sens que tous les états sont récurrents
positifs) si et seulement si

0
P1 X X Pi1

X oo X (s
i-1 di

< +00.

Correction. — Non disponible.
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(i) Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi, telle que
E[X?] < o et 02 = Var(X;) > 0. On pose a = E[X;]. Montrer que

0 sit<a
1 .
(ii) lim P{(X1+---+Xn)<t}: 1 sit>a«
nore o An % sit= .
X+ -+ X,)—
(iii) limsup( 1+ Xn) Y 4w p.S.

s v
(iv) Soit X une variable aléatoire bornée. Montrer que
E[| XY™™ — exp(E[In|X]]), quand n — +00.

(v) Soient X et Y deux variables aléatoires dans L!(P). Montrer les conditions suivantes:
(vi) Si X,Y sont i.i.d., alors on a
X+Y

2
(vii) Si E[X|o{Y}] =Y et E[Y|o{X}] = X, alors X =Y p.p.
(viii)
(ix) Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. réelles telle que E[X;] = 0 et E[X?] <
0. On pose F,, = o{X1,...,X,} et

Zp=(X1+ 4+ X,)? —nE[X?]

E[X|o{X +Y}|=E[V]o{X +Y}] = p.p.

Montrer que (Z,,),>1 est une martingale.

(x) Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes avec P{X,, = 1} = P{X,, =
-1} = % et F, = o{X1,...,X,}. Pour 0 < A < § et @ € R, on pose

Zn = (cos\) " exp(iNX1 + -+ + X + @)).

Montrer que (Z,),>1 est une martingale complexe, c’est-a-dire les parties réelle et imaginaire
de Z, sont des martingales.
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Mode d’emploi

Ce fascicule contient des séries d’exercices sur les différents chapitres du cours. Ils ne seront
pas forcément tous traités en TD. Vous étes invités a chercher a la maison la solution des
exercices avant le TD, a résoudre seuls les exercices non traités... N’hésitez pas a me poser
des questions au besoin. Les sujets de partiels et d’examens des deux années précédentes se
trouvent a la fin du fascicule et peuvent servir d’entrainement lors de vos révisions.

Contenu

Base des probabilités,

Probabilités et espérances conditionnelles,
Convergence presque-sire, en probabilités, LP,
Fonctions caractéristiques,

Vecteurs gaussiens,

Convergence en loi,

NS U N

Annales.

1. Base des probabilités

EXERCICE 1.1 (NOTIONS DE BASE). — (i) Rappeler la définition d’espace probabilisé, de
variable (ou vecteur) aléatoire, de loi d’une variable aléatoire, d’espérance d’une variable
intégrable.

(ii) Rappeler le théoreme de transfert.
EXERCICE 1.2 (UN EXEMPLE SIMPLE : LANCER DE DES). — (i) Proposer un espace pro-

babilisé modélisant le lancer de deux dés non pipés indépendants. Définir pour ¢ = 1,2 une
variable aléatoire X; représentant le résultat du i-eme dé?

(ii) Quelle est la loi de X; 7 Son espérance ? Sa variance ?
(iii) Montrer que les événements « X; est pair » et « la somme X; + X2 est paire » sont

indépendants.

EXERCICE 1.3 (CALCULS DE BASE). — Calculer 'espérance, la fonction de répartition, et la
fonction caractéristique pour :
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(i) la loi uniforme sur {1,...,n},
(ii) la loi exponentielle de parametre A > 0.
EXERCICE 1.4 (FONCTION CARACTERISTIQUE DE LA GAUSSIENNE). — Calculer la fonction

caractéristique de la loi de Gauss. On pourra montrer qu’elle est solution d’une équation
différentielle du premier ordre.

EXERCICE 1.5 (CALCUL D’ESPERANCE ET VARIANCE POUR DES ESTIMATEURS). — Soit

(Xi)i>1 des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de carré intégrable,|]

de moyenne m et variance o2.

(i) Calculer 'espérance et la variance de l'estimateur de la moyenne

(ii) Calculer 'espérance de l'estimateur de la variance

1 i(Xz _ Xn)Q
i=1

n—1
EXERCICE 1.6 (VECTEUR ALEATOIRE DONNE PAR SES LOIS CONDITIONNELLES, PARTIEL
MARS 2008). — Soient X, Y, Z trois variables aléatoires réelles telles que

a2
S, =

a) X a une loi uniforme sur [0, 1],

b) sachant que X =z € [0,1], Y admet une densité conditionnelle fy|x—, donnée par

Frix=a(y) = (y—2) ey,
c¢) sachant que X = z € [0,1] et Y = y > x, Z admet une densité conditionnelle
J7|x =2,y =y donnée par

=4 50y

fz1x=2y=y(2) = (y —x)e”"
(i) Quelle est la loi de (X,Y,Z)7
(ii) Quelle est la loi de Z 7
(iii) Quelle est la loi conditionnelle de (X,Y") sachant Z = z?
(iv) Onpose U =Y — X et V = Z(Y — X). Calculer la loi de (X, U, V). Les variables X, U
et V sont elles indépendantes 7
EXERCICE 1.7 (PROBABILITE ET THEORIE DES NOMBRES). — On choisit au hasard un entier
entre 1 et n. Pour p un entier non nul, p < n, on définit A, I’événement « le nombre choisi
est divisible par p ».

(i) Calculer la probabilité de A, lorsque p est un diviseur de n.

(ii) Montrer que si pq,...,pr sont des diviseurs premiers de n distincts, les événements
Ay, ..., Ap, sont indépendants.

(iii) On appelle fonction indicatrice d’Euler la fonction ¢ définie sur les entiers naturels dont
la valeur (n) est égale au nombre d’entiers non nuls inférieurs a n et premiers avec n. Montrer

que
¢(n) =n x I (1—1/p).
p diviseur premier de n
EXERCICE 1.8 (SIMULATION PAR LA METHODE D’INVERSION). — Soit p une loi sur R de

fonction de répartition F' : R — [0,1]. On appelle inverse généralisée de F' la fonction F~!
définie pour tout u € |0, 1] par

F~'(u) = inf{z € R tel que F(z) > u}.
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(i) En utilisant les propriétés de la fonction de répartition F', montrer que pour tout u € |0, 1],
I’ensemble

D,={xeR:F(x)>=u}
est non vide, minoré (si bien que F~!(u) est bien défini), puis que D, = [F~*(u), +ool.
(ii) En déduire que pour tout x € R et u € ]0,1[, u < F(z) si et seulement si F~!(u) < .
(iii) En déduire que si U suit une loi uniforme sur [0, 1], alors F~1(U) suit la loi p.

(iv) En utilisant la méthode d’inversion, expliquer comment simuler une loi de Bernoulli de
parametre p € [0, 1], la loi géométrique de parametre p € |0, 1], la loi uniforme sur {1,...,n},
la loi exponentielle de parametre A\ > 0.

(v) Cette méthode est-elle efficace pour simuler les lois binomiales, les lois de Poisson, les lois
normales ?

EXERCICE 1.9 (SIMULATION DE LOIS GAUSSIENNES PAR LA METHODE POLAIRE OU METHODE
DE BOX—MULLER). — Montrer que si U, V' sont deux variables aléatoires indépendantes et
de loi uniforme sur [0, 1], alors les variables

X =+/—2InU x cos(27V) et Y =v—-2InU x sin(27V)
sont gaussiennes standard et indépendantes.

EXERCICE 1.10 (SIMULATION DE LOI DE POISSON). — Soient (U;);>0 une suite de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi uniforme sur [0, 1], et A > 0. On
définit

N =min{n >0:Uy x --- x U, <exp(—N)}.
Nous allons montrer que N suit une loi de Poisson. Pour n > 0, on définit V,, = —In(U,,) et
pourn > 1, S, = Z;é Vi.
(i) Calculer P{N = 0} et P{N = 1}.
(ii) Pour n > 1, montrer que {N =n} = {S,, < A et Sp4+1 = A}
(iii) Montrer que la loi de S,, a pour densité

xn—l

fulx) = n—1)! e " azoy-

(iv) Conclure.

2. Probabilités et espérances conditionnelles

EXERCICE 2.1 (QUESTION DE COURS, PREMIERES PROPRIETES). — Soit (€2, .4, P) un espace
probabilisé, X € L'(Q, A, P) et G une sous-tribu de A. Donner la définition de I’espérance
conditionnelle E[X | G] et redémontrer les propriétés suivantes :

() E[E1X |61] ~ E[X]:

(ii) si X est G-mesurable, alors E[X | G] = X presque sirement ;

(i) E[a1 X1 + a2X2 |G| = a1 E[ X1 | G] + a2 E[ X | G] presque surement ;

(iv) si X > 0 alors E[X |G] = 0 presque stirement ;

(v) si 0(X) et G sont indépendantes, alors E[X | G| = E[X] presque sGrement.

Correction. — Hypotheses a préciser.

EXERCICE 2.2 (VARIANCE CONDITIONNELLE). — Soit X une variable aléatoire réelle de carré
intégrable définie sur un espace probabilisé (£2,.4, P) et soit G une sous-tribu de A. On pose

Var(X |G) = E[(X —E[X |G])? | G].



TD de Probabilités 31

(i) Montrer que Var(X) = E[Var(X |G)] + Var(E[X | G]). On pourra utiliser I'interprétation
de l'espérance comme projecteur orthogonal dans le cas L?.

EXERCICE 2.3 (QUESTION DE COURS, CONDITIONNEMENT DISCRET). — Soient X et YV
deux variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (€2, A, P). On suppose que Y est
intégrable et que X est une variable aléatoire discrete prenant les valeurs x;, ¢ > 1. Expliciter
la loi conditionnelle de Y sachant {X = z} ainsi que 'espérance conditionnelle E[Y | X].

EXERCICE 2.4 (SOMME D’UN NOMBRE ALEATOIRE DE VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES]]
ET IDENTIQUEMENT DISTRIBUEES). — Soit (X} );>1 une suite de variables aléatoires indépendantes]]
et de méme loi, d’espérance p et de variance 0. Soit N une variable aléatoire & valeurs dans

N*, indépendante des variables aléatoires X;, d’espérance m et de variance s?. On pose

N
Sy =) X
=1

(i) Montrer que la loi conditionnelle de Sy sachant {N = n} est égale a celle de S,,.

(ii) Calculer E[Sy | N] puis E[Sn]-

(iii) Calculer Var(Sy).

EXERCICE 2.5 (PROCESSUS DE GALTON WATSON). — Soit X une variable aléatoire a valeurs
entieres d’espérance m et variance o2. Soit (X )n.ren une famille doublement infinie de

variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X. On considere une suite de variables
aléatoires (Z,)n>0 définie par : Zy = 1 et, par récurrence,

Zn+1 _ Xl(n-i-l) T +Xén+1).
(i) En utilisant I'exercice précédant, calculer E[Z,,+1] en fonction de E[Z,], puis E[Z,] en
fonction de n.
(ii) De maniere analogue, calculer la variance de Z,, en fonction de n.
EXERCICE 2.6 (URNE DE POLYA). — Soit une urne contenant initialement une boule blanche
et une boule noire. On effectue des tirages successifs dans 'urne de la manieére suivante : a
chaque tirage, on choisit au hasard une boule dans I'urne, puis on la replace dans 1'urne, ainsi

qu'une autre boule de la méme couleur. On note §,, la variable aléatoire correspondant au
nombre de boule blanche dans I'urne apres le n-ieme tirage (Sp = 1).

(i) Déterminer la loi de S, 41 conditionnellement a S,, = k.

(ii) Déterminer Iespérance conditionnelle E[S,, 1 |Sy), puis E[S,].

(ili) De maniere analogue, calculer la variance de S,,. (Indication. — On pourra montrer que
s Sn(Sn+l) 4 -
la quantité Wn = % vérifie E[W,, 11 | W, ] = W,,.)

EXERCICE 2.7 (VARIABLES SANS MEMOIRE I). — Soit 7" une variable aléatoire & valeurs dans
N non constante. Soit m € N, on dit que T est une variable sans mémoire si la loi de T'— m
sachant {T" > m} ne dépend pas de m.

(i) Montrer que les variables de loi géométrique sur N sont sans mémoire.

(ii) Réciproquement, montrer que toute variable a valeur dans N sans mémoire suit une loi
géométrique.

Correction. — Reformuler I'exercice sur N*.

EXERCICE 2.8 (CONDITIONNEMENT PAR LA SOMME). — Soient X; et X2 deux variables
aléatoires indépendantes de lois binomiales de parametres respectifs (nq,p) et (no, p).

(i) Déterminer la loi de X; sachant {X; + X5 = n}.
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(ii) Déterminer E[X; | X7 + Xs].
(iii) Mémes questions si X7 et X5 sont des variables aléatoires indépendantes de lois de

Poisson de parametres respectifs A1, As.

EXERCICE 2.9 (QUESTION DE COURS, CAS DE VARIABLES A DENSITE). — Soit X et Y des
variables aléatoires dont la loi conjointe admet une densité f(x y). On note fx et fy les
densités des lois marginales de X et Y. On définit

f(X,Y)(xay) :
fX|Y(xay)= { fr(y) S} fr(y) #0
0 sinon.
Soit A une fonction borélienne sur R telle que E[|h(X)[] < 1. Posons g(y) = {5 h(z) fx v (z,y) dz |
(i) Montrer que ¢g(Y') est une version de E[h(X)|Y].
(ii) Expliciter la loi conditionnelle de X sachant Y.

EXERCICE 2.10 (CONDITIONNEMENT PAR LA SOMME). — Soit X; et X5 deux variables

indépendantes de loi exponentielle de parametres respectifs Ay et A\o. Déterminer la loi de X,
sachant X7 + Xs.

EXERCICE 2.11 (CONDITIONNEMENT PAR LA SOMME, CAS GAUSSIEN). — Soient X; et Xo
des variables aléatoires indépendantes de lois respectives N (my, o) et N(ma, 03).

(i) Déterminer la loi du couple (X7,S) ou S = X7 + Xos.

(ii) Determiner la loi conditionnelle de X; sachant {S = s} ainsi que l'espérance condition-
nelle E[ X | S].

EXERCICE 2.12 (VARIABLES SANS MEMOIRE II). — Soit 7" une variable aléatoire suivant une
loi exponentielle de parametre A > 0.

(i) Montrer que pour tout s,t > 0on a P{T >t +s|T >t} = P{T > s}.

(ii) Montrer que cette propriété caractérise les lois exponentielles parmi toutes les lois a
densité sur R, .



