
Interpolation polynomiale : 
ours à reproduirelors du TP Latex numéro 3le 8 février 2012Soit n un entier. A�n d'alléger les notations, Pn désigne l'espa
e des polyn�mesà 
oe�
ients réels de degré inférieur ou égal à n. Rappelons que Pn est un R-espa
e ve
toriel de dimension n+ 1.1 MotivationConsidérons n + 1 points (x0, y0), (x1, y1), . . . , (xn, yn) du plan R
2, d'abs
issesdistin
tes deux à deux.Exemple 1 Dans le 
ontexte des s
ien
es expérimentales, 
es données peuventprovenir d'une expérien
e, par exemple la température y (en degrés) en fon
tiondu temps x (en heures).

i xi yi
0 0 5
1 6 10
2 12 19
3 18 18Nous voulons représenter le phénomène observé par une fon
tion P polyn�mi-ale. Ce polyn�me doit véri�er

P (xi) = yi, ∀i = 0, . . . , n. (1)2 Le polyn�me de LagrangePour i ∈ {0, . . . , n}, dé�nissons le polyn�me ℓi par :
ℓi(x) =

∏

j=0,...,n, j 6=i

x− xj

xi − xj

. (2)Le polyn�me ℓi est de degré n exa
tement. Soit k ∈ {0, . . . , n}, il véri�e
ℓi(xk) =

{

0 si k 6= i

1 si k = i
(3)1



Posons
pn(x) =

n
∑

i=0

yiℓi(x). (4)Le polyn�me pn est de degré inférieur ou égal à n. Soit k ∈ {0, . . . , n}, il véri�e
pn(xk) =

n
∑

i=0

yiδi k = yk. (5)Théorème 1 Soient n+1 points (x0, y0), (x1, y1), . . . , (xn, yn) du plan R
2, d'abs
issesdistin
tes deux à deux. Il existe un unique polyn�me p ∈ Pn tel que

p(xi) = yi, ∀i ∈ {0, . . . , n} , (6)
'est le polyn�me pn dé�ni par (4). Il est appelé polyn�me d'interpolationde Lagrange aux points (xi, yi), i = 0, . . . , n.Remarque 1 Il existe une in�nité de polyn�me p véri�ant (6), par exemple :
p(x) = pn(x) + λ

n
∏

i=0

(x − xi),où pn est le polyn�me d'interpolation de Langrange aux points xi, i = 0, . . . , net λ est un réel quel
onque.Remarque 2 Lorsque les points xi sont distin
ts deux à deux, l'ensemble B =
{ℓ0, . . . , ℓn} est une base de Pn, appellée base de Lagrange asso
iée aux points
x0, . . . , xn.3 Forme de Newton du polyn�me d'interpolationSoit f une fon
tion dé�nie sur un intervalle I 
ontenant les abs
isses xi, i =
0, . . . , n.Notation 1 Soient k ∈ {0, . . . , n} et i entier inférieur ou égal à k. Le polyn�med'interpolation de Lagrange de f aux points xi, . . . , xk est noté :

pi→k.Lorsque i = 0, on note
pk = p0→k.Dé�nition 1 Soient k ∈ {0, . . . , n} et i entier inférieur ou égal à k. Lepolyn�me pi→k est de degré inférieur ou égal à k − i

pi→k ∈ Pk−i.On note f [xi, . . . , xk] le 
oe�
ient dans pi→k qui porte sur xk−i. Ce 
oe�
ientest appelé di�éren
e divisée d'ordre k − i.2



Remarque 3 Les di�éren
es divisées d'ordre 0 sont données par
f [xi] = f(xi), ∀i = 0, . . . , n. (7)Soit k ∈ {1, . . . , n}, le polyn�me qk = pk − pk−1 ∈ Pk et véri�e qk(xi) =

0, ∀i ∈ {0, . . . , k − 1}. Il s'ensuit que
qk(x) = C(x − x0) . . . (x− xk−1),où C est une 
onstante réelle. La 
onstante C est le 
oe�
ient qui porte sur xkdans qk, 
'est le même que dans pk. On a don
 :

pk(x) = pk−1(x) + f [x0, . . . , xk]

k−1
∏

i=0

(x− xi), (8)Dé�nition 2 On déduit des relations (7) et (8) que
pn(x) = f [x0] +

n
∑

k=1

f [x0, . . . , xk]
k−1
∏

i=0

(x − xi). (9)Cette dé
omposition est appelée forme de Newton du polyn�me d'interpolation.Dé�nition 3 Les polyn�mes
Nk(x) =

k−1
∏

i=0

(x− xi) (10)sont appelés polyn�mes de Newton. L'ensemble C = {Nk, k = 0, . . . , n} estune base de Pn, appellée base de NewtonThéorème 2 Soient k ∈ {1, . . . , n} et i entier inférieur à k. On a la relationsuivante :
f [xi, . . . , xk] =

f [xi+1, . . . , xk]− f [xi, . . . , xk−1]

xk − xi

.Proposition 1 En fa
torisant la forme de Newton (9), il vient :
pn(x) = f [x0]+(x−x0)

(

f [x0, x1]+(x−x1)
(

. . .
(

f [x0, . . . , xn−1]+(x−xn−1)f [x0, . . . , xn]
)

)

)

.L'algorithme de Hörner s'é
rit
• Initialisation :

p← f [x0, . . . , xn]

• Pour k dé
roissant de n− 1 à 0 faire :
p← f [x0, . . . , xk] + (x− xk) p.3


