Corrigé Examen iL01, Mathématiques Discretes vendredi 17 décembre 2004
9h00-12h00

1. Déterminer le nombre d’éléments des ensembles suivants, pour n € N.
0. {X € P(n]) | #X > 2.

v/ Des 2" éléments de P([n]) on exclut les () + () = 1+ n ensembles X avec #X € {0,1}, et il
reste 2" — n — 1 ensembles. Le raisonnement et la formule sont valables méme pour des petites
valeurs n = 0,1 ott 'ensemble indiqué est vide.

b. {(a,b,c) eN3|a+b+c=n}.

\/ Ce sont les compositions (faibles) de n en 3 parts ; leur nombre est ((i)) = (
(n+1)(n+2)
e Aamaa

n+2) — (n-2§-2) —

n =

c. {(S,T)eP(3n])? |#S=#T=n; SNT =0}
\/ C’est le coefficient « multinomialy ( sn ) (c’est-a-dire le coefficient de X"Y " Z"™ dans (X+Y +2)",

n,n,n
3n

n) maniéres et puis T de (27?)

qui est égal a % Vous pouvez le trouver en choisissant S de (
2n\ _ _(3n)! (2n)! _ (3n)!
n) — nl2n)! nIn! T nlnln!-

maniéres, au total (37?)(

d. {m €S, |sg(r) =—1} (ou sg(m) désigne la signature de la permutation 7).

\/ Si au moins une permutation impaire existe dans Sy, c’est-a-dire dés que n > 2, elles forment la
moitié des permutations dans Sy, car si o € Sy, est impair, alors m — o o w définit une bijection
des permutations paires vers des permutations impaires (la bijectivité découle de 'existence d’une
application inverse m — o 1o m). Dans ces cas le nombre cherché est donc %!, et pour n < 2 le

nombre est 0. Une formule qui est valable pour tout n € N est [n > 2]%'

2. Soitne N, et Q, ={m €S, |t =id}.

a. Supposons que pour une permutation m# € S, on a déterminé sa décomposition en cycles.
Expliquer comment ceci permet de voir facilement si w € @),, ou non.

\/ Pour que nt, il faut et il suffit que tout cycle dans la décomposition ait une longueur qui divise 4
(comme les cycles de la décomposition commutent entre eux, on peut calculer 7t en composant
les puissances 4-émes des cycles individuels). Par conséquent, il faut et il suffit qu’il n’y aie pas de
cycles de longueurs autres que 2 et 4 (mais les orbites de taille 1 (des points fixes) sont autorisés;
elles ne contribuent pas de cycles dans la décomposition en cycles).

b. On définit la suite (g,)neNn par g, = #Q, pour n € N. Démontrer que cette suite vérifie la
relation de récurrence ¢,+1 = ¢n + ngn—1 + n(n — 1)(n — 2)g,—3 pour tout n € N, avec la
convention que ¢; = 0 quand ¢ < 0, et go = 1.

\/ Pour une permutation ™ € Qp41, le dernier élément n + 1 est soit un point fixe, soit membre d’un
2-cycle, soit membre d’un 4-cycle. Dans le premier cas la restriction de w & [n] peut étre n’importe
que élément de Qn, dans les deux cas restants m est déterminé par le choix du cycle dont n + 1
est membre, et par la restriction © de m au complément de ce cycle, qui vérifiera 7 =id. Le
nombre de choix pour un 2-cycle contenant n + 1 est n (on choisit ’autre membre du cycle), et
le nombre de choix pour un 4-cycle contenant n + 1 est n3 = n(n — 1)(n — 2) (on choisit dans
Pordre successivement les trois éléments qui suivent n + 1 dans son cycle). Ainsi on trouve que
Gn+1 = qn + Ngn—1 + niqn_3, ce qui avec la convention mentionnée est valable pour tout n € N.

c. On définit la série formelle Q@ = > ann—? € Q[[X]]. Déduire de la relation du point b une
équation différentielle que vérifie la série (). [On pourra substituer la relation dans %Q.]

n

k X" k xm k X" d _ X
\/ On a X ZnEN an=pr = ZmZk M=qm—k ~pm = ZneN Nqn—k 1 et dXC2 - ZnGN An+1751 >
N . . .. . xn 3 X"
d’oul la relation de récurrence, qui implique ZnGN In+15T = ZneN(q” + ngn—1 + "2qn—3) 51,

se traduit par 'équation différentielle {5 Q = Q + XQ + X*Q = (1+ X + X*)Q.
d. Donner une expression pour la série formelle @ (résoudre I’équation différentielle).

v/ Comme Q[X := 0] = 1, I'équation différentielle se résout par Q = exp(X+X72+XT4) (ici Pexpression
G=X+ XTQ + XT4 a été déterminée par les conditions G[X := 0] =0 et %(G) =1+ X+X3).



3. Pour n € N on définit un graphe G,, = (P([n]), E) ou E = {{X, X\ {z}} | X € P([n]),z € X }.

a. Dessiner G3.

v

b. Montrer que degg, (X) = n pour tout X € P([n]).

\/ Une aréte concernant X est soit de la forme {X, X \ {z}} avec z € X, soit de la forme {Y,Y \ {y}}
avec X = Y \{yl ety € YdoncY = XU{y} # X. Il y a #X arétes du premier type, et
#([n]\ X) =n — #X arétes du second type, donc le total est toujours n.

c. Montrer que G, est un graphe connexe pour tout n.

\/ I suffit d’établir un chemin d’un sommet quelconque X vers le sommet (), qu’on peut construire
par DPalgorithme suivant. En commencant avec X' = X, tandis que le sommet actuel X' n’est pas
vide, on choisit un x € X' et on suit I'aréte de X' vers X'\ {z}, et on replace X' par le nouveau
sommet X'\ {x}. Comme la taille de I'ensemble X’ diminue & chaque pas, le chemin se termine
aprés #X pas au point ().

d. Montrer que G,, est un graphe bipartite pour tout n.

V/ Onéerit P([n]) =VouVi ouV;={X € P([n]) | #X =i (mod 2)}. I est clair qu’aucune aréte
ne relie deux sommets de Vjy ou deux sommets de Vi, donc Gy, est un graphe bipartite.

e. Pour quelles valeurs de n le graphe G,, est-il eulerien ?

/ Un graphe connexe est eulerien si et seulement si les degrés de tous les sommets sont pairs. Comme
tous les degrés des sommets de Gy, sont n, ce graphe est eulerien si et seulement si n est pair.

f- La différence symétrique de deux ensembles X, Y est définie par X AY = (X \Y)U (Y \ X).
Indiquer la permutation des sommets de G5 donnée par X — X A{1,3}. Montrer avec le dessin
que c’est un automorphisme de Gj, c’est-a-dire un isomorphisme de graphes Gz — Gs.

v/ En numérotant chaque X € P([3]) par 3 2771 la permutation devient (g 411 ? g ‘11 8 g ;)

C’est une rotation par 180° si l'on réalise G3 comme le graphe d’un cube. Dans les dessin ci-
dessous, ot on a appliqué la permutation aux étiquettes des sommets, on voit bien que les mémes
paires de nombres sont liées par des arétes.

g. Montrer que pour tout S € P([n]) fixé, opération X — X A S est un automorphisme de G,,.

\/ L’opération est une bijection, et méme son propre inverse, car (X A S) A S = X. On va montrer
que pour une aréte {X, X \ {z}} de G, on a aussi que {X A S, (X \ {z}) A S} est une aréte de G.
Pour y # x on voit facilement que y € X AS <= y € (X \ {z}) A S, donc la seule différence
possible entre les ensembles X A S et (X \ {z}) AS est la présence de x. Sixz ¢ S, alorsx € X A S
et ¢ (X \{z})AS, donc dans ce cas (X \ {z}) A S = (X AS)\ {z}. Sipar contrez € S, alors
r¢XASetzxe (X\{z})AS, donc X AS=(X\{z})AS)\ {z} dans ce cas. Dans les deux
cas on a montré que {X A S, (X \{z}) AS}={(X\{z}) AS, X AS} est une aréte de Gp.



4. On appellera «ensemble pondéré» un ensemble E muni d’une application de «poids» Pg : E — N,
tel que pour tout n € N l'ensemble Py '(n) = {z € E | Pg(z) =n} soit fini. La série génératrice
d’un ensemble pondéré E est Sy € Z[[X]] défini par

Sp =Y X" =" @pr i (n)X".

reE neN

a. Soient E, F' deux ensembles pondérés. On munit £ x F du poids Pexr : £ X F — N défini par
Pgyp(z,y) = Pg(z)+ Pr(y). Montrer que le produit cartésien E X F' devient ainsi un ensemble
pondéré, et que sa série génératrice Spx g vérifie Spxr = SpSp.

vV PL:>1<F(”) ={(z,9) | Pe(z)+ Pr(y) =n} =U, bel(i) x Pp~Y(n—1i), ce qui est fini pour tout n,
donc E x F' est un ensemble pondéré. En plus on voit que le coefficient de X"™ dans Sgx est la
somme des produits des coefficients de X" dans Sg et de X"~ dans S, donc Sgxr = SgSF.

b. Soit (¢, )nen la suite d’entiers naturels définis par ¢, = #{ (a,b) € N? | 2a + 3b = n }. Montrer

que Y onCn X" = (17—1)(2‘) : ﬁ dans Z[[X]]. [Appliquer le point a.]

\/ Si I'on prend E = N pondéré par pg(a) = 2a, alors Sg = ZieN X2 = ﬁ dans Z[[X]]. De
méme pour F = N pondéré par pr(b) = 3b on aura Sp = ﬁ Donc Sgxr = ﬁ . ﬁ

d’apres le point a, oit E x F est N? pondéré par Pgyr(a,b) =2a+ 3b, et cn = #PE_iF(n).
c. L’expression trouvée dans le point b ne permet pas de trouver facilement une formule pour ¢,

mais elle permet un calcul rapide des termes initiaux de la série >
16 premiers termes (c’est-a-dire calculer Y\ ¢, X™ modulo X19).

nen CnX". Déterminer ses

v/ On multiplie =y = 1+ X% + X1+ X% par gy = 1+ X° + X° + X° -, ce qui donne

I+ X2+ X3+ X X0 42X 0+ X7+ 2x8 +2x 2x 0 o x4 3x 2 o X B 4 3x M 43X P 4.
d. De combien de fagons différentes peut-on faire un montant de . 0,50 avec des pieces de . 0,50,
de. 0,20,de. 0,10 et de. 0,05, sil’on dispose d’un stock illimité de chaque piece 7 Et combien
si 'on dispose également de pieces de. 0,02 7
v/ On calcule successivement nombres en augmentant le répertoire des piéces disponibles, du plus

grand au plus petit (cet ordre n’est pas obligatoire, mais limite le plus la taille des expansions
intermédiaires). Pour cela, on développe les fractions suivantes en série, en calculant modulo X5,

1

- =14+Xx%

1—xo0) ' *F

1 20 40 50
=1+ X204 x4 X

Ty ey = X X
1 10 20 30 40 50
=14+ X 2X 2X 3X 4X
00— Xy w0y =L X + + +

1
(1 — X50)(1 — X20)(1 — X10)(1 — X?)

=1+ X5 +2x10 4 ox1® 4 4x?0 4 4x
+6X%0 46X +9x4 4+ 9x*° 4 13X

d’ou le nombre cherché est 13. Si I'on admet aussi les piéce de . 0,02, il faut encore multiplier
par ﬁ =1+X2+Xx44+x5.. -, et le coefficient de X0 sera la somme des coefficients dans le

résultat précédent de tous les monémes de la forme X5072i, c’est-a-dire 13+9+6+4+2+1 = 35.

-3 - Fin.



