Corrigé Controle continu Espaces euclidiens et hermitiens (L2PR)mercredi 3 mars 2021
10h30-12h30

1. Questions de cours. Soit E un espace euclidien.
a. Donner la définition d’un endomorphisme orthogonal de F.
v/ Un endomorphisme ¢ de E est orthogonal si pour tout v,w € E on a (v | w) = (¢(v) | ¢p(w)).

b. Donner une formule pour la projection orthogonale sur un sous-espace V de E, en termes
de données (de votre choix) qui décrivent V.

\/ Si[b1,...,bs] est une base orthonormée de V (une telle base existe pour tout (sous-)espace
euclidien), la projection est donnée par la formule v — (b1 | v) by + -+ + (b | v) bg.

c. Montrer que, si ¢ est un endomorphisme diagonalisable de E' dont les sous-espaces propres
sont deux a deux orthogonaux, alors ¢ est un endomorphisme symétrique.

\/ Pour un tel endomorphisme ¢, choisissons une base orthonormée dans chaque sous-espace
propre Ey (avec A € Spec(¢)) ; en combinant ces base on obtient une base B de E constituée
de vecteurs propres unitaires. Puisque E) L E,, dés que X\ # p, il s’agit aussi d’'une famille
orthogonale, et donc d’une base orthonormée de E. Comme B es une base de diagonalisation
pour ¢, la matrice Matg(¢) est diagonale es donc symétrique. Le fait que sa matrice, par
rapport a une base orthonormée particuliéere de E, est symétrique, prouve que ¢ est un
endomorphisme symétrique.

2. Soit F un espace euclidien. On rappelle que pour v € F on a défini vt ={w e E|v L w}.
a. Montrer (en établissant des inclusions dans les deux sens) que (v)+ = Vect(v).

v/ On a {v} C Vect(v) et donc (inversion du sens d’inclusion entre parties au passage de A vers
At vue en TD) vt D Vect(v)® et donc (vH)t C (Vect(v))™:, et (double complément d’un
sous-espace redonne ce sous-espace, résultat du méme exercice) (Vect(v)™)® = Vect(v), ce
qui montre (v)t C Vect(v). D’autre c6té tout vecteur de Vect(v) s’écrit v avec A € R, et
pour tout w € v on a alors (A | w) = A(v | w) = A0 = 0 et donc Av L w ; puisque c’est
vrai pour tout w € v on conclut v € (v)t, ce qui établit Vect(v) C (v)>,.

b. Montrer plus généralement pour vy, ...,vx € E que (vi- M-+ Nt = Vect(vy, ..., vx).

\/ La régle que, pour sous-espaces V, W on a (VN W)J‘ =Vt4 WJ‘, s’étend (par en argument
par récurrence sur le nombre de facteurs) a la situation de k > 0 facteurs: (Vi N---N Vk)L =
Vit 4+ Vkl. En appliquant cela avec V; = v;-, on obtient I'égalité (vi- N ---N vkL)L =

(i)t +-+ (vkL)L, et avec le résultat de le point a cela devient Vect(vy)+- - -+ Vect(vg) =
Vect(vi, ..., ).

3. Soit £ = R[X]4 le R-espace des polynomes de degré inférieur a 4. Sur E on définit la forme
bilinéaire ¢ par
4

p(P,Q) = _ PRl

=0

ou Pla] pour a € R désigne le résultat de substituer X = a dans P.



. En admettant que ¢ est une forme bilinéaire, montrer qu’il s’agit d’un produit scalaire
sur F.

/1l faut vérifier que ¢ est symétrique et positive définie. La symétrie est facile : p(Q, P) =
Z?:O Q[i|Pli] = Z?:O P[i]Qi] = ¢(P, Q). Pour la positivité il suffit de calculer (P, P) =
Z?:o P[z']2 > 0, et pour renchérir a “positive définie” on suppose (P, P) = 0 ; cela donne
P[i] = 0 pour i =0,1,2,3,4, et un polynéme de degré < 4 qui s’annule sous 5 évaluations
distincts (en fait 4 aurait suffi) est nulle, donnant la conclusion P = 0 cherchée.

. Déterminer la matrice de la restriction de ¢ au sous-espace F' = Vect(1, X, X?), par
rapport a la base [1, X, X?] de F.

\/ Aprés avoir calcule Z?:o i% =5, Z?:oi = 10, Z?:o i2 = 30, Z?:o i3 = 100, ainsi que

Z?:O i* = 354, on voit que
5 10 30
Mat[LX’Xﬂ = 10 30 100

30 100 254

. Soit V = Vect(1, X) ; montrer que parmi les vecteurs v € V, la valeur p(X? — v, X2 — v)
est minimale quand v est égale & la projection orthogonale vy de X? sur V.

\/ Pour v € V quelconque, on a vg —v € V et (par définition de la projection orthogonale)
X —yg € VL, et donc vg —v L X —wvg. Le théoréme de Pythagore s’applique, donnant
<,0(X2 —v, X% — v) = ¢(vg — v,v9 — V) + ga(X2 — vy, X2 — vg), une valeur qui est > o(X —
vg, X —vg) car p(vg — v,vg —v) > 0 (d’apres la positivité de ). Ainsi ga(X2 —v, X% — v)
est minimal quand v = vg.

. Trouver cette valeur minimale de ¢(X? — vg, X2 — 1), et détailler le vecteur (polynome)
vg € Vect(1, X) pour lequel cette valeur est obtenue.

\/ Dans ce qui précede, X2 —y est la projection orthogonale de X? sur VJ‘, et il s’agit de
déterminer sa norme au carré. Une maniere de calculer cette projection est d’appliquer le
procédé de Gram-Schmidt sans normalisation & la base [1, X, X2] de V', pour trouver une
base orthogonale disons [bg, b1, bs], dont by sera cette projection. On a by = 1, ensuite by =

A1x), _ 104 _ o2 (Ux*H . (X?), 2 304 100—2x305 _
X0y = X101 = X9, ety = x2- U By, — 250y 1000250,

X2—-6—4by = X?>—4X+2 On a finalement @(by, ba) = (X2, by) = 2x30—4x1004354 = 14,
la valeur minimale, atteinte pour vg = X2 — (X2 —vg) =4X —2 € V. Une facon plus facile
pour calculer cette valeur, vue en cours, est de faire des opérations de gauche a droite sur
Mat}y x x2) pour la rendre triangulaire supérieure:

5 10 30 5 0 0 5 0 0
10 30 100 ) — {10 10 40 |— (10 10 O |,
30 100 254 30 40 174 30 40 14

le dernier coefficient (14) de al derniére matrice étant ¢(X?,bo) = p(ba,by). Pour connaitre
es coordonnées des vecteurs représentés par les colonnes par rapport a la base initiale
[1,X,X 2], on fait les mémes opérations de colonnes sur une matrices initialement I3 :

100 1 -2 -6 1 -2 2
01 0]l=(o 1 o]=>fo0o 1 -4],
00 1 0 0 1 0 0 1

montrant que la projection X2 vg en question (derniére colonne) est 2 x 1 —4X + X2




4. Dans F = R* muni de son produit scalaire canonique, considérons les vecteurs v; = (1,2,3,0),
ve = (0,—1,—4,1) et v3 = (—2,—5,4,1); on pose V = Vect(v1, vz, v3).
a. Donner une base du sous-espace V.
\/ Le systéme des équations en w € E données par (v; |w) = 0 pour i = 1,2,3 est ho-
mogeéne, donc a pour solution un sous-espace vectoriel. Par la méthode du pivot de Gauss
on trouve que ce sous-espace est de dimension 1 (le systéme échelonné a 3 pivots, et donc

une seule colonne sans pivot), et engendré par exemple par la solution w = (—2,1,0,1).
Ainsi [(—2,1,0,1)] est une base de V.

b. Trouver une base orthonormée [by, ba, b3, by] de F adaptée a la décomposition E = VeV,
donc avec [by, by, b3] une base orthonormée de V' et [by] une base orthonormée de V-.

\/ Le vecteur by peut étre trouvé en rendant (—2,1,0, 1) unitaire, donnant by = %(—2, 1,0,1)

(la seule autre possibilité pour by est le vecteur unitaire opposé). Pour trouver [b1, ba, b3]

une possibilité est d’appliquer le procédé de Gram-Schmidt a la famille [v1,ve,v3]. Cela

donne en normalisant vi, vg + %vl =(1,1,—-1,1) = wy et v3 — Ovy — 1740102 = %(1, —5,2,7),

les vecteurs by = ﬁ(1,2,3,0), by = %(1,1,—1,1) et by = \/ng(l,—f),?),?). Mais on peut

ne pas se baser sur les générateurs donnés : puisque V = (’UL)L, le sous espace V' est donné
par une seule équation V = {(z,y, 2,t) € R* | =2z +y+t¢t=0}. Il n’est pas trop difficile
d’y trouver une base orthonormée directement : on peut choisir by = (0,0, 1,0) et ensuite

by = \%2(0, 1,0,—1) et finalement bg = %(1, 1,0,1). Plein d’autre bases sont possibles.

c. Décrire, pour un vecteur w = (z,y, z,t) quelconque de E, ses projections orthogonales
wy sur Vet wy sur V>4, c’est-a-dire donner w; € V et wy € V7 tels que w = wy + wo.
[Comme les expressions explicites en termes de z,y, z,t peuvent étre compliquées, il peut
étre pratique de les représenter sous forme d’une matrice opérant par multiplication sur
le vecteur w.]

\/ Avec le bases de la question précédente, on peut écrire wi = (b1 | w)by + (by | w) by +
(b3 | w) b3, et wo = (bg | w) by. Ainsi avec la seconde base (plus simple) on trouve

0 0 1 T
_ 0 1 1 111 y
wy = 1 (0010)—&—5 0 (010—1)4—5 0 (1101) i E
0 -1 1 t
et la matrice entre parenthéses est
0 0 0 O 0 0 0 O 1 1 0 1 2 2 0 2
0 0 0 O +1 0 1 0 -1 +1 r 10 1})_112 5 0 -1
0 01 o0 210 0 0 O 310 00 0] 610 0 6 0]’
0 0 0 O 0 -1 0 1 1 1 0 1 2 -1 0 5
et
-2 T 4 -2 0 -2 T
1 1 y|_1[-2 1 0 1 Y
we=gl o |2 L0 D=5l 0 0 o o P
1 t -2 1 0 1 t

Mais on peut éviter le calcule détaillé de la matrice pour wy en calculant d’abord celle pour
wo et en utilisant

100 0 4 -2 0 -2 @
Wi | [0 O O] L[ =2 1 0 1 y
0010 6({0 0 0 0 z
000 1 2 1 0 1 t

ce qui donne la méme matrice trouvée ci-dessus.

-3 - Fin.



