1 Rappels des notions introduites en Algébre Linéaire 1
Algebre Linéaire 2

Comme le titre le suggere, le cours d’Algebre Linéaire 2 forme une continuation du cours
d’Algebre Linéaire 1. Au dela de ce qui est fait dans ce cours précédent, on vise surtout une
étudie approfondie des endomorphismes d’un espace vectoriel E de dimension finie, c’est-a-
dire des applications linéaires £ — E. Puisque cette étude nécessite une certain aisance dans
I'utilisation des nombreuses notions introduites dans le cours de AL1, on commencera avec un
rappel des ces notions. Ensuite on introduira le cas relativement simple mais important des
endomorphismes dits «diagonalisables». Bien que, du moins pour les espaces vectoriels sur
le corps des nombres complexes, ce cas spécial couvre la plupart des endomorphismes, le cas
général est plus compliqué. L’étude du cas général repose sur la considération des polyndémes
en I’endomorphisme considéré, et avant de ’aborder on aura besoin de développer un nombre
de propriétés de 'anneau de polyndémes sur un corps. Ainsi notre cours aura 4 chapitres:

Chapitre 1 Rappels des notions introduites en Algebre Linéaire 1.
Chapitre 2 Diagonalisation : vecteurs propres et valeurs propres.
Chapitre 3 Polynomes a coefficients dans le corps K.

Chapitre 4 Réduction d’endomorphismes.

Ce document résume juste les définitions et résultats principaux, pour référence. Il ne peut
dispenser des explications, motivations et exemples donnés dans le cours.

Chapitre 1. Rappels des notions introduites en Algebre Linéaire 1.

1.1. La notion d’espace vectoriel.

Dans 'algebre linéaire on utilise des valeurs de base de deux types: scalaires et vecteurs.

e Le corps de base.

Avant d’introduire des espaces vectoriels, il faut fixer ’ensemble des scalaires dont on se servira.
Cet ensemble est le corps de base pour 'espace vectoriel, et est en général désigné par la lettre K.

Un corps est un ensemble de valeurs (nombres), qui contient au moins les valeurs partic-
ulieres 0 et 1, qui est muni des lois internes d’addition, et multiplication, ayant 0 respectivement
1 comme élément neutre, et vérifiant toutes les propriétés algébriques habituelles (commuta-
tivité, associativité, distributivité). Pour chaque scalaire a, K contient aussi son opposé —a
(symétrique pour I’addition) et, si a # 0, son inverse a~! (symétrique pour la multiplication).

1.1.1. Exemple. L’ensemble R des nombre réels est un corps. L’ensemble Q des nombres

rationnels, est également un corps car I'addition, soustraction, multiplication, ou division de

deux nombres rationnels (sauf division par 0) est toujours possible, et donne toujours un nombre

rationnel. L’ensemble C des nombres complexes forme aussi un corps, puisque tout nombre
. \ . a b .

complexe non nul a + bi possede un inverse Pt s 8

Dans ce cours on supposera pour simplicité que K est choisi parmi ces trois exemples
de corps bien connus, Q, R, C. Cependant il existe beaucoup d’autres corps, et les énoncés
s’appliqueront sans modification aux espaces vectoriels avec de tels corps de base.

1.1.2. Exemple. Il existe un corps noté Fy qui contient seulement deux éléments, notés 0 et 1.

Dans Fs on a 14+ 1 = 0, ce qui est plutot inhabituel mais ne contredit pas les propriétés
générales exigés d’un corps. Ce corps admet des espaces vectoriels particulierement simples.
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1.1 La notion d’espace vectoriel

e Définition d’un espace vectoriel.

On suppose désormais un corps K fixé.

1.1.3. Définition. Un espace vectoriel sur K, ou K-espace vectoriel, est un ensemble 2 muni
de deux opérations, I'addition (vectorielle) E x E — E notée (v, w) — v+ w et la multiplication
scalaire K x E — E notée (\,v) — Av, et un élément particulier Og € E (le vecteur nul de E),
tels que les propriétés suivantes soient vérifiées :

1. [Associativité de I'addition vectorielle] u + (v + w) = (u + v) + w pour tout u,v,w € E.
. [Commutativité de I’addition vectorielle] v + w = w + v pour tout v,w € E.
. [E]ément neutre pour ’addition vectorielle] v+ 0g = v pour tout v € E.
. [Vecteur opposé] Tout v € E posséde un vecteur opposé —v € E, qui vérifie v+ —v = 0p.
. [Associativité de la multiplication scalaire] A(uv) = (Ap)v pour tout A\, € K et v € E.
. [Multiplication scalaire par 1 € K| 1v = v pour tout v € E.
. [Distributivité par rapport a + dans K| (A + p)v = Av + pv pour tout \,u € K et v € E.
. [Distributivité par rapport a + dans E] A(v + w) = Av + Aw pour tout A € K et v,w € E.

0O J O Ut = W N

Cette liste sert dans la pratique surtout comme référence pour les propriétés dont on peut
se servir librement dans les raisonnements et calculs concernant les espaces vectoriels.

1.1.4. Exemple. Soit X est un ensemble quelconque (de nombres, de positions, de points, de
symboles,. .. ). Les vecteurs consisteront d’une affectation qui associe a chaque élément de X un
scalaire. Formellement E est I’ensemble KX des fonctions X — K, et la valeur que f : X - K
affecte a © € X est f(x). L’addition et multiplication scalaire sont définies en considérant les
valeurs associées aux différents x séparément: f+ g : z — f(x)+ g(z) et \f : x = A(f(2)).
Alors E est un espace vectoriel sur K, avec pour Og la fonction constante nulle Og : x — 0.

L’espace K™ des n-uplets (z1,...,x,) de scalaires, est un cas particulier de cette construc-
tion, dans lequel X est 'ensemble des n positions dans le n-uplet. D’autres cas sont 1’espace des
affectations de valeurs dans K a une liste d’inconnues, ’espace des matrices d’une taille donnée
a coefficients dans K, ou l’espace des suites infinies de nombres de K (o on a X = N).

o Combinaisons linéaires.
La notion de combinaison linéaire de vecteurs est fondamentale. Elle réunit 'addition et la

multiplication scalaire en une notion, évitant ainsi souvent d’avoir a les considérer séparément.

1.1.5. Définition. Si [vy,...,v] est une famille de vecteurs de V', un vecteur w € E en est
une combinaison linéaire s’il existe des scalaires c1, ..., cy tels que w = ¢1vy + - -+ + CL V.

On note que Og est une combinaison linéaire de n’importe quelle famille de vecteurs (il suffit
de prendre tout les ¢; = 0). C’est méme vrai pour la famille vide [] (donc avec k = 0), puisque
par convention la somme vide de vecteurs de E vaut Op.

1.1.6. Définition. Si S est une partie de E, une combinaison linéaire d’éléments de S est une
combinaison linéaire d’une famille [vy,...,vy] de vecteurs pour laquelle vq,...,vy € S.

Dans cette définition S peut étre un ensemble fini ou infini. On remarque que dans le
dernier cas elle évite toute mention de sommes infinies de vecteurs, celles-ci n’étant pas définies.

1.1.7. Proposition. Toute combinaison linéaire d’éléments d’un ensemble S de combinaisons

linéaires de v1,...,v € E est elle-méme combinaison linéaire de vi,..., V.
Les combinaison linéaires de [vy,...,vg]| et de {vy,..., v} sont les mémes. Pour une famille
infinie [v1,va,...] on définit ses combinaisons linéaires comme celles de I'ensemble {v1,va,...}.
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1.2 Sous-espaces vectoriels

Attention au fait que le terme « combinaison linéaire» est parfois utilisé pour désigner une
expression de la forme c¢yvy + -+ - + ¢, vy, et non pas la valeur de cette expression (qui elle est
un vecteur de E). La distinction est importante car deux expressions différentes peuvent avoir
la méme valeur. Ce sens du terme s’applique notamment dans la phrase « combinaison linéaire
non triviale», qui désigne une telle expression dans laquelle au moins un des coefficients ¢; est
différent de 0 € K ; cela n’empéche pas forcément la valeur de ’expression d’étre Og.

1.2. Sous-espaces vectoriels.

En algebre linéaire on considere souvent des ensembles de vecteurs plutot que des vecteurs
individuelles. Hormis les listes finies de vecteurs (qui seront appelés familles), il s’agit le plus
souvent d’ensembles infinies mais d’une structure trés simple, les sous-espaces vectoriels (s.e.v.).

1.2.1. Définition. Une partie V d’un K-espace vectoriel E& est un sous-espace vectoriel si
1. 0g €V;
2. v+w €V pour tout v,w € V;
3. weV pourtout \€ KetvelV.

On pourra résumer cette définition en une seul condition: une partie V de F est s.e.v. de F
si toute combinaison linéaire d’éléments de V est de nouveau élément de V.

1.2.2. Exemple. L’ensemble {Og} (dit sous-espace nul) et I'ensemble E sont des s.e.v. de E.

1.2.3. Exemple. Pour toute famille [vy,...,vy| dans E, il découle de la proposition 1.1.7 que
l'ensemble V' des combinaisons linéaires de [v1,...,vy] est un s.e.v. de E. Plus généralement les
combinaisons linéaires d’une partie donnée S de E forment toujours un s.e.v. de E.

Un autre type d’exemple de s.e.v. peut étre décrit de facon informelle : si dans un espace E
de fonctions (par exemple des affectations de valeurs scalaires a un certain nombre d’inconnues)
on pose un systeme d’équations linéaires homogenes, alors ’ensemble de solutions du systeme
forme un s.e.v. de E. Cet exemple repose essentiellement sur la propriété simple suivante :

1.2.4. Proposition. Si V;,V; sont des s.e.v. de E, alors leur intersection Vi N Vs est aussi un
s.e.v. de E. Ceci reste vrai pour l'intersection d’'un nombre plus grand (méme infini) de s.e.v.

Souvent des problemes en algebre linéaire font intervenir des s.e.v. dans leur formulation
ou dans leur solution. Mais la notion peut aussi servir pour obtenir I'espace vectoriel lui-méme:

1.2.5. Proposition. SiV est un sous-espace vectoriel de E, alors V, muni des restrictions a V'
des opérations d’addition vectorielle et multiplication scalaire de F, et avec 0 comme vecteur
nul, forme lui-méme un K-espace vectoriel.

C’est cette proposition qui permet souvent de définir des espaces vectoriels sans vérification
fastidieuse des conditions de la définition 1.1.3, & partir d'un K-espace (beaucoup) plus grand.

1.2.6. Exemple. L’espace KN des fonctions N — K s’identifie a celle des suites infinies
(co,c1,...) de scalaires, une telle suite correspondant a la fonction i — ¢;. Une telle suite
est ultimement nulle si 'ensemble {i € N | ¢; # 0} est fini. On vérifie facilement que la partie
V € KN des suites ultimement nulles forme un s.e.v. de K™, et V est donc un espace vectoriel
lui-méme. Cet espace V s’identifie a I'espace noté K|[X| des polynémes en une indéterminée X
a coefficients dans K : si (co,c1,...) est ultimement nulle il existe N € N tel que ¢; = 0 pour
tout i > N, et la suite correspond au polynéme co + 1 X + co X% + --- + ey XN, Si Ion fize
auparavant un N € N, les polynémes pour lesquels on peut utiliser cet N (qui sont donc de
degré N au plus), forme un s.e.v. de K[X], qui sera noté K[X]<n, ou encore K[X]|<n+1.



1.8 Familles génératrices, relations, familles liées ou libres

1.3. Familles génératrices, relations, familles liées ou libres.

e FEspace engendré, famille génératrice, dimension finie.

1.3.1. Définition. Sivy,..., vy € E, le sous-espace des combinaisons linéaires de [v1, ..., V]
de I'exemple 1.2.3 est noté Vect(vy,...,vy). Il est appelé le s.e.v. engendré par vy, ..., V.

1.3.2. Proposition. Un sous-espace W de E qui contient v1,...,Vy, contient aussi tous les
vecteurs de V' = Vect(vy,...,vy), et V est (dans ce sens fort) le plus petit de tous les s.e.v.
de FE qui contiennent les vecteurs vi, ..., V.

1.3.3. Définition. Dans la définition précédente, [v1,...,Vy| est appelé une famille génératrice
du s.e.v. Vect(vy,...,vy). En particulier si Vect(vy,...,vy) = E alors elle est une famille
génératrice de E. Cela veut dire que tout vecteur de E est combinaison linéaire de vy, ..., Vy].

1.3.4. Exemple. Dans I'espace K> des triplets de scalaires, les trois vecteurs e; = (1,0,0),
e; = (0,1,0) et e3 = (0,0, 1) forment une famille génératrice de E, car (x,y,z) = re; +yes+zes
pour tout z,y, z € K. Il existe beaucoup d’autres familles génératrices de K3, et en général une
famille génératrice d’un certain espace vectoriel n’est presque jamais sa seule famille génératrice.

On verra plus tard qui son on choisit au hasard trois vecteurs de K3, ils forment la plupart
du temps (mais pas toujours!) une famille génératrice de K3, mais qu’aucune famille génératrice
n’existe avec moins de 3 vecteurs. Par contre plein de familles génératrices plus grandes existent :

1.3.5. Propriété. Si[vy,...,vy| est une famille génératrice de V', toute autre famille obtenue
en rajoutant de nouveaux vecteurs de V' a [vy,...,vy| sera aussi famille génératrice de V.

C’est parce qu’on peut toujours associer aux vecteurs rajoutés des coefficients 0 pour étendre
une combinaison linéaire de [vq,..., V] & une combinaison linéaire de la famille étendue.

Pour un s.e.v. V (qui est en général infini), le fait d’en donner une famille génératrice
[V1,...,Vk] est une facon commode (car finie) de décrire V, a savoir V' = Vect(vy,...,vy). Mais
attention : comme on a remarqué dans I’exemple, une telle famille génératrice, et donc ’écriture
V = Vect(vy,...,Vg), est loin d’étre unique.

1.3.6. Définition. Un K-espace vectoriel qui admet (au moins) une famille génératrice finie
est appelé un K-espace de dimension finie ; dans le cas contraire on parle d’'un K-espace de
dimension infinie.

Dans ce cours on considérera presque exclusivement des espace vectoriels de dimension finie,
ce qui simplifiera certaines considérations théoriques, et qui permettra surtout des méthodes
explicites qui ne s’étendent pas aux espaces de dimension infinie. On pourra montrer que les
espaces de fonctions KX sont de dimension infinie si (et seulement si) X est infinie, et que méme
K|[X] (pourtant strictement un s.e.v. de KN) est de dimension infinie ; en revanche les espaces
K™ pour n € N sont de dimension finie (comme dans I'exemple de K? ci-dessus), ainsi que tous
les s.e.v. de K[X] de la forme K[X], (car [1,X, X2, ..., X" 1] en est une famille génératrice).

e Relations de dépendance entre vecteurs; familles liées et familles libres.

Non seulement une famille génératrice pour un (sous) espace vectoriel donné n’est pas unique, il
s’avere méme pratiquement impossible de désigner parmi ces familles une de «famille génératrice
préféréen. Mais de 'autre coté, certaines familles génératrices sont en tant que telle claire-
ment redondantes. Si par exemple le dernier vecteur vi est déja combinaison linéaire des
vecteurs [vy, ..., Vi_1] qui le précédent, alors Vect(vy,...,vg) = Vect(vy,...,vig_1) et la famille
[V1,...,Vk] est redondant comme famille génératrice. Cela mene a la notion d’une famille liée.
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1.8 Familles génératrices, relations, familles liées ou libres

1.3.7. Proposition/Définition. Pour une famille [vy,...,vy] de vecteurs de E, les conditions
suivantes sont équivalentes, et si elle sont vérifiées on appelle [vy,...,v| une famille liée :
(i) Parmi vy,..., Vg, un vecteur (au moins) est combinaison linéaire des autres, c’est-a-dire il
existe i tel que v; € Vect(Vy,..., Vi 1,Vit1,..., Vk).
(ii) II existe des coefficients cy,...,c, € K, dont au moins un coefficient non nul, tels que
civi+ -+ vy =0g.

L’équation du point (ii) est appelée une relation (de dépendance linéaire) entre vy, ..., vy ;
c’est une combinaison linéaire non triviale de ces vecteurs dont la valeur est le vecteur nul.
L’équivalence énoncée dans la proposition découle du fait qu’'une équation de la forme v; =
€1Vy + -+ C_1Vi_1 + ¢i11Vir1 + -+ - + ¢V donne une relation ¢1vy 4 - - - + ¢ v = O dans
laquelle on a ¢; = —1 # 0, et que d’autre part toute relation ¢c1vy + - 4+ cx v = 0 avec ¢; # 0
peut étre rendue dans cette forme apres division de toute ’équation par —c;.

Comme on veut plutot éviter la redondance, c’est la notion contraire est plus intéressante :

1.3.8. Définition. Une famille est libre (ou linéairement indépendante) si elle n’est pas liée.

On note que contrairement & la définition 1.3.3, ces définitions ne mentionnent pas de s.e.v.

1.3.9. Proposition. Une famille [vy,...,vy] de vecteurs est libre si et seulement si pour des
scalaires inconnues cq, . . ., ¢, la condition ¢;vi+- - -+cip vy = O entrainec; = cg = --- = ¢ = 0.

Une autre fagon de exprimer cette caractérisation d’une famille libre est que la combinaison
linéaire triviale est la seule combinaison linéaire dont la valeur est le vecteur nul.

1.3.10. Proposition. Si [vy,..., V] est une famille libre, chaque v € Vect(vy,...,vy) s’écrit
comme combinaison linéaire v = c1vy + -+ - + ¢ Vi, pour un unique k-uplet (cq,...,ck).

Si on avait deux telle expressions différentes, leur soustraction donnerait une relation entre
les vecteurs ¢, ..., ck, en contradiction avec leur indépendance linéaire.

Plus une famille de vecteurs est nombreuse, plus il est difficile d’étre libre. La famille vide
est toujours libre ; une famille & un seul vecteur est libre sauf si c’est le vecteur nul ; une famille
de deux vecteurs est libre sauf si 'un est un multiple scalaire de ’autre. Mais au dela de deux
vecteurs, il ne suffit pas de faire une exception pour de tels cas tres simples : il faut exclure tous
les cas ou 'un des vecteurs est combinaison linéaire des autres (1.3.7 (i)). On verra que dans un
espace de dimension finie, au dela d’un certain nombre de vecteurs, toute famille devient liée.

L’idée qu’'une famille liée [vy, ..., vi] est redondante pour décrire Vect(vy, ..., vy) suggere
qu’on peut rendre une telle famille libre par la suppression de certains vecteurs (redondants), et
cela sans changer le s.e.v. engendré par la famille. C’est effectivement le cas.

1.3.11. Proposition. Si|vy,...,vy] est une famille quelconque, alors il existe une famille libre
extraite d’elle qui engendre le s.e.v. V.= Vect(vy, ..., vy). Formellement, il existe iy, ..., i,, avec
1<y <+ <ipy <k tels que [v;,,...,v;, | est une famille libre et Vect(v;,,...,v; )=V.

Cela se montre par récurrence sur k. L’idée est que pour chaque indice 7 on est dans
I'un de deux cas de figure : soit (1) v; € Vect(vy,...,v;_1) et on peut se passer de v;, soit
(2) vi ¢ Vect(vy,...,v;—1) et la famille libre extraite de [vq,...,Vv;_1] restera libre si 'on y
rajoute v;. Seulement dans le cas (2) on retient ¢ dans la liste d’indices i1,...,%,. On a
donc une procédure qui produit une suite extraite comme décrit dans la proposition. La suite
produite a méme une propriété supplémentaire, a savoir que chaque famille initiale [vy,...,v;]
de [vy,...,vg] partage la propriété qu’elle engendre le méme s.e.v. que la famille libre qui est
extraite d’elle. (Avec cette condition supplémentaire, la famille extraite devient unique.)
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1.4 Bases, coordonnées, dimension

1.4. Bases, coordonnées, dimension.

e Base d’un espace vectoriel.

1.4.1. Définition. Une base de E est une famille génératrice de E qui est aussi libre.

La méme définition peut étre utilisée pour un s.e.v. V de E ; une base de V est donc une
famille de vecteurs de V' qui est a la fois génératrice de V et libre. Elle décrit V' sans redondance.
Comme pour les familles génératrices, une base n’est pas unique ; ne dites jamais la base de E.

1.4.2. Propriété. Une famille [by,...,b,] de vecteurs de E forme une base de E si et seule-
ment si, d’une part tout vecteur v € E s’écrit comme une combinaison linéaire de cette famille
(elle est génératrice de E), et si d’autre part cette écriture est unique (la famille est libre).

Si E est de dimension finie, alors il existe par définition une famille [vy,...,vy] telle que
E = Vect(vy,...,vg). En appliquant la proposition 1.3.11 pour ce cas, on obtient comme
conclusion qu'il existe une base de E, qui est extraite de la famille [vq,...,vg]. On conclut :

1.4.3. Fait. Tout K-espace de dimension finie posséde (au moins) une base finie.

e Théoréeme de la base incompléte.

Une partie d’une famille libre (et en particulier d’une base) est toujours libre. Si [vq,..., V]
est une famille libre de F, il est donc possible de poser la question analogue a celle dont la
proposition 1.3.11 parle pour les familles génératrices, a savoir, s’il est possible de rajouter des
vecteurs a cette famille pour obtenir une base de E. Puisque pour établir ’existence d’une base
tout court de E on a du supposer que F est de dimension finie, on va maintenir cela comme
hypothese. Dans ce cas on montre effectivement le théoréeme suivant.

1.4.4. Théoréme de la base incomplete. Si dans un K-espace vectoriel E de dimension

finie, [v1,...,Vg] est une famille libre, alors on peut choisir dans E des vecteurs supplémentaires
Vi41,---,Vy de sorte que [vy,...,V,] soit une base de E.

Voici une esquisse de démonstration. D’abord on choisit une famille génératrice w1, ..., wy]
de E, qui existe car F est de dimension finie. Ensuite on forme la famille [vy,...,vg, Wy, ..., wy],

qui est aussi génératrice (propriété 1.3.5). On peut alors appliquer & cette famille la méme
méthode utilisée dans la proposition 1.3.11, a savoir passer au crible ses vecteurs de gauche a
droite, rejetant chaque vecteur qui se trouve dans le s.e.v. engendré par les vecteurs avant lui.
Le fait que [vy,..., vg] est une famille libre implique qu’on ne rejette aucun de ses vecteurs. La
base obtenue & la fin de la procédure est donc bien une extension de [vy, ..., Vvy], comme voulu.

e Coordonnées.

La notion de base est fondamentale en algebre linéaire, a cause de la propriété 1.4.2.

1.4.5. Définition. Si B = [by,...,b,] est une base de E et v € E un vecteur, les coordonnées
de v par rapport a B sont les c1, ..., ¢, € K tels quev = ¢1b1+---+¢,by, ; le n-uplet (c1,...,¢,)

existe et est unique d’aprés la propriété 1.4.2. Pouri € {1,...,n}, la fonction V' — K associant
a v sa coordonnée c; par rapport a B, est appelé i-éme fonction coordonnée pour a la base B.

Dans cette définition le m-uplet (c1,...,¢,) est un élément de K™. La base B établit
donc une correspondance entre le K-espace vectoriel E (espace dont on ignore la nature de
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1.4 Bases, coordonnées, dimension

ses vecteurs) et l'espace particulier K™ de n-uplet, et qui peut étre décrite ainsi. Il existe une
application K™ — E définie par la formation de combinaisons linéaires par rapport a B ; c’est
(c1,...,¢n) = c1by + -+ + ¢yb,. Comme B est une base de E, cette application est bijective,
et I’expression en coordonnées par rapport a B est son application réciproque £ — K™.

La correspondance d’expression en coordonnées (et la fait que tout espace vectoriel de
dimension finie possede une base, ce qui découle de la proposition 1.3.11) permet en quelque
sorte de ramener tout K-espace de dimension finie a un espace particulier de la forme K™.
Mais on fera attention au fait que la correspondance dépend de la base B utilisée. Quand on
passe d’une base a une autre (et il y aura des situations ou cela facilite la compréhension d’un
probléme) les coordonnées pour un méme vecteur changeront ; en verra plus tard comment.

e Base canonique dans les espaces particuliers K™ et K[X|<p,.

La plupart du temps, on ne saura conclure qu’une famille donnée dans E forme une base de F
qu’apres avoir vérifie (éventuellement par un calcul) soit qu’elle est & la fois génératrice et libre,
soit (et au fond cela revient au méme) qu’elle possede la propriété 1.4.2. Mais dans certains
cas, le rapport entre les coefficients d’une combinaison linéaire et le vecteur qui en résulte est
tellement simple que cette derniere propriété est évidente. Par exemple dans K3 on a vu que pour
des scalaires z,y,z on a x(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0,1) = (z,y,2). Donc avec e; = (1,0,0),
es = (0,1,0) et e3 = (0,0,1) il est clair que tout v € K? s’écrit d’une fagon unique comme
combinaison linéaire de [e, ez, e3]. Cela montre donc que [e;, ez, e3] est une base de K3.

Pour généraliser cet exemple aux autres espaces K™, il est utile d’introduire une notation
connu comme le «symbole de Kronecker ».

1.4.6. Définition. Sii,j € X pour un certain ensemble X, on définit 6, ; € {0,1} C K par
s _ [l sii=]
WT\0 siit g

Ainsi les vecteurs e, e, e3 ci-dessus peuvent étre décrit par une seule formule : ils sont
donnés par e; = (0;,1,0;2,0;,3) pour i = 1,2,3. La propriété fondamentale de cette notation est

1.4.7. Propriété. Pour toute fonction f: X — K et touti € X ona: 3 ;.6 ;f(j) = f(i).

1.4.8. Exemple. Dans K" les vecteurs ey, ..., e, donnés par €; = (0;1,...,0;,) ont la pro-
priété que tout v € K™ s’écrit d’une fagon unique comme combinaison linéaire de [eq, . .., e,]. En
effet (c1,...,¢cp) = c1€1+ -+ cpe,. Doncley,.. ., e,] est une base de K", dite base canonique.

La base canonique £ de K™ a la propriété que l’expression en coordonnées par rapport a &
établit une correspondance K™ — K™ qui est 'identité : pour tout vecteur v € K™, le n-uplet
de ces coordonnées par rapport & E est égal a v lui-méme (qui est un n-uplet).

1.4.9. Exemple. Dans K[X|.,, les vecteurs [eq,...,e,_1] donnés par e; = X' (avec X° =
1 € K[X] et X! = X) ont la propriété que tout v € K[X|,, s'écrit d’une facon unique comme
combinaison linéaire de [eq, . ..,e,_1]. En effet coX°+---+c, 1 X" 1 =coeg+-+-+cp_1€5_1.
Donc leg,...,e,_1] = [X°,..., X" ] est une base de K[X]., dite base canonique de K[X],.

On fera attention au fait que seulement dans ces espaces trés particuliers (et dans encore
quelques autres qui sont du méme genre) on saura définir une base canonique ; dans d’autres
K-espaces vectoriels le terme «base canonique» n’a aucun sens. On remarque d’ailleurs que
méme dans ces espaces qui possedent une base canonique, leurs sous-espaces n’en ont pas.
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1.4 Bases, coordonnées, dimension

e Dimension.

On avait remarqué que dans un espace vectoriel de dimension finie, au dela d’un certain nombre
de vecteurs toute famille devient liée. En effet on peut énoncer de fagon plus précise le suivant.

1.4.10. Lemme. SiV = Vect(vy,...,vy), toute famille de plus de k vecteurs de V est lice.

On note qu’aucun lien entre cette autre famille et [vy,...,vy] n’est supposé, juste qu’elle
contient [ > k vecteurs. On prouvera ce lemme important en réduisant la question au fait
qu’un systeme d’équations homogenes linéaires avec plus d’inconnues que d’équations admet
toujours une solution non triviale, un fait qui découle directement de la méthode de Gauss pour
résoudre des systemes linéaires (car le nombre de pivots ne peut jamais dépasser le nombre initial
d’équations, donc pour des systemes de ce type il restera forcément des colonnes sans pivot).

Soit [w1,...,w;] la famille de [ > k vecteurs de V. Puisque w; € V = Vect(vy,...,vg),
il existe des scalaires a1 j,...,ax; (pas forcément uniques) tels que w; = a1 jvi + -+ + ag ; V.
En faisant cela pour j = 1,2,...,1, les coefficients a; ; forment une matrice A de taille k x [.

On peut maintenant réécrire toute combinaison linéaire zywq + --- + x;w; des w; comme une
combinaison linéaire y;vy + -+ -+ Yy, vy en prenant ¥ = A- & (ici Z et § sont les vecteurs colonnes
avec xy,...,x; respectivement yi,...,y, comme coefficients) car le coefficient y; de v; dans
! I . . . : .. S .
D j—1TjWj est Y. a; 5, qui est le coefficient ¢ du produit matriciel A - Z. Une condition
suffisante pour que x1wy + - -+ + x;w; = 0 est donc que A - ¥ = 0, et I'existence d’une solution

Z # 0 de ce systeme de k équations linéaires homogenes en [ inconnues x1, ..., x; prouvera que
[W1,...,w;] est une famille liée. Mais puisque [ > k, I’existence d’une telle solution est assurée.
1.4.11. Théoréme. Si [by,...,b,] est une base de E, alors toute autre base de E contient

aussi précisément n vecteurs.

C’est une conséquence immédiate du lemme. D’une part, puisque E = Vect(by,...,b,),
aucune famille avec plus de n vecteurs n’est libre, et donc pas une base non plus. D’autre part

si E avait une base [bf,...,b] | avec m < n, alors on raisonne en inversant les roles : le fait
E = Vect(b],...,b],) forcerait les familles de plus de m vecteurs & étre liées, mais cela contredit
le fait que [by, ..., b,] est libre. Donc une base de E ne peut avoir ni plus ni moins de n vecteurs.

Puisque tout espace de dimension finie possede au moins une base, on peut formuler la
définition fondamentale suivante.

1.4.12. Définition. Si E est de dimension finie, sa dimension dim F est définie comme le
nombre n de vecteurs dans une base de E. Ce nombre ne dépend pas de la base choisie.

Une fois la dimension d = dim V' d’un (sous-)espace vectoriel V' connue, il est plus facile de
vérifier si une famille de vecteurs de V est une base de V. D’une part le nombre de vecteurs doit
étre d pour pouvoir étre une base. D’autre part, si la famille contient d vecteurs, il n’est plus
nécessaire de vérifier séparément que la famille soit libre et génératrice ; 'un des deux suffit :

1.4.13. Proposition. Si E est une espace vectoriel, et dim E = n, alors
(1) Toute famille libre de n vecteurs est aussi génératrice (et donc une base).
(2) Toute famille génératrice de n vecteurs est aussi libre (et donc une base).

Pour (1), la famille libre s’étend & une base d’apres le théoreme 1.4.4, mais celle-ci ne
pouvant pas contenir plus de n vecteurs, la famille de départ doit déja étre cette base. Pour (2),
on peut extraire de la famille génératrice une base d’apres la proposition 1.3.11, mais celle-ci ne
pouvant pas contenir moins de n vecteurs, la famille de départ doit déja étre cette base.
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1.5 Applications linéaires

On peut combiner cette proposition 1.4.13 avec et la définition 1.4.12 de la dimension, sous
la forme d’un énoncé qui prend la forme de «trois conditions pour le prix de deux».

1.4.14. Proposition. Soit E est un espace vectoriel, et v{,...,v, € E. Alors pour chaque
choix de deux parmi les trois condition suivantes, ces deux entrainent la troisiéme condition.
(1) [vi,...,Vy] est une famille génératrice de E, c’est-a-dire E' = Vect(vy,...,Vy).

(2) [v1,...,Vy] est une famille libre.

(3) dim(F) = n.

1.5. Applications linéaires.

Pour une grande partie I'algebre linéaire est concernée avec des applications entre des espaces
vectoriels. Parmi les tres nombreuses applications possibles, seulement les applications linéaires
sont compatibles avec la structure d’un espace vectoriel, et on se limite donc a I’étude de ces
applications. Les applications linéaires sont suffisamment limitées pour qu’on puisse (du moins
dans le cas d’espaces de dimension finie) completement décrire une application linéaire par
une quantité finie de données (une matrice), ce qui n’est pas le cas pour les applications plus
générales. En méme temps les applications linéaires peuvent manifester une grande variété de
comportements. (Et entre espaces réels, elles permettent du moins d’approcher localement toutes
les fonctions qui sont “lisses”, mais cela est plus une sujet pour l'analyse que pour lalgebre.)

e Définition et constructions.

1.5.1. Définition. Si E, F sont deux K-espaces vectoriels (qui peuvent étre confondus), une
application f : E — F est dite K-linéaire (le plus souvent abrégé «linéaire ) si

1. fl(x+vy) = f(z)+ f(y) pour tout v,w € E, et

2. f(A) = Af(v) pour tout A € K et v € E.

En itérant la définition on voit qu'une application linéaire est compatible avec des combi-
naisons linéaires

FOuvi+- +Xevi) = A f(vi) + -+ A f(vi), (1)

et cette égalité caractérise les applications linéaires. Pour une application linéaire f : E — F on
a toujours f(0g) = Op (prendre A\ = 0 dans 1.5.1:2, ou considérer la famille vide dans (1)).

1.5.2. Proposition. Soit [by,...,b,] une base de E, et [wy,...,w,]| une famille quelconque
du méme nombre de vecteurs de F'. Alors il existe une et une seule application linéaire f : E — F
telle que f(b;) = w; pouri=1,...,n.

Le fait que [by,...,b,] est une base veut dire que tout v € E s’écrit de fagon unique
v = Aby 4+ -+ A,b, pour \q,..., A\, € K, et alors la linéarité de f exige que

F0) =M f(b1) 4+ A f(bp) = Miwy + -+ AWy,

Ainsi f est entierement déterminé par les valeurs f(b;) = w;, et on vérifie facilement que la
fonction f ainsi définie est en effet linéaire.

Les applications linéaires sont ainsi facile a définir. En plus il y a diverses constructions qui
permettent de construire de nouveaux applications linéaires a partir d’autres. Si f,g : E — F
sont des applications linéaires et A € K, alors on peut définir des applications f+g,A\f : E — F
par, pour tout v € E :

(f +9)(v) = f(v) + g(v),
(Af)(v) = A f(v),

Ne)



1.5 Applications linéaires

qui sont aussi linéaires. Ainsi 'ensemble noté L(E, F') des applications linéaires £ — F devient
lui-méme un K-espace vectoriel, car les conditions de la définition 1.1.3 sont vérifiées.

L’autre construction important pour fabriquer des applications linéaires est la composition.
Si f:E — Fetg:F — G sont des applications linéaires entre K-espaces vectoriels F, F, G,
alors leur composée g o f (prononcé «g rond f», ou plus parlant «g apres f») est définie par

(go fv) =g(f(v) pour v € E

et c’est une application linéaire £ — G.
1.5.3. Exemple. Pour tout K-espace vectoriel, application identique Ig : E — E est linéaire.

1.5.4. Exemple. Si[vy,..., V] est une famille de vecteurs de E, I'application | : K¥ — E qui
forme des combinaisons linéaires, c’est-a~dire [ : (c1,...,c) — €c1V1 + -+ - + ¢, Vi, est linéaire.

1.5.5. Exemple. SiV C FE est un sous-espace, ’application g : V' — E vérifiant g(v) = v pour
tout v € V est linéaire. On I'appelle I'inclusion de V' dans E, et on écrit parfois g : V — E.

1.5.6. Définition. Si f € L(E,F) et V est un s.e.v. de E, la restriction f|y de f a V est
lapplication linéaire fog € L(V,F) ou g :V < E est I'inclusion de V dans E.

e Image d’une application linéaire.

En étudiant les applications linéaires £ — F', on est souvent amené a considérer certains sous-
espaces de FE ou de F'. C’est en fait la raison principale pour laquelle on s’est tellement intéressé
aux sous-espaces vectoriels.

1.5.7. Définition. L’image d’une application linéaire f : E — F, notée Im(f) ou f[E], est le
sous-ensemble { f(v) | v € E } de F. Il s’agit dans tous les cas d’un sous-espace vectoriel de F'.

Pour que w € F soit dans 'image de f, il faut qu'il existe v € E avec f(v) = w, mais ce
vecteur v n’est pas forcément unique.

1.5.8. Exemple. Pour vy,...,vy € E, le sous-espace Vect(vy,...,vy) de E n’est autre que
Iimage Im(l) de I'application linéaire | : K* — E de I'exemple 1.5.4.

On rappelle qu’en général une application f: X — Y entre ensembles est appelé surjective
si pour tout y € Y il existe au moins un z (dit antécédent de y) tel que f(x) =y. On a alors :

1.5.9. Fait. Une application linéaire f : E — F' est surjective si et seulement si Im(f) = F.

On fera attention au fait que la notion de surjectivité de f utilise explicitement ’espace F
vers lequel f est défini (son codomaine). Cela peut poser probleme, en vue du fait qu’on se
permet parfois d’utiliser le méme nom pour des fonctions avec des codomaines différentes ;
par exemple si on sait que Im(f) est contenu dans un sous-espace W de f, on dira parfois de
considérer f comme un application linéaire £ — W, ce qui change son codomaine. Pour étre
précis, il faudra avoir une notation de “restriction a l’arrivée” pour distinguer ce nouveau f de
Pancienne application, mais une telle notation n’existe pas vraiment (ou n’est pas standardisée).
En tout cas le codomaine doit étre clair chaque fois qu’on parle d’une application surjective.
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1.5 Applications linéaires

e Noyau d’une application linéaire.

1.5.10. Définition. Le noyau d’une application linéaire f : E — F, notée Ker(f), est le
sous-ensemble {v € E | f(v) =0r } de E. Il s’agit dans tous les cas d’un sous-espace vectoriel
de E.

La notation pour les noyaux vient du terme anglais “kernel” pour noyau. Le noyau permet
de reconnaitre si une application linéaire est injective ou non. On rappelle qu'une application
f: X — Y est injective si tout y € Y posséde au plus un antécédent = € X (donc avec f(x) = y).

1.5.11. Proposition. Une application linéaire f : E — F est injective si et seulement si
Ker(f) ={0g} (c’est-a-dire si Og est le seul antécédent de Of ).

Si v,v" € E sont des antécédents d’'un méme w € F, il s’agit de montrer que v = v’. Par
linéarité f(v—v') = w—w = O, et 'hypothese Ker(f) = {0g} permet de conclure v —v' = 0.

1.5.12. Exemple. L’application | : K*¥ — E de I'exemple 1.5.4 est injective si et seulement si
la famille [v1,...,vy] est libre, et elle est surjective si et seulement si elle est génératrice de E.

e Isomorphisme de K-espaces.

Si f € L(E,F) est a la fois injectif et surjectif, alors f est bijectif et admet donc une application
réciproque F' — E qui comme d’habitude sera notée f~!. Cette réciproque est encore linéaire :

1.5.13. Proposition. Si f € L(E, F) est une application bijective, alors f~! € L(F, E).

Siw,w € Fet A\, u€ K onposev=f"1w)etv = f1(w), doncw = f(v) et w = f(v'),

et fHw +pw') = fTHAf () +pf(0) = F7HF (') = Ao+ po" = Af~H(w) +pf~H (w')
en utilisant la linéarité de f, ce qui prouve que f~! est linéaire F' — E.

1.5.14. Définition/Proposition. Si E, F' sont des K-espaces vectoriels, un isomorphisme de
K-espaces E — F est un f € L(E, F) qui admet une réciproque g € L(F, E), c’est-a-dire telle
que go f =1g et f og=1p. Toute application linéaire qui est bijective est un isomorphisme.

Cette derniére caractérisation est une conséquence de la proposition 1.5.13, car les conditions
gof =1Iget fog=1Ip veulent dire qu’on ne peut que prendre g = f~!. Mais la définition
est donnée sous la forme initiale car il est fondamental pour toute notion d’isomorphisme (et il
en existe dans beaucoup de domaines autres que ’algebre linéaire) d’admettre un isomorphisme
inverse. Aussi il peut arriver d’avoir f € L(E,F) et g € L(F, E) pour lesquels la vérification
directe de go f =1 et f o g = Iy est plus simple que d’établir autrement la bijectivité de f.

1.5.15. Proposition. La composée de deux isomorphismes est un isomorphisme.

1.5.16. Définition. Deux K-espaces vectoriels E, F' sont isomorphes s’il existe (au moins) un
isomorphisme F — F'.

On voit a l'aide de la proposition que étre isomorphe est un relation d’équivalence. Un
isomorphisme F — F permet de traduire toute question d’algebre linéaire dans E en une
question correspondante dans F', et vice versa (par l'isomorphisme inverse). Pour cette raison
on considere deux espace isomorphes comme équivalents du point de vue de ’algebre linéaire.
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1.6 Le calcul matriciel

1.5.17. Exemple. L’application linéaire | : K*¥ — E de I'exemple 1.5.4 est bijective, et donc
un isomorphisme, si et seulement si la famille [vy, ..., vy] est une base de E. Dans ce cas ! est
Papplication E — K* qui exprime un vecteur en coordonnées sur cette base. Cette application
est donc linéaire, comme le sont aussi les fonctions coordonnées individuelles v — ¢; : E — K.

Un isomorphisme entre deux espace permet de traduire toute question d’algebre linéaire qui
concerne 'un des espaces en une question équivalente qui concerne I'autre. Comme illustration
de ce principe on peut énoncer.

1.5.18. Fait. Si l'on sait que f € L(E, F) est injectif ou surjectif, il en est de méme pour sa
composée a gauche ou a droite avec un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

En appliquant cela a ce qui est dit dans I’exemple 1.5.12, on peut donc généraliser :

1.5.19. Conséquence. Soit f € L(E,F) et B une base de E. La famille [ f(b) | b€ B] est
une famille libre si et seulement si f est injectif, et elle est une famille génératrice de F si et
seulement si f est surjectif. Elle est donc une base de F' si et seulement si f est un isomorphisme.

L’exemple 1.5.17 montre qu'un K-espace vectoriel E de dimension finie est isomorphe a K™
pour n = dim E, et 1.5.19 montre qu’un isomorphe E — F ne peut exister que si dim(F') = n.

1.5.20. Conclusion. Deux espaces E, F' de dimension finie sont isomorphes si et seulement si
dim(F) = dim(F'). Pour un isomorphisme f : E — F et s.e.v. V de E on a dim(f[V]) = dim(V).

1.6. Le calcul matriciel.

Le calcul matriciel est souvent utile pour trouver une réponse a certains questions concretes
d’algebre linéaire. Une matrice est simplement un objet qui (comme un n-uplet dans K™)
regroupe plusieurs scalaires, qu’on organise en une grille rectangulaire formée de lignes et de
colonnes. Diverses opérations et méthodes algorithmiques sont définies sur les matrices.

1.6.1. Définition. Une matrice M a coefficients dans K consiste en la donnée d’un nombre
n € N dit de lignes, un nombre m € N dit de colonnes, et pour chaque couple d’entiers (i, j)
avec 0 < i <net0<j<m unscalaire M; ; € K. L’ensemble de telles matrices pour lesquelles
les nombres n, m sont fixés est noté Mat,, ,,(K), et ces matrices sont appelées des matrices (de
taille) n x m a coefficients dans K. L’ensemble Mat,, ,,(K) des matrices carrés de taille n est
d’un intérét particulier, et est pour cette raison souvent abrégé Mat,, (K).

La ligne i de M est I'élément (M;1,...,M;,,) € K™ (pour un i € {1,...,n} fixé) et la
colonne j de M est 'élément (M ;,..., M, ;) € K" (pour un j € {1,...,m} fixé).

Un matrice dont tous les coefficients sont nuls est appelée matrice nulle, et 'unique matrice
nulle dans Mat,, ,,, (K) sera notée 0,, ,,,, ou simplement 0 si sa taille est claire dans le contexte.

1.6.2. Définition. Pour n € N, la matrice identité notée I,, est la matrice M € Mat,, ,,(K)
telle que M, ; = 0; ; pour tout i,j € {1,...,n}.

1.6.3. Définition. La transposée de la matrice A € Mat,, ,,,(K) est la matrice *A € Mat,, ,,(K)
avec 'A;; = A; ; pour 0 < i <n et 0 < j<m (réflection par rapport & la diagonale principale).

e Opérations matricielles.
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1.6 Le calcul matriciel

o Opérations d’un espace vectoriel.

On peut interpréter Mat,, ,, comme 'espace de fonctions K? ou I = {1,...,n} x {1,...,m}
est ’ensemble rectangulaire de positions dans ces matrices. Ce point de vue, bien que limité,
permet déja de munir Mat,, ,,, d’'une structure de K-espace vectoriel, c’est-a-dire d'une addition
et une multiplication scalaire (et le vecteur nul sera 0, ,,).

1.6.4. Définition. La somme de matrices A, B € Mat,, ,, est la matrice C' € Mat,, ,, dont le
coefficients sont donnés par C; j = A; j + B; j pour tout i, j. Pour A € K le multiple scalaire \A
de A est la matrice M € Mat,, ,, dont le coefficients sont M; ; = AA; ; pour tout ¢, .

Ainsi chaque Mat,, ,, devient un K-espace vectoriel, pour lequel dim(Mat,, ,,,) = nm.

o Produit matriciel.

Pour les matrices divers produits sont définis (mais l'opération qui consiste a multiplier en
chaque position séparément comme pour l'addition de matrices ne s’avere pas tres utile). On
saura multiplier un matrice A € Mat,, ,,(K) a gauche avec un élément de K™, ou a droite avec
un élément de K. Mais les deux seront aussi obtenus comme des cas particuliers d’un produit
de deux matrices, donc on définira toute de suite cette opération plus générale.

1.6.5. Définition. Le produit A - B de deux matrices est défini seulement si le nombre de
colonnes de A est égal au nombre de lignes de B, donc quand A € Mat,, ,,(K) et B € Mat,, ;(K)
pour certains n,m,l € N. Dans ce cas le produit est la matrice C € Mat,, ;(K) telle que
Ci,j = Z?;l Ai,tBt,j = Ai,lBl,j + AZ”QB2,]' + -4 Ai,mBm,j pour tout O0<t1<netl< ] <.

Chaque coefficient du produit A - B est donc le produit scalaire d’une ligne de A et d’une
colonne de B, ou «produit scalaire» de deux m-uplets (z1,...,Zm), (Y1,.--,Ym) € K™ veut dire
le scalaire z1y1 +X2y2 + -« - + TmYm- Plus exactement, le coefficient en position i, j est le produit
scalaire de la ligne ¢ de A et la colonne j de B. Plusieurs coefficients du résultat utilisent la
méme ligne de A, ou la méme colonne B, ce qui nous mene au suivant

1.6.6. Constat.

(1) La lignei d’un produit matriciel A-B ne dépend de A que par sa lignei : c’est la combinaison
linéaire des lignes de B formée en utilisant les coefficients de la ligne i de A.

(2) La colonne j d’un produit matriciel A - B ne dépend de B que par sa colonne j de la
matrice B : c¢’est la combinaison linéaire des colonnes de A formée en utilisant les coefficients
de la colonne j de B.

Le point (2) donne une indication qu’on pourra définir la multiplication d’une matrice
A € Mat,, ,,(K) avec un vecteur v € K™ en considérant ce dernier comme une colonne de B ;
la colonne correspondante du produit A - B est un élément de K™ qui donnera notre produit
A -v. C’est en particulier ce qu’on obtient pour le produit matriciel dans le cas I =1 ou B n’a
qu'une colonne, et on pourrait définir A - v en identifiant le facon évidente l’espace K™ avec
celui Mat,,,; des matrices a une seule colonne. Mais dans ce cours on veut éviter de faire une
telle identification juste pour faire I’économie d’une définition, qu’on donne donc explicitement :

1.6.7. Définition. Le produit d’une matrice A et un vecteur v € K™ est défini si le nombre
de colonnes de A est m. Pour A € Mat,, ,,,(K) et v = (v1,...,Un), ce produit A-v est I’élément
w = (wy,...,w,) € K™ dont les coefficients sont w; = Z;nzl A; jvj pouri=1,...,n. De facon
équivalente w est la combinaison linéaire des colonnes de A avec comme coefficients vy, ..., Up,.

On peut également définir le produit de (dans cet ordre) u € K" et B € Mat,, ,,(K), en
utilisant 1.6.6:(1). Ceci fait interpréter v comme un matrice a une ligne, et le résultat sera un
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1.6 Le calcul matriciel

élément de K™ (le roles de m, m sont inversés) qui est la combinaison linéaire des lignes de B
avec comme coefficients ceux de u. Bien que cette méthode de définition est symétrique avec
celle de la définition 1.6.7, les deux produits sont assez différents, et dans la pratique on est
obligé d’en privilégier un. La tradition majoritaire est d’utiliser le produit de la définition 1.6.7,
et c’est qu’on fera dans ce cours. Une justification pour cette préférence pourrait étre que dans
un produit A-v on associera A & une application qui opeére sur v, comme dans la notation f(z).

En fait, si on fixe A € Mat,, ,,, (K), ce produit détermine une application K — K™ donnée
par v — A -wv. Puisque cette application f4 utilise (les coefficients de) son argument v pour
former une combinaison linéaire, comme dans I’exemple 1.5.4, il s’agit d’une application linéaire :
fa € L(K™,K™). Prenant pour v de vecteurs de la base canonique de K™, on voit que fa(e;)
est égal & la colonne j de A. D’apres la proposition 1.5.2, ces m valeurs particulieres de f4 (qui
sont les m colonnes de A) déterminent f totalement en tant qu’application linéaire. Puisque
réciproquement tout m-uplet de vecteurs de K" forme le jeu de colonnes d’une unique matrice de
Mat,, », (K), on a ainsi associé chaque application linéaire K™ — K™ & une et une seule matrice
de Mat,, p, (K). C’est le fondement de la représentation matricielle des applications linéaires.

1.6.8. Définition. Pour n,m € N, I'application Mat,, ,,(K) — L(K™,K") qui associe a
la matrice A € Mat,, ,,,(K) I'application v — A - v est appelée 'isomorphisme canonique de
Mat,, ,, (K) avec LK™, K™). Les colonnes de A sont les images de la base canonique de K™.

Le fait que la correspondance entre Mat,, ,,, (K) et L(K™, K™) est linéaire (compatible avec
leurs structures d’espace vectoriel) est peu surprenant. Par contre le fait suivant n’est pas
anodin, et fournit une justification pour la définition un peu étrange du produit matriciel.

1.6.9. Proposition. Sous les isomorphismes canoniques, le produit matriciel correspond a la
composition d’applications linéaires. Explicitement, si A € Mat,, ,,(K) et B € Mat,, ;(K) sont
des matrices pour lesquelles le produit A - B est défini, et fo € L(K™,K") et fp € L(K!, K™)
sont les application linéaires y associées sous les isomorphismes canoniques respectifs, alors
fao fp est application linéaire fa.p : K!' — K™ associée & A- B par Iisomorphisme canonique.

Pour montrer la proposition, il suffit (d’apres la proposition 1.5.2) de vérifier que fa.p
coincide avec fa o fp quand elle est appliquée a un vecteur e; de la base canonique de K L Or
fa.g(e;) est la colonne j de A - B, qui d’apres le constat 1.6.6:(2) et la définition 1.6.7 est égale
a A-bj ou b; désigne la colonne j de B. Mais cette derniere est égale & fp(e;), donc on trouve

fap(e;)=A-bj=A-fg(e;) = fa(fp(e;)) = (fao fg)(e;), comme voulu.

1.6.10. Corollaire. Le produit matriciel est associatif, ¢’est-a-direona A-(B-C) = (A-B)-C
des que 'un ou 'autre des deux membres est défini.

La composition de fonctions est toujours associative, car quand elles sont définies, les com-
posées fo(goh) et (fog)oh font toutes deux x — f(g(h(z))). En appliquant la proposition 1.6.9 a
ce fait pour la composition d’applications linéaires, on voit que le produit matriciel lui aussi doit
étre associatif. Bien siir, cela peut étre vérifié par un calcul explicite (mais un peu fastidieux).

o Matrices inversibles.

1.6.11. Proposition. La matrice I,, € Mat,, ,,(K) correspond a I'identité Ixn € L(K"™, K")
par I'isomorphisme canonique.

11 suffit d’observer que pour tout j € {1,...,n} la colonne j de I, est le vecteur e; € K.
Par conséquent, I,, - v = v pour tout v € K", et on a I,,A = A ainsi que A-I,, = A des que le
produit matriciel en question est bien défini (car Ixn a cette propriété pour la composition).
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1.6 Le calcul matriciel

1.6.12. Définition. Une matrice A est inversible s’il existe une matrice B telle que les produits
A- B et B- A sont chacun une matrice identité. Dans ce cas B est unique, et est appelé l'inverse
de A, noté A~'. Par symétrie B est aussi inversible, et A = B~!.

Cette définition est formulée de telle sorte que, comparant avec la définition 1.5.14, il soit
immédiat que A est inversible si et seulement si il correspond & un isomorphisme de K-espaces
vectoriels. Puisque K™ et K™ ne sont pas isomorphes si n # m, on conclut qu’une matrice ne
peut étre inversible que si elle est carrée (le méme nombre de lignes et colonnes), et donc les
deux matrices identité A - B et B - A de la définition doivent étre en fait la méme matrice I,,.

1.6.13. Proposition. Seulement les matrices carrées peuvent étre inversibles. Or, pour A, B €
Mat,, (K), on aura B = A~! dés que I'une des conditions A- B =1,, ou B - A = 1,, est vérifiée.

Supposons par exemple B- A = I,, (I'autre cas est symétrique car B = A~! et A = B~! sont
équivalents). Cela veut dire fg o fa = Ixn, et implique que f4 est injectif (si fa(v) = fa(w)
alors v = fp(fa(v)) = fe(fa(w)) = w). L’exemple 1.5.12 et la proposition 1.4.13 (qu’on peut
appliquer grace au fait que A est carrée) montrent que f4 est aussi surjectif, donc inversible, et
A Test aussi. Une fois que ceci est établi, on peut écrire B=B-A- A1 =1,- A1 =A"1,

1.6.14. Proposition. Si A, B € Mat,,(K) sont tous les deux inversibles, alors A - B est aussi
inversible, et (A-B)~! = B~!1. AL

o Matrice d’une application linéaire.

Seulement les applications linéaires K™ — K™ correspondent canoniquement (c’est-a-dire d’une
fagon qui ne dépend d’aucun choix) & une matrice (de taille n x m). Pour d’autres K-espaces
E, F de dimension finie on peut aussi représenter chaque application linéaire f € L(E, F') par
une matrice, mais a condition de fixer au préalable des bases £ de E, et F de F. On l'appellera
la matrice de f par rapport a ces bases, et dans ce cours on la notera x Mate(f) (le placement
des bases dans cette notation est un peu spécial mais voulu suggestif : la base £ au départ est a
droite ou viendra le vecteur argument, et la base F & 'arrivée est du coté gauche «du résultat).

Le procédé pour associer cette matrice a f est simple. Les bases £ et F déterminent des
isomorphismes F < K™ et F' < K". En composant f avec ces isomorphismes dans le sens
convenable on obtient un application K™ — F LroK " et x Matg(f) est la matrice canon-
iquement associée a cette application linéaire composée. Concretement, la composée appliquée
a x € K™ forme d’abord la combinaison linéaire des vecteurs de £ a coefficients donnés par ,
puis applique f a ce vecteur, et finalement trouve les coordonnées par rapport a F du résultat.

1.6.15. Fait. La matrice x Matg(f) de f € L(E, F) par rapport aux bases £ = [ey, ..., €]
de E et F = [f1,...,f,] de F est la matrice de taille n x m dont pour j € {1,...,m} la colonne j
est formée des coordonnées de f(e;) par rapport a la base F.

e Systéemes d’équations en leur utilisation en algébre linéaire.

La solution concrete de beaucoup de problemes en algebre linéaire repose sur la résolution d’un
systeme d’équations linéaires. Pour cela on connait la méthode (du pivot) de Gauss, dont ici on
ne fera que résumer la conclusion.

Pour un systéeme de n équations en m inconnues, on peut renommer (si besoin) les inconnues
T1,...,Ln, et les interpréter comme les composantes d’un seul vecteur inconnu z € K™. Alors
le systeme s’écrit comme une seule équation vectorielle de la forme Ax = b, o A € Mat,, ,,, (K)
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regroupe les coefficients des inconnues, et b € K™ regroupe les seconds membres des équations ;
c’est la forme matricielle du systeme d’équations. La méthode de Gauss consiste a transformer le
systéme en un systéme équivalent et échelonné. Dans sa forme matricielle A’z = ', la propriété
d’étre échelonné veut dire la chose suivante de la matrice A’, ou dans chaque ligne on appelle
«pivot» la position du premier coefficient non nul (sl existe) : (1) Tous les pivots sont dans des
colonnes différentes, et chacun se trouve a droite des pivots (éventuels) des lignes précédentes ;
(2) les éventuelles lignes sans pivot (donc entierement nulles) viennent apres toutes les lignes
avec pivot. Le fait que le systéme échelonné est équivalent au systéme initial est assuré par le
fait que l'effet de la méthode de Gauss est de multiplier les deux membres de I’équation par une
méme matrice inversible M (c’est-a-dire A’ = M - A et ¥ = M - b), d’olt on pourra retrouver
I’équation originale de la nouvelle en multipliant par M !,

Si dans I’équation échelonnée il existe une ligne de A’ sans pivot pour laquelle le coefficient
correspondant b} de b’ n’est pas nul, alors cela correspond & une équation 0 = b; qui est impossible
satisfaire, et le systéme n’aura pas de solution (il est contradictoire). On exclut désormais ce
cas. Alors dans les cas restants, si A’ contient des lignes sans pivot, elles correspondent & des
équations triviales 0 = 0 qu’on peut enlever du systeme sans changer ses solutions. Ce qui reste
est une matrice A” € Mat,/ ,,(K) avec n’ < n, dont chaque ligne contient un pivot, et ces
pivots sont dans des colonnes distinctes. Soit P C {1,...,m} ’ensemble des indices de colonnes
contenant un pivot (les inconnues z; pour j € P sont appelées les «variables primaires» du
systeme), et S ={1,...,m} \ P les indices de colonnes sans pivot (les inconnues x; pour j € S
sont les «variables secondaires» du systéme). Les valeurs des variables secondaires ne sont pas
contraintes par le systéme, et peuvent donc étre choisies librement. En fait les solutions du
systeme sont paramétrées par ces valeurs, et une fois choisies les valeurs de variables primaires
peuvent étre déduites . Chaque ligne donne une équation qui permet de résoudre l'inconnue
correspondant a la colonne de son pivot, une fois les valeurs des inconnues apres elle sont
connues ; les variables primaires peuvent donc étre résolues de la derniere a la premiere.

Un systeme homogene ne peut étre contradictoire. S’il a plus d’inconnues que d’équations,
on a S # () ci-dessus, et il admet des solutions non nulles, complétant la preuve du lemme 1.4.10.

La méthode de Gauss permet donc de résoudre completement une équation A - x = b,
autrement dit de trouver tous les antécédents x € K™ de b € K™ pour l'application linéaire
fa : K™ — K" correspondant & A. Pour trouver plus généralement pour f € L(E,F) les
antécédents v € E d’un vecteur w € F' donné, il suffit de choisir des bases £, F dans F, F, de
trouver A = r Matg(f) et les coordonnées b € K™ de w par rapport a F, de résoudre A-xz = b, et
finalement d’interpréter ces solutions x comme coordonnées par rapport a £ de vecteurs v € E.

o Inverser une matrice.

Le probleme de trouver l'inverse d’une matrice carrée A € Mat,, (K) (si elle existe) peut étre
considéré comme celui de trouver pour chaque vecteur e; de la base canonique de K™ son
antécédent par fa, c’est-a-dire la solution (supposée unique, sinon A n’est pas inversible) de
A -z = ej, car cet x forme la colonne j de A™!. Cette idée donne la méthode suivante.

1.6.16. Méthode pour trouver I’inverse (éventuelle) d’une matrice A € Mat, (K). On
forme I« équation a second membre multiple» A -x = 1,, et y applique la méthode de Gauss.
En fait c’est chaque fois une colonne individuelle e; de I,, qui est le vrai second membre, mais
comme le second membre joue un réle passif dans la phase d’échelonnement de la méthode de
Gauss (aucun pivot n’y est choisi) on peut traiter les n cas au méme temps par le maintien de n
colonnes dans la partie a droite. Si jamais dans une colonne a gauche on ne peut pas trouver
de pivot, cela montre que A n’était pas inversible et on peut s’arréter. Sinon, on trouvera a
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gauche une forme échelonnée triangulaire sas coefficients diagonaux nuls. On continue ensuite la
réduction par opérations sur les lignes, pour rendre les coefficients des pivots a la valeur 1, et en
les utilisant pour rendre 0 les autres coefficients dans leur colonne. Ainsi la matrice a gauche est
devenu I,,, & quel moment la matrice a droite (celle des n « seconds membres) ) est devenu A~1.

Cette méthode maintient donc a chaque instant un couple de matrices carrées (M | N), qui
est initialement (A | I,,), et procede en multipliant chaque fois les deux & gauche par une méme
matrices inversible. Comme le produit de matrices inversibles est inversible, le transformation
entiere du couple (A | I,) en (M | N) est elle aussi celle d’une multiplication & gauche par une
méme matrice inversible, et visiblement cette matrice n’est autre que N. Quand finalement cela
arendu M = N - A égale a I,,, on aura donc N = A~!. Pour le calcul manuel, il est utile de
noter la relation M = N - A qui doit rester valable & tout moment ; elle est relativement facile
a tester, et permet ainsi une détection précoce d’éventuelles erreurs de calcul.

o Noyau et image.

Mis a part le calcul d’antécédents et d’inverses, les applications de la méthode de Gauss en algebre
linéaire vont toujours concerner exclusivement le cas d’équations homogenes, donc dans le reste
de cette section les seconds membres des équations sont toujours nuls, et on les mentionnera plus.

1.6.17. Méthode pour trouver une base du noyau de f € L(E,F). Soit £ = [ey,...,€ey]
et F = [f1,...,1f,] des bases de E respectivement de F' (les choisir si besoin), et A = r Matg(f).
On résout I'équation vectorielle A -x = 0 pour x € K™. Si S C {1,...,m} est I'ensemble
d’indices des colonnes sans pivot, chaque j € S contribue un vecteur v\9) € E & la base cherchée,
comme suit. On trouve la solution particuliére x\9) dans laquelle on prend acg) = 0k pour
) restants, les variables premieéres, sont déduites comme d’habitude des

K2 . .
valeurs de ces variables secondaires. Alors v\9) est le vecteur mgj )el + -+ x%) e,, € F dont les

k € S ; les valeurs des x

coordonnées par rapport a £ sont données par ). Finalement [v0)] jes est une base de Ker(f).

On remarque que si A-z = 0 a un solution unique (P = ), alors c¢’est forcément la solution
x = 0 (I’équation étant homogene), et ker(f) = {0} ; la méthode trouve alors la base vide.

Il n’est pas difficile de voir que ces vecteurs v¥) vérifient f(v(9)) = 0p, et forment une base
de Ker(f), car c’est essentiellement le sens d’avoir trouvé une solution complete de A -z = 0.
Il est un peu plus surprenant que le méme travail permet de trouver aussi une base de Im(f).
La famille [f(e;),..., f(e;)] de vecteurs de F' est certainement génératrice de Im(f), mais elle
peut étre liée. En fait chaque solution z) € K™ ci-dessus vérifie A -z = 0xn, et les scalaires
xgj ), . ,x%) sont donc les coefficients d’une relation entre les colonnes de A, une combinaison
linéaire dont la valeur est nulle. Puisque :cg»j ) — 1et acg ) =0 pour tout autre k € S, cette relation
permet d’exprimer la colonne j de A en terme de ces colonnes indicées par le complémentaire P
de S. Ainsi les colonnes indicées par S sont redondantes, et [f (ej)]j cp est encore une famille
génératrice de Im(f). Le calcul de Ker(f) montre qu’une relation entre les colonnes de A est

triviale des que ses coefficients indicés par S sont nuls, donc cette famille est une base de Im(f).

1.6.18. Méthode pour trouver une base de I'image de f € L(FE,F). Comme dans la
méthode 1.6.17 on fixe des bases € = [e1,...,ey]| de E et F de F, et pour A = rMatg(f) on
applique la méthode de Gauss a I’équation A -z = 0 pour trouver I’ensemble P C {1,...,m}
d’indices des colonnes qui contiennent un pivot. Alors [f(e;)],cp est une base de Im(f).

On remarque que ce n’est pas la seule méthode qui existe pour trouver une base de Im(f).
Une autre méthode, inspirée par celle utilisée pour la proposition 1.3.11, est de échelonner les
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colonnes de la matrice A, en inversant les roles des lignes et des colonnes dans la méthode de
Gauss, ce qui permet de fagon relativement simple de décider pour chaque nouvelle colonne si
elle est dans le sous-espace engendré par les colonnes précédentes (et donc redondante) ou non.
En fait I’échelonnement peut étre vu comme une méthode de remplacer une famille de vecteurs
dans K™ par une famille plus commode mais qui engendre le méme sous-espace. L’échelonnement
des colonnes de A ne fournit donc pas seulement (apres suppression les colonnes nulle produites)
une base de Im(f), mais une base simplifiée qui simplifie le test si v € Im(f) pour v € K™.

o Changement de présentation d’un sous-espace.

Un sous-espace vectoriel peut étre présenté essentiellement de deux fagons : soit sous la forme
Vect(vy,...,VvE) par une famille génératrice, soit comme solution d’un systéme d’équations
linéaires homogenes. Dans les deux cas des modifications aux données (vecteurs ou équations)
sont possibles qui ne changent pas le s.e.v. désigné. Par exemple I’échelonnement d’un systeme
d’équations le simplifie, et on vient de voir qu’on peut aussi échelonner une famille génératrice.

Pour diverses raisons on peut étre amené a passer d’une présentation a une autre., Le
sous-espace défini par un systeme d’équations sous forme matricielle A - x = 0 est simplement
Ker(fa), donc la méthode 1.6.17 effectue la transition d’un systeme d’équations vers une famille
génératrice (qui sera en fait une base). Le passage réciproque, trouver un systeme d’équations
pour décrire un sous-espace donné par des vecteurs générateurs, est moins souvent employé,
mais peut étre utile (par exemple parce que dans K", les s.e.v. de dimension n — 1 ont besoin
de n — 1 vecteurs générateurs, mais sont aussi définis par une seule équation). Mais la méthode
pour le faire est quasiment le méme, par ’observation suivante. Une équation homogene cix1 +
-+ -+ cpxy, = 0 peut étre représentée la matrice a une ligne C' = (¢1 ¢ -+ ¢,) de ces coefficients
(c’est comme cela que les équations d’un systéme apparaissent dan sa forme matricielle). Si on
prend les vecteurs générateurs du s.e.v. V' de K™ comme colonnes d’'un matrice A € Mat,, p,
(c’est-a-dire on écrit V' = Im(f4)), alors la condition que I’équation est vérifiée pour tous ces
vecteurs s’écrit C' - A = 0 € Maty ,,,(K). On peut interpréter C' comme ligne d’inconnues, et
trouver tous les valeurs C' pour qui C'- A = 0 est vrai, se fait par la méme méthode (de Gauss)
utilisée pour résoudre A - x = Ogm, sauf que les roles des lignes et des colonnes sont inversés.

o Trouver une base pour l'intersection de sous-espaces.

Un intersection de deux s.e.v. de E est toujours un s.e.v., mais sa description est assez implicite ;
on voudrait souvent en trouver une base. Trois cas de figure se présentent.

(1) Les deux s.e.v. sont chacun donné par un systeme d’équations. Dans ce cas on peut simple-
ment combiner tous les équations, ce qui donne une systeme plus grand, quel systeme définit
Iintersection des sous-espaces. On peut résoudre ce nouveau systeme par la méthode 1.6.17.

(2) L’un des deux espaces est donné par un systeme d’équations A -z = 0, et Pautre comme
V = Vect(vy,...,vg), par une famille génératrice. Dans ce cas on peut former un com-
binaison linéaire v = c¢1vy + --- + ¢ Vg avec des inconnues pour les coefficients ¢;, et
considérer ’équation A - v = 0 qui décrit I'intersection comme une nouvelle équation en
ces inconnues. Si on résout cette équation, alors pour (cy,...,cx) parcourant une famille
génératrice de l'espace de solutions, les vecteurs v correspondants forment une famille
génératrice de 'intersection cherchée. Il est souhaitable de s’assurer au préalable (en sup-
primant des vecteurs si besoin, ce qui ne fait que simplifier le reste du travail) que la
famille Vect(vy, ..., vk) soit une base d V, car dans ce cas on est sir d’obtenir une base de
I'intersection. Concretement, si B € Mat,, ;, est la matrice dont les v; sont les colonnes, le
systeme & résoudre est (A - B)-c = 0, et pour chaque solution ¢ € K* dans une base de
Pespace Ker(A - B) des solutions, le vecteur B - ¢ est un vecteur de la base de 'intersection.
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(3) Les deux s.e.v. sont chacun donné par une famille génératrice. Dans ce cas la meilleure ap-
proche semble de trouver un systéme d’équations pour I'un des deux (de préférence celui avec
le plus grand nombre de vecteurs générateurs, car cela donne moins d’équations), et ainsi
de se ramener au cas (2). C’est notamment plus facile que 'approche directe de chercher
des vecteurs qui sont a la fois des combinaisons linéaires de I'une et de 'autre famille, car
cela introduit beaucoup d’inconnues, et un grand systeme d’équations a résoudre.

e Changement de bases.

Parfois il est souhaitable de changer d’une représentation de vecteurs en coordonnées par rapport
a une base £ vers une représentation en coordonnées par rapport a une autre base £, notamment
quand cela rend un probléme plus transparent (cela se produira notamment quand on parlera
plus tard de la diagonalisation d’une endomorphisme). Déja le probleme d’exprimer dans K™
des vecteurs dans une autre base que la base canonique est de cette nature, car par nature les
vecteurs de K™ sont exprimé par rapport a la base canonique.

L’idée pour le faire est assez simple : pour exprimer f € L(E, F) sous forme matricielle,
on a besoin indépendemment d’une base de E et d’'une base de F' ; cela rend possible d’utiliser
deux bases distinctes méme dans le cas ou F = F. Pour isoler I'effet du changement de base,
on le fait pour f = Ig en sorte qu’on obtienne les nouvelles coordonnées du méme vecteur
qu’au départ. Si x € K" donne les coordonnées de v € E par rapport a ’ancienne base £, les
coordonnées de v par rapport & £ sont données par ¢ Matg(Ig) - 2. Comme toujours, chaque
colonne de ¢ Matg (Ig) contient les coordonnées par rapport de la base £ & arrivée de I'image
d’un vecteur de la base £ au départ. Comme f = Ig, cette image est le vecteur lui-méme,
donc la matrice donne les coordonnées des vecteurs de £ par rapport & la base £’. Mais dans
la pratique on aura souvent décrit la nouvelle base £ par les coordonnées de ces vecteurs par
rapport a &, et ces coordonnées se trouvent dans la matrice inverse ¢ Matg/ (Ig). La convention
veut qu’on appelle matrice de passage de € vers £ cette derniere matrice P = ¢ Matg/ (Ig). On
en conclut que la conversion de coordonnées pour la base £ vers celles pour la base £ se fait en
multipliant par I'inverse P~! de la matrice de passage de £ vers £ (aussi étrange que cela peut
paraitre).

Le changement de base affecte aussi les matrices d’applications linéaires qui se servent de
cette base au départ ou a 'arrivée. La formule découle de l'informelle «regle de dominos», qui
dit que dans un produit de matrices, la bases doivent étre les méme au point de contact. Donc
si pour f € L(E, F) on change & 'arrivée (dans F') on change de la base B vers B, la nouvelle
matrice est donnée par g Matg(f) = g Matg(Ir)- 5 Matg(f) et si on change au départ (dans E)
de la base & vers £, la nouvelle matrice est donnée par s Matg (f) = g Matg(f) - ¢ Mate (Ig).

Si ’on reconnait le role des matrices dans cette formule, on peut résumer ainsi, en n’oubliant
pas le cas important de f € L(E, E), avec le méme changement de base au départ et a 'arrivée.

1.6.19. Conclusion. Pour f € L(E,F) donné par A = gMatg(f), un changement de base
avec matrice de passage P au départ donne comme nouvelle matrice g Matg/(f) = A- P, pendant
qu’un changement de base avec matrice de passage () a I'arrivée donne comme nouvelle matrice
g Matg(f) = Q71 - A. Pour f € L(E,E) avec A = ¢ Matg(f), un changement de base avec
matrice de passage P donne comme nouvelle matrice ¢ Mate/(f) = P~1- A - P.

o Le déterminant d’une matrice carrée.

Comme ce qui précede montre, les déterminants ne sont pas indispensables pour le calcul en
algebre linéaire. Néanmoins il est important de connaitre leur existence, leur propriétés fonda-
mentales, et de savoir les calculer au moins dans des cas relativement simples (sachant que la
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formule du déterminant se complique tres rapidement avec la taille de la matrice, et déja pour
des matrices 4 x 4 elle est tres longue, car elle a 24 termes).

Voici une liste de propriétés fondamentales du déterminant.

(1) Le déterminant d’une matrice n’est défini que si elle est carrée. Sa valeur est un scalaire.

(2) Le déterminant de A € Mat,, (K') est donné par une formule en les coefficients de A, formée

par addition ou soustraction d’un certain nombre (n!, en fait) de produits de n coefficients.

(3) Les matrices carrées inversibles sont précisément celles dont le déterminant n’est pas nul.

(4) Le déterminant est multiplicatif : det(A - B) = det(A) det(B).

(5) Pour tout n € N on a det(I,) = 1.

(6) Pour les cas n = 1,n = 2, les formules sont det(a) = a respectivement det(} ;) = ad — be.

(7) Le déterminant est linéaire en chacune des colonnes. Concretement, si dans A € Mat,, (K)
on choisit une colonne, et on remplace les coefficients de cette colonne par n variables, la
fonction K™ — K définie par le déterminant de cette matrice est K-linéaire. En particulier
multiplication d’une seule colonne par un scalaire A € K multiplie le déterminant par A.

(8) Si une matrice carrée A contient (au moins) deux colonnes identiques alors det(A) = 0.

(9) L’acte d’additionner a une colonne d’une matrice carrée A un multiple scalaire d’une autre
colonne de A ne change pas son déterminant (conséquence des deux points précédents).

(10) L’acte d’intervertir deux colonnes d’une matrice carrée multiplie son déterminant par —1.

(11) Le déterminant de la matrice transposée de A est égal a det(A). Par conséquent la propriétés
précédentes restent valables si 'on remplace «colonne(s)» partout par «ligne(s)».

(12) Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit de ces coefficients diagonaux.
(Plus généralement le déterminant d’un matrice qui est «diagonal en blocs» est le produit
des déterminants de ses blocs diagonaux.)

(13) Pour une matrice A € Mat,, (K) pour laquelle soit la colonne j est égale au vecteur e; de
la base canonique de K™, soit la ligne i est égale au vecteur e; (pour certains indices ¢, j),
on a det(A) = (—1)"7 det(A’) ou A’ est obtenu de A par suppression de la ligne i et de la
colonne j. Par conséquent, on peut dans le cas général calculer det(A) par développement
pour une ligne ou colonne choisie : cela revient a écrire cette ligne ou colonne comme
combinaison linéaire des vecteurs de la base canonique de K™, et d’appliquer la linéarité (7).

1.7. Rang.

Pour les (sous) espaces vectoriels V' de dimension finie, la dimension est une quantité car-
actéristique de V, et c’est essentiellement la seule (car deux espaces de la méme dimension sont
isomorphes). Pour les applications linéaires il existe une quantité similaire, son rang.

1.7.1. Définition. Si E, F sont des espaces vectoriels de dimension finies, et f € L(E, F), le
rang de f est défini comme rg(f) = dim(Im(f)).

1.7.2. Fait. Pour f € L(E,F), rg(f) et un entier entre 0 et min(dim(E), dim(F)).

Que rg(f) ne peut pas dépasser dim(F') découle de Im(f) C F ; il ne peut pas dépasser
dim(F) non plus car Im(f) = Vect(f(e1),..., f(en)) quand [eq,...,ex] est une base de E.

Puisque sa définition n’en fait pas mention, le rang de f ne dépend d’aucun choix de base.
Mais pour calculer concrétement rg( f), on se servira en général d’une matrice A = z Matg(f) par
rapport a certaines bases £ de E'et F de F. Si€ = [eq,...,€y], alors on a par définition rg(f) =
dim(Vect(f(e1), ..., f(em))), et les colonnes de A contiennent les coordonnées de ces f(e;) par
rapport & F. Comme l’expression en coordonnées est un isomorphisme (exemple 1.5.17), on
conclut que rg(f) est la dimension du sous-espace de K" engendré par les colonnes de A.
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1.7.3. Définition/Proposition. Pour A € Mat,, ,,(K) on définit son rang comme rg(A) =
rg(fa), ot fa € L(K™, K™) est 'application linéaire associée a A par I'isomorphisme canonique.
Ce rang est égal & dim(Vect(v,,...,vy,)) o v, est la colonne j de A. Si Q € Mat,(K) et
P € Mat,,,(K) sont inversibles, on a rg(Q~! - A- P) = rg(A).

La derniere partie est la conséquence du fait qu’un changement du base ne change pas une
application linéaire, et donc pas non plus son rang, bien que sa matrice change par multiplication
a droite ou/et a gauche par une matrice inversible.

1.7.4. Définition/Proposition. Le rang d’un systéme d’équations est défini comme le rang
de la matrice A dans sa forme vectorielle A -x = b. C’est aussi le rang de la matrice A’ dans la
forme échelonnée A’ -x = b’ du systéme, et donc aussi (d’aprés la méthode 1.6.18) le nombre # P
de colonnes avec pivots dans A’, ou encore le nombre de lignes non nulles de A’.

Le fait que rg(A) = rg(A’) découle de A’ = @ - A pour une certain matrice inversible @ ; la
remarque finale découle du fait que chaque ligne non nulle de A’ contient un unique pivot.

Comparaison des méthodes 1.6.17 et 1.6.18 montre le résultat important suivant.

1.7.5. Théoréme du rang. Pour f € L(E,F'), on a dimKer(f) 4+ rg(f) = dim(E).

De facon informelle ce résultat dit : pour une application linéaire définie sur un espace
donné E, plus son noyau est grand, plus son image est petite (en dimension) par rapport a E.

Le résultat suivant montre une symétrie supplémentaire du rang.

1.7.6. Proposition. Pour toute matrice A on a rg(A) = rg(*A).

On ne se sert relativement peu de cette proposition, mais elle est équivalente au théoreme du
rang. En fait dans la réduction a la forme échelonnée, les pivots marquent les lignes qui se sont
avérées linéairement indépendantes des lignes précédentes, donc le nombre de pivots s’interprete
comme 1g(*A). Dans le théoréme du noyau ce nombre s’identifie avec le nombre dim(E) de
colonnes moins le nombre dim Ker(f) de colonnes sans pivot (car chaque telle colonne donne un
élément de base de Ker(f)).

Puisque 1'égalité rg(Q~! - A - P) = rg(A) de la proposition 1.7.3 permet d’appliquer des
opérations sur les lignes comme sur les colonnes, on peut réduire la question au cas ou A est
remplacée par sa matrice échelonnée A’. Dans ce cas rg(A’) est le nombre de (colonnes avec)
pivots, et rg(*A’) est le nombre de lignes indépendantes ; puisque les lignes non nulles de A’
forment une famille libre (les colonnes avec pivot le montrent), c’est aussi le nombre de pivots.

1.8. Somme de sous-espaces ; décomposition de l’espace.

1.8.1. Définition. Pour des s.e.v. Vi,...,V; de E, leur somme est un s.e.v. définie comme
Vit Vi={vi+ -+ |vie€V,...;op €Vi }.

1.8.2. Définition. Une somme Vi +---+V}, de s.e.v. est directe si I'équation vi+---+v, = 0g
pour v; € Vq,...,v; € Vi n’a qu’une seule solution, a savoir la triviale : v1 = -+ = v = Og.
Pour marquer que la somme V; + --- + V}, est directe, elle peut étre écrite V4 & --- & Vi.

De facon équivalente, la somme Vi + - - - + V. est directe si tout vecteur v € Vi +--- + Vj
s’écrit de fagon unique sous la forme v = vy + - -+ + v avec v; € V; pour tout i. (L’existence
d’une telle écriture découle de la définition méme de Vi + - - -+ V. donc c’est seulement 'unicité
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qui est en jeu ici ; en plus l'exigence de cette unicité pour v = O suffit, car si elle fait défaut
pour v # Op, la soustraction des deux écritures donne une écriture non triviale pour Og.) La
notion d’une somme directe de s.e.v. est donc semblable a celle d’une famille libre de vecteurs :
elle exige 'unicité d’une écriture dans le cas ou elle existe. La proposition suivante fait un lien.

1.8.3. Proposition. Pour deux familles [vi,...,vg] et [wi,...,w;| dans E on a toujours
Vect(vi,...,vg)+ Vect(wy,...,w;) = Vect(vy,..., Vi, Wi,...,W;). Sien plus les deux familles
sont libres, la somme est directe si et seulement si la famille [vq,...,v;,Wy,...,w;| est libre.

Plus généralement, on a les mémes énoncés pour des sommes de plusieurs sous-espaces.

Souvent une écriture d’un espace vectoriel comme somme de certains sous-espaces n’est
vraiment utile que si on peut montrer que cette somme est directe. En voici deux illustrations.

1.8.4. Définition. Une écriture E = V; @ --- @ V), s’appelle décomposition de l’espace E
en somme directe de sous-espaces. On peut, grace a I'écriture unique de tout v € E comme
v=wv1+ -+ v, avec vy € Vi,...,vx € Vi, définir pour 1 < i < k une application w; : E — V;,
dite projection sur V; selon cette décomposition, par m; : (vy + - -+ + vg) — v; ; elle est linéaire.

1.8.5. Proposition. Une somme V; + - - -+ V} de sous-espaces vectoriels de dimension finie est
directe si et seulement si dim(V; + - -+ 4+ Vi) = dim(Vq) + - - - + dim(V).

La condition d’une solution unique dans le définition d’une somme directe peut étre lourde
a vérifier. Dans le cas de deux sous-espace, le critére suivant est souvent une alternative utile.

1.8.6. Proposition. Un somme V + W est directe si et seulement si VW = {0g}.

Attention : la généralisation «évidente» de cette proposition & plusieurs s.e.v. est fausse.
Néanmoins cette caractérisation peut servir pour montrer par récurrence que certaines sommes
de plusieurs sous-espaces sont directes, grace au résultat suivant.

1.8.7. Proposition. Si une somme (V1 @---® Vi) + (W1 @ ---® W) de deux somme directes
est directe, alors la somme de ’ensemble de s.e.v. est directe, et on a le droit de I’écrire comme
Vi @oV,doW,@---®W,. En particulier (Vi ® - ® Vi) Vi1 =V1 B -+ @ Vigq.

1.8.8. Définition. Un supplémentaire d’un s.e.v. V de E est un s.e.v. W tel que E =V @ W.

1.8.9. Proposition. Tout sous-espace de EE admet au moins un s.e.v. supplémentaire.

C’est une conséquence du théoreme de la base incomplete (1.4.4), et la proposition 1.8.3.
Le supplémentaire n’est en général pas unique (ce qui n’est pas trop surprenant, en vue du fait
qu’on a utilisé le théoreme de la base incompléte pour prouver son existence).

Comme illustration de la notion de supplémentaire, on mentionne le résultat suivant, dont
la démonstration est laissée comme exercice.

1.8.10. Proposition. Si f € L(E,F) et V C E est un sous-espace, alors la restriction f|y :
V — Im(f) est un isomorphisme si et seulement si V' est un supplémentaire de Ker(f).

Gréace aux propositions 1.8.5 et 1.8.9, cette derniere proposition fournit une preuve alterna-
tive du théoreme du rang, en choisissant un supplémentaire quelconque du s.e.v. Ker(f) de E.
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Chapitre 2. Endomorphismes.

Dans ce cours on s’intéressera particulierement aux applications linéaires d’un espace vectoriel £
vers lui-méme, qui sont appelées des endomorphismes de E.

2.0.1. Définition. Un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E est une application E — E
qui est K-linéaire. On note End(FE) = L(E, E) I'espace des endomorphismes de E.

2.1. Notions nouvelles pour les endomorphismes.

La particularité d’endomorphismes, par rapport aux applications linéaires plus générales, est
que dans le cas d'un endomorphisme on peut comparer des vecteurs au départ (avant avoir
utilisé 'application) avec ceux obtenus a I'arrivée comme images par I’application. Cela permet
d’introduire un certain nombre de notions spécifiquement pour les endomorphismes.

o Similitude de matrices carrées.

Quand on veut exprimer un endomorphisme par une matrice, les bases dont on a besoin au
départ et a 'arrivée sont des base d’'un méme espace. Il est alors habituel d’une seule base pour
les deux objectifs. En fait on fera cela systématiquement (a I'exception du cas déja traité d’une
matrice de passage, dont le but méme est la comparaison de deux bases différentes, et pour
lequel I'endomorphisme est simplement identité de F). Pour un endomorphisme ¢ de E on
écrit alors Matg(¢) au lieu de ¢ Matg (o).

Une conséquence de 'utilisation d’une méme base au départ et a 'arrivée est que pour un
endomorphisme, un changement de base veut dire automatiquement des changements simultané
au départ et a 'arrivée, comme on I’a évoqué dans la conclusion 1.6.19.

2.1.1. Définition. Deux matrices carrées A, B € Mat,,(K) sont dites semblable s’il existe (au
moins) une matrice inversible P € Mat,,(K) telle que B=P~1- A P.

La condition d’étre semblable est une relation d’équivalence sur Mat,, (k). Les classes pour
cette relation sont appelés classe de similitude.

2.1.2. Proposition. Si A = Mate(f) et B = Matg/(f), alors A et B sont semblables.

Dans ce cours on s’intéressera a des situations ou, pour mieux comprendre un endomor-
phisme donné ¢, on cherche une base spéciale B telle que Matg(¢) est d’une forme partic-
ulierement simple (souvent on pourra atteindre une forme dite diagonale, ou tous les coefficients
hors la diagonale principale sont nuls). Si ¢ est donné par A = Matg(¢) pour une certaine
base &, cela revient donc a chercher un matrice de cette forme dans la classe de similitude de A.

e Composition, et polynomes d’un endomorphisme.

Puisque 'espace d’arrivée est celui de départ, les endomorphismes peuvent étre composés li-
brement entre eux. En général 'ordre des endomorphismes dans une composition est impor-
tante ; opération de composition n’est pas commutative. En composant ensemble k copies de
¢ € End(E) on obtient sa puissance ¢¥. Par convention ¢° = I, quel que soit ¢ € End(E). En
formant des combinaisons linéaires de puissances de ¢, on construit des polynomes en ¢.

2.1.3. Définition. Si P = ¢y + 1 X' + -+ + ¢4 X? € K[X], et ¢ € End(E), on définit le
polynéme P en ¢ comme Iendomorphisme colg + c1¢! + - - - + cq¢?, noté P[X := ¢| ou P[¢)].

L’opération de substitution de ¢ pour X est compatible avec les opérations arithmétiques
sur les polynomes. Pour I'addition c’est facile a voir : (P+Q)[¢] = P[¢]+Q[¢]. La multiplication
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de polynomes correspond a la composition d’endomorphismes : (PQ)[¢] = P[¢] o Q[¢]. Pour
voir pourquoi, les lois distributives pour la multiplication de polynémes et pour la composition
de polynomes permettent de réduire cet énoncé au cas ou P, Q) n’ont qu’'un seul terme chacun :
P =cX"*et Q=dX!;alors on a P[¢] o Q[p] = co” o dp! = cdp*+! = (cdX 1) [¢] = (PQ)[4)].

La relation pour la multiplication est remarquable, car la multiplication de polynomes est
commutative, mais la composition d’endomorphismes ne 'est pas en général. La conséquence
suivante est donc utile a souligner ; elle sera souvent utilisée dans les raisonnements, soit ex-
plicitement, soit implicitement (en choisissant judicieusement ’ordre de composition quand on
écrit une expression de la forme (PQ)[¢] comme composée de P[¢] et Q[¢]).

2.1.4. Corollaire. Deux polynémes P[¢], Q[¢] en ¢ commutent : P[¢] o Q[p] = Q@] o P|¢].

e Sous-espaces stables.

Pour un endomorphisme donné ¢ € End(FE), certains sous-espaces de E sont spéciaux dans la
mesure ou ils sont fermés pour 'opération d’appliquer ¢.

2.1.5. Définition. Pour ¢ € End(E), un sous-espace F' de E est ¢-stable si ¢(F) C F'.

L’intérét de ses sous-espaces est qu’ils apportent une vue «localisée» et donc simplifiée de
I’action de ’endomorphisme.

2.1.6. Définition. Si ¢ € End(F), et F' est un sous-espace ¢-stable de E, on peut former la
restriction ¢|r € End(F), qui envoie v € F +— ¢(v) € F (restriction au départ et a I'arrivée).

Un seul sous-espace ¢-stable n’apporte pas une vue sur tout I’endomorphisme, mais cela sera
possible si on peut trouver une décomposition de E en somme directe de sous-espaces ¢p-stables.

2.2. Vecteurs propres, valeurs propres, diagonalisation.

Les sous-espaces ¢-stables V' les plus simples, apres le trivial {Og}, sont ceux avec dim(V) = 1.
Pour un tel V on a ¢|yy = ALy pour un scalaire \, donc si V' = Vect(v) avec v # 0 on a ¢(v) = Av.

2.2.1. Définition/Proposition. Un vecteur propre de ¢ est un vecteur v € E tel que Vect(v)
soit un sous-espace ¢-stable de dimension 1. Un vecteur v € V est vecteur propre de ¢ siv # O
et s’il existe A\ € K tel que ¢(v) = \v. Dans ce cas le scalaire \ est unique ; on appelle \ la
valeur propre associée au vecteur propre v, et v un vecteur propre (de ¢) pour A.

Les vecteurs propres avec une méme valeur propre A sont souvent considérés ensemble.

2.2.2. Définition/Proposition. Ayant fixé ¢ € End(FE), le sous-espace propre pour A € K
est Ker(¢ — AI), noté (dans ce cours) E\. L’ensemble des vecteurs propres de ¢ pour \ est celui
des vecteurs non nuls de ce sous-espace propre, et \ est une valeur propre de ¢ si et seulement
si dim(Ker(qﬁ - )\I)) > 0, c’est-a-dire si cet ensemble de vecteurs propres n’est pas vide.

Le multiple AI de I'identité est appelé 'homothétie de facteur A, et E est formé des vecteurs
de E pour lesquels 'action de ¢ coincide avec cette homothétie. Chaque espace propre de ¢ est
clairement ¢-stable, et la restriction de ¢ a Ey est A\Ig, . Plus généralement tout polynéome en ¢
agit par une homothétie sur chaque sous-espace propre de ¢, comme le dit ’énoncé suivant.
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2.2.3. Proposition. Si E) est le sous-espace propre de ¢ € End(F) pour A € K, et P € K[X],
alors P[¢p||g, = P[\1g, : sur E) I'endomorphisme P[¢] agit comme la multiplication par P[\].

La raison est que chaque puissance (Al g, )* est égale & 'homothétie \*I, , et la restriction
P[¢]|k, est une combinaison linéaire de telles puissances avec comme coefficients ceux de P.

Un résultat important est que la somme de différents espaces propres est toujours directe :

2.2.4. Théoréme. Si\q,..., )\ € K sont des valeurs distinctes, la somme des espaces propres
correspondants Ker(¢ — M1Ig) +--- + Ker(¢ — A\ Ig) est une somme directe.

Sur une telle somme de sous-espaces propres Fy, 'action de ¢ est facile a comprendre :
chaque vecteur est somme de ses projections (selon la somme directe) sur les E, et la projection
sur Fy de ¢(v) et obtenu en multipliant celle de v par A. Ceci exclut clairement la possibilité que
v soit un vecteur propre de ¢ pour une valeur propre u qui ne se trouve pas parmi les valeurs A
dans la somme (car dans ce cas la projection de v sur F) serait aussi multipliée par u # A, ce
qui est impossible si cette projection n’est pas nulle). Ce constat donne en fait une méthode
pour démontrer le théoreme par récurrence sur le nombre de valeurs propres, car il dit qu’en
considérant les valeurs propres successivement, chaque nouvel espace propre E,, coupe la somme
des espaces propres précédents en {Og} seulement ; la somme reste directe apres rajout de E,,.

2.2.5. Définition/Proposition. On appelle ¢ € End(F) diagonalisable si E s’écrit comme
une somme (toujours directe) d’espaces propres pour ¢, donc E = P, Ex avec A C K. Clest
le cas si et seulement si E possede une base constituée entiérement de vecteurs propres de ¢.

Pour trouver une base de E de vecteurs propres, on choisit une base dans chaque es-
pace propre Ej : la réunion de ces bases sera une base de la somme directe P, Ex = E.
Réciproquement, si on a une base de E constituée entierement de vecteurs propres de ¢, on
trouve pour chaque A, en regroupant les vecteurs propres pour A dans la base, une base d’un
sous-espace Ey de E,. Comme par construction E = D AEA E\, et d’aNutre part la somme des
espaces propres F) reste directe (théoreme 2.2.4), on a nécessairement E) = E) pour chaque .

2.2.6. Exemple. L’exemple le plus simple est celui d’une homothétie ¢ = M\l pour un certain
A € K. Dans ce cas E est égal a (la somme direct de) I'unique sous-espace propre Ey et donc
diagonalisable ; tout vecteur non nul est valeur propre de ¢ (pour la valeur propre \), et toute
base de E est une base de vecteur propres.

2.2.7. Exemple. Soit E =V @ W, et ¢ la projection sur V' selon cette somme directe (donc
parallele a W) ; on aura donc ¢(v + w) = v pour tout v € V et w € W. Alors V est Fy, le
sous-espace propre de ¢ pour A = 1, et W est Ey, le sous-espace propre pour A = 0. Comme
E = F,® Ey, on voit que ¢ est diagonalisable. On peut former une base de E formée de vecteurs
propres en combinant une base du sous-espace V et avec une base du sous-espace W.

On généralise facilement ce dernier exemple en associant d’autres scalaires que 1 et 0 aux
sous-espaces V, W de la somme directe, ou a une somme de plusieurs sous-espaces.

2.2.8. Définition. On appelle une matrice A € Mat,,(K) diagonale si A; ; = 0 des que i # j.
On I'appelle diagonalisable si elle est semblable a une matrice diagonale.

Une matrice A est diagonale si et seulement si pour tout indice j, la colonne j de A est est
multiple de e;, ce qui veut dire que e; est vecteur propre pour I’application linéaire K™ — K"
correspondant & A. Si on avait A = Matg(¢) pour ¢ € End(E), et B une base de E, cela donne :
A est diagonale si et seulement si tous les vecteurs de B sont des vecteurs propres de ¢.
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2.2.9. Proposition. Une matrice A € Mat,,(K) diagonale si et seulement si chaque vecteur
de la base canonique de K™ est vecteur propre de I'endomorphisme de K™ associée a A. Pour
¢ € End(F) et une base B de E, la matrice Matg(¢) est diagonale si et seulement si B est
entiéerement constituée de vecteurs propres de ¢.

Le terme “endomorphisme diagonalisable” de la définition 2.2.5 pour un endomorphisme
qui admet une base constituée de vecteurs propres est justifié par la caractérisation suivante.

2.2.10. Corollaire. Si ¢ € End(FE) et B est une base de E, alors ¢ est diagonalisable si et
seulement si sa matrice Matg(¢) est diagonalisable.

Par définition A = Matp(¢) est diagonalisable si un changement de base, disons de B vers C,
transforme A en Mate(¢) qui soit diagonale. Mais cela veut dire que C est constituée de vecteurs
propres de ¢, ce qui est possible si et seulement si ¢ est diagonalisable (proposition 2.2.5).

2.2.11. Exemple. La matrice A = (? (1)) n’est pas diagonale, mais I’'endomorphisme ¢ de R?

associé a cette matrice posséde deux sous-espaces propres F1 = Vect((})) et £, = Vect((jl))
dont la somme est E = R?, donc ¢ est diagonalisable. En effet, pour la base C = [G), (_11)] on a
la matrice de passage P et matrice Matc(¢) = P~1 AP aprés changement de bases comme suit :

(1 1 (3 1 (1 0
p_<1 _1>, P _<% _), pap=(} ¢

quelle matrice est effectivement diagonale, avec les valeurs propres 1, —1 sur la diagonale.

N[0

Le produit matriciel restreint a I’ensemble matrices diagonales est assez facile a comprendre :

2.2.12. Proposition. Si A, B € Mat, (K) sont des matrices diagonales, le produit matriciel
de A et B multiplie simplement les coefficients diagonaux : on a (A-B); ; = A; ;B;,; pour tout i.
Par conséquent A et B commutent : A-B = B-A. Si P € K[X] est un polynéme, la matrice
P[X := A] est diagonale, et son coefficient diagonal & la position (i,1) est égal a P[X = A; .

La forme diagonale est surtout utile pour calculer les puissances d’'un endomorphisme. Si

D est une matrice diagonale avec coefficients diagonaux ci,...,c,, alors sa puissance D¥ est
aussi diagonale, avec coefficients diagonaux c¥, ..., c¥. Par conséquent, pour un endomorphisme

diagonalisable ¢, I’action de la puissance ¢* sur un vecteur quelconque v est facile & décrire en
termes de ses coordonnées par rapport a une base B de vecteurs propres : chaque coordonnée
de v pour un vecteur b (propre) de B est multipliée par A\¥, ot A est la valeur propre de b.

Les deux exemples suivants illustrent le calcul des puissances d’un endomorphisme diago-
nalisable, mais donné par une matrice non diagonale. Le premier est un peu artificiel dans la
mesure ou on part d’un base de vecteurs propres, avec vecteurs propres associés (ce qui évite
d’avoir & chercher une telle base). Dans le second I’endomorphisme est introduit de fagon plus
naturelle ; il s’agit d’une application classique de la diagonalisation d’une endomorphisme.

2.2.13. Exemple. Il existe un endomorphisme ¢ de Q? unique pour lequel b; = G) est vecteur
propre avec valeur propre —3, et by = (f) est vecteur propre avec valeur propre 2. Sa matrice A
par rapport a la base canonique [e1, €3] a pour colonnes ¢(e;) et ¢(e3) qu’on trouve facilement
en écrivant e; et e; comme combinaisons linéaires de by, by ; le résultat est

7 -10
A= :
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2.2 Vecteurs propres, valeurs propres, diagonalisation

Pour mieux comprendre ses puissances A¥, dont les premiéres sont (k =0,1,...,5)

1 0 7 —10 -1 10 43 =70 —49 130 307 =550

0 1)’ 5 -8 )’ -5 14 )’ 35 —62)° —65 146 )’ 275 —518 )’
on établit une similitude de A avec une matrice diagonale D. On sait que B = [by, bs] est

une base de vecteurs propres de (I'endomorphisme de matrice) A. La matrice de passage P de
[e1, es] vers B, et son inverse P~1, sont respectivement

12 L (-1 2
p_<1 1) et P _<1 _1),

et effectivement D = P~ . A - P est diagonale avec coefficients diagonaux —3 et 2. On a alors

W ((=3)" 0 W (=3 2x2n 2x (=3 —2x 2n
D_< o0 o) ATEEDTPT={0 L Dy o 2% (—3)m—2m )

Les coefficients de A sont forcément un peu compliqués & cause de changement de la base B
(par rapport a laquelle la matrice est simplement D™) vers la base canonique, mais on reconnait
que chaque coefficient est une combinaison linéaire des puissances (—3)* et 2% des valeurs propres.
Si I'on s’intéresse de facon approximative aux puissances A¥, on peut remarquer que la puissance
(—3)* domine de plus en plus la puissance 2¥ quand k devient grand ; en général c’est la puissance
de la valeur propre avec la plus grande valeur absolue (ici [-3| = 3) qui va dominer les autres.

2.2.14. Exemple. La suite de Fibonacci 0,1,1,2,3,5,8,13,21,... se prolonge en rajoutant
comme nouveau terme chaque fois la somme de deux termes précédents : Fy = 0, F; = 1, et
ensuite F;1o = F; + F; 1 pour tout ¢« € N. Trouver une formule pour Fy en termes de k.

On appelle F; 1o = F; + F;11 la relation de récurrence pour cette suite, et Fy =0, F} =1 les
valeurs initiales. Il est utile de considérer I’ensemble de toutes les suites vérifiant cette relation
de récurrence, mais avec un couple de valeurs initiales quelconque (dans K2). Alors on peut
remarquer que si (v;, v;+1) sont deux termes consécutifs d’une telle suite, le passage & (v;i41,vi42)

est décrit par
(viﬂ ) (O 1 > < V; >
Vi+2 1 Vi+1 '

En itérant cette relation a partir d’un couple (vg,v1) de valeurs initiales, on trouve

)= () o= (i),
Vk+1 V1 1 1

Donc une fois trouvé une expression explicite pour A* en fonction de k, on saura exprimer vy
par I'équation (vy) = (1 0)- A*. (Zi’) Si (z(l’) est un vecteur propre de A avec valeur propre A,

alors on aura A" - (zi’) = \k (zi’) et donc v, = Afug, ce qui décrit une suite géométrique de
raison A et terme initial vg. La condition qu’une telle suite (non nulle, donc avec vy # 0) vérifie

la relation de récurrence est A\'T2 = X' + A**! pour tout ¢ € N. 1l suffit d’avoir 'instance i = 0 :
A2 =14\,

car elle entraine toutes les autres instances (qui sont ses multiples par A?). Or, si K = R deux
telles valeurs A existent, a savoir Ay = 127‘/5 ~ 1,618034 (valeur connue comme le nombre d’or)
et A\_ = 1_7‘/3 ~ —0,618034. On peut fixer des vecteurs propres concrets en choisissant vg = 1,
ce qui donne by = ()\1+) et by = (/\17).
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2.8 Détermination des valeurs propres de ¢ € \End(FE)

Le reste du calcul de A* est un peu calculatoire, mais sans surprise. Avec deux vecteurs
propres indépendants en dimension 2, I’endomorphisme est diagonalisable, avec B = [by, bo]
comme une base de vecteurs propres. La matrice de passage P de la base canonique vers B est
celle avec comme colonnes les coordonnées de by, by, et P~1 est trouvé apreés un petit calcul

(11 IR G AN |
=) a4

Alors changement de base vers la base B donne, comme ce sont des vecteurs propres de valeurs
propres Ay respectivement A_, la matrice diagonale D avec coefficients diagonaux Ay, A_ :

Ap O

_1- . = =
P A-P=D <0 \

) etdonc A=P-D-pP7L
La puissance D* de la matrice diagonale est diagonale avec coefficients diagonaux )\i et A¥ . De
14 on pourra trouver A*¥ = P.DF. P~ en effectuant deux multiplications matricielles. Mais on a

vu qu’une expression pour F}, est ultimement donnée par le produit matriciel (1 0)-A*- (0), et on

1
peut obtenir cette expression par un raccourci en simplifiant (1 0)-P = (1 1) et P71 ((1)) = (711)

0 1 A0 1 1

F,)=(1 0)-P-DF.p7!. =—(1 1)-("F : = —(\F -2k,

(F) = (1 0) (D=2 (5 0 ) (L) =508 -
Cette expression est tres utile pour comprendre approximativement le comportement de Fj
quand k devient grand. Comme |A\;| > |A_|, sa valeur est alors dominée par la contribution
du terme A\%. En fait comme [A_| < 1 < [A4], la contribution du terme A* tendra rapidement
vers 0, et Fj est tout simplement le nombre entier le plus proche de )\ﬁ /+/5 pour tout k > 0.
On voit aussi que cet entier est plus petit ou plus grand que )\’jr /\/5 selon la parité de k. Mais
si l'on étend la suite de Fibonacci aux indices £ < 0 (en utilisant la relation de récurrence a
rebours Fy_1 = Fj11 — F} ; Pexpression trouvée ci-dessus pour Fj reste alors valable), on voit
que c’est le terme \* qui va dominer la valeur de Fj, pour k < 0.

On remarque que la méthode utilisée pour trouver une expression pour £}, est applicable plus
généralement, pour les suites récurrentes linéaires d’ordre d (celle de Fibonacci est d’ordre 2),
définies par d valeurs initiales et une relation de récurrence qui exprime v;14 comme combinai-
son linéaire (avec des coefficients fixes) de v;,...,v;1q—1. Les vecteurs propres correspondront
toujours aux suites géométriques qui vérifient la relation de récurrence, dont la raison A est égal
a la valeur propre. Les possibilités pour A sont données par une équation polynomiale de degré d
(qui dépend de la relation de récurrence), qui prendra la place de I'équation A2 = A+1 ci-dessus.

2.3. Détermination des valeurs propres de ¢ € End(FE).

Il est facile de trouver I'espace propre d’une valeur A donnée, mais parmi les scalaires de K il
n’y a que peu de valeurs propres (pas plus que la dimension de l’espace). On a donc intérét a
pouvoir limiter les possibilités des valeurs propres d’un endomorphisme donné a un ensemble
fini. Cela se fera en trouvant un polyndme dont les valeurs propres doivent étre des racines.

e Polynomes annulateurs.

2.3.1. Proposition. Si¢ € End(F) admet P € K[X]| comme polynéme annulateur (P[¢] = 0),
alors toutes les valeurs propres A de ¢ sont parmi les racines de P : on a P[A\] = 0.

C’est une conséquence direct du fait que P[¢] agit sur chaque sous-espace propre E) par
multiplication par le scalaire P[\] (proposition 2.2.3) ; comme P[¢] = 0, il faut que pour tout
A € K avec dim(E)y) > 0 (c’est-a-dire pour chaque valeur propre) on ait P[\] = 0.
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2.3.2. Exemple. Un projecteur de E est défini comme un endomorphisme ¢ qui vérifie ¢> = ¢ ;
autrement dit c’est un endomorphisme pour lequel X? — X est un polynéme annulateur (on dit
aussi : un endomorphisme annulé par X2 — X ). La proposition dit donc que les valeurs propres
possibles d’un projecteur sont restreintes a I'ensemble {0,1} des racines de X? — X.

2.3.3. Exemple. Une involution de E est définie comme un endomorphisme ¢ qui est son
propre inverse, autrement dit qui vérifie ¢> = Ip. C’est un endomorphisme pour lequel X? — 1
est un polynéme annulateur. La proposition dit donc que les valeurs propres possibles d’une
involution sont restreintes & I'’ensemble {—1,1} des racines de X2 — 1.

Les endomorphismes dans ces exemples sont bien particuliers, méme s’il existe beaucoup de
projecteurs et d’involutions différentes. Mais si on choisit un endomorphisme ¢ (ou une matrice
carrée) quelconque, on peut toujours trouver un polynéme annulateur non nul pour ¢.

2.3.4. Proposition/Définition. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Pour tout
¢ € End(E), ou de fagon équivalente pour sa matrice A = Matg(E) dans une base donnée B
de E, il existe un polynéme annulateur unitaire P € K[X] de degré minimal. Ce polynéme,
appelé polynéme minimal de ¢, est déterminé par la premiére relation de dépendance linéaire
dans la suite d’endomorphismes ¢° = Ig, ¢' = ¢, ¢% ¢3,... : si [¢°,...,¢% 1] est une famille
libre dans End(E), mais ¢¢ vérifie une relation ¢% = co¢® + - -+ + cq_1¢?~! (respectivement si
[A0) ..., A9~ est une famille libre dans Mat,, (K), mais A% = cgA® + -+ + cq_1 A1), alors le
polynéme minimal de ¢ (et de A) est X% —cq_ 1 X471 — ... — ¢y X0,

e Polynome caractéristique.

Les valeurs propres A sont les valeurs pour lesquelles 1’équation vectorielle (¢ — A\ g)(v) = 0g en
v € F (qui décrit le sous-espace propre pour ) posséde des solutions non nulles. Si A = Matg(¢)
pour une certaine base B, cela est équivalent & la condition que la matrice carrée A — AI,, de
¢ — Mg ne soit pas inversible, et d’aprés une propriété fondamentale du déterminant, cette
condition est équivalente & det(A — AI,,) = 0. Puisque le déterminant est défini en termes de
additions, soustraction et multiplications seulement, on peut définir ce déterminant méme si
on remplace le scalaire A\ par une indéterminée X, et c’est 'idée fondamentale qui mene au
polynéme caractéristique. Seulement pour des raisons expliquées ci-dessous on préfere utiliser
non pas A — X1I,, mais sa matrice opposée X1,, — A, ce qui ne fait que peu de différence, car leurs
déterminants sont au signe pres égaux (le signe est (—1)™) et on s’intéresse en général qu’aux
valeurs & substituer pour X pour lesquelles le déterminant s’annule, qui seront les mémes.

2.3.5. Définition. Si A € Mat,,(K), le polynéme caractéristique x4 de A est un polynéme
dans K[X] obtenu comme det(X1I, — A), le déterminant de la matrice a coefficients dans K[ X]
donnés par X — a,; sur la diagonale principale et —a; ; hors de la diagonale, ou A = (ai,j)?,j:r

La proposition suivante donne quelques propriétés de la forme du polynéme caractéristique.
Elle parle de la trace tr(A) d’une matrice, qui est par définition simplement la somme de ses
coefficients diagonaux a; ;.

2.3.6. Proposition. Le polynéme caractéristique x 4 de A € Mat,,(K) est unitaire de degré n
(son terme dominant est X™), son coefficient de X"~ ! est tr(—A) = —tr(A), et son coefficient
de X° (terme constant) est det(—A) = (—1)" det(A).

Le terme dominant de x4 vient du produit des coefficients diagonaux X —a;; de XI,, — A,
d’ou il est X™. Si on avait pris A— X1I,, au lieu de X1I,, — A, le produit des coefficients diagonaux
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a;; — X aurait eu pour terme dominant (—X)" = (—1)"X", et le polynéme n’aurait pas été
unitaire pour n impair. C’est la raison (et la seule) pour laquelle on a choisi d’utiliser XI,, — A
dans la définition de y4. Les deux autres coefficients mentionnés dans la proposition sont
également facilement identifiés dans ’expansion du déterminant.

2.3.7. Théoreme. Soit ¢ € End(FE), et A = Matg(FE) sa matrice dans une base donnée B de E.
Alors les valeurs propres de A sont précisément les racines du polynéme caractéristique x 4.

Ce théoreme est la principale motivation pour la définition du polynéme caractéristique,
et s’explique par le fait que x4[A] = 0 veut dire que det(A\L, — A) = 0, et donc que I’équation
(AL, — A)z = 0 pour x € K™ possede des solutions non nulles (les vecteurs propres pour ).

2.3.8. Proposition/Définition. Deux matrices semblables A et A’ = C~1AC ont le méme
polynéme caractéristique x4 = xar. Par conséquent, pour ¢ € End(FE) donné, le polynéme
caractéristique de A = Matg(¢) est indépendant de la base B utilisée, et on peut définir le
polynome caractéristique x4 de ¢ comme ce polynome.

Si 'on connait une sous-espace ¢-stable V' de dimension d, on peut choisir une base B
de E dont les d premiers vecteurs forment une base de V. Dans ce cas les d premieres colonnes

de Matp(¢) auront des coefficients nuls apres les d premieres lignes. On dit qu’une telle matrice
A B
0 D
n—d derniers. Le déterminant d’une telle matrice est det(A) det(D), le produit des déterminants

est “triangulaire en blocs” ( ) selon le groupement des d premiers vecteurs de la base et les

de ses blocs (carrés) sur la diagonale principale. D’apres la proposition précédente donne alors :

2.3.9. Proposition. Si ¢ € End(F) et V C E est un sous-espace ¢-stable, alors le polynéme
caractéristique x4, de la restriction de ¢ a V' divise le polynome caractéristique x4 de ¢.

Le résultat suivant est célebre et facile & retenir, bien que sa démonstration soit plus com-
pliquée (voir a la fin du cours). Il est assez étonnant si on le voit comme une identité formelle en
les coefficients de A (écrire les cas 2 x 2 ou 3 X 3 pour s’en convaincre), un peu moins étonnant
si on connait la relation des polyndomes annulateurs et du polynoéme caractéristique aux valeurs
propres. En tout cas il n’est pas d’une importance absolue pour le développement de la théorie.

2.3.10. Théoreme de Cayley-Hamilton. Pour toute matrice A € Mat, (K) le polynéme
caractéristique x4 de A est un polynéme annulateur de A, c’est-a-dire x a[A] = 0 € Mat,, (K).

o Calcul pratique du polynéme caractéristique.

Comme un déterminant, différentes méthodes existent pour calculer un polynéme caractéristique
a partir de la matrice XI,, — A. On peut calculer de déterminant de maniere directe en utilisant
la formule générale (surtout pour les cas n = 2,3, car au dela la formule générale pour le
déterminant devient trés grosse) ou par une expansion par une ligne ou colonne (bien choisie si
possible). On peut aussi essayer de simplifier d’abord la matrice XI,, — A (pas la matrice A!l) par
des opérations sur les lignes et les colonnes, en «sortant» certains facteurs selon les propriétés
connues des déterminants (voir la fin de la section 1.6). Si on arrive a réduire ainsi la matrice
en une forme triangulaire, le polynome caractéristique est simplement le produit des coefficients
sur la diagonale ; ceci est I’idéal, car non seulement on aura trouve x4, on 'aura en plus sous
forme factorisée, et c’est en général juste ce qu’on veut. Mais contrairement a la situation pour
une matrice a coefficients dans K, il est souvent impossible de transformer la matrice en une
forme triangulaire, car pour utiliser un coefficient “pivot” ¢ de la matrice pour ramener a 0
d’autres coeflicients dans sa ligne ou colonne, il faut que c¢ divise ces coefficients, ce qui est une
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circonstance exceptionnelle si ¢ n’est pas un polyndéme constant. Pour cette raison I’expansion
du déterminant reste la seule méthode qui marche dans tous les cas.

e Recherche des racines d’un polynome.

Apres avoir calculé le polynéme caractéristique ou avoir trouvé un (autre) polynoéme annulateur
d’un endomorphisme ¢, il faudra encore trouver ses racines pour connaitre les valeurs propres
de ¢. Cela se fait facilement si le degré du polynome est (au plus) 2 en utilisant la formule
bien connue, mais pour les polynéomes de degré 3 ou plus, il n’y a pas de méthode pratique et
générale pour trouver ces racines. On ne saura donc trouver les racines de telles polynémes que
si on “reconnait” au moins une racine “évidente” (qui n’a aucune autre raison d’exister que le
fait qu’on a tendance & vous proposer des exercices faisables). Un polynéme a une racine 0 si
et seulement si son coefficient constant est nul, et les valeurs du polynome en 1 ou en —1 sont
aussi faciles a calculer ; on reconnaitra donc le telles racines sans problemes se elles existent. Si
cela n’est pas le cas, mais votre polyndéme est a coefficients entiers, comme il est souvent le cas
dans les exercices, on peut toujours trouver toutes ses racines rationnelles grace au fait suivant.

2.3.11. Fait. Si un polynéme unitaire a coefficients entiers P posséde une racine rationnelle \,
alors celle-ci est entiére (A € Z) et elle divise le coefficient constant de P.

On n’oubliera pas d’essayer les diviseurs négatifs du coeflicient constant comme ses diviseurs
positifs. (Le résultat mentionné se généralise aux polynomes a coefficients rationnelles, qu’on
peut rendre a coefficients entiers en multipliant par un scalaire mais qui ne seront alors plus
unitaires ; dans ce cas des racines rationnelles non entieres peuvent exister, mais seulement avec
un dénominateur qui divise le coefficient dominant du polynéme et un numérateur qui divise
son coefficient constant. Mais cette généralisation n’est rarement nécessaire dans la pratique.)

Une fois une racine A de P trouvée, la tache de trouver les racines restantes se simplifie, car
on peut diviser P par X — A, c’est-a-dire écrire P = (X — \)@, et ces racines restantes de P sont
juste les racines de Q. (Il est possible, mais rare, que A soit encore une racine de @ ; dans ce cas
A est une racine multiple de P, ce qui est de toute facon une circonstance importante a savoir.)
On trouve @ par un procédé appelé division euclidienne de polyndémes, qui est semblable a la
division d’entiers. On cherche @ tel que le reste R = P — (X — \)(@ soit zéro ; on commence avec
@ = 0 puis on rajoute des termes a (), a commencer par le plus haut degré, pour faire baisser
le degré du reste R. Il est clair & chaque étape il y a un terme (et un seul) qui fera baisser ce
degré, jusqu’a ce que R soit devenu constant, et a ce moment R = P[A] ; puisque on a supposé
que A est racine de P, on aura R = 0 comme voulu.

2.3.12. Fait. Un polynéme P € K[X] posséde A € K comme racine si et seulement si X — X
divise P. Dans ce cas on peut trouver le quotient (Q = P/(X — \) par division euclidienne.

2.4. Conditions pour que ¢ soit diagonalisable.

Pour décider si un endomorphisme ¢ de E est diagonalisable, il est en général nécessaire de
trouver toutes les racines du polynéme caractéristique de ¢, ou celles d'un (autre) polynome
annulateur de ¢, ce qui donne (une liste finie qui contient) les valeurs propres de ¢. Une fois
c’est fait, on peut pour chaque X\ dans la liste déterminer le sous-espace propre E), et ¢ sera,
d’apres les propositions 2.2.4 et 1.8.5, diagonalisable si et seulement si la somme des dimensions
de ces sous-espaces est égal a n = dim(F) (sachant que la somme des dimensions ne peut pas
dépasser n, la seule question est de savoir si elle atteint n). Mais dans certains cas il n’est pas
nécessaire de faire ce dernier calcul pour pouvoir décider si ¢ est diagonalisable ou non.
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e Fn utilisant le polynome caractéristique.

D’apres la proposition 2.3.8, le polynome caractéristique d’un endomorphisme diagonalisable est
déterminé par ses valeurs propres et les dimensions de leurs sous-espaces propres. En faisant un
changement de base vers une base de vecteurs propres, on voit que x4 = xp = [ [}, (X — \;) si
D est une matrice diagonale semblable a A, et \; son i-éme coefficient diagonal (qui est une valeur
propre de A). Une méme valeur propre A peut apparaitre plusieurs fois comme coefficient \; ;
en fait elle apparalt un nombre de fois égale a la dimension de I’espace propre E). Cela donne :

2.4.1. Proposition. Si ¢ est diagonalisable, alors x4 = [[,(X — N\)3™EN) ou \ parcourt
Pensemble des valeurs propres de ¢. Par conséquent ¢ est diagonalisable si et seulement si le
polynome caractéristique x4 se décompose en facteurs de la forme X — A, et si pour chaque A
qui apparait ainsi, dim(FE)) est égal au nombre dy de facteurs X — A dans la décomposition (la
multiplicité de A comme racine de x4). En particulier si x4 se décompose en facteurs X — \ qui
sont tous distincts (donc x, posséde n racines simples), alors ¢ est toujours diagonalisable.

Dans une telle décomposition le nombre total de facteurs est >, dy = deg(xy) = dim(E),
d’ol avoir dim(E)) = dy pour tout A garantit que dim(@p, Ey) = dim(E), c’est-a-dire que ¢ est
diagonalisable. Remarquons que dim(E)) < dy est assuré par la proposition 2.3.9, que ¢ soit
diagonalisable ou non. Pour les racines simples A de x4 on a certainement dim(Ey) > 1 = dy
car toute racine de x4 est une valeur propre, ce qui donne la derniere partie de la proposition.

Sidy > 1 et ¢ n’est pas diagonalisable, I'inégalité dim(FE)) < dy peut tres bien étre stricte.
Par exemple, une matrice triangulaire mais pas diagonale T" € Mat,, (K) avec des coefficients
diagonaux tous égal & A aura xr = (X — A)", avec donc d) = n, mais on aura dim(E)) < n (car
dim(E)) = n veut dire E\ = K™, donc T' = M, ce qui est faux). Le plus souvent (quand aucun
coefficient de la diagonale au-dessus de la principale n’est nul) on aura méme dim(FE)) = 1.

La proposition 2.4.1 indique deux types de raisons pour lesquelles un endomorphisme peut
ne pas étre diagonalisable. Si E est de dimension finie, et ¢ € End(E) n’est pas diagonalisable,
alors cela est due a 'une ou 'autre des deux raisons suivantes.

e Le polynome caractéristique x4 ne se décompose pas en facteurs de la forme X — A avec

A € K ;on dit «xe n’a pas toutes ces racines dans K » ou « x4 n’est pas scindé sur K.

e Pour au moins une racine A de x, dans K avec multiplicité dy, on a dim(E)) < dy.

Dans le premier cas de figure il reste, apres avoir isolé un maximum de facteurs de la
forme X — A\ de x», comme quotient un polynéme () non constant sans aucune racine dans K.
Des racines de @) existent toujours dans un corps plus grand que K, d’ou ce premier type
d’obstruction a étre diagonalisable dépend fondamentalement du corps K. Dans certaines ap-
plications il peut étre intéressant d’«élargir le corps K » & un corps K’ tel que x, se décompose
completement en facteurs de la forme X — X avec A € K’ (il «se scinde sur K'»).

Par exemple, la récurrence définissant la suite de Fibonacci n’utilise que des coefficients
entiers, donc on aurait pu aborder notre analyse avec un Q-espace vectoriel de suites a coefficients
rationnels. Mais au cours de cette analyse on avait besoin des racines Ay, A_ du polynome
X? — X — 1 ; ces racines sont réelles, mais pas rationnels. Donc pour pouvoir formuler une
formule explicite pour le nombres de Fibonacci, on avait intérét a élargir le corps K = Q au corps
K’ = R qui contient les racines de X? — X —1 (qui est en effet le polynome caractéristique de la
matrice A = (0 !

11
avoir un polynome caractéristique qui manque de racines réelles pour de décomposer entierement

) utilisée). De facon similaire, un endomorphisme d’un R-espace vectoriel peut

en facteurs de la forme X — X\ avec A € R, mais qui se décompose ainsi en admettant certains
facteurs X — X avec A € C—R (qui viennent en paires avec le facteur conjugué complexe X — \).
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2.4 Conditions pour que ¢ soit diagonalisable

Contrairement a Q ou R, le corps C a la propriété que tout polynéme non constant (dans
C[X]) posseéde une racine dans C ; c’est le théoreme d’Alembert—Gauss (prouvé en 1814 par le
mathématicien suisse Jean-Robert Argand). Par conséquent, il est garanti avec K = C que tout
polynéme unitaire se décompose en facteurs de la forme X — X\ pour divers valeurs de A € C.
Donc pour un endomorphisme d’un C-espace vectoriel, on ne peut pas avoir le premier type
d’obstruction a étre diagonalisable. Dans ce cas, le seul type d’obstruction possible est donc
la second, qui n’entre en considération que si le polynome caractéristique possede une racine
multiple. Comme c’est une condition assez rare, on peut dire que pour les endomorphismes
d’espaces vectoriels complexes, le cas non diagonalisable est ’exception plutot que la regle.

e Fn utilisant un polynome annulateur.

Si A est une valeur propre de ¢, tout polynéme annulateur P de ¢ doit avoir A comme racine
(proposition 2.3.1). Autrement dit, “P[A\] = 0 pour toute valeur propre A de ¢” est nécessaire
pour que P soit annulateur de ¢. Mais si dim(Fy) > 1, cela n’entraine pas que A est racine
multiple de P, comme on I’a vu pour le polyndéme caractéristique. En fait, si ¢ est diagonalisable,
cette condition seule “P[A] = 0 pour toute valeur propre A de ¢”est déja suffisante pour que P
soit annulateur de ¢, car P[¢| agit par P[A] = 0 sur chaque F) (d’apres la proposition 2.2.3), et
leur somme remplit ’espace entier dans le cas diagonalisable. Dans ce cas le polynéme minimal
aura donc juste les valeurs propres comme racines, et chacune juste une seul fois :

2.4.2. Proposition. Si ¢ est diagonalisable, et si {\1,...,Ax} est I'ensemble de ses valeurs
propres, sans répétitions parmi les \;, alors le polynéme minimal de ¢ est (X — A1) ... (X — A).

2.4.3. Corollaire. Le polynéme minimal d’un endomorphisme diagonalisable se décompose en
facteurs de la forme X — X\ pour de valeurs A € K toutes distinctes ; ses racines sont simples.

En reformulant cela par contraposée, si le polynéome minimal de ¢ admet soit un diviseur
non constant sans racines (qui forme une obstruction & la décomposition en facteurs de la
forme X — \), soit une racine multiple, alors ¢ ne peut pas étre diagonalisable. La seconde
clause est en contraste avec le polynome caractéristique, pour lequel I’existence d’une racine
multiple A n’exclut pas a elle seule la possibilité que ¢ puisse étre diagonalisable.

La forme du polynéme minimal décrit dans le corollaire caractérise les endomorphismes
diagonalisables : deés qu'une endomorphisme ¢ a un tel polynéme minimal, ¢ est forcément
diagonalisable. Un énoncé dans cette direction est méme vrai avec un polynome annulateur
quelconque au lieu du polynéme minimal, donc ¢’est comme cela qu’on le formulera :

2.4.4. Théoréme. Si P € K[X]| se décompose comme produit P = Hle(X — \;) pour des
scalaires \1,..., Ay € K toutes distinctes (on dit que P est scindé et a racines simples), alors
tout endomorphisme ¢ pour lequel P est polynéme annulateur est diagonalisable.

On peut donc par exemple affirmer que tout projecteur (exemple 2.3.2) et que toute invo-
lution (exemple 2.3.3) est diagonalisable : X2 — X et X2 — 1 sont scindés et & racines simples.

On verra plus loin (4.2.2) le «théoréme de décomposition des noyaux)» qui fournit une
explication fondamentale pourquoi ce théoreme est valable : les différents facteurs (X — \;) dans
la décomposition de P sont premiers entre eux deux & deux, et dans ce cas le noyau de P[¢] (c’est-
a~dire ici E tout entier) se décompose en somme directe des noyaux des (X — \;)[¢] = ¢ — A1
individuels, c’est-a-dire des sous-espaces propres Ey,. Mais sa démonstration nécessitera de
nouvelles idées pas encore abordées. Entre temps, le théoreme actuel 2.4.4 étant moins général
que le théoreme 4.2.2, on saura déja le montrer avec un argument plus basique. On donne cet
argument pas pour le retenir, mais juste a titre d’exemple d’application des résultats précédents.
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2.4 Conditions pour que ¢ soit diagonalisable

Preuve. Si P et ¢ sont comme dans I’énoncé, alors on sait d'un coté que P[¢] = 0, et d’autre
coté que P[¢] est la composée f1 o --- o fr d’endomorphismes f; = (X — \;)[d] = ¢ — A1
pour ¢ = 1,2,...,k. On veut montrer que cela entraine que la somme des sous-espaces E},
remplit E. Sachant que cette somme est certainement directe (théoreme 2.2.4), il suffira de
montrer 'inégalité

k k
dim(E) < dim (Z EAZ) = Zdim(EAi )

(cette inégalité sera alors une égalité, car on a évidemment E D Zle Ey,). Comme on a
E = ker(P[¢]) = ker(f10---0 fx), et Eyx, = ker(f;) par définition, cette inégalité est une instance
du fait plus général que la dimension du noyau d’une composée d’applications linéaires ne peut
pas dépasser la somme des dimensions des noyaux des applications linéaires individuelles. Pour
démontrer ce fait, on peut se focaliser sur le cas d’'une composée de deur applications linéaires,
car le cas d’une composée de k > 2 applications linéaires en découlera facilement par récurrence :

dim(ker(f; o---o fx)) < dim(ker(f1)) + dim(ker(fy 0 --- 0o fx))
(par hypothese de récurrence :) < dim(ker(f1)) 4+ dim(ker(f2)) + - - - + dim(ker(fx))

Nous avons donc réduit la démonstration du théoréme a celle du lemme suivant.

2.4.5. Lemme. Si f € L(E,F) et g € L(F,G) pour certains K-espaces vectoriels E, F,G,
alors dim(ker(g o f)) < dim(ker(f)) + dim(ker(g)).

Preuve. La partie de E en dehors de ker(g o f) n’a pas d’importance pour ce lemme, donc on
pose V =ker(go f) C E. Alors par définition f(V') C ker(g)) et donc dim(f(V')) < dim(ker(g)).
En appliquant le théoréme du rang a la restriction f|y on obtient, puisque ker(f|y) = ker(f) :

dim(ker(g o f)) = dim(V) = dim(ker(f]v)) + dim(f|y(V)) = dim(ker(f)) + dim(f(V))
< dim(ker(f)) + dim(ker(g)).

Dans la démonstration ci-dessus, un point essentiel utilisé est le fait que la somme des sous-
espaces Ejy, est directe, sans lequel on n’aurait pas pu utiliser la valeur de Zle dim(E),). Clest
pour obtenir ce point qu’a servi 'hypothése essentiel que les \; sont des racines simples de P.

Puisque le polynome minimal ;4 de ¢ est par définition un polynoéme annulateur de ¢, le
théoreme 2.4.4 et le corollaire qui le précede donnent la condition suivante qui caractérise quand
un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie est diagonalisable.

2.4.6. Corollaire. Un endomorphisme ¢ est diagonalisable si et seulement si son polynéme
minimal g est scindé et a racines simples.
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3 Polynémes a coefficients dans K

Chapitre 3. Polynémes a coefficients dans K.

On s’est déja servi de polynémes en une indéterminée X, par exemple comme polynémes annu-
lateur ou caractéristique d’un endomorphisme. Dans ce chapitre on étudie certains propriétés
de I'ensemble K[X] de tous ces polynomes.

3.1. Structure d’anneau de K[X].

Les polynémes modélisent des expressions en une seule inconnue représentée par X, en utilisant
des valeurs connues (constantes), et les opérations d’addition, soustraction, et multiplication.
Par conséquent, I’ensemble K[X] des polynémes en X est muni de ces opérations (et contient
aussi toutes les constantes de K). Mais dans K[X], le symbole X ne cache plus une valeur
inconnue, mais est une valeur en soi, distincte de toute constante ¢ € K.

Une structure algébrique qui est muni des opérations d’addition, soustraction, et multipli-
cation, avec les propriétés habituelles, est appelé un anneau. Un corps est un cas particulier d’'un
anneau, mais avec la propriété supplémentaire que la multiplication par tout élément non nul
est inversible (ce qui rend possible la division par un tel élément) ; dans un anneau ce n’est pas
nécessairement le cas (et ce n’est pas le cas dans K[X]). L’exemple le plus connu d’un anneau
qui n’est pas un corps est 'anneau Z des entiers relatifs. On verra que, bien que les polynémes
sont plus compliqués que les entiers, les anneaux Z et K[X] ont bien des propriétés en commun.

Toute expression formée partir de X et de constantes dans K en utilisant addition, sous-
traction, et multiplication désigne donc un polynome en X. Deux expressions désignent le méme
élément de K[X] si I'on peut transformer I'une en l'autre par les régles telles que les lois as-
sociative, distributive et commutative, ainsi qu’en appliquant I'arithmétique dans K pour les
constantes. Par ces moyens toute expression polynomiale se transforme en une somme de ter-
mes, chacun le produit d’une constante de K et d’une puissance de X (aussi appelé monome ;
on y inclut le cas X° = 1). En regroupant les termes avec le méme mondéme, on obtient une
combinaison K-linéaire de mondmes, et c’est sous cette forme qu’on peut définir formellement
I’égalité de polynomes : deux expressions polynomiales désignent le méme polynoéme si et seule-
ment si, apres écriture de chacune sous forme de combinaison linéaire de monomes, on trouve
pour chaque monéme que ses coefficients dans les deux combinaisons sont égaux (en convenant
qu’en l'absence du monome dans la combinaison linéaire, le coefficient est défini comme 0).

3.1.1. Caractérisation. K[X] est un K-espace vectoriel, et la famille [ X" = 1, X, X? X3 .. ]
des monomes en forme une base. Cet espace est donc de dimension infinie. La multiplication
K[X] x K[X] — K[X] est bilinéaire (c’est-a-dire, quand on fixe I'un des deux arguments a un
polynéme quelconque elle donne une application linéaire K[X] — K[X]) et commutative, et elle
est donnée sur la base des monémes par X*X7 = X7,

Bien que le symbole X ne cache pas une valeur inconnue de K, le fait de pouvoir rem-
placer X par une valeur concrete, tout en respectant les opérations de combinaisons K-linéaires
et de multiplication, reste un aspect fondamental de polynomes. On remarque que ’absence de
divisions est essentiel ici, car le remplacement de X par a € K peut rendre une expression nulle.

3.1.2. Définition/Proposition. Pour toute constante a € K une application K[X]| — K est
définie par la substitution de a pour X. Cette application, notée P — P[X := a] (souvent abrégé
Pla]) est K-linéaire, et compatible avec multiplication : (PQ)[X := a] = P[X := a] Q[X := a].

Le fait qu’un polynéme n’a qu’un nombre fini de termes (non nuls) permet de définir son
degré comme le plus grand exposant de X dans un terme non nul. Ceci est donc bien défini,
sauf pour le polynéme nul pour lequel un tel terme n’existe pas.
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3.2 Divisibilité, polynomes irréductibles, comparaison avec Z

3.1.3. Définition. Pour un polynéme non nul P = Zg:o piX® € K[X] on définit son degré
comme deg(P) = max {i | p; # 0 }. Pour le polynéme nul on convient que deg(0) = —o0.

Cette derniere convention est liée aux deux choses pour lesquelles on utilise le degré des
polynémes : pour les comparer (et dans ce cas —oo est considéré plus petit que tout autre degré),
et les additionner (et dans ce cas la somme de —oo et n’importe quel degré donne —oo). Gréace
a cette convention la proposition suivante est valable méme si P, Q, P 4+ Q) ou PQ est nul.

3.1.4. Proposition. Pour tout P,Q € K[X] on a
(1) deg(P + @) < max(deg(P),deg(Q)), avec égalité si deg(P) # deg(Q), et
(2) deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

La terminologie suivante rappelle les origines de X comme «variable» (méme si dans K[X]
c’est une valeur fixe). C’est pour cette raison qu’on appelle « constant» ce qui ne contient pas X.

3.1.5. Définition. Un polynéome P € K[X] est constant si deg(P) < 0, donc P = ¢X° pour
un certain ¢ € K. On confond souvent ce polynéme P € K[X] et ¢ € K (donc on considére K
comme une partie de K[X|, formée des polynémes constants). En général le terme de la forme
c¢X" dans un polynéme est appelé son terme constant, et ¢ son coefficient constant.

Puisque 0° = 0 si 4 > 0 mais 0° = 1, on a la caractérisation suivante du coefficient constant.
3.1.6. Fait. Le coefficient constant d’un polynéme P est égal a P[X := 0].

3.1.7. Définition. Si P € K[X] est non nul, son terme psX¢ avec d = deg(P) est le terme
dominant de P, et pg € K est le coefficient dominant de P (les deux sont non nuls par définition
de deg). Un polynéme non nul dont le coefficient dominant est 1 est appelé unitaire. L’opération
de «rendre P unitaire» consiste a le diviser par son coefficient dominant, le résultat étant unitaire.

3.2. Divisibilité, polynémes irréductibles, comparaison avec Z.

L’anneau K[X] n’est pas un corps. En fait les seuls polynomes inversibles, ceux par lesquels on
peut toujours diviser, sont les polynémes constants et non nuls. Par comparaison, les éléments
inversibles dans l’anneau Z sont —1 et 1. La division (exacte) par un polynoéme non constant
est parfois possible, mais souvent pas ; ceci donne naissance a la relation de divisibilité.

3.2.1. Définition. Un multiple de A € K[X] est un B € K[X] tel que B = AQ pour un
certain Q) € K[X]. Le quotient @) est alors unique si A # 0, et on écrit () = B/A. Dans ce cas
on dit également que A divise B, que B est divisible par A, ou que A est un diviseur de B.

Pour la relation de divisibilité les polynomes inversibles ne sont pas tres intéressants, et
leur existence est plutot encombrante : tout diviseur A de B s’accompagne automatiquement de
tous ses multiples scalaires cA comme autres diviseurs. Dans Z, pour ignorer des décompositions
multiplicatives comme 7 = —1 X —7, on se limite pour la divisibilité qu’aux nombres positifs :
ainsi les différents diviseurs d’un nombre ne seront pas équivalents. Pareillement, on se restreint
pour la divisibilité dans K[X] souvent aux polynémes unitaires.

3.2.2. Définition. Un polynéme non constant P € K[X] est réductible s’il s’écrit comme
produit P = AB de polynémes non constants A, B € K[X] ; si une telle décomposition n’existe
pas, on dit que P est irréductible.

Ces notions sont les analogues des nombres composés respectivement premiers dans Z. Il
est a noter qu'un polynome constant n’est considéré comme ni réductible, ni irréductible, tout
comme dans Z on ne considere les nombres 0 et 1 (et —1) comme ni composés, ni premiers.
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3.8 Division euclidienne, diviseurs communs, relations de Bézout

Dans Z on peut décomposer chaque nombre strictement positif comme produit de nombres
premiers (en convenant que 1 est le produit d’une famille vide). Pour les polynémes on a une
décomposition similaire en facteurs irréductibles. Pour des raisons indiquées ci-dessus on préfere
d’imposer a ces facteurs irréductibles d’étre unitaires, ce qui nous oblige d’admettre un facteur
scalaire dans la décomposition (qui sera égal au coefficient dominant du polynéme).

3.2.3. Proposition. Tout polynéme non nul s’écrit comme le produit d’un scalaire non nul
(son coefficient dominant) et d’un certain nombre de facteurs unitaires irréductibles.

Cette proposition assez facile a démontrer par récurrence sur le degré (ce qui ne veut pas dire
qu'une telle factorisation est facile a trouver effectivement). Si un polynéme P est constant on
prendra aucun facteur irréductible dans sa factorisation. Sinon, soit P admet une décomposition
P = AB avec A, B non constant, et alors on combine les factorisations de A et B qui existent
par hypothese de récurrence, soit P n’admet pas une décomposition et est lui-méme irréductible.

Ce qui est aussi vrai, mais moins facile & démontrer (on 'admettra), est que cette factori-
sation d’un polynome P est unique, a I'ordre des facteurs unitaires irréductibles pres. Ce fait
est analogue a ce qu’on sait pour la factorisation en nombres premiers dans Z-.

D’apres la proposition 3.1.4, le produit de deux polynomes non constants est toujours
de degré 2 au moins, donc tout polynéome de degré 1 est automatiquement irréductible. Les
polynoémes unitaires de degré 1 ont la forme X — a avec a € K. On I’écrit comme cela a cause
du fait 2.3.12, qui dit que pour un polynéme P, avoir un tel facteur correspond au fait que a
est une racine de P. Par conséquent, un polynéme irréductible de degré > 1 de K[X] est sans
racines dans K (mais la réciproque est fausse). Puisque cela est impossible pour K = C, on a :

3.2.4. Fait. Dans C[X] les polynémes unitaires irréductibles sont les polynémes de la forme
X —a pour a € C ; il n’existe pas dans C[X] d’autres polynémes unitaires irréductibles.

Dans R[X] il existe des polynomes irréductibles de degré 2, ceux de discriminant < 0, car
il n’ont pas de racines (dans R), donc pas de diviseurs de degré 1, et sans cela un polynome
de degré 2 (ou 3) ne peut étre réductible. On voit bien que la notion de réductibilité dépend
de anneau de polynémes considéré, car ces polynomes se décomposent bien en deux facteurs
dans C[X]. Dans Q[X] des polynomes irréductibles existent méme en tout degré d > 0. Dans
ce cours on ne fera rien avec des facteurs irréductibles de degré > 1 ; il suffit de savoir que si le
polynome caractéristique ou minimal d’un endomorphisme ¢ a un tel facteur, cela empéche ¢
d’étre diagonalisable. Mais pour K = C de tels facteurs n’existent pas. Et en ’absence de tels
facteurs, factoriser un polynoéme revient essentiellement & la recherche de ses racines.

3.3. Division euclidienne, diviseurs communs, relations de Bézout.

On a vu que si une racine a de P € K[X] est connue, on peut trouver le quotient Q = P/(X —a)
par un procédé de division qui ressemble a l'algorithme de division des nombres entiers. Ce
procédé, qui accumule des contributions au quotient en descendant du plus haut degré, avec
pour but de rendre le reste nul, peut aussi étre appliqué pour trouver le quotient de P apres
division par un diviseur d’une autre forme que X — a. En fait c’est une méthode pratique pour
savoir si un polynome D est diviseur de P : c’est le cas si, apres avoir retiré de P un multiple
convenable de D et au moment ol on ne peut plus continuer car le degré du reste est devenu
plus petit que deg(D), le reste est en fait nul. Si au contraire on trouve une reste R = P — QD
non nul avec deg(R) < deg(D), cela prouve que D ne divise pas P, car un tel R ne peut pas étre
multiple de D d’apres la proposition 3.1.4 (2). Cela donne un algorithme dont 'existence est
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3.8 Division euclidienne, diviseurs communs, relations de Bézout

d’une importance fondamentale dans I’étude de K[X], et qui s’appelle la division euclidienne (&
linstar de I'algorithme pour division de nombres entiers avec reste, qui a la méme structure).

3.3.1. Proposition [division euclidienne dans K[X]]. Soit A, B € K[X] avec B # 0. Alors
il existe Q, R € K[X] avec deg(R) < deg(B) tels que A = QB+ R. Le couple (Q, R) est unique.

Plus important que la condition pour un polynéme seul d’étre irréductible sera pour nous
la relation entre deux polynoémes de ne pas avoir des diviseurs communs (sauf les inversibles).

3.3.2. Définition. Deux polynémes A, B € K[X] sont premiers entre eux si aucun polynéme
non constant divise a la fois A et B.

Une condition équivalente est que A et B n’ont pas de diviseur irréductible en commun. Il
est donc facile a reconnaitre que A, B sont premiers entre eux si on connait les factorisations de
A et de B. Mais cela n’est pas nécessaire, grace a la notion et le résultat suivants.

3.3.3. Définition/Théoréme. Une combinaison polynomiale de A, B € K[X] est un poly-
néme obtenu comme SA + T'B pour certains S,T € K[X]. Si A, B ne sont pas tous deux nuls,
il existe parmi les combinaisons polynomiales unitaires de A, B un polynéme unique D de plus
petit degré. Ce D est diviseur commun de A et B, et tout diviseur commun de A et B divise
aussi D. On appelle D le plus grand diviseur commun de A et de B, et on écrit D = pged(A, B).

Une combinaison polynomiale non nulle rendu unitaire reste une combinaison polynomiale,
d’ou lexistence de D est claire. Son unicité est aussi facile a voir : si on avait deux candidats
différents, leur différence serait une combinaison polynomiale de plus petit degré, qui rendu
unitaire contredirait leur définition. Si D ne divisait pas A, alors le reste R = A — QD de la
division euclidienne de A par D serait une combinaison polynomiale non nulle de A, B de plus
petit degré que D ; la encore, c’est absurde. Pareillement D divise B. Un diviseur commun C
de A et de B divise aussi toutes les combinaisons polynomiales de A, B, donc en particulier D.

3.3.4. Corollaire. A, B € K[X] sont premiers entre eux si et seulement si pged(A, B) = 1.

Contrairement & la factorisation de la proposition 3.2.3, la détermination de pged(A, B) est
possible par un algorithme, qui consiste a trouver des combinaisons polynomiales de degré de plus
en plus petit, jusqu’a 'obtention du pged. On ne donne pas ici les détails (pourtant simples) de
cet «algorithme d’Euclide dans K[X]», car il est difficile & mettre en ceuvre manuellement, sauf
si deg(A) ou deg(B) est assez petit (disons < 2). Et dans ce dernier cas, on peut aussi appliquer
la méthode suivante, encore plus simple. On initialise un polynéme C par la valeur de A ou B
(ce C sera toujours une combinaison polynomiale de A, B), et tant que C' ne divise pas I'un des
polynémes A et B, on remplace C' par son reste dans la division euclidienne correspondante,
rendu unitaire ; finalement C divisera A et B, et on aura alors pged(A4, B) = C.

3.3.5. Proposition. A, B € K[X] sont premiers entre eux si et seulement s’il existe S,T €
K[X] tels que SA+ TB = 1. On appelle (S,T) un couple de coefficients de Bézout pour A, B.

Si A, B sont premiers entre eux, la définition 3.3.3 et le corollaire 3.3.4 donnent 'existence
de S,T. Réciproquement SA + T B = 1 exclut tout diviseur commun de A, B non constants.

Finalement, on aura besoin du résultat suivant, qu’on admet. Une démonstration possible
est basée sur le “lemme d’Euclide” qui dit que si un polynome irréductible divise un produit, alors
il doit diviser I'un au moins de ses facteurs. Il est aussi la clé pour 'unicité des factorisations.

3.3.6. Proposition. Deux produits Py --- P et Q1 ---Q; (avec P; € K[X], Q; € K[X]) sont
premiers entre eux si et seulement si P; et (; sont premiers entre eux pour toute paire (i, j).
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4 Réduction d’endomorphismes

Chapitre 4. Réduction d’endomorphismes.

Dans ce dernier chapitre on étudie comment on peut décomposer F en somme directe de sous-
espaces ¢ stables, sans faire I'hypothese que ’endomorphisme ¢ soit diagonalisable (car dans ce
cas la décomposition en sous-espaces propres convient). Il sera souvent utile de considérer la
restriction ¢|y de ¢ & un certain sous-espace V (comme endomorphisme de V). C’est possible
seulement si le sous-espace V' est ¢-stable, ce qu’il faudra donc vérifier a chaque occasion. Mais
on ne mentionnera pas chaque fois cette vérification, car elle découlera toujours du fait suivant.

4.0.1. Lemme. Pour ¢ € End(FE) et P € K[X] quelconques, les sous-espaces Ker(P[¢]) et
Im(P[¢]) sont ¢-stables.

La preuve est un exercice facile ; dans les deux cas le point essentiel est que ¢ et P[¢]
commutent. (En fait on peut remplacer P[¢] par tout endomorphisme qui commute avec ¢.)

Une autre observation qui va étre utilisée plusieurs fois est la suivante :

4.0.2. Lemme. SiP,Q € K[X], alors PQ est polynéme annulateur de End(F) si et seulement
si Ker(P[¢]) 2 Im(Q|[¢]).

La condition que PQ est polynéme annulateur veut dire que (PQ)[¢] = P[¢] o Q[¢] = 0, ou
encore Yv € E : P[¢](Q[¢(v)) = 0, est puisque Im(Q[¢]) = { Q[¢](v) | v € E'} c’est équivalent
aVw € Im(Q[¢]) : w € Ker(P[¢]), ou simplement a Im(Q[¢]) C Ker(P[¢]). (La encore, plus
généralement une composée go f d’applications linéaires est nulle précisément si Ker(g) 2 Im(f).)

4.1. Compléments d’information concernant le polynéme minimal.

Concernant le polynéme minimal g4 dun endomorphisme ¢ on a vu jusqu’ici sa définition
(2.3.4), le fait qu’il compte chaque valeur propre de ¢ parmi ses racines car c’est un polynéme
annulateur (proposition 2.3.1), que ¢ est diagonalisable si et seulement si p, est scindé et a
racines simples (corollaire 2.4.6), quelles racines sont alors précisément les valeurs propres de ¢
(proposition 2.4.2). Dans cette section on apportera quelques faits complémentaires.

4.1.1. Proposition. Tout polynéme annulateur P € K[X] de ¢ est multiple polynomial du
polynoéme minimal iy de ¢.

Comme souvent, la division euclidienne est a la clé de ce résultat : comme P et ug sont
polynomes annulateurs de ¢, c’est aussi le cas du reste R = P —Qpu, de la division euclidienne de
P par g (car R[¢] = P[p] — Q[d] o puyp] = 0), et en vue de deg(R) < deg(pe) et la définition du
polynéme minimal, ceci n’est possible que si R = 0. On remarque que cette démonstration est
analogue a celle dans la définition 3.3.3 du fait que D = pged(A, B) divise A, la seule différence
étant que la notion “polynéme annulateur de ¢” remplace “combinaison polynomiale de A, B”.

4.1.2. Théoréme. Les racines du polynome minimal j14 forment I’ensemble des valeurs propres
de ¢. Plus généralement, on a dim(ker(F[¢])) > 0 pour tout diviseur non constant F de p.

Le point nouveau dans la premiere partie est que toute racine de p, est forcément une
valeur propre de ¢ (ce qui n’est pas toujours le cas pour une racine d’'un polynéme annulateur).
La second partie est une généralisation de la premiere, car en prenant F' = X — a pour une telle
racine a, la conclusion dim(ker(¢ — alg)) > 0 dit que a est valeur propre de ¢. On raisonne par
la minimalité de p @ si l'on écrit puy = F'Q, le quotient () ne peut pas étre annulateur de ¢ car

Q # 0 et deg(Q) < deg(pg). Mais bien que Q[¢] # 0 on a 0 = py[¢] = F[p] o Q[¢], ce qui veut
dire ker(F[¢]) 2 Im(Q[¢]). Alors dim(ker(F[¢])) > dim(Im(Q[¢])) > 0, comme voulu.

39



4.2 Décomposition des noyaux

Si V' est un sous-espace ¢-stable, on peut former la restriction ¢|y de ¢ a ce sous-espace,
qui est un endomorphisme de V' et qui a donc son propre polynome minimal yi4,,. Une premiere
question qu’on peut se poser est s’il y a une relation avec le polynome minimal 4. On voit
facilement que ji4, divise toujours g, car pug[d|v]) = pue[dllv = 0y = 0 dit que pg est multiple
du polynéme minimal fi4|,, de ¢|y. Cette relation est comparable a la proposition 2.3.9 pour le
polynome caractéristique ; une différence pour le polynome minimal est que égalité entre pg),,
et 1y est possible, méme si V' est un sous-espace ¢-stable strict de E.

Une seconde question est si tous les diviseurs unitaires de p4 sont polynome minimal d’une
certaine restriction de ¢ a un sous-espace ¢-stable. Le lemme suivant donne une réponse positive.

4.1.3. Lemme. Si g, = QP est une décomposition avec P et () unitaires, alors () est égal au
polynéme minimal 4|, de la restriction ¢|y de ¢ au sous-espace ¢-stable V = Im(P|[¢]).

Preuve. Un polynéme R est annulateur de ¢|y si et seulement si Ker(R[¢]) D V = Im(P[¢)]),
ce qui est équivalent (lemme 4.0.2) & RP est annulateur de ¢, ou encore & RP est multiple de y.
Clairement R = p14/P = @, est le polynéme unitaire du plus petit degré avec cette propriété.

Le sous-espace ¢-stable V' = Ker(Q[¢]) parait un candidat plus naturel que V' = Im(P[¢])
pour étre sous-espace dont ) est polynéme minimal de la restriction de ¢. Et en effet, V' a cette
propriété, tout comme V. D’une part, ’argument ci-dessus montre que V/ 2O V| ce qui implique
que le polynéme minimal de @[y est un multiple de 14, = @ (car @[y est restriction de ¢[y).
D’autre part, @ est (par définition de V') déja un polynéme annulateur de ¢|y. On a donc :

4.1.4. Proposition. Si @ est diviseur unitaire de jg4, alors () est le polynéme minimal de la
restriction de ¢ au sous-espace ¢-stable Ker(Q[¢]).

On note que, méme si cette proposition semble plus directe que le lemme 4.1.3, c’est ce
dernier qui lui fournit une démonstration simple. Le lemme est aussi utile pour calculer jiy : si
on trouve d’abord un polynéme unitaire P dont on sait qu'il divise p, (par exemple le polynéme
minimal P d’une restriction de ¢), alors le facteur manquant @ = pgs/P peut étre trouvé
comme le polynéme minimal de la restriction de ¢ au sous-espace Im(P|[¢]). Si par chance on
a déja P[¢] = 0, alors Q = 1 et donc pgy = P. Pour amorcer ce procédé, on peut choisir un
vecteur v # 0 et & 'aide de ces images ¢*(v) chercher P unitaire minimal tel que P[¢](v) = 0,
qui divise forcément g4 (car P est polynome minimal de ¢|y ot V = Vect(v, (v), ¢%(v)...)).

4.2. Décomposition des noyauz.

4.2.1. Lemme. SiP,(Q € K[X] sont premiers entre eux, alors le sous-espace V' = Ker((PQ)|[¢])
se décompose en somme directe : V = Ker(P[¢]) ® Ker(Q[¢]). Les projecteurs de V' sur les
facteurs de la somme directe peuvent étre écrits comme des polynémes en ¢|y .

Preuve. On voit facilement que V = Ker((PQ)[¢]) contient Ker(P[¢]) et Ker(Q[¢]). Posons
donc ¢ = ¢|y, la restriction de ¢ & V. On veut montrer que V est la somme directe de ses
sous-espaces V7 = Ker(P[¢]) = Ker(P[¢']) et Vo = Ker(Q[¢]) = Ker(Q[¢']). Cest ici que des
coefficients de Bézout pour P, (Q seront utilisés ; soit donc S,T € K[X] tels que SP+TQ = 1.
Puisque PQ est annulateur de ¢’, le lemme 4.0.2 dit que I'image Q[¢'] est incluse dans V; et
celle de P[¢'] dans V5. Pour tout v € V on peut écrire v = (SP+TQ)[¢](v) = P[¢'](S[¢'](v)) +
QY (T[¢'](v)) € Im(P[¢']) + Im(Q[¢']) € V2 + Vi, ce qui montre que Vi 4+ V2 = V. On pose
m = (TQ)[¢'] et ma = (SP)[¢’]. Alors mo s’annule sur V; et m; s’annule sur V5 et a laide de
w1 + m = Iy on en déduit que m; fixe les vecteurs de Vi et ms fixe les vecteurs de V5. Par
conséquent si v = vy +vy avec v1 € Vj et vg € Vo, on a obligatoirement v; = 1 (v) et vo = ma(v).
Autrement dit, la somme V7 + V5 est directe et 71, 9 sont les projecteurs correspondants.
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4.8 Sous-espaces caractéristiques, trigonalisation

4.2.2. Théoréme de décomposition des noyaux. Si Py,..., P, € K[X] sont premiers entre
eux 2 a 2, et ¢ € End(F), alors

Ker((Py ... P)[¢]) = Ker(P1[¢]) @ - - - & Ker(P[¢]),
et chaque projecteur de la somme sur I'un des facteurs est la restriction d’un polynéme en ¢.

Il s’agit d’une généralisation directe du lemme, prouvée par récurrence sur ! en utilisant
celui-ci. Pour | < 2 il n’y a rien a démontrer, et pour [ > 2 on peut appliquer le lemme avec
P=P ...P_ et Q= P, quisont premiers entre eux grace a I’hypothese sur les facteurs P; et
la proposition 3.3.6, pour obtenir la décomposition Ker((P; ... F)[¢]) = Ker(Py ... P_1)[¢]) ®
Ker(P,[¢]). L’hypothese de récurrence fournit la décomposition supplémentaire en somme directe
du premier sous-espace Ker(P; ... P,_1)[¢]) nécessaire pour avoir la décomposition du théoreme.
Pour les projecteurs, le polynéme donnant celui sur Ker(P;[¢]) est le second donné par le lemme ;
pour les autres, on multiplie les polyndémes donnés par I’hypothese de récurrence par le premier
donné par le lemme. (Leur existence est plus intéressant que de savoir ces polynomes concrets.)

Comme annoncé, ce résultat permet de mieux comprendre le théoreme 2.4.4. Dans le
cas d'un polynéome annulateur de ¢ qui est scindé, les différents facteurs X — A; sont tous
irréductibles, donc ils sont premiers entre eux si et seulement s’ils sont distincts. Quand c’est
le cas, le théoreme de décomposition des noyaux s’applique, et donne comme résultat une
décomposition de I’espace en somme directe de sous-espaces E),. Certains des ces sous-espaces
peuvent éventuellement étre de dimension 0 ; les autres sont des sous-espaces propres, et le fait
que leur somme remplit E dit précisément que ¢ est diagonalisable avec ces valeurs propres.

4.3. Sous-espaces caractéristiques, trigonalisation.

4.3.1. Définition. Soit ¢ un endomorphisme d’un K-espace ¥ de dimension finie, et \ une
valeur propre de ¢. Le sous-espace caractéristique de ¢ pour A\ est E\ = Ker(((b - )\IE)”“), ot
my est la multiplicité de ¢ comme racine du polynome minimal fi,

Le sous-espace caractéristique E inclut le sous-espace propre E (car les vecteurs annulés
par ¢ — Al g sont a fortiori annulés par (¢ — AXIg)™*). D’apres la proposition 4.1.4, le polynéme
minimal de la restriction ¢z est (X — A)™*. Donc E\ inclut strictement Ey si my > 1
(c’est-a-dire si A est une racine multiple de pg, ce qui implique que ¢ n’est pas diagonalisable).

4.3.2. Théoreme. Sig est scindé, alors E = @, _, E\,, une décomposition en somme directe
des sous-espaces caractéristiques Ey, , ..., E\, pour les valeurs propres distinctes A1, ..., A\, de ¢.

Preuve. On décompose le polynéme minimal j4 en facteurs de la forme (X — A)™*, ol on
a regroupé tous les facteurs irréductibles identiques (donc my est la multiplicité de A comme
racine de f14). Ainsi les facteurs regroupés sont premiers entre eux grace a la proposition 3.3.6,
et on peut appliquer le théoreme 4.2.2 a cette décomposition. Sa conclusion donne précisément
celle du théoreme actuel, en tenant compte de la définition des sous-espaces caractéristiques.

Le résultat principal de ce chapitre est ’existence de cette décomposition de E en somme
directe de sous-espaces ¢-stables E\. Par contraste, 'ensemble des sous-espaces propres F\
forme bien somme directe de sous-espaces ¢-stables, mais celle-ci ne remplit pas I’espace £ dans
le cas non diagonalisable, et elle n’est alors pas d’une grande utilité. Bien que la décomposition en
sous-espaces caractéristiques soit définie en termes du polynéme minimal, la proposition suivante
montre qu’elle peut étre trouvée a ’aide de n’importe quel polynéme annulateur, notamment
(grace au théoreme de Cayley-Hamilton) & l'aide du polynome caractéristique.
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4.3.3. Proposition. Si P = (X —a1)°' ... (X — a)® est un polynéme annulateur de ¢ (avec
les a; distincts), alors on a une décomposition en somme directe E = Vi @ --- ® Vi, ou V; =
Ker((¢ — a;1g)¢). Les V; de dimension non nulle sont des sous-espaces caractéristiques. Plus
précisément ce sont les V; pour lequel a; est une valeur propre A, et dans ces cas V; = E\ ; aussi
e; > my, ol m) est I'exposant utilisée pour cette valeur propre dans la définition de E\.

La démonstration du théoreme 4.3.2 s’applique ici aussi pour obtenir la décomposition
E=Vi®- - @V, les seuls faits utilisés étant d’avoir un polynéme annulateur (et donc E =
Ker(0) = Ker(P[¢])) et d’en utiliser une décomposition en facteurs premier entre eux. Le reste
de I’énoncé dit que c’est essentiellement la méme décomposition que celle du théoréeme 4.3.2 (qui
existe car g, qui divise le polynéme annulateur P, est scindé). Si a; n’est pas valeur propre
de ¢, alors ¢ — a;1g est inversible et donc V; = {0}. Supposons donc que a; = A soit une valeur
propre. Comme pg divise P, la multiplicité de X — A dans P est au moins aussi grande que celle
dans g @ on a e; > my, et donc V; O E,\. Il reste & montrer l'inclusion dans 'autre sens. Or,
le polynéme minimal de ¢|y; divise & la fois (X — X)* (par définition de V;) et pg (car V; C F)
donc il divise pged((X — A%, ug) = (X — A)™ . Alors (X — \)"™ [¢|v;] = 0 et donc V; C Ej.

L’utilité de cette proposition est qu’on peut trouver les sous-espaces caractéristiques méme
sans connaitre explicitement le polynéme minimal p4. Celui-ci est utilisé dans la définition 4.3.1
car il fallait bien indiquer un exposant concret pour ¢ — AIg. Mais le noyau en question ne
change pas si ’on utilise un exposant e > m), comme le montre la proposition.

En revanche (X — A)™* est le polynome minimal de ¢|z, (proposition 4.1.4), donc on ne
peut pas utiliser un exposant e < m) : le noyau Ker((¢ | E)e) serait alors plus petit que E).
En fait, tous les exposants e < m) donnent comme noyaux des sous-espaces différents :

4.3.4. Proposition. Si A est une valeur propre de ¢ avec multiplicité m) comme racine de fiy,
alors on a des inclusions strictes Ker((¢ — )\IE)i_l) C Ker((¢ — /\IE)i) pour 0 < i < my.

Les inclusions faibles Ker ((¢—Ag)" ') C Ker((¢—AIg)*) sont claires (le polynéme a droite
est un multiple de celui & gauche). Il suffit donc de montrer qu’elles sont strictes, ce qui revient a
établir pour chaque i qu’il existe un vecteur dans la différence Ker((gb—)\I E)i“) \Ker((qf)—)\I E)i),
c’est-a-dire un vecteur v; tel que (¢ — M g)*(v;) = 0 mais (¢ — M g)*~(v;) # 0 (I'indice i de v;
compte son «nombre de vies restantes) par rapport aux applications répétées de ¢ — A\l ). Pour
i = my linclusion est bien stricte, car (X — A)™* est le polynéme minimal de ¢|z comme
on vient de le remarquer ; on peut donc choisir un vecteur v,,, € Ej \ Ker((¢ — Mg)™1).
Ce vecteur ayant le nombre maximal m) de vies restantes, il est facile d’en déduire un vecteur
v; avec 1 < my de vies restantes : il suffit d’appliquer my — i fois I’endomorphisme ¢ — A\l g
pour qu’il en reste my — (my — i) = i. Autrement dit on pose v; = (¢ — \XIg)™* (v, ) pour
0 < i < my, et on vérifie facilement que v; € Ker((¢ — Mg)"™) \ Ker((¢ — Mg)?).

En complément de ce coté strict des inclusions, on peut démontrer (mais on ne le fera pas
ici ; les courageux peuvent l’essayer comme exercice) que dans ces inclusions la différence (non
nulle) des deux dimensions va en décroissant (au sens large) quand i va en croissant de 1 a m;.

Avant de poursuivre, on veut régler un détail technique : le théoreme 4.3.2 a pour hypothése
que pg est scindé, mais on aimerait parfois la remplacer par la condition que le polynome
caractéristique x4 soit scindé. C’est possible d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, qui dit
que p divise x4 (tout diviseur d’un polynéme scindé est scindé). Mais sans utiliser ce théoreme
(qu'on n’a pas encore démontré), on peut aussi raisonner ainsi. Supposons x4 scindé sur K,
mais f1s non scindé. Alors p, a un facteur irréductible F' dans K[X] avec deg(F) > 2, et
donc sans racine dans K. Le polynoéme minimal de la restriction ¢|y de ¢ a V = ker(F|[¢])
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est F' (proposition 4.1.4), et ¢|y n’a donc pas de valeurs propres dans K ; alors son polynome
caractéristique 4|, est aussi sans racine dans K, et il n’est pas constant (car deg(xg|,) =
dim(V') > 0, voir théoreme 4.1.2). Mais cela contredit le fait (proposition 2.3.9) que x4/, divise
le polynoéme x4, qui était supposé scindé. En conclusion, si x4 est scindé, alors ji4 I'est aussi.

4.3.5. Définition. On appelle ¢ € End(F) trigonalisable s’il existe une base B de E tel que
Matg(¢) soit une matrice triangulaire supérieure. On appelle B une base de trigonalisation,

4.3.6. Proposition. Chaque restriction ¢| 7, de ¢ a un sous-espace caractéristique est trigo-
nalisable, et les coefficients diagonaux de la matrice triangulaire en question sont tous .

Preuve. Pour la base de trigonalisation on peut commencer avec une base de ’espace propre
E\ = Ker(¢— M), étendre & une base de Ker((¢—Ag)?), puis & une base de Ker((¢—g)?),
et ainsi de suite, jusqu’a I’obtention d’une base B de Ker((gb—)\IE)mA) = E. L’image par ¢—\ g
de chaque vecteur de B est située dans le sous-espace engendré par les vecteurs précédents de B,
d’ott la matrice Mats((¢ — Ig)|z, ) est triangulaire strictement supérieure. La proposition suit.

4.3.7. Corollaire. Si 4 scindé (ou si x4 est scindé), alors ¢ est trigonalisable sur K.

Il suffit de décomposer ’espace comme dans le théoreme 4.3.2, et de choisir dans chaque
espace caractéristique E une base de trigonalisation (proposition 4.3.6). La matrice de ¢ par
rapport a la réunion de ces bases est (diagonale en blocs, et) triangulaire supérieure.

D’apres le théoreme 4.3.2, le polynome caractéristique x» se décompose comme le produit
des polynomes caractéristiques des restrictions de ¢ aux sous-espaces caractéristiques, et d’apres
la proposition 4.3.6, le sous-espace E contribue ainsi le facteur (X — )\)dim(E*) a xx. On a donc :

4.3.8. Proposition. La dimension de E\ est égale & la multiplicité de A comme racine de xy.

Finalement, le polynome caractéristique d’une matrice triangulaire 7" est toujours scindé
(car x7 = [[i—1(X —T; ;) ot les T; ; sont les coefficients diagonaux), ce qui donne aprés change-
ment de base vers une base de trigonalisation la réciproque du corollaire 4.3.7. Ainsi on a :

4.3.9. Théoreme. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) x¢ est scindé sur K,

(ii) pe scindé sur K,

(iii) ¢ est trigonalisable sur K.

4.4. Quelques approches du théoréme de Cayley-Hamilton.

Jusqu’ici on a annoncé le théoreme 2.3.10 de Cayley-Hamilton (qui dit que le polynéme car-
actéristique x4 est toujours un polynéme annulateur de ¢), mais on ne 'a pas démontré (ni
utilisé). Dans cette derniére section du cours on indique quelques parmi les trés nombreuses
approches pour démontrer ce théoreme.

Une des raisons de la variété des approches est que déja il y a différentes manieres de
formuler I’énoncé. Par exemple, dire que x4 est polynéome annulateur de ¢ équivaut, d’apres la
proposition 4.1.1, a dire que la polynome minimal p, divise x4. Mais on peut aussi prendre le
point de vue que x4[¢] = 0 € End(F) veut dire concretement que xa[A] = 0 € Mat,, (K) pour
la matrice (carrée) de A par rapport a une base de E, ce qui doit donc étre vrai pour toutes
les matrices carrées A. Sous cette forme il est clair qu’on peut remplacer K par un corps plus
grand, par exemple par C si K = Q ou K = R, car cela ne change pas la matrice xa[A4].
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L’énoncé xa[A] = 0 affirme un systéme de n? identités algébriques compliquées (pour
chacun des coefficients de la matrice x 4[A]) en n? variables (& savoir les coefficients de A). Ce
dernier point de vue ne donne pas une piste pour directement prouver ces identités (sauf pour des
valeurs de n concrétes, tel n = 2), mais permet des réflections de ce genre : si ces identités sont
valables pour toutes les valeurs des variables, alors elles doivent étre une conséquence d’identités
algébriques générales (telles que la commutativité, la distributivité), et ne pas dépendre du
corps K utilisé du tout (techniquement : on pourra remplacer K par un anneau commutatif).

e Raisonnement par la densité des matrices diagonalisables.

Un argument sans calcul algébrique pour prouver le théoreme pour le cas K = C est basé sur
lobservation que I’ensemble des matrices A € Mat,,(C) pour lesquelles x4[A] # 0 (dont on
veut montrer qu’il est vide) est certainement ouvert : si A est dans cet ensemble, 'un au moins
des coefficients de x4[A] est non nul, et pour des perturbations suffisamment petites de A il le
restera. Il suffira donc de montrer que xa[A] = 0 est valable pour A dans un ensemble dense
dans Mat,, (C), c’est-a-dire qui rencontre tout sous-ensemble ouvert et non vide. Il est facile a
voir que ya[A] = 0 est valable quand A est diagonalisable, car x a[A] agit par le scalaire y 4[]
sur le sous-espace propre E)y, et chaque valeur propre A de A est une racine de x 4. Or I’ensemble
des matrices diagonalisables est dense dans Mat,, (C), car il inclut 'ensemble des A pour lesquels
XA est a racines simples, qui est déja dense (cela demande une preuve, qu’on omet ici).

e Raisonnement par la trigonalisation.

L’argument ci-dessus, méme s’il est convainquant, n’est pas tout a fait satisfaisant, car il montre
une identité algébrique par un argument d’approximation (la densité), ce qui ne devait pas étre
nécessaire. Tout en restant dans le cas K = C, on peut éviter cette approximation en étendant
Pargument qui montre y4[A] = 0 au cas ou A est trigonalisable (au lieu de diagonalisable),
car toute matrice carrée complexe est trigonalisable (corollaire 4.3.7). Si A est une matrice
triangulaire supérieure, on a x4 = [[;-;(X — a;;) olt les a;; sont les coefficients diagonaux
de A. Or on peut montrer assez facilement, par récurrence sur n, que dans ce cas le produit
matriciel (A — a1 1I)(A — ag2I)... (A — a, ,I) est nul (le produit des n — 1 premiers facteurs
est nul en dehors de sa derniere colonne par I'’hypothese de récurrence, et la derniere ligne du
facteur final A—ay, I est nulle), ce qui prouve x4[A] = 0 pour A triangulaire, ou trigonalisable.

e Raisonnement par l’étude des espaces caractéristiques.

D’aprés la proposition 4.3.6, chaque espace caractéristique Ey d’un endomorphisme ¢, de dimen-
sion disons d, admet une base telle que la matrice B de la restriction (¢ — AI)| 5, est triangulaire
strictement supérieure, c’est-a-dire triangulaire supérieure et avec coefficients 0 sur la diagonale
principale. Cette valeur propre contribue un facteur (X — A\)? au polynome caractéristique Xé>
donc pour montrer que x4[¢] s’annule sur E, il suffit de montrer que B% = 0 pour une telle
matrice, ce qui se fait facilement (par récurrence sur la taille d de la matrice). Une fagon un peu
différente d’arriver & la méme conclusion que (¢ — AI)? s’annule sur E,, est d’observer que ce
dernier est par définition annulé par (¢ — AXI)™* avec m) comme dans la proposition 4.3.4, d’ou
il suffit de montrer que my < d = dim (Ker((qﬁ — Al E)m*)) ; mais cela découle de la proposition
citée, car la dimension des espaces Ker((¢ — Al E)l) monte par au moins 1 pour chaque inclusion
stricte.

e FEn utilisant les propriétés de la matrice compagnon.

Les preuves précédents ont un défaut esthétique dans la mesure qu’elles utilisent un argument
structurelle (une décomposition de 'espace E sur lequel agit ¢), mais seulement apres avoir
utilisé un argument algébrique formelle pour justifier de remplacement du corps K par C (ou
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plus généralement par un corps K’ O K suffisamment grand pour que p, se scinde sur K’,
quel corps existe toujours) pour s’assurer que ladite décomposition existe. On peut éviter ce
remplacement et travailler directement avec le corps K, mais alors on ne pourra pas se servir des
sous-espaces caractéristiques, qui peuvent ne pas exister (si x4 et 4 sont sans racines dans K).

L’argument pour prouver que X4[¢] = 0 sera par récurrence forte sur n = dim(E) ; comme
hypothese de récurrence on suppose donc que pour toute matrice carrée M de taille < n on
ait xm[M] = 0. Le cas ou dim(E) = 0 est trivial car I'unique endomorphisme dun tel
espace est nul ; on peut donc supposer dim(E) > 0 et choisir un vecteur non nul v € E
quelconque. Puis on forme une famille de vecteurs [v, ¢(v), $?(v),...], en continuant tant que
cette famille est libre. On s’arréte donc quand une telle image ¢¢ se trouver dans le sous-
espace V = Vect(v,d)(v), .. .,gbd*l(v)) engendré par les vecteurs précédents. Par construc-
tion By = [v,¢(v),...,¢% 1 (v)] est une base de V, qui est ¢-stable (car il contient les images
par ¢ de tous les vecteurs de By ), et en fait le plus petit sous-espace ¢-stable V' qui con-
tient v. L’expression ¢?(v) = cov +c10(v) + - - -+ c4_1¢% " (v) nous donne le polynéme unitaire
P=X"—c, 1 X" 1 —... — ¢, X° du plus petit degré tel que P[¢](v) = 0.

Tout ce qu’on peut dire sur dim(V) est 0 < dim(V') < dim(F) et le plus souvent on aura

V = FE ; dans ce cas avoir trouvé ce sous-espace ¢-stable ne semble pas avoir un grand intérét.
Mais la matrice de la restriction ¢|y par rapport a B a la forme particuliere

0 0 0 Co
1 0 C1
0 1 0 Co =Cp (2)
0O -+ 0 1 cqg1

connue comme la matrice compagnon du polynéme P. Puisque Ker(P[¢]) est un sous-espace ¢-
stable qui contient v, on a V' C Ker(P[¢]), autrement dit P[¢|yv] = 0, et P est donc le polynome
minimal de ¢|y et de Cp. On montre également par un calcul directe que P est le polynome
caractéristique de C'p (c’est un exercice instructif). Ceci montre que dans le cas V = E 1’énoncé
du théoreme est vérifié, et méme un peu plus car alors x4 = ji4, ce qui n’est pas vrai en général.

Pour le cas général il faut compléter la base By a une base B de E. Alors en divisant
Matg(¢) en 4 blocs selon la partie initiale By de B et le reste, on obtient la forme en blocs

Mats(9) = (%” ﬁ) — 4

ou D est une matrice carrée pour laquelle on peut appliquer I’hypothese de récurrence, qui donne
xp[D] = 0. On sait aussi que x4 = x4 = Xcp-XD = P.xp. Un calcul direct montre que pour de
telles matrice triangulaire en blocs que ()g ;‘,)n = ()g Y*") pour n € N (ou ‘*’ désigne chaque
fois un bloc différent, dont le contenu nous n’intéresse pas), et donc Q[()o( ;‘,)] = (Q[OX] QEFY])
pour tout Q € K[X]. Enfin, x4[¢| calculé dans la base B sous la forme de matrices en blocs,

xald] = (Po) 4] = PLALxpla] = (0700 ) (el )
“(01)  oe) =(00)
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e FEn utilisant l'algébre purement formelle.

Tous les arguments donnés jusqu’ici sont—a un degré variable—structurelles (ou géométriques),
c’est a dire ils sont basés sur une considération de certains sous-espaces de ’espace vectoriel E qui
dépendent de 'endomorphisme ¢, et de certaines bases de E en rapport avec ces sous-espaces
qui servent pour représenter ¢ par une matrice d’une forme particuliere. Il existe cependant
des preuves du théoréeme de Cayley-Hamilton qui se passent de toute approche structurelle, et
qui démontrent y4[A] = 0 pour toute matrice carrée A par une approche directe, n’utilisant
que des manipulations d’expressions algébriques, basées sur leurs propriétés formelles (identités
de différents types). On ne décrira pas de telles preuves ici, car le type d’algebre formelle
nécessaire (par exemple concernant les déterminants) n’est pas beaucoup abordé dans ce cours ;
les introduire juste pour présenter une telle preuve ne semble pas tres utile. Mais c’est une
approche importante, et les preuves qu’elle fournit sont d’un certain point de vue les plus
satisfaisantes et les plus générales parmi les preuves connues du théoreme.
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