Corrigé Examen Algeébre Linéaire (L2) jeudi 9 janvier 2020
8h15-11h15

1. Soit ¢ I’endomorphisme de Q? dont la matrice par rapport a la base canonique est

-4 1 2
A=1|-6 3 2
-6 5 0

a. Argumenter que ¢ est diagonalisable, et trouver ensuite une base de diagonalisation pour ¢.

4 \/ Le calcul direct du polynéme caractéristique
X+4 -1 -2
6 X-3 -2
6 -5 X

donne (avec un peu d’effort) X* + X?(4—3+0)+ X (g Z3|+|¢ o7 |+]|22 o) —detA=

X3+ 1X2 4+ X(—6+12—-10) —4 = X% + X? —4X — 4. C’est un peu plus simple si I'on
soustrait la premiére ligne de la seconde, puis, additionne la seconde colonne a la premiére

donnant
X+3 -1 =2
xa=| 0 X-2 0|=(X-2) X+3 2 = (X -2)(X*+3X +2).
1 -5 X 1 X

(ce qui aprés multiplication donne bien sur aussi x4 = X3 4+ X% —4Xx — 4). Les racines
rationnelles sont diviseurs du coefficient constant 4 de x 5. Effectivement —1, —2 et 2 sont
de telles racines, et on a la décomposition X + X% —4X —4 = (X +1)(X +2)(X —2). Le
polynéme caractéristique étant scindé et a racines simples, ¢ est diagonalisable.

Pour A = —1, A = —2 et A = 2 on cherche les noyaux des matrices

—3 1 2 —2 1 2 -6 1 2
A+I=(-6 4 2|, A421=|-6 5 2|, A-2I=| -6 1 2
-6 5 1 —6 5 2 -6 5 —2

En appliquant le pivot de Gauss a ces matrices on les réduit respectivement a

-1 0 1 -1 0 2 -2 0 1
0o 1 —-1)° 0o 1 =2)° 0O 1 -1

montrant que chacune a un noyaux de dimension 1, avec comme générateurs respectivement
les vecteurs (1,1,1), (2,2,1), et (1,2,2), qui forment une base de vecteurs propres, pour
respectivement A\ = —1, pour A = —2 et pour A = 2.

b. Exprimer A" en fonction de n € N.

2 \/ On choisit les trois vecteurs (1,1, 1), (2,2, 1), et (1,2, 2) comme base B, pour lequel la matrice
de passage P de la base canonique vers B et son inverse sont

1 21 2 -3 2
P=(1 2 2 et P'=(o0 1 -1
11 2 1 1 0

et puisque B est une base de vecteurs propres pour les valeurs propres —1,—2,2 on aura
A=ppp~! pour la matrice diagonale D de coefficients diagonaux —1,—2,2. Alors A" =
PD"P~! o2t D™ est la matrice diagonale & coefficients diagonaux (=)™, (=2)",2", ce qui
donne

20 —c¢ —3a+2b+c 2a—2b
A"=PD"P ' =(2a—2 —3a+2b+2c 2a-—2b
20 —2¢ —-3a+b+2c 2a-—0>

ota=(-1)"b=(-2)" c=2".



. On considere 'endomorphisme ¢ du C-espace vectoriel E = C* de matrice, par rapport a la
base canonique,

3 -4 0 0

1 -1 0 0
-1 2 -2 -1

1 0 6 3

a. En utilisant la forme triangulaire en blocs de M, calculer le polynéme caractéristique
X¢ = Xm comme produit de deux facteurs, chacun un polynome de degré 2.

M = Matg(¢) =

v/ En effet M est triangulaire en blocs 2 x 2. On a donc xpr = xaXB oit A = (:1” :‘11) et
B= (?32 31) sont les blocs diagonaux de M. Avec x4 = ‘ X:13 XZ«LH ‘ et xp = |ngQ X1—3 ’
on obtient xpr = (X2 — 2X + 1)(X? — X).
b. Factoriser encore ces deux polynomes, pour obtenir une factorisation complete de x.
Vous verrez que x4 possede une racine simple, qu'on appellera A, et une racine triple v.
VOnaX?-2X+1=(X-1)72%et X?-X=X(X—1),doncxy=X(X-1)3etilar=0
comme racine simple et v = 1 comme racine triple.
¢. Donner les dimensions des sous-espaces caractéristiques EA et El, de ¢, sans pour le
moment calculer explicitement ces sous-espaces.
\/ Ces dimensions sont les multiplicités de ces valeurs propres comme racine de X¢, C’est-a-dire
1 respectivement 3.

d. Déterminer I’espace propre E, pour la racine triple. Est-ce que ¢ est diagonalisable ?

1 -2 0 0

v/ On a E, = ker(M —1I) = ker (0 1 3 1) (apres réduction par la méthode de Gauss),
0 0 3 1

sous-espace qui est engendré par le vecteur (0,0,1,—3). Comme dim(E,) = 1 < 3 =

dim(E,,), on a kB, # E,, et ¢ n’est pas diagonalisable.

e. En considérant les dimensions dim(ker((¢—vI)*)) pour différents k € N, déduire la multi-
plicité m de v comme racine du polynome minimal 14, et donner ensuite explicitement fi4.

\/ Les matrices (M — I)k représentant (¢ — Z/I)k pour k = 2,3 sont respectivement

0 0 0 0 O 0 0 0
0 0 0 0 O 0 0 0
2 -6 3 1 et 4 10 -3 -1
2 8 -6 -2 8§ —20 6 2

qui sont de rang 2 respectivement 1, donnant pour dim (ker((¢ — I)k)) respectivement 2 et 3.
La valeur maximale dim(E,) = 3 étant seulement atteinte pour k = 3, d’out m = 3. Avec
aussi la racine simple A\ = 0, on trouve jg = X (X — 1)3.

f. Calculer explicitement des bases du sous-espace propre E) = ker(M — AI) (pour la racine
simple A de ), ainsi que des sous-espaces ker(M —vI)* pour k = 1,...,m (pour la racine
triple v de x4, avec m sa multiplicité dans p, trouvée dans la question précédente).

v/ On a E) = ker(M) = Vect(0,0,1,—2), et on savait déja ker(M — I) = Vect((0,0,1, —3)).
Ensuite ker(M — I)%) = ker(§ 5° % %) = Vect((0,0,1,-3),(2,1,0,2)) pour k = 2, et
pareillement ker((M—I)g) = ker(—4 10 =3 —1) = Vect((0,0,1,-3),(2,1,0,2),(1,0,0,—4))
pour k = 3 (on a gardé les vecteurs des bases des sous-espaces trouvé auparavant, ce qui
sera pratique dans la suite, mais plein d’autres bases peuvent étre données ici).



g. Parmi ces sous-espaces, lesquels figurent dans une décomposition en somme directe de
I’espace E tout entier ?
v/ OnaFE = E)\ @ E,,, la décomposition en sous-espaces caractéristiques. Avec EA = FEy et
E, = Ey = ker((¢ — 11)3.
h. Donner une base B de trigonalisation de ¢, ainsi que la matrice triangulaire 7' = Matp(¢).
\/ Les bases de Ej et El trouvées sont déja adaptées pour former une base de trigonalisation :
B=lb,...,b4] =[(0,0,1,-2),(0,0,1,-3),(2,1,0,2),(1,0,0,—4)] On a ¢(b1) = Mby = 0by
et ¢(ba) = Mba = 1by car by, ba sont des vecteurs propres pour 0 respectivement pour 1.
Or ((i) — I)(b3) = (0,07 —2,6) = —2by et (¢ - ])(b4) = (2, 1,3, —7) = 3be + b3 montrent
respectivement que ¢(b3) = —2ba + b3 et ¢p(bs) = 3ba + bz + ba, d’ott on a la matrice

00 0 0
01 -2 3
T=Matp(@)=1, ¢ 1 1
00 0 1

. Soit F le R-espace vectoriel des suites a = (ay,)nen réelles qui vérifient pour n € N la relation
R: nra = 2ap13—20519+205,+1—a,. Une telle suite a est déterminée par ses 4 termes initiaux
ap, a1, as, as, et il existe une base £ = [p, ¢, , s| de E telle que a = agp+ a1q+ asr + ags, quelle
que soit la suite a € E. Soit ¢ € End(FE) ’endomorphisme de décalage (a,)nen — (an+1)neN ;
autrement dit la suite ¢(a) est celle donnée par ¢(a), = an4+1, pour tout n € N.

a. Décrire les suites p, ¢, r, et s qui forment la base &, et la matrice A = Matg(¢) de ¢ par
rapport a cette base.

\/ Puisque p = 1p+0qg+0r+0s les 4 termes initiaux ag, a1, a2, a3 de la suite p sont visiblement
(1,0,0,0) ; il s’agit donc de la suite avec ces termes initiaux et vérifiant R pour tout n € N.
De la méme facon les suites q,r, s sont les suites vérifiant R pour tout n € N et avec termes
initiaux respectivement (0,1,0,0), (0,0,1,0), et (0,0,0,1). D’aprés R, le terme suivant ay4
pour ces 4 suites sont respectivement —1, 2, —2, et 2. Sachant que pour a = (an)peN les
4 termes initiaux de ¢(a)n = an41 sont ai,ag,as,aq, et que pour les 4 vecteurs de € ces
termes donnent les colonnes de la matrice A, on obtient

0 1 0 O
0 0 1 O
A= 0 0 0 1
-1 2 -2 2

b. Montrer que X*—2X3+2X2—-2X +1 est le polynome minimal 1 ; ¢ est-il diagonalisable ?

V/ 1 est facile a voir que deg pey > 3, par exemple parce qui les vecteurs s, ¢(s), (;52(8), (;53(5),
exprimés en coordonnées sur la base £ sont échelonnés (dans 'ordre opposé que d’habitude),
et qu’ils forment donc une famille libre, et donc [q507 o, (;527 (]53] aussi. Or R exprime le fait
que le terme by, de la suite b = ¢*(a) — 2¢°(a) + 2¢%(a) — 2¢(a) + a est nul, et puisque c’est
vrai pour tout n € N et tout a € E, on en déduit (;54 — 2¢3 + 2(;52 —2¢p+ 1 = 0 et donc
Mo = X4t —2x3 4+ 2X%2 —2X +1 = (X —1)%2(X? +1). (On aurait pu également utiliser
la connaissance du polynéme minimal d’une matrice compagnon vue en TD, car A est la
transposée de la matrice compagnon de X4 —ox3 42x? —2X + 1.) Par conséquent ¢
n’est pas diagonalisable car ug n’est pas a racines simples, ce qui contredit une condition
nécessaire pour étre diagonalisable. D’ailleurs pg n’est pas scindé sur R non plus (car X 21
est irréductible dans R[X]), ce qui contredit une condition nécessaire.
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. Décomposer pgy = PQ ot P = (X — 1)¥, pour un certain k > 0 et avec P et () premiers

entre eux. En considérant @, conclure que A =1 est 'unique valeur propre (réelle) de ¢.
VP=(X-12etQ=(X*-2X34+2X%2—-2X +1)/P = X? + 1. Puisque Q n’a pas de
racines réelles, 1 est I'unique racine réelle de 4 et donc I'unique valeur propre.

Trouver une décomposition £ =V @& W ou V et W sont des sous-espaces ¢-stables de F
(et chacun dimension non nulle).

v/ Le lemme des noyaux donne une telle décomposition pour V = ker(P[¢]) et W == ker(Q[¢]),
puisque PQ = pgy est polynéme annulateur de ¢, donc ker(PQ[¢]) = ker(0) = E, et P,Q
sont premiers entre eux.

. Trouver des coefficients de Bézout S,T € K[X] tels que SP +TQ = 1 = pged(P, Q).

\/ En divisant Q = X241 par P = X?—2X +1 on trouve quotient 1 et reste R = 2X = Q — P.
Division de Q par R = 2X donne quotient %X et reste 1 = Q — %XR =Q - %X(Q —P)=
%XP—F (—%X + 1)Q. Ce reste est pged(P, Q), donc S = %X et T = —%X + 1 conviennent.

Pour une suite a € F, décrire explicitement les suites v € V et w € W tels que a = v+ w.

\/ Lécriture 1 = SP + TQ donne I = (SP)[¢] + (TQ)[¢] ot le second terme (qui s’annule
sur W) est la projection sur V et le premier terme (qui s’annule sur V) est la projection
sur W, selon la décomposition E = V @ W. On a (TQ)[¢] = f%¢3 + ¢? — %QS + I et
on a donc v = (TQ)6)(a) = (an — ant1 + sz — banta)nen ; pareil on a (SP)[g] =
%¢3 — $* + %QS et w = (SP)[¢|(a) = (%an_ﬂ — ap42 + %an_,_g)neN. En coordonnées,
v = (ag — %al + as — %ag)p—l— (%ao + %ag)q + (%al + %ag)r + (—%ao + a1 — %ag + a3)t.

-4 - Fin.



