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1. Soit F' un K-espace vectoriel, vu comme espace affine, donc AB = B — A. Soit A une partie de F,
et Ag € A, tels que { A)B | B € A} forme un sous-espace vectoriel E de F.

a. Montrer que I’ensemble A est un sous-espace affine de F', de direction E.

v/ On montrera que A = Ag + E, qui est par définition un espace affine de direction E. Ceci découle

R
de : B € A si et seulement si AgB € E (car E = {AO§ | B € A} et on ne peut avoir AoB = AgB’
que si B = B'), si et seulement si B € Ag + E (car B = Ag + 7 si et seulement si Z = Ag §)

b. Donner un exemple d’un sous-ensemble S de F' tel que S ne soit pas un sous-espace affine, mais
tel que Iensemble {m | P,Q € S} soit néanmoins un sous-espace vectoriel de F' (observer
qu’on laisse varier les deux points, pendant que pour 4 seulement le point B variait). [On peut
déja trouver un exemple avec K = R et F' un espace vectoriel de dimension 1.]

\/ I est facile de trouver des sous-ensembles propres dont les différences remplissent tout I’espace :
par exemple R~ dans R (plus généralement un demi-espace ou méme « secteur) d’un R-espace),
mais aussi N U [0, 1] dans R. Ce ne sont pas des espaces affines, comme on voit facilement.

c¢. Rappeler pourquoi (pour tout sous-espace vectoriel E de F)) il existe un K-espace vectoriel F’
et f € L(F,F’) tels que E = Ker(f).

\/ Le plus simple est de prendre F' = F/E et pour f la projection canonique. On pourrait prendre
pour F' un supplémentaire de E dans F, et pour f la projection de F sur F' paralléle 4 E.

d. Avec un tel f on pose B = f(Ap) € F'. Montrer que A= f~Y(B)={z € F| f(x) = B}.

VOnaze f YB) — f(z)=f(Ao) < f(x—Ag) =0 < Az cKer(f)=E < z € A,
donc f~1(B) = A.

e. On suppose désormais que A # FE. Montrer (en utilisant le point d) que cela entraine ANFE = ().

\/ Si on avait B = 0 dans le point d, cela impliquerait A = fﬁl(O) = Ker(f) = E contredisant A # E.
Alors B # 0, et pour tout A€ Aetx € Eona f(A)=B #0= f(z) donc A#z, et ANE = 0.
Un argument alternatif consiste a observer que E et A sont des sous-espaces affines paralléles (car
tous deux de direction E), qui sont donc soit confondus, soit disjoints, d’aprés un énoncé du cours.

/. Soit E’ un autre sous-espace vectoriel de F, vérifiant Ay € E + E’. Montrer que ’ensemble
A’ = AN E’ est un sous-espace affine de A, de direction E N E’.

v/ Un point P de A’ doit vérifier par définition AgP € E et P € E'; montrons d’abord qu’un tel
point existe (donc A’ # (). D’aprés hypothése il existe x € E et y € E' avec © +vy = Ao; alors
P =y est un exemple d’un point qui vérifie ces conditions, car A—Ogj =y— A9 = —z € E. Fixons
maintenant un point A1 € A’ quelconque. On montrera que I’ensemble {A—lﬁ | Pc A’} est égal &
ENE’, qui comme intersection de sous-espaces vectoriels en est un aussi. Pour P € A’ on a d’une
part m € E, car Ay et P sont dans A qui est de direction E, et d’autre part m =P—A, € FE
car A1, P € E' qui est un espace vectoriel; cela établit {W | Pc A’} C ENE'. Réciproquement
pourZ € ENE' onasz—lP)oﬁP:A1+§7’appart1'enté.,4 (car Ay € AetT € E)eta E (car
Ay, % € E'), et donc a A'; cela établit ENE' C {AP|P e A'}. Donc on est dans la situation
du départ avec A, Ag, et E remplacés respectivement par A', A1, et ENE’; la question 1a montre
donc que A’ est un espace affine de direction E N E’.

g. Réciproquement, soit A’ un sous-espace affine de A, de direction D (un sous-espace vectoriel
de E), et A; € A’ un point quelconque. On désigne par (A;) la droite vectorielle de F' engendré
par (le vecteur) A;. Montrer (toujours sous ’hypothése que A # F) qu’en prenant E/ = D+(A;)
dans la construction du point précédent, on retrouve AN E' = A’.

vV A" et ANE' (d’aprés le point précédent) sont deux sous-espaces affines qui contiennent Ay, et qui
sont respectivement de direction D et E'NE. Pour leur égalité il suffit donc de montrer D = E'NE.
OnaDCEetA ¢ E (car ANE =), donc E'NE = (D+(A1))NE est une sous-espace vectoriel
propre de D + (A1) qui contient D, d’oui il est nécessairement égal & D. (Forme équivalente du
raisonnement : pour que d + MA; € E' (avec d € D et A\ € K) appartienne a F, il faut que
M1 =(d+MA)) —d e E, et comme Ay ¢ E, cela nécessite A =0, d'ott E'NE =D.)



. Ici, et dans la suite, A désignera un espace affine de direction E, un K-espace vectoriel.
Smt A, B,C,D € A quatre points (pas nécessairement dlstlncts) tels que les familles (A_B) C_D))
E, B—D) soient toutes les deux liées.
a. Montrer que si en plus (1@) , 1@) est 1ié, alors toutes les paires de vecteurs parmi AB , C,'D), AC ,
Eﬁ, E, BC sont lides (on dira alors que A, B,C, D sont alignés).
\/ D’abord, le sous-espace vectoriel S engendré par E, C"D), AC contient les trois vecteurs restants:

AD = ﬁ—&—C‘D) BD = —AB+AD, et BC = —AB + AC. 1l suffira donc d’établir que dim S < 1.
Comme (E C’—D)) et E E sont toutes les deux liées, le vecteur AB engendrera un sous-espace
de dimension 1 contenant @ AC s'il est non- -nul, auquel cas S est ce sous-espace. Reste le cas

AB = 0 donc A = B, mais dans ce cas (AC, BD) = (AC, AD) = (AC, AC + CD) est lié, et donc
aussi (E, @), et S, étant engendré par les vecteurs liés AC et @, est de dimension < 1.

b. Un suppose maintenant qu’au contraire A’B) E est libre. Montrer que dans ce cas AB=CD
et AC = @ (on dira alors que A, B, C, D forment un parallélogramme).

\/ D’aprés I’hypothése AB et AC sont chacun non nul, donc il existe A, u € K tels que CD = MAB et
BD = ,um On a toujours AB-CD = AC — Qﬁ (car c’est équivalent & AB+BD =AC +CD
dans quelle égalité les deux membres valent AD), ¢’est-a-dire (1— )A_B> (1—p)AC = 0. Comme
(E @) est libre, ceci n’est possible que si les deux scalaires dans la combinaison linéaire sont
nuls, c’est-a-dire si A = u = 1, ce qui donne les égalités cherchées.

3. Soit A, B,C € A non alignés (donc (@,B?) est libre dans E). Soit A, u,v € K des scalaires; on
définit des points P = A+ M\AB, Q = B + uBC et R = C + vCA.

a. Exprimer ]@ et Cﬁ en termes de AB et BC.
v/ On a PQ = (A+ AAB)(B+ uBC) = AB — MB + uBC = (1 — NAB + uBC et QR =
(B + uBC)(C 4 vCA) = BC —uBC+vCA = (1—p)BC —v(AB+BC) = —vAB+(1—pu—v)BC.
b. Donner une expression en A, u, v qui s’annule si et seulement si m et Cﬁ sont liées (et donc

P, Q, R alignés). [Penser aux déterminants.]

\/ On peut prendre pour I'expression le déterminant de m et Cﬁ, exprimés dans la base (E, W) :

‘ 1;>‘ 1 _H” s =1=XA—=p—v+ A+ v+ pv ce qu'on peut réécrire (1 — /\)(1 —w)(1—v) + duv.
c. Montrer que P, @, R sont alignés si soit {0,1} C {\, p, v}, soit A\, u,v # L et 1 /\ 1“# 2 =—1.
v/ On écrit I'équation sous la forme (1 — A)(1 — p)(1 — v) = —Apv. Si le premier membre est nul

I'un des parameétres est 1, et I’équation sera satisfaite si et seulement si un autre paramétre est 0,
c’est-a~dire si {0,1} C {\, u, v}. Dans le cas contraire on peut diviser par le premier membre pour

. by z 'u, — _
obtenir apres réarranger 125 15, m 1= = —L

4. Soit Ay = (w1,91), A2 = (z2,¥2), A3 = (x3,y3) trois points quelconques de K2, qu’on considere ici
comme espace affine.

a. Donner une expression en les 6 variables qui s’annule si et beulement si ’espace engendré par
les A, A Aj pour i,j € {1,2,3} est de dimension < 1 (on rappelle que LA A; = A; — A; dans K?).

v/ Comme dans la question précédente on peut prendre le déterminant de A1A2 et A2A3 (car tout

autre A;A; en est une combinaison linéaire), exprimés ici dans la base canonique de K=. Cela

Xr1—T2 T2—I3

Yi—Y2 Y2—Y3
aw1y2 — T1y3 + T2Y3 — T2Y1 + T3Y1 — T3Y2.

b. Montrer qu’on peut écrire cette expression (& un scalaire non-nul preés) comme le déterminant

donne = Ty — T1Y3 — Tay2 + T2y3 — T2y1 + T2ys + T3Y1 — T3Y2, ce qui se simplifie

r1 X2 X3

Yr Y2 Y3
1 1 1

\/ C’est un simple constat que I’évaluation du déterminant est égal a I’expression trouvée ci-dessus.

c. Expliquer cette forme de I’expression, en considérant le plongement de I’espace affine K2 comme
sous-espace affine de K3 donné par (z,y) — (z,y,1). [On pourra utiliser la question 1.]
\/ Ce plongement réalise I'espace affine comme un sous-espace affine A de K 3 distinct de son propre
espace direction E C K? (cf. 1e). Alors dans ce cas le sous-espace affine A" de A engendré par
A1, Ao, A3 est Iintersection ANE' ot E' est le sous-espace vectoriel de K3 engendré par Ay, Aa, A3
(cf. 1g) et la direction D de A’ est de codimension 1 dans E'. Le déterminant du point précédent
est non-nul si et seulement si dim(E’) = 3, si et seulement si dim(D) = dim(A") = 2.



