Examen 3L05 : Algébre Multilinéaire mardi 10 janvier 2012
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La partie 1 prépare quelques calculs qui seront utilisés dans la partie 2.
La partie 3 est indépendante des parties 1 et 2.

Bareme indicatif: 12 points pour les parties 1 et 2 ensemble, 8 points
pour la partie 3.

On rappelle que pour une matrice A de taille n x n a coefficients dans un corps K, on appelle polynéme
caractéristique de A le polynéme unitaire det(X1,, — A).

1. a. Soit P € M(3,R) la matrice:

1
P=1] 0
-2

e
_ = O

Montrer que P est inversible, et calculer son inverse.

b. On considere les deux polynomes (X —1)? = X2 —2X + 1, et X — 2, dans R[X]. Trouver des
polynomes S et T dans R[X] tels que I'égalité S(X — 1)? +T(X — 2) = 1 soit vérifiée.

2. Soit A € M(3,R) la matrice

3 -1 1
A=|-2 3 -1},
6 4 -2

et u Pendomorphisme de R3 dont A est la matrice dans la base canonique B, de R3.

a. Montrer que le polynéme caractéristique y de u est de la forme x(X) = (X — a)?(X — b),
expliciter a et b.

b. Déterminer le polynéme minimal de u. L’endomorphisme u est-il diagonalisable?
On note C, = Ker((u — al3)?), V, = Ker(u — al3), et V;, = Ker(u — bl3).
c. Expliquer pourquoi on a R? = C, @V}, et V, C C,. Donner la dimension de C,, V, et V4.

d. D’apres la question précédente il existe des vecteurs dans C, — V,,. Montrer que si es € C, — V,
et 3 € V, — {0}, et si l'on pose €1 = u(ez) — aeq, alors (g1, €2,¢3) est une base de R3.

e. Soit P la matrice de passage Mp_ (B) de la base canonique B, a la base B = (e1,e2,€3). Que
vaut P~ AP (sans calcul explicite)?

f. Les descriptions ci-dessus permettent de choisir

1 0
eo=11 et eg3=11
0 1

Que vaut P avec ces choix? Retrouver P~'AP avec un calcul explicite.

g. Soient S, T € R[X] comme dans la question b de I'exercice 1, montrer que mo = S(u)o (u—alz)?
est la projection de R? = C, @V, sur le second facteur Vj, et que m = T'(u) o (u — bl3) est
la projection de R? = C, ® Vj, sur le premier facteur C,. Cela veut dire que si z € R? est
écrit © = ¢, + vp avec ¢, € Cy et vy € V,, (ce qui est possible de fagon unique), alors on aura
ma(x) = vy et m(x) = ¢o. 1l suffit pour 73 de montrer séparément que ma(c,) = 0 pour tout
cq € Cy et que ma(vy) = vy, pour tout v, € Vj, ; une remarque similaire s’applique & 7.

-1 - continué au verso



3. Soit ¢ € C une constante, et ¢ ’endomorphisme du C-espace vectoriel C? dont la matrice par rapport
a la base canonique est

0 0 -1
M=[1 0 ¢
01 ¢
a. Soit
1
v=|[0]ecC?
0

le premier vecteur de la base canonique. Montrer que les trois vecteurs v, ¢(v), ¢?(v) forment
une famille libre (quel que soit ¢).

b. En déduire que si P € C[X] est un polynéme non nul tel que 1’évaluation P(¢) de P en ¢ est
(Vendomorphisme) nul, alors deg(P) > 3.

c. Trouver un polynéme unitaire P de degré 3 tel que P(¢)(v) = 0 € C3, et montrer que P est le
polynome minimal de ¢.

d. Montrer que —1 est une valeur propre de ¢, quel que soit ¢, et trouver (c’est-a-dire I'exprimer
en fonction de la constante ¢) un vecteur propre pour cette valeur propre A = —1.

e. Dans cette question on fixe ¢ = 3. Montrer que ¢ est alors diagonalisable, et trouver une base
de C3? constituée de vecteurs propres.

f. Déterminer I’ensemble de valeurs de la constante ¢ pour lesquelles ¢ n’est pas diagonalisable.

g. Pour toutes les valeurs particulieres de ¢ trouvées dans la question précédente (ou donc ¢
n’est pas diagonalisable), déterminer les valeurs propres A de ¢, ainsi que les sous-espaces car-
actéristiques associés (on rappelle que le sous-espace caractéristique pour A est Ker((Aid —¢)™),
ou l'entier m est suffisamment grand ; la multiplicité de A comme racine du polynéme mini-
mal, celle de A comme racine du polynome caractéristique, ou encore la dimension de ’espace
vectoriel (ici m = 3) sont tous les trois garantis d’étre suffisamment grand.)

-2 - Fin.



