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Exercice 1. Soit X un espace métrique complet séparable et soit f: X — X
une application continue.

1.

Montrer que si X posséde un point isolé et f est topologiquement
transitive alors X est fini.

Montrer que si X est sans point isolé et que x € X est d’orbite dense
alors w(z) est dense.

Montrer par un exemple que la propriété précédente est fausse s’il y a
des points isolés.

. Montrer que f est transitive si et seulement s’il existe un point = tel

que w(z) soit dense.

On suppose que f est un homéomorphisme et que X est sans point
isolé. Montrer que s’il existe un point d’orbite totale dense alors il
existe un point d’orbite positive dense.

Exercice 2. Soit T = R/Z I’ensemble des réels modulo Z, soit o un irra-
tionnel et soit f: T2 — T2 'application donnée par

4.

flz,y) = (z+a,z+y).

. Montrer que f est topologiquement transitive.

En déduire qu’il existe zg € T tel que pour tout y € T on ait w(zg,y) =
T?2.

Soit K C T? un compact invariant non vide. Montrer que la premiére
projection de K est égale a T.

Montrer que f est minimale.

Exercice 3. Soit o un nombre irrationnel, soit 7: T — T une application
continue et soit ¢: T? — T? donnée par

o(r,y) = (z+a,y +r(z))



. Montrer que s’il existe un entier [ > 1 et une application continue
g: T — T telle que g(x + ) = g(x) + lr(z) pour tout x alors ¢ n’est
pas minimale. Commencer par le cas [ = 1.

. On se donne maintenant un compact invariant minimal ¥ c T2. On
suppose de plus que Y # (). Montrer que la premiere projection de Y
est égale a T.

. Soit # € T. On note Vy I'application de T? dans lui-méme donnée par
Vo(z,y) = (z,y + 6). Montrer que Vp(Y') est soit égal a Y soit disjoint
de Y.

. Soit G lensemble des 6 tels que Vy(Y) = Y. Montrer que G = Z/I

mod 1 pour un certain entier [ > 1.

. En utilisant tout ce qui précede, montrer que ¢ est minimale si et
seulement s’il n’existe pas d’entier [ et d’application continue g: T — T
vérifiant g(x + o) = g(x) + Ir(x) pour tout x.



