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Processus discrets
TD6. Chaines de Markov 11
Propriété de Markov

Exercice 1. Soit (X,) une chaine de Markov. On note P la matrice de tran-
sition et M Despace d’état. On note T' = inf{n > 0: X,, € A} et on pose
u(z) =P, (T < 400).

1. Montrer que u vérifie le systeme

{ u(z) =1 z €A,
u(z) = Pu(z) z= ¢ A.

2%, Montrer que si v résout le systéme précédent alors v > u.

Exercice 2 (Ruine du joueur). Soit p €]0, 1] et soit N > 2 un entier. Un joueur
mise 1 euro de maniere répétée, avec probabilité de succes p a chaque fois. On
suppose qu’il dispose initialement d’une fortune comprise entre 0 et N et qu’il
s’arréte des qu’il est ruiné ou qu’il a atteint la somme de N euros. On appelle
X, la fortune du joueur au temps n et

T =inf{n >0: X,, =0 ou N}

la durée du jeu. Pour z € {0,..., N} on s’intéresse & la probabilité de ruine

partant de x
u(z) =P(T < +o0; X7 =0| Xo =x)

1. Montrer que (X,,) est une chaine de Markov et déterminer sa matrice de
transition P.

2. Montrer que u(x) = (1 — p)u(x — 1) + pu(z + 1) pour tout = # 0, N.
3. En déduire que pour tout = € {0,...,N} on a

(5) - (5
E
etu(z)=1—2/Nsip=1/2.

4. En raisonnant de maniére analogue montrer que P, (T < +00) = 1 pour
tout x.

u(z) = sip#1/2

On s’intéresse maintenant a la durée moyenne du jeu m(z) = E,[T]. Pour
simplifier les calculs on se contentera du cas p = 1/2.



5. Montrer que m(z) =1+ (1 —p)m(x — 1) + pm(z + 1) pour = # 0, N.

6. En déduire que m(z) = (N — z) pour tout z.

Exercice 3. Soit (X,,) une chaine de Markov. Pour z, y appartenant a ’espace
d’état M on note T, = inf{n > 0: X,, = 2} le temps d’atteinte de z et

Tz,y:inf{nZO:Xn:y&akgn,szx}

le premier instant ol la chaine a visité les états x et y (dans cet ordre).

1. En utilisant la propriété de Markov forte montrer que
EV[TI,y] = ]E,,[Tx] + Em[Ty]a

pour toute mesure de probabilité v.

2. En déduire que pour tous z,y, z
Ey[T:] < Eo[T,] + Ey[T7].

3. Montrer qu’on définit une distance sur M en posant
d(z,y) = E,[T)] + Ey[Ty].

Exercice 4. Soit (X,,) une chaine de Markov. On note M et P l'espace d’état
et la matrice de trnasition. Montrer que pour tous x,y € M

o0 o0

S P <Y Praa)

n=0 n=0



