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Processus discrets
TD3. Martingales II
Le théorème d’arrêt

Exercice 1 (La martingale). À l’origine, le terme martingale désignait la
stratégie consistant, dans une suite de jeux de pile ou face, à doubler sa mise
tant qu’on perd et à s’arrêter au premier succès. Le but de cet exercice est
d’analyser cette stratégie.
Soit (Xn)n≥1 une suite i.i.d. valant +1 et −1 avec probabilité 1/2. On définit
un processus (Mn) et une variable T par

M0 = 0, Mn =
n∑

k=1

2k−1Xk, n ≥ 1

T = inf{n ≥ 1; Xn = 1}

On considère la filtration naturelle des Xn comme filtration de référence.

1. Montrer que (Mn) est une martingale et que T est un temps d’arrêt.

2. En déduire la valeur de E[Mn∧T ] pour tout n.

3. Montrer T < +∞ p.s. et montrer que MT = 1 p.s. Commenter.

4. Montrer que E[|MT−1|] = +∞. Commenter.

Exercice 2 (Ruine du joueur). Soit p ∈]0, 1[ et soit (Xn)n>1 une suite i.i.d.
vérifiant

P(Xn = +1) = p = 1− P(Xn = −1)

pour tout n. On appelle (Fn) la filtration naturelle des (Xn). Soit N un entier
non nul et soit x ∈ {0, . . . , N}. On pose

S0 = x, Sn = x +

n∑
i=1

Xi, n ≥ 1.

T = inf{n ≥ 0; Sn = 0 ou N},

et on s’intéresse au processus (Sn∧T ). C’est la fortune au temps n d’un joueur
disposant initialement de x euros, misant 1 euro à chaque temps, avec probabilité
p de succès, et qui décide de s’arrêter dès qu’il est ruiné ou qu’il a atteint la
somme de N euros. Le but de l’exercice est de déterminer la probabilité que le
joueur atteigne les N euros.

1. Montrer que T est un temps d’arrêt pour la filtration (Fn).
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2. Soit
S = inf{n ≥ N, Xn−N = · · · = Xn = 1}

le temps d’attente d’une suite de N+1 succès d’affilée. Montrer que T ≤ S
p.s. et en déduire que T est intégrable.

3. On suppose dans cette question et dans la suivante que p = 1/2. Montrer
que (Sn) est une martingale.

4. En appliquant le théorème d’arrêt, déterminer P(ST = N).

5. On suppose maintenant que p 6= 1/2. Montrer que le processus (Mn) donné
par

Mn =

(
1− p

p

)Sn

, n ≥ 0

est une martingale, et déterminer P(ST = 0).

On s’intéresse maintenant à la durée moyenne du jeu.

6. On suppose dans cette question que p = 1/2. Étudier le processus (S2
n) et

déterminer E[T ].

7. Si p 6= 1/2, déterminer E[T ] en considérant le processus (Sn).

Exercice 3. Soit (Xn)n≥1 une suite i.i.d. telle que pour tout n la variable
Xn soit uniforme sur l’alphabet A = {A,B, . . . , Z}, et soit (Fn) la filtration
naturelle des (Xn). Soit TAB le temps d’attente de la chaine AB. Formellement

TAB = inf{n ≥ 2; Xn−1 = A et Xn = B}.

1. Montrer que TAB est un temps d’arrêt.

2. Montrer que TAB est intégrable.

3. On pose

M1 = 261{X1=A}

Mn = 261{Xn=A} +

n∑
k=2

262 1{Xk−1=A,Xk=B}.

Montrer que (Mn − n) est une martingale.

4. En appliquant le théorème d’arrêt, montrer que E[TAB ] = 262.

5. On s’intéresse maintenant au temps d’attente de la suite BB. En raison-
nant de manière analogue montrer que E[TBB ] = 262 + 26.

6. Montrer que E[TABRACADABRA] = 2611 + 264 + 26.
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