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Premiere partie

L’espérance conditionnelle

1 Le cas discret

Soient X, Y deux variables discretes, par exemple & valeurs dans N. Pour ¢ € N vérifiant P(X = i) # 0 on
a par définition

_ L. PY =4X=4
(¥ = jlx =) = Sl
En supposant Y intégrable on définit également I’espérance conditionnelle de Y sachant X =i par
E[YV1ix_i]
EY | X =i = ———2.
VIX=i==x—3

On peut voir cette quantité comme une fonction de i et poser
u(i) =E[Y | X =1].
L’espérance conditionnelle de Y sachant X, notée E[Y | X] est alors la variable définie par la formule
EY | X] = u(X).

Noter que E[Y | X = 4] est un réel tandis que E[Y | X] est une variable aléatoire. Posons 4; = {X =i} et
supposons pour simplifier que P(A;) > 0 pour tout 7. La définition de 'espérance conditionnelle de Y sachant
X peut alors se réécrire

EY | X]=) E[Y | X =ilix=y =) E[Y|A]l4
ieN ieN

Cette formule montre qu’en fait E[Y | X] ne dépend que de la tribu o(X) engendrée par X . Plus précisément,
si X’ est une autre variable aléatoire vérifiant o(X’) = o(X) alors E[Y | X] = E[Y | X']. Remarquons aussi
qu’on a I’égalité

EE[Y | X]14] = E[Y 14]
pour tout A € o(X). En effet soit A = o(X) la tribu engendrée par X, qui est aussi la tribu engendrée par
les (A;). Comme les (A;) forment une partition dénombrable de €2, il est facile de voir (exercice) que

fiii L,J14j’ I C:Fﬂ

jeI

Soit I C Net soit A = J;c; A; un élément de A. Comme les (A;) forment une partition de 2 on a A;NA = A;
sitelet A;NA=10 smon On a alors le calcul suivant

EE]Y | X]14] = lzmlAm h}

€N

ElZE[Y|Ai]1

iel

Et en utilisant Fubini deux fois (exercice : vérifier que Fubini s’applique) on obtient
EEY | X]1a]=> E[Y | A|P(A;) =D E[Y 14,]=E[Y 14],
icl el

ce qu’il fallait démontrer. On va s’appuyer sur ces remarques pour définir ’espérance conditionnelle dans le
cas général.



2 La définition générale

Soit (£2, F,P) un espace de probabilité et soit G une sous-tribu de F, c’est-a~dire une tribu vérifiant G C F.
Etant donnée une variable aléatoire X : 2 — R on va définir dans cette section I’espérance conditionnelle de
X sachant G.

Proposition I.1. Soit X une variable aléatoire intégrable. Il existe une variable Z intégrable vérifiant

(i) Z est G-mesurable ;

(i1) Pour tout ensemble A € G on a E[Z14] =E[X 14].
De plus Z est unique a un ensemble négligeable prées, c’est-a-dire que si Z' est une autre variable vérifiant
les deux propriétés précédentes alors Z' = Z presque surement.

La démonstration est donnée a la fin de cette section.

Definition I.2. La variable Z définie dans la proposition précédente est appelée espérance conditionnelle de
X sachant G, notée E[X | G].

Remarquons tout de suite que :

(i) L’espérance conditionnelle de X sachant G est une variable aléatoire qui n’est définie qu’a un ensemble
de mesure nulle pres.

(ii) En appliquant la deuxiéme propriété définissant I'espérance conditionnelle & 1’ensemble A = 2 on
obtient E [E[X | G]] = E[X].

(iii) Si X est elle-méme G-mesurable, en particulier si X est une variable constante, alors E[X | G] = X.
En effet, dans ce cas la variable X vérifie trivialement les deux propriétés caractérisant I’espérance
conditionnelle.

(iv) A Dinverse, si la variable X est indépendante de la tribu G, en particulier si G est la tribu triviale
{0,Q}, alors E[X | G] = E[X] p.s. En effet la variable constante égale & E[X] est évidemment G-
mesurable et on a bien par indépendance

E[X14] = E[X] E[L] = E[E[X]14]

pour tout A € G.

Par abus de langage, étant donnée une variable Y, I’espérance conditionnelle de X sachant la tribu
engendrée par Y est simplement appelée espérance conditionnelle de X sachant Y. On a donc par définition
E[X | Y] = E[X | o(Y)]. Rappelons qu’une variable Z est mesurable pour la tribu o(Y) si et seulement
¢l existe une fonction f Borélienne telle que Z = f(Y). Par conséquent on a E[X | Y] = f(Y) ou f est
n’importe quelle fonction Borélienne vérifiant

EX1iyeny] = E[f(Y)lyven]

pour tout Borélien B.

Il faut interpréter ’espérance conditionnelle comme une projection orthogonale. En effet soit F' un espace
Euclidien, soit G un sous-espace Euclidien de E et soit z € E. Il est alors facile de voir que le projeté
orthogonal de x sur G est I'unique élément z € G vérifiant

(i) z€ G;

(ii) Pour tout y € G on a (z,y) = (z,y).

Dans le cas ou la variable X est de carré intégrable, cette analogie est parfaitement rigoureuse.

Proposition 1.3. Soit (2, F,P) un espace de probabilité et soit G une sous-tribu de F. On considére ’espace
de Hilbert L?(Q, F,P). L’ensemble G des variables X € F qui soient G-mesurables est un sous-espace fermé de
F. De plus pour toute variable X € F, l’espérance conditionnelle de X sachant G est la projection orthogonale
de X sur G.

Démonstration. On a G = L*(Q,G,P). Donc G est un espace de Hilbert, donc G est complet, donc G est
fermé. Soit X € L2(Q, F,P) et soit Z le projeté orthogonal de X sur G. Alors Z est G-mesurable par définition
et

E[ZT) =E[XT], VT €G.



En particulier pour tout A € G, comme 14 est de carré intégrable et G-mesurable on a bien 14 € G. On
obtient donc
E[Z14] = E[X14], VA€,

ce qui montre que Z = E[X | G]. O

Démonstration de la Proposition I.1. Commencgons par montrer la propriété de monotonie suivante : soient
X, X’ deux variables intégrables vérifiant X < X' p.s. et solent Z, Z’ deux variables vérifiant les propriétés (7)
et (i1) relatives & X et X’ respectivement. Alors

Z<Z7Z, ps.

En effet, comme Z et Z’' sont G-mesurables, on a {Z > Z'} € G. En utilisant la propriété (ii) et 'hypothese
X < X' on obtient donc

E[Z]]-{ZZZ’}] = E[XIL{ZZZ/}] < E[X/IL{ZZZ/}] = E[Z/]]-{ZZZ’}]

Donc

Comme une variable positive d’espérance négative est nulle p.s. on en déduit
(Z_Z/)]]-{ZZZ/} :0, p.s.

c’est-a-dire Z < Z' p.s., ce qu’il fallait démontrer. En appliquant cette propriété de monotonie & X’ = X on
obtient immédiatement 1'unicité de ’espérance conditionnelle.

Montrons maintenant l’existence. On a déja vu que si X est de carré intégrable, alors E[X | G] existe et est
égale au projeté orthogonal de X sur L?(£2,G,P). Supposons maintenant que X est une variable intégrable
(mais pas forcément de carré intégrable) et positive et posons X, = X A n pour tout entier n. Alors X, est
une variable bornée, donc de carré intégrable. Soit Z,, son espérance conditionnelle (qui existe d’apres le cas
précédent). On a X,, > 0 et X,, < X,,11 pour tout n. D’apres la propriété de monotonie vue plus haut, on
en déduit que Z,, > 0 et Z,, < Z,4+1 pour tout n. En particulier (Z,,) admet une limite presque sure, qu'on
appelle Z. Alors Z est G-mesurable comme limite de variables G-mesurables. Soit A € G. On a par définition
de Z,

E[Z,14] = E[X,,14],

pour tout n. De plus comme X,, X et Z,, / Z p.s., en passant a la limite dans 1’égalité précédente, et en
appliquant le théoreme de convergence monotone deux fois on obtient

E[Z14) = E[X14],

ce qui montre que Z vérifie (i7).
Enfin, si X est une variable intégrable quelconque, alors les parties positive X et négative X_ de X sont
des variables positives et intégrables. D’apres ce qui précede E[X | G] et E[X_ | G] sont bien définies. On
montre alors facilement que

Z—E[X; |G~ E[X- | g

vérifie bien les propriétés (i) et (ii). O

3 Propriétés de ’espérance conditionnelle

Soit X une variable intégrable, définie sur un espace de probabilité (2, F,P) et soit G est une sous-tribu
de F.

Lemme 1.4. Pour tout variable Y qui soit G-mesurable et telle que XY soit intégrable (en particulier si Y
est bornée) on a
E[E[X | G]Y] = E[XY].



Démonstration. Par définition 1'égalité est vraie si Y est une indicatrice. Comme 1’égalité est linéaire en Y
elle reste vraie si Y est étagée. Si X et Y sont positives, le lemme s’obtient ensuite en approchant de maniére
monotone Y par des variables étagées et en utilisant la convergence monotone. Si X et Y changent de signe
on obtient le résultat en décomposant X et Y en parties positives et négatives. O

Proposition 1.5. L’espérance conditionnelle est
— Linéaire : E[A1X1 + A2 Xo | g] = )\1E[X1 ‘ g] + )\Q]E[XQ ‘ g] ;
— Monotone : si X1 < Xo p.s. alors E[X; | G] <E[X2 | G] p.s.

La linéarité est laissée en exercice, il suffit de vérifier que le membre de droite vérifie les propriétés
caractérisant le membre de gauche. La monotonie a déja été prouvée dans la section précédente.

Proposition 1.6 (Convergence monotone). Soit (X,,) une suite de variables intégrables positives. Si X,, /X
p.s. alors E[X,|G] /~E[X]|]] p.s.

Démonstration. Posons Y, = E[X,|G]. D’aprés la monotonie (Y;,) est une suite croissante. Posons Y =
lim,, Y,,. Alors Y est G-mesurable et le théoréeme de convergence monotone nous permet de passer a la limite
dans égalité E[X,,14] = E[Y,14] pour obtenir E[X14] = E[Y'14] pour tout A € G. Donc Y = E[X|G]
p-s. O

Lemme 1.7 (Inégalité de Jensen). Soit ¢: R — R une fonction conveze telle que p(X) soit intégrable. Alors
Elp(X) | G] = ¢ (E[X]G]) .

La démonstration est laissée en exercice, il suffit d’adapter la démonstration de l'inégalité de Jensen
usuelle.

Théoréme 1.8. Soit p € [1,+00]. L'espérance conditionnelle est une contraction dans LP : si X € LP alors
E[X |Gl € LP et
IELX | Gl < [1X]lp-

Démonstration. L’application x — |z|P est convexe. Donc par Jensen
[E[X | GII” <E[X|"|g].
En prenant I'espérance de cette inégalité on obtient
E(IELX | G]"] <E[E[X]? | G]] = E[X["],
ce qu’il fallait démontrer. O
Les deux dernieres propriétés seront utilisées constamment par la suite.
Proposition 1.9. Si X,Y sont telles que XY est intégrable et Y est G-mesurable alors
E[XY |G =E[X | G]Y.
On peut donc “sortir” de ’espérance conditionnelle les facteurs G-mesurables.

Démonstration. Y est G-mesurable par hypothese et E[X | G] est G-mesurable par définition, donc E[X | G]Y
est G-mesurable. Soit A € G et posons Z =Y 1 4. Alors Z est G-mesurable pour les mémes raisons et comme
XY est intégrable, X Z l'est aussi. D’apres le lemme 1.4 on a donc E[X Z] = E[E[X | G]Z]. C’est-a-dire

E[XY14] = E[E[X | 6]V 14],
ce qui permet de conclure. O
Proposition 1.10 (Propriété d’emboitement). Soit H une sous-tribu de G. On a donc H C G C F. Alors
E[E[X | g] | H] = E[E[X | 0] | H] = E[X | ]

Pour retenir cette proposition, il faut penser a ’analogie avec la projection orthogonale et faire un dessin.
La démonstration est laissée en exercice.



4 Quelques cas pratiques

Commengons par faire le lien avec le cas avec le cas discret.
Lemme 1.11. Si G est engendrée par une partition dénombrable (A;);en, alors
E[X [G] =) E[X|A]La,.
ieN
En particulier si' Y est a une variable aléatoire discréte, disons a valeurs dans N, alors
E[X [Y]=) E[X|Y =i]lpyy.
ieN

La démonstration est laissée en exercice, encore une fois il suffit de vérifier que le membre de droite vérifie
les deux propriétés caractérisant E[X | G].

Donnons maintenant une maniére concréte de calculer E[X | Y] quand (X,Y) est couple continu de
variables réelles. On suppose donc que (X,Y’) possede une densité jointe, notée fx y et on note fx et fy les
densité marginales respectives de X et Y. Pour y tel que fy(y) > 0 on pose

fX|Y:y(fC) = M7

fx(x)
appelée densité conditionnelle de X sachant Y.

Lemme 1.12. Si X est intégrable alors en posant

uly) = / e fxy—y (@) de

on a E[X | Y] =u(Y). Plus généralement, pour toute fonction h telle que h(X) soit intégrable, on pose

H(y):/Rh(ﬂf)fXW:y(m) dz.

On a alors E[h(X) | Y] = H(Y).

Encore une fois on laisse la démonstration en exercice. Notons aussi que le lemme reste valable si (X,Y)
est & valeurs dans R™ x R™ (au lieu de R x R).
Une situation qui revient tres souvent est la suivante.

Proposition 1.13. Soit X,Y deuz variables indépendantes, et f: RZ — R une fonction mesurable telle que
f(X,Y) soit intégrable. Alors
E[f(X,Y) Y] = F(Y),

ot F est la fonction donnée par F(y) = E[f(X,y)] pour tout y € R.

Démonstration. La variable F(Y) est o(Y)-mesurable. Soient Px et Py les lois respectives de X et Y. Par
indépendance la loi jointe de (X,Y") est la mesure produit Px ® Py. Soit A = {Y € B} un élément de o(Y).
En appliquant Fubini on a

BUX. V)14l = [ Fo.)1o() Bx (do)Py (d)

= /R (/R f(z,y) IP’X(dJU)> 1p(y) Py (dy) = E[F(Y)14],

ce qu’il fallait démontrer. O



Deuxieme partie
Martingales

Dans ce qui suit on appelle processus stochastique une suite (X,,) de variables aléatoires définies sur un
méme espace de probabilités (Q, F,P).

5 Filtrations, martingales

Definition II.1. Une filtration est une famille (F,,),>0 de sous-tribus de F telles que F,, C F,,11 pour tout
n > 0.

Exemple. Si (X,,) est un processus stochastique, on appelle filtration naturelle associée a (X,,) la filtration
(F,) donnée par
]:nZ(J'()(Q,...,)(n)7 n > 0.

Désormais on interprete l'indice n comme une variable de temps. La tribu F,, s’interprete alors comme
Iinformation dont on dispose au temps n.

Definition II.2. Soit (X,,) un processus stochastique et (F,) une filtration. On dit que (X,,) est adapté a
(Fn) si X, est F-mesurable pour tout n > 0. On dit que (X,,)n>0 est prévisible si Xy est constante et si
X,, est F,,_1-mesurable pour tout n > 1.

Remarque I1.3. La filtration naturelle de (X,,) est la plus petite filtration qui rende (X,,) adapté.

Un processus adapté (X,,) est un processus que I'on découvre progressivement : & I'instant n on connait
alors les valeurs de X pour k < n, a savoir les valeurs passées de X. En revanche on ne peut pas a priori
déterminer les valeurs futures de X . Un processus prévisible est un processus (X,,) pour lequel on connait au
temps n toutes les valeurs passées, ainsi que la valeur suivante X, ;1.

Exemple (marche aléatoire). Soit (X,,) une suite de variables i.i.d. et soit (F,,) sa filtration naturelle. Le
processus (Sy,) défini par
Sn:X(]++Xn
est adapté a (F,).
Soit (€2, F,P) un espace de probabilité, muni d’une filtration (F,).

Definition IL.4. Soit (X,,) un processus stochastique. On dit que (X,,) est une martingale si

— Le processus (X,,) est adapté;

— La variable X, est intégrable, pour tout n > 0;

— On a Pégalité E[X,,11 | F] = X, pour tout n > 0.
Si la derniére condition est remplacée par E[X,,11 | Fn] > X, on dit que (X,,) est une sous-martingale. A
linverse si E[X,,41 | Fn] < X, on dit que (X,,) est une sur-martingale.

Remarque I1.5. La notion de martingale est donc relative & une filtration donnée. Lorsque la filtration n’est
pas précisée, on dit que (X,,) est une martingale si c’est une martingale par rapport a sa filtration naturelle,
ce qui revient a dire que

E[Xpnt1 | Xoy-o .y Xn] = X,

pour tout n.

Dans la suite, pour n > 1, on notera AX,, = X,, — X,,_1 Paccroissement du processus (X,,) au temps n.
Si (X,,) est adapté et intégrable on a

E[AX, | Fno1] = E[X, — Xpo1 | Fao1] = E[X, | Fuo1] — Xao1.
On en déduit que le processus (X,,) est une martingale si et seulement s'il est adapté, intégrable et vérifie
E[AX, | Fno1] =0, Vo> 1.

Si on pense X,, comme la fortune au temps n d’un joueur, alors (X,,) est une martingale si le jeu est équitable,
une sur-martingale si le jeu est défavorable et une sous-martingale si le jeu est favorable.



Exemple. On reprend I'exemple de la marche aléatoire, en supposant maintenant que les (X;) sont intégrables.
On a vu que le processus (5,,) était adapté. De plus .S, est intégrable comme somme de variables intégrables.
Par ailleurs, le caractére i.i.d. des (X;) montre que X,, est indépendant de F,,_1. Donc

E[AS, | Fr-1] = E[X,, | Fu-1] = E[X,,] = E[X1].
Par conséquent (S,,) est une martingale si et seulement si E[X;] = 0.

Exemple (Martingale fermée). Soit Z une variable aléatoire intégrable. Alors le processus (X,,) défini par
X,, = E[Z|F,] pour tout n est une martingale. En effet (X,,) est alors intégrable et adapté par définition et
d’apres la propriété d’emboitement de I’espérance conditionnelle

E[Xo | Fna] =E[E[Z | Fu] | Fooa] = E[Z | Fra] = X1
Une martingale de cette forme est dite fermée.

Lemme I1.6. Si (X,,) est une martingale alors E[X,] = E[Xo] pour tout n. Autrement dit I’espérance d’une
martingale est constante au cours du temps. De méme l’espérance d’une sous-martingale est croissante et
celle d’une sur-martingale est décroissante.

Démonstration. En prenant espérance de 'égalité E[X,, 11 | F,,] = X,, on obtient E[X,,41] = E[X,,], ce qui
implique le résultat. O

6 Le théoreme d’arrét

Considérons un jeu de pile ou face ou ’on mise 1 euro a chaque fois. Appelons X,, notre gain a la n-ieme
partie (X, vaut donc 1 ou —1 avec probabilité 1/2) et notons

la somme des gains accumulés au temps n. On a vu précédemment que (S,,) est une martingale (le jeu est
équitable). En particulier E[S,] = 0 pour tout n, ce qui montre que le gain moyen est nul. On voudrait
maintenant se permettre de quitter le jeu a un instant dépendant de 'issue méme du jeu, donc & un temps T’
aléatoire. La question qui se pose est la suivante : est-il possible de choisir T' de sorte que notre espérance de
gain en quittant le jeu au temps T soit strictement positive ? La question n’est intéressante que si T' vérifie
certaines hypotheses raisonnables. Considérons quelques exemples :

— On quitte le jeu dés qu’on perd pour la premiere fois

T=inf{n>1:X,=-1}
— On quitte le jeu dés qu’on atteint les 10 euros de gain
T =inf{n >1:8, =10};
— On quitte le jeu juste avant de perdre pour la premiere fois :
T=inf{n>0: X,y =—-1}.

Les deux premieres stratégies semblent parfaitement légitimes. En revanche la troisieme ne 'est pas, elle
suppose de connaitre au temps n le résultat du n + 1-ieéme lancer de piece. De maniere plus formelle la bonne
notion de stratégie a considérer est donnée par la définition suivante. Le cadre est toujours le méme : on
considére un espace de probabilité (€2, F,P) muni d’une filtration (F,,).

Definition II.7. Soit T': @ — NU {400} une variable aléatoire. On dit que T est un temps d’arrét si on a
{IT'=n}eF, VYnelN

Noter qu’un temps d’arrét peut prendre la valeur +oo.



Remarque I1.8. On ne change rien a la définition en remplagant 'ensemble {T' = n} par I’ensemble {T" < n}.
En effet si {T' = n} € F,, pour tout n alors {T' = k} € F, C F, pour tout k < n. Et donc

{T<n}={T=0}U---U{T =n} € F,.
La réciproque se montre de maniere similaire.

Exemple. On reprend les trois exemples précédents la définition, la filtration étant bien sur la filtration
naturelle des (X,,). Le premier temps est bien un temps d’arrét puisque

(T<n}={X;=-1}U---U{X, =1} € F,.

De méme, le deuxieme est aussi un temps d’arrét. Le troisieme n’est pas un temps d’arrét, puisque {T' = n}
dépend de X, 11, qui n’est pas F,,-mesurable. Plus précisément, on a par exemple

{T=1}={X1=1}n{Xy=-1} ¢ F1.
Lemme I1.9. Soit (X,,) un processus adapté et B un Borélien. Alors le temps T défini par
T=inf{n >0: X,, € B}
est un temps d’arrét, appelé temps d’atteinte de B.

Démonstration. Comme (X,,) est adapté {X}, € B} € Fj, C F,, pour tout k¥ < n. Donc
{T<n}={XoeB}U---U{X, € B} € Fp,,
ce qu’il fallait démontrer. O

Remarque II.10. Dans la suite on adoptera la convention inf(f)) = +o00. Donc si X,, ¢ B pour tout n on
dit que le temps d’atteinte de B est infini.

Etant donné un processus (X,,) et un temps aléatoire T on considere le processus arrété en T'

be ] Xy, sin<T
AT X, sinon.

Il faut bien comprendre que X7 est la variable aléatoire w — Xp(.)(w). On en arrive maintenant au théoréme
d’arrét de Doob.

Théoréme I1.11. Si T est un temps d’arrét et (X,,) est une martingale, alors (Xpar) est une martingale.
On a le méme résultat pour les sous-martingales et les sur-martingales.

Remarque I1.12. Le théoreme est vrai sans aucune hypothese d’intégrabilité sur le temps T' qui peut méme
prendre la valeur +o0o avec probabilité positive.

On va en fait montrer un résultat un peu plus général. Rappelons que pour tout n > 1 on note AX,, =
X, — Xp_1 Paccroissement du processus X au temps n.

Definition I1.13 (Transformée de martingale). Soit (X,,) un processus adapté et (Cp),>1 un processus
prévisible. On définit un nouveau processus, noté C' - X en posant (C'- X)g =0et A(C- X),, = C,,AX,, pour
tout n > 1. Autrement dit

(C-X)p=> CiX; — Xi_1).
i=1
Remarque I1.14. La variable (C - X),, est F,-mesurable comme somme de variables F,,-mesurables. Le

processus C' - X est donc adapté.

Lemme I1.15. Soit (C},),>1 un processus prévisible, tel que C,, € L™ pour tout entier n. Alors pour toute
martingale (X,,) le processus C' - X est une martingale. Si de plus le processus (Cy,) est positif, alors on a le
méme résultat pour les sous-martingales et les sur-martingales.



Démonstration. On a déja vu que C - X est adapté. Comme X,, et X, _; sont intégrables AX,, aussi. Et
comme C,, est bornée A(C - X),, = C,,AX,, est aussi intégrable. Donc (C' - X),, est intégrable comme somme
de variables intégrables. En utilisant la prévisibilité de (C),) on obtient

E[A(C - X)n|Fra] = E[ChAX | Fpa] = CLE[AX, | Fri]
pour tout n > 1. Par conséquent, si E[AX,, | F,,—1] = 0 alors
E[A(C X)n | Fna] =0,
ce qui montre que C - X est une martingale. De méme si E[AX,, | F,,_1] > 0 et C,, > 0 alors
E[A(C - X))y | Fa-1] >0,
donc C'- X est une sous-martingale. O

Démonstration du Théoréme I1.11. Remarquons qu’'un processus arrété (X, o) vérifie

X, —X,_1 sin<T
Xn/\T - Xn—l/\T = { 0 ! sinon.

Autrement dit
A)(n/\T = ]]-{nST} A)(n

Par conséquent
XnAT:X0+(C'X)n7 VnZO»

ot (Cy) est le processus donné par C,, = ly,<7}. Remarquons que (C,,) est positif et borné par 1. De plus
si T est un temps d’arrét alors
{n<T}={T<n-1}°e€ F,1

ce qui montre que (C,,) est prévisible. En appliquant le lemme précédent on obtient le résultat cherché. [

On a donc montré que si (X,,) est une martingale et T' un temps d’arrét alors (X,,o7) est une martingale.
En particulier, I’espérance du processus arrété est constante au cours du temps et on obtient

E[Xo] = E[Xor7] = E[X A7)

pour tout entier n. On se pose maintenant la question de savoir si E[Xr] = E[X,]. Remarquons d’abord que
si T prend la valeur +o0o avec probabilité positive alors la variable X1 n’est pas forcément bien définie : on ne
sait pas si la suite (X,,) a une limite presque sure (ce sera l'objet du chapitre suivant) et on ne peut pas parler
a priori de X .. L’exemple suivant montre que méme si T est fini presque surement ’égalité E[Xy] = E[X ]
peut s’avérer fausse.

Exemple. Soit (S,) la marche aléatoire simple sur Z partant de 0. Le processus (5,,) est donc donné par
So=0, Sy=> X; VYn>1,
i=1

ou (X;) est une suite de variables i.i.d. prenant les valeurs 1 et —1 avec probabilité 1/2. On sait que (S,,) est
une martingale par rapport a la filtration naturelle des (X;). Soit

T =inf{n >0: S, =1}
le temps d’atteinte de 1. Alors T" est un temps d’arrét et donc
E[Suar] = E[So] =0

pour tout n. De plus, on peut montrer que 7T est fini presque surement, et par définition de 7', on a Sp =1
p.s. Donc E[St] =1 # E[Sy].



Théoréme I1.16 (Théoreme d’arrét optionnel de Doob). Soit (X,,)n>0 une martingale et soit T un temps
d’arrét. La variable X1 est intégrable et vérifie E[X 1] = E[Xy] dans chacun des cas suivants :

(i) T est borné;
(i) (Xnar) est bornée dans L™= et T < +o00 p.s.;
(iii) T est intégrable et la suite (AX,,) est bornée dans L.

On a un résultat analogue pour les sous-martingales, on obtient dans ce cas E[Xo] < E[X7].

Démonstration. On sait d’apreés le Théoreme I1.11 que (X,ar) est une martingale et donc que pour tout
n>1

E[Xo] = E[Xonr] = E[XnaT]. (1)
Si T est borné, il existe un entier N tel que T' < N p.s. Donc N AT = T p.s. et en appliquant I'égalité
précédente a n = N on obtient le résultat cherché.
Si T est fini presque surement, alors la variable X7 est bien définie et avec probabilité 1, on a X, o7 = X7

pour n assez grand. En particulier
Xorr — XT7 p.s.

Si de plus (X,,ar) est bornée alors par convergence dominée on obtient
E[Xn/\T] — E[XT}

On obtient donc le résultat cherché en passant & la limite dans (1).
Dans le troisieme cas, on sait qu'il existe une constante K telle que |[AX,,| < K p.s. pour tout n et on écrit

nAT

| Xpnr| = |X0 +)AX;
k=1

<|Xo|+ K(nAT) <|Xo|+ KT.

Comme T est intégrable, la suite (X, A7) est dominée par une variable intégrable, et & nouveau le théoréme
de convergence dominée s’applique. O

Remarque I1.17. Les trois cas décrits dans le théoreme sont loin d’étre exhaustifs. Comme le montre la
démonstration, on aura E[X7] = E[X(] dés qu'on peut appliquer le théoreme de convergence dominée & la
suite (X,a1)-

Exemple. On a vu que dans le cas de la marche aléatoire simple (5,) et du temps T d’atteinte de 1, la
conclusion du théoréme était fausse. Par ailleurs on a dans ce cas AS,, =1 ou —1. En particulier (AS,,) est
bornée. Le point (iii) du théoreme montre donc E[T] = co. La marche aléatoire atteint la valeur 1 presque
surement, mais le temps qu’elle met a le faire est en moyenne infini.

Exemple (Ruine du joueur). Soient x et N deux entiers tels que x < N. Soit (X;) une suite i.i.d. de variables
aléatoires valant 1 et —1 avec probabilité 1/2. On pose

pour tout n, on pose
T =inf{n >1: S5, =0ou N},

et on s’intéresse au processus (Spar). Clest la fortune au temps n d’un joueur qui possede initialement z
euros qui mise 1 euro sur un jeu de pile ou face a chaque instant et qui décide de s’arréter des qu’il est ruiné
ou qu’il a atteint la somme de N euros. On veut évaluer la probabilité de ruine P(St = 0). On sait que (S,)
est une martingale (le jeu est équitable) et que T" est un temps d’arrét (c’est le temps d’atteinte de I’ensemble
{0, N}). De plus, par définition de T on a 0 < S, < N pour tout n p.s. La suite (S,a1) est donc bornée.
Remarquons maintenant que T est majoré par le temps S d’attente d’une suite de N + 1 piles consécutifs
et il est clair que S est fini p.s. (détails laissés en exercice). D’apres le point (i4) du théoréme d’arrét on en
déduit
x = E[Sp] = E[ST].
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Mais par définition de T, la variable St ne prend que deux valeurs 0 et N. Par conséquent
E[St] = NP(Sr = N)

et on en déduit que la probabilité de ruine vérifie

]P’(ST:O):I—%.

En conclusion les théoremes d’arrét répondent par la négative a la question initialement posée : dans un
jeu équitable il n’y a pas de stratégie permettant de rendre ’espérance de gain strictement positive.

7 Convergence des martingales

On s’intéresse maintenant a la convergence des martingales. Commengons par remarquer que toutes les
martingales ne convergent pas. Par exemple la marche aléatoire simple (S,) est une martingale vérifiant
presque surement

‘Sn— n71| =1, VYnelN.

En particulier, avec probabilité 1 la suite (S,,) n’est pas de Cauchy.
On dit qu'un processus est borné dans L! si la suite (|| X,||1) est bornée, autrement dit s’il existe une
constante C' > 0 telle que
E[|X,]] <C, VneN.

Le théoréme fondamental suivant est encore di a Doob.

Théoréme I1.18. Une sous-martingale (X, )n>1 bornée dans L' converge presque surement. De plus la
limite X« appartient a L'. En particulier | X | < +00 p.s.

Remarque 11.19. Evidemment le résultat est aussi vrai pour les sur-martingales (remplacer X,, par —X,,).

En revanche la convergence de (X,,) vers X, n’a pas forcément lieu dans L, comme le montre I’exemple
suivant.

Exemple (Quitte ou double). Soit (U, ) une suite de variables i.i.d. valant 0 et 2 avec probabilité 1/2. Soit
XO =1et

Xn:ﬁUi, Vn > 1.

=1

A chaque temps on double nos gains avec probabilité 1/2 ou on perd tout avec probabilité 1/2. 11 est facile
de voir que (X,,) est une martingale pour la filtration naturelle des (U,,). De plus X,, > 0 donc

HXnHl = E[Xn] =1,

ce qui montre que (X,,) est bornée dans L. D’aprés le théoréme précédent (X,,) converge presque surement.
Il est méme facile d’identifier la limite. En effet avec probabilité 1, il existe k tel que U, = 0, et donc tel que
X, = 0 pour tout n > k. Par conséquent X,, — 0 p.s. Comme par ailleurs E[X,,] = 1 pour tout n, la suite
(X,,) ne tend pas vers 0 dans L.

Si (X,,) est une sur-martingale positive alors
E[| Xn[] = E[Xn] < E[X].

Donc (X,,) est bornée dans L;. Plus généralement une sur-martingale minorée est bornée dans L;. De méme
pour une sous-martingale majorée. Le Théoreme I1.18 admet donc le corollaire suivant.

Corollaire I1.20. Une sous-martingale majorée converge presque surement. De plus la limite appartient a
Li. De méme pour une sur-martingale minorée.
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Pour retenir ce résultat il suffit de se rappeler qu'une sous-martingale est un jeu favorable, donc croissant
en moyenne. Le corollaire précédent est donc une version martingale du théoreme d’analyse selon lequel une
suite croissante et majorée converge.

On va décomposer la démonstration du Théoréeme I1.18 en plusieurs étapes. La premiere étape est juste
un résultat d’analyse. Soit (z;) une suite réelle (déterministe) et soient a < b. On appelle nombre de montées
de a & b au temps n, noté U, (a, b) le nombre de fois que la suite (x;) est passée en dessous de a puis au dessus
de b jusqu’au temps n. Plus précisément U, (a,b) est 'entier k£ maximal tel qu'il existe une suite croissante
(i1,...,125) d’entiers compris entre 0 et n tels que pour tout [ € {1,...,k} on ait

Tiy, <@ et x4, >Db
Enfin on appelle U(a, b) = lim,, Uy (a,b) le nombre total de montées de a & b pour la suite (z;).

Lemme I1.21. Si pour tous rationnels p < q on a U(p,q) < +00 alors lim,, x,, existe dans R U {400, —co0}.

Démonstration. Posons a = liminfz, et b = limsupx,, il s’agit de montrer que a = b. Raisonnons par
contraposée. Si a < b on peut par densité de Q dans R trouver deux rationnels p, q tels que

a<p<q<b.

Alors par définition de a et b la suite (z,,) passe une infinité de fois en dessous de p et une infinité de fois au
dessus de ¢. On en déduit facilement que U(p, q) = +oo, ce qu'il fallait démontrer. O

Le lemme clé dans la démonstration du théoréme est le suivant.

Lemme I1.22. Soit (X,,) une sur-martingale et soient a < b des réels. Alors pour tout entier n, le nombre
de montées Up(a,b) au temps n du processus (X;) vérifie

E[(Xn —a)-]

E[U (0,0)] < ="

ot (X, —a)_ désigne la partie négative de X, — a.

Démonstration. On interpréte (X,,) comme un jeu défavorable, et on considere la stratégie suivante : on
commence & jouer quand (X,,) passe en dessous de a pour la premiere fois, on accumule & ce moment les
gains AX,, jusqu'a ce que (X,,) dépasse la valeur b. On s’arréte alors de jouer, jusqu'a ce que (X,,) repasse
en dessous de de a, moment auquel on se remet & jouer, et ainsi de suite. Appelons (W,,) le processus des
gains accumulés au temps n avec cette stratégie. On a alors Wy = 0 et

AW, = C,AX,

avec C,, = 0 ou 1 selon que 'on soit en train de jouer ou pas. Autrement dit W,, = (C' - X),,. La description
de la stratégie nous donne C1 = L{x,<,} et pour n > 2

Cn =1, 1=0x,_1<a} T L{c,_,=1.X,_1<b}-

On en déduit facilement que (C,,) est prévisible, et donc, en utilisant le théoréme d’arrét, que (W,,) est une
sur-martingale. En particulier E[W,,] < 0 pour tout n. Par ailleurs, on a I'inégalité

W, > (b—a)Uy(a,b) — (X, —a)_.

En effet chaque montée complete de a a b nous a fait gagner au moins b — a, et la montée qu’on est
éventuellement en train de faire au temps n nous a fait perdre (X,, — a)_ au pire. En prenant I'espérance et
en utilisant I'inégalité E[IV,,] < 0 on obtient le résultat. O

Démonstration du Théoréme I1.18. Soit (X,,) une sur-martingale bornée dans L'. Il existe C tel que E[|X,,|] <
C pour tout n. Soient a < b des réels, d’apres le Lemme I1.22, le nombre de montées au temps n du processus
(X,,) vérifie
Bl(X, —0)-] _ E[X,]+lal _ C-+ld

b—a - b—a ~ b—a’

E[U,(a,b)] <
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Soit U(a,b) = lim,, Uy, (a, b) le nombre total de montées. Par convergence monotone on peut passer a la limite
dans I'inégalité précédente et on obtient

<C’+|a|

E[U(a,b) € 5

< 400

Par conséquent U(a,b) est intégrable, donc fini presque surement. Et ce pour tous a < b. Comme Q est
dénombrable, on en déduit qu’avec probabilité 1, U(p,q) < +oo pour tous rationnels p < ¢. D’apres le
Lemme I1.21, ceci implique qu’avec probabilité 1 la suite (X,,) admet une limite X, (pouvant éventuellement
prendre les valeurs £00). Il reste & montrer qu’en fait X, est intégrable. D’une part | X,,| — |X| p.s. et d’autre
part E[|X,|] < C pour tout n. Donc par Fatou

E[| Xeol] = E [liminf |X,[] < liminf E[|X,|] < C,
ce qui montre que X, est intégrable. O

On a vu qu'une martingale bornée dans L' convergeait presque surement mais qu’il n’y avait pas
nécessairement convergence dans L'. On va voir maintenant que ce phénomeéne ne se produit pas dans
L2

Théoréme I1.23. Soit (M,,),>0 une martingale bornée dans L?. Alors (M,,) converge presque surement et
dans L.

Evidemment les limites p.s. et L? coincident (par exemple parce que les deux modes de convergence
impliquent la convergence en probabilité). Si (M,,) est bornée dans L? elle I'est aussi dans L'. Le fait que
(M,,) converge p.s. est donc une conséquence du Théoréme I1.18. Par ailleurs la convergence L? implique la
convergence L'. Le résultat implique donc qu'une martingale bornée dans L? converge dans L'. Ceci n’est pas
en contradiction avec I’exemple du quitte ou double qui n’est pas borné dans L? puisqu’il vérifie E[M?2] = 27
pour tout n.

Démonstration. D’aprés ce qui précede il suffit de montrer que (M,,) converge dans L?. Remarquons que les
incréments de (M,,) sont orthogonaux : pour i # j, on a

E[AM;AM;] =0.
En effet supposons par exemple que ¢ < j, comme AM; est Fj-mesurable et AM; AM; est intégrable, on a
E[AM;AM;] = E[AME[AM; | F]].

Par ailleurs la propriété de martingale donne E[AM; | F;] = 0, d’ou le résultat. Par Pythagore on obtient

donc
n

> IAM;|5 = ||M,, — Moll3.

i=1

De plus le membre de droite est borné par hypothese. On en déduit que la série Y || AM;||3 est convergente.
Par conséquent, pour m < n entiers,

n

i=m-+1

tend vers 0 quand m,n — +o0o. Autrement dit la suite (M,,) est de Cauchy dans L2, donc elle converge. [J

8 Application : séries de variables indépendantes
Dans cette section on se donne une suite de variables aléatoires indépendantes (X;) et on s’intéresse a la

convergence de la série > X;. La convergence est ici & prendre au sens de la convergence simple : on dit que
la série Y X; converge si la suite des sommes partielles admet une limite finie.
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Théoreme I1.24. Siles variables X; sont de carré intégrable et d’espérance nulle on a Uimplication suivante
Zvar(XZ-) <400 = ZXi converge p.s.

Si de plus la suite (X;) est bornée dans L la réciproque est vraie.

Démonstration. On pose S, = Y ., X; pour tout n. En utilisant I'indépendance des (X;) et leur caractere
centré, on montre facilement que (.5,) est une martingale par rapport & la filtration naturelle des (X;), notée
(F;) par la suite. De plus comme S,, est de moyenne nulle on a par indépendance

E[S?] = var(S,,) = Zvar(Xi) = Zvar(X,»).

Si Y var(X;) < +oo on en déduit que la martingale (S,,) est bornée dans L?, donc qu’elle converge p.s. et
dans L?. En particulier la limite est finie p.s. ce qui démontre la premiere partie du théoréme. Montrons
maintenant la réciproque, en supposant de plus que |X;| < C p.s. pour tout i et pour une certaine constante
C > 0. On pose A, = >, var(X;). Comme les (X,,) sont indépendantes et centrées on a

E[S? | Fro1] = E[S?_| +2X,S8, 1 + X2 | Fru1] = S%_, +var(X,,),
ce qui montre que le processus (S2 — A,,) est une martingale. On fixe K > 0 et on pose
T =inf{n >1:|S,| > K}.
Comme T est un temps d’arrét on a d’apres le théoreme d’arrét

E[S2

=1 — Anar] = E[S1 — A1] = 0.
De plus par définition de T, on a |[Spar| = [Sp| < K sin < T et
|Snuar| =157 < |S7r—1| + | Xp| < K+C, siT <n.

Dans tous les cas |Syar| < K + C p.s. Par conséquent E[A, 7] < (K + C)? pour tout entier n. D’un
autre c6té, comme (S,,) converge p.s. sup,, |Sn| < +00 p.s. Par conséquent si K est suffisamment grand on a
sup,, |S,| < K et donc T' = 400 avec probabilité positive. Et comme A, p > Aplir—oey on en déduit

- ‘ (K +C)?

En faisant tendre n vers +o0o on obtient la convergence de la série > var(X;). O

C’est un théoreme tres puissant. Combiné au lemme suivant, il permet notamment de retrouver la loi des
grands nombres.

Lemme I1.25 (Lemme de Kronecker). Soit (x,,) une suite de réels. Si la série Y n~'x, converge alors
&
- ];1 xr — 0.

Démonstration. On pose u,, = Zkgn k~1lzy pour tout n > 1 et on appelle [ la limite de (u,,). Remarquons

que
Zuk =(n+u, — Zxk.
k=1

k=1

Or par Cesaro n~! Y k<nuk — 1. Donc en divisant I’égalité précédente par n et en faisant tendre n vers
'infini on obtient le résultat. O

On est maintenant en position de démontrer la loi forte des grands nombres.
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Théoréme I1.26 (Loi forte des grands nombres). Soit (X,,) une suite i.i.d. de variables aléatoires intégrables.

On a
1 n
- Z X; = E[X1], p.s.
i=1
Démonstration. Les X; ne sont pas supposées de carré intégrable. En vue d’utiliser le Théoreme 11.24 on

commence par les tronquer : on pose ¥; = X;ly x,|<;) pour tout entier 7. Notons que puisque les X; sont
identiquement distribuées et intégrables

oo

D OP(Xi #Y) =Y P(IX1] > i) <E[|X;]] < +oo.
=1 i=1

On a donc X; = Y] & partir d’'un certain rang, d’apreés Borel-Cantelli. Par conséquent si n ™! Y i<n Yi converge
alorsn™1 )", <n Xi converge aussi et les limites coincident. Il suffit donc de montrer que n Tty <n Yi = E[X4]
p.s. Posons Z; = Y; — E[Y;]. Les Z; sont indépendantes et centrées. De plus

D var(Zi/i) <Y iR =) i PE[XT1x,<iy) < CE[Xu),
1=1 =1 i=1

pour une certaine constante C. Comme X7 est intégrable on voit que la série > var(Z;/i) converge. D’apres
le Théoreme I1.24 on en déduit que Y Z;/i converge p.s. Donc, d’apres le lemme de Kronecker

1 n
E;Ziﬁo p-s.

Par ailleurs, on a E[Y;] = E[X;1{x,|<;j] = E[X1] par convergence dominée. Donc n~ty. ., ElYi] = E[X,]
par Cesaro. On obtient donc -
1
- > Y, - E[X1] ps.
i<n

ce qu’il fallait démontrer. O

Revenons aux séries de variables indépendantes. Soit (X;) une suite de variables indépendantes. On
suppose que les variables X; sont de carré intégrable, mais on ne suppose plus qu’elles sont centrées.

Théoréme I1.27 (Théoréme des deux séries). Si les deux séries > E[X;] et > var(X;) sont convergentes
alors la série > X; converge p.s. Encore une fois la réciproque est vraie a condition de supposer que la suite
(X;) est bornée dans L.

Démonstration. Le sens direct est immédiat : en appliquant le Théoréme I1.24 & la suite (Y;) donnée par
Y; = X; — E[X,], on obtient la convergence p.s. de > Y;. Mais comme Y E[X;] converge ceci implique que
>~ X; converge p.s. La réciproque est plus astucieuse. On pose Z; = X; — X/, ou la suite (X]) est une copie
indépendante de la suite (X;). On peut alors appliquer la partie <« réciproque » du Théoréme I1.24 aux
variables Z;. On en déduit que > var(Z;) < +o0o0. Mais comme var(Z;) = 2var(X;), on obtient Y var(X;) <
+00. En appliquant maintenant le sens direct du théoréme on obtient la convergence p.s. de la série »_ Y.
Mais si les séries > X, et > Y; convergent toutes les deux, alors Y E[X;] converge aussi. O

On en vient au théoréme principal de cette section.

Théoréme I1.28 (Théoréme des trois séries). Soit (X;) une suite de variables indépendantes. Les X; sont
supposées finies p.s. mais pas forcément intégrables. La série > X; converge p.s. si et seulement s’il existe
une constante C > 0 telle que les trois séries suivantes convergent :

(i) SP(Xi| > C),

(i) S E[Xi Lyxi>oy],

(ZZZ) Z var (Xz ]]-{|X1-|>C})-
De plus les trois séries convergent alors pour toute constante C' > 0.
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Démonstration. Supposons qu’il existe C' tel que les trois séries convergent et posons Y; = X;1{x,/<c}. On
sait que Y E[Y;] et > var(Y;) convergent. Donc > Y; converge p.s. d’aprés le théoréme des deux séries. De
plus par Borel-Cantelli, la convergence de la série (i) implique qu’avec probabilité 1 on a Y; = X, & partir
d’un certain rang. Donc > X; converge p.s. Réciproquement, on suppose que > X; converge p.s. et on se
donne C' > 0. Alors X; — 0 et donc X; < C & partir d’'un certain rang, avec probabilité 1. Comme les X;
sont indépendantes la réciproque de Borel-Cantelli assure alors la convergence de la série (4). A nouveau on
pose Y; = X;1yx,/<c}- Comme Y; = X a partir d'un certain rang, on a convergence p.s. de ) Y;, et comme
les (Y;) sont toutes bornées par C, la réciproque du théoréme des deux séries assure alors la convergence des
séries (i) et (iii). O

16



Troisieme partie

Chaines de Markov

9 Définitions et premieres propriétés

Soit (2, F,P) un espace de probabilité. On va s’intéresser dans cette partie a des processus (X,,) & valeurs
dans un espace M discret, c’est-a-dire que ’ensemble M sera toujours supposé fini ou dénombrable.

Definition ITI.1. Soit (X,,) un processus a valeurs dans M. On dit que (X,,) est une chaine de Markov si
pour tout entier n et pour toute suite zg, ..., z,41 d’éléments de M vérifiant

P(X():an"'aXn :xn) >Oa

on a
]P(Xn—i-l = Tn+1 | XO = TQy--- 7Xn = In) = P(Xn—i-l = $n+1|Xn = xn)

Si de plus cette derniere quantité ne dépend pas de n mais seulement de z,, et x,,41 on dit que la chaine est
homogéne. L’ensemble M est appelé espace d’états.

Autrement dit, un processus (X,,) est une chaine de Markov si pour tout temps n, la loi conditionnelle
du futur X,,+1 sachant le passé Xy,..., X, ne dépend que du présent X,, et éventuellement de l'instant n.
Si de plus cette loi ne dépend pas du temps n la chaine est homogene. Par la suite, on ne va s’intéresser qu’a
des chaines homogenes, par conséquent ’adjectif homogene sera dorénavant sous-entendu.

Definition ITI.2. Une matrice de transition sur M est une application P: M x M — R, telle que pour

tout x € M
> Plz,y) =1.
yeM

Si (X,,) est une chaine de Markov & valeurs dans M la matrice de transition P associée & (X,,) est la matrice
P donnée par
P(z,y) =P(X1 =y | Xo =2).

Remarque II1.3. Si M est de cardinal n, P est une matrice de taille n x n. Si M est infini P est une matrice
avec une infinité de lignes et de colonnes.

Exemple (Marche aléatoire sur Z). Un joueur lance successivement une piece de monnaie truquée, tombant
sur pile avec probabilité p. Chaque fois qu’il obtient un pile, il recoit un euro, chaque fois qu’il obtient un
face, il perd un euro. Alors la fortune S,, du joueur a l’étape n vérifie

g — Sn_1+1 avec probabilité p
"1 S,—1—1 avec probabilité 1 —p

indépendamment du passé. Ceci montre que (S,,) est une chaine de Markov sur Z de matrice de transition
P donnée par
P(k7k+1):p7 P(k,kj—l)zl—p

pour tout k € Z et P(k,l) = 0 dans tous les autres cas.

Exemple (Marche aléatoire sur un graphe). Soit G = (V, E) un graphe non-orienté : V' est un ensemble non
vide et F est un ensemble d’arétes sur V' c’est-a-dire un ensemble de paires {x,y} d’éléments de V. Si aréte
{z,y} est présente dans E on dit que x et y sont voisins et on note cette relation z ~ y. Pour z € V, on note
d(x) le degré de x, c’est-a-dire le nombre de voisins de z. La marche aléatoire sur G est le processus (X,)
a valeurs dans V' qui évolue ainsi : pour tout temps n, conditionnellement au passé Xy, ..., X, la variable
Xp41 est uniforme sur ensemble des voisins de X,,. Autrement dit, (X,,) est une chaine de Markov sur V
de matrice de transition P donnée par

(1$) siz~y

P(%y):{ 0

sinon.
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Exemple (Urne d’Ehrenfest). N molécules de gaz sont réparties dans un récipient divisé en deux enceintes
séparées par une paroi poreuse. A chaque instant une particule choisie uniformément au hasard change
d’enceinte. On note X,, le nombre de particules présente dans la premieére enceinte au temps n. Sachant le
passé Xq,...,X,_1 on a donc

X, = { Xn—1+1 avec probabilité 1 — %;

| X,_1—1 avec probabilité %

Autrement (X,,) est une chaine de Markov, d’espace d’état M = {0,..., N} et de matrice de transition P
donnée par P(0,1) =1, P(N,N —1) =1,

Plz,z+1)=1- P(z,z—1) =

xr -z
N’ N’

et P(z,y) = 0 dans tous les autres cas.

Par définition (X,,) est une chaine de Markov de matrice de transition P si et seulement si pour tout n
et pour toute suite xq, ..., x, d’éléments de M on a

HD(XO = an st aXn = xn) = P(XO = xOv st 7Xn—1 = xn—l)P(‘xn—la xn)
En appliquant cette égalité de maniere répétée on obtient 1’égalité suivante.

Proposition I11.4 (Equation de Chapman-Kolmogorov). Pour tout entier n et pour toute suite g, ..., Tp
d’éléments de M on a

P(Xo =x0y..., X =) = P(Xo = z0)P(z0,21) - - P(Tp—1,Tn),

En particulier la loi de X et la matrice P déterminent la loi du n-uplet (Xo,...,X,) pour tout n.
Si P est une matrice de transition sur M on note P? la matrice donnée par

Pa,y) = 3 P(a,2)P(zy), Va,ye M.
zeEM

I est facile de voir que c’est encore une matrice de transition. Plus généralement, pour tout entier n la matrice
P™ définie par

Pn(xyy) = Z P(Z‘,Jfl)P(Jfl,xg) "'P(xn—lay)7 vxay eEM

L1y Tn—1

est une matrice de transition.

Lemme III.5. On a
P"(z,y) =P(X,, =y | Xo =),

pour tout n et pour tous x,y € M.

Démonstration. D’aprés Chapmann-Kolmogorov

P(Xo =2, X, =y) Z P(Xo=2,X1=21,..., Xn-1 =21, Xn =)

L1y Tn—1

= Y P(Xo=a)Px,z1) Plan_1,y) = P(Xo = 2)P"(z,y).

L1y Tn—1
D’ou le résultat. O

Dans la suite on identifiera une mesure p sur M avec le vecteur ligne (u(z))zens et une fonction f: M — R
avec le vecteur colonne (f(2))zens- Si P est une matrice de transition sur M, alors uP est la mesure donnée
par

pP(x) = > uly)Ply,x), =€ M,
yeEM
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et Pf est la fonction
Pf(z) =Y P(z,y)f(y), € M.

yeM

En utilisant I’égalité P"(z,y) = P(X,, =y | Xo = x) on voit tout de suite que puP™ est la loi de X, lorsque
Xo a pour loi p. De maniere analogue P™ f(z) est la valeur moyenne de f(X,,) sachant Xo =« :

P f(x) = E[f(Xn) | Xo = 2].

Definition III.6 (Récurrence aléatoire). Soient (E, &) un espace muni d’une tribu, soit &1,&z, ... une suite
de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans F et soit f: E x M — M une application mesurable. Soit X, une
variable & valeurs dans M, indépendante de la suite (&;), on définit récursivement

XnJrl = f(gnJrlaXn)v Vn 2 0.
La suite (X,,) est appelé récurrence aléatoire.

Lemme IIL.7. Soit
Xn+1 - f(£n+1aXn)

une récurrence aléatoire, alors (X,,) est une chaine de Markov de matrice de transition P donnée par
P(l'vy):]:?(f(glvx):y% vxayGM'

Démonstration. La définition de (X,,) montre que pour tout n la variable X,, est mesurable par rapport & la
tribu

O—(X()aglv e agn)

Comme par hypothese £, 11 est indépendante de cette tribu, on en déduit que £, est indépendante de X,
et plus généralement que &, 41 est indépendante de

O'(Xl, N 7Xn)
Par conséquent

P(Xn+1 = Tp+1 | Xo = Ty -- ,Xn = .%'n)

=P(f(ln+1, Xn) = Tpt1 | Xo =z, ..., Xn =)
=P(f(€n+1,7n) = Tnt1 | Xo = x0,..., Xn = Tp)
=P(f(§n+1,Tn) = Tpy1)

=P(f (&, 2n) = Tnt1),

ce qu’il fallait démontrer. O
Ce lemme fournit un critére concret pour montrer qu'un processus donné est une chaine de Markov.

Exemple. Reprenons 'exemple de la marche aléatoire et posons £, = 1 si le n-iéme lancer donne pile et —1
sinon. Alors (,) est une suite i.i.d. et on a

Sn-i—l - Sn + fn-{-l
ce qui montre que (S,,) peut s’écrire comme une récurrence aléatoire.

Remarque ITI.8. On peut montrer que la réciproque du lemme précédent est vraie et que toute chaine de
Markov peut s’écrire comme une récurrence aléatoire, mais nous n’utiliserons pas ce fait.
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10 Espace canonique et propriété de Markov abstraite

Rappelons que 'espace M est supposé dénombrable et qu’on prendra toujours 'ensemble P(M) comme
tribu sur M. Comme on ’a vu, on appelle processus & valeurs dans M une suite (X,,) de variables aléatoires
a valeurs dans M définies sur un méme espace de probabilité (2, F,P). On voudrait parler de la loi d’un
processus, qui est donc une mesure de probabilité sur MY. Pour ce faire il faut d’abord préciser la tribu
considérée sur MY,

Definition II1.9. On dit qu’un sous-ensemble A de M est cylindrique s’il ne dépend que d’un nombre fini
de coordonnées. Autrement dit s’il existe un entier n et un sous-ensemble B de M™ tel que

A={we M": (w1,...,w,) € B}.
La classe des ensembles cylindriques sera notée C.
Definition III.10. On pose G = o(C). Cette tribu est appelée tribu produit sur MY,

Le théoréme suivant permet de construire des mesures sur MY muni de la tribu produit. Pour tout entier
n on note P, la projection qui ne garde que les n 4+ 1 premiers termes d’une suite :

P, (w) = (wo, - .. ,wn).

Rappelons la définition de la mesure image. Si u est une mesure sur MY, la projection de p sur M™*+! notée
P,# est la mesure sur M"*! définie par

Po#ti = p(P, 1 (A)), VAC M.

Théoréme I11.11 (Théoréme d’extension de Kolmogorov). Soit (u,) une suite de mesures telle que p, soit
une mesure de probabilité sur M™ pour tout entier n. On suppose que les j, sont compatibles entre elles,
au sens ot pour tout entier n la projection de pi, 1 sur M™ ! coincide avec p,,. De maniére plus explicite
on a

tns1(Ax M) = pn(A), YAC M"™ V¥n €N, (2)

Alors il existe une unique mesure de probabilité u sur (MY,G) dont la projection sur M+ soit égale a pin
pour tout n.

Démonstration (idée). L'unicité est une conséquence du lemme de classe monotone. En effet supposons que u
et v sont deux mesures de probabilité sur MY vérifiant P,#u = P,#v pour tout n. Ceci revient & dire que x
et v coincident sur la classe C des ensembles cylindriques. Mais comme C est une classe stable par intersections
finies qui engendre la tribu G, le lemme de classe monotone assure que p et v sont égales. Pour ’existence,
on commence par définir une application g sur C de la maniere suivante. Soit B € C. Il existe un entier n et
un sous-ensemble A de M tel que B = (P,)~*(A). On pose alors Ji(B) = i, (A). Evidemment n n’est pas
unique, on pourrait par exemple écrire aussi B = (P, 1) (A x M). La condition de compatibilité (2) assure
justement que la définition de p(B) ne dépend pas du n choisi. On montre ensuite que cette application
définit une pré-mesure sur la classe C des ensembles cylindriques. Le théoreme d’extension de Caratheodory
assure ensuite ’existence d’une mesure p sur G = o(C) dont la restriction & C coincide avec [i. O

Exemple (Mesure produit). Soit v une probabilité sur M. Il existe une unique mesure de probabilité sur
(MY, G) dont la projection sur M™ soit égale & la mesure produit v®", pour tout entier n. Cette mesure est
notée v®N.

Exemple (Chaine de Markov). Soit v une mesure de probabilité sur M et soit P une matrice de transition.
Pour z = (xq,...,2,) € M™"! on pose

pn({x}) = v(wo) P20, 1) -+ P(Tn—1,2n).

Ceci définit une mesure de probabilité sur M™ ! et il est facile de voir que la suite (j,) vérifie la condition de
compatibilité (2). Le théoreme d’extension de Kolmogorov assure qu’il existe une unique mesure de probabilité
wsur MY telle que

p({w € MY wo=z0,...,wp = xn}) = v(xg)P(xo,21) - - P(Tp—1, Tn),

pour tout n et pour tout x € ML
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Pour tout entier n on note Cy,: w € MY — w, € M P'application coordonnée correspondante. On peut
reformuler I’équation précédente de la maniére suivante : pour tout n et pour toute suite x, . .., x, d’éléments
de M on a

w(Co = xg,...,Cp =x,) = v(xg)P(x0,21) - - P(Tp—1,Tn)-

Autrement dit, la suite (C,) vue comme un processus défini sur I'espace de probabilité (MY, G, 1) est une
chaine de Markov, ayant loi v au temps 0 et matrice de transition P. Cet espace est appelé espace canonique.
Le processus de coordonnées (C,,) est appelé processus canonique. La mesure p est la loi de la chaine de
Markov sur M partant de v et de matrice de transition P.
Venons en & la propriété de Markov. On introduit pour tout entier n Papplication 6,,: MY — MY qui
décale de n rangs vers la gauche les coordonnées d’une suite :
O (wo, w1,y ... ) = (Wn, Wngts--- ),

pour tout w € MY. Remarquons que I'image réciproque d'un ensemble cylindrique est encore un ensemble
cylindrique. Par conséquent ’application 6,, est mesurable pour la tribu produit G. Comme on I’a vu plus
haut, si (X,,)n>0 est une chaine de Markov sur M, sa loi est complétement déterminée par la loi de X et la
matrice de transition. Dans la suite on précisera parfois la loi de X en indice des signes P et E. De plus si
W = 05 on écrira Py, plutot que Py, .

Théoréme II1.12 (Propriété de Markov). Soit (X,,) une chaine de Markov d valeurs dans M et soit (Fy,)
sa filtration naturelle. Alors pour tout entier n, pour toute fonction F: MY — R qui soit mesurable pour la
tribu G et positive ou bornée on a

E[F 00,(X) | Fu] = w(Xy),
en posant u(z) = B, [F(X)].

Démonstration. 11 suffit de montrer le résultat pour F' = 14 avec A € G. Par un argument de classe monotone
on peut méme supposer que A est cylindrique. Enfin comme M est dénombrable on peut se ramener au cas
ou A est 'image réciproque d’un singleton par P, pour un certain k. Il suffit donc de montrer que pour tous
entiers n et k et pour toute suite zg, ...,z d’éléments de A on a

P(Xn = Ty -- 7Xn+k = Tk | .Fn) = PIU(XO =20, - ,Xk = {Ek).
Or cette égalité est une conséquence directe de I’équation de Chapman-Kolmogorov. O

En appliquant ceci a une fonction F' ne dépendant que d’une coordonnée on obtient le résultat suivant.

Corollaire I11.13 (Propriété de Markov simple). Soit f: M — R. On a E[f(X,1x) | Fu] = P¥f(X,,) pour
tous entiers k,n.

Donnons maintenant un exemple d’application ol la fonction F' dépend de toute la trajectoire. Soit (X,,)
une chaine de Markov a valeurs dans M, soit y € M et soit

T, =inf{n > 0: X,, =y}

le temps d’atteinte de y. Pour # € M on note u(zx) = E;[T}] le temps moyen mis pour atteindre y partant
de z.

Lemme II1.14. La fonction u vérifie le systéme suivant
u(y) =0, u(x) =1+ Pu(z), z#y.

Démonstration. 11 est évident que u(y) = 0. Pour w € MY posons F(w) = inf{n > 0: w, = y}, de sorte que
T, = F(X). Notons que F' est bien G-mesurable. En effet, pour tout entier n

F({n}) = {w € M wo £ 3, w1 # 3,0 = 7}
est un ensemble cylindrique. Par ailleurs, si wy # y alors

Fw)y=inf{n>1:w, =y} =1+inf{n >0: wpp1 =y} =1+ Fob;(w).
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Soit z # y. En utilisant I’égalité précédente et la propriété de Markov on obtient (en notant Fj la tribu
engendrée par X, et X1)

Eo[Ty | Fo] = Bo[F(X) [ F1] = 1+ Eo[F 0 01(X) | F1] = 1+ u(Xy).
En prenant I'espérance de cette égalité on trouve
u(zr) =E;[Ty] = 1+ Ez[u(X1)] = 1+ Pu(x)
ce qui est le résultat annoncé. O

On peut étendre la propriété de Markov au cas ou le décalage n est aléatoire, a condition que ce soit un
temps d’arrét.

Definition ITI.15. Soit (2, F,P) un espace de probabilité muni d’une filtration (F,) et soit T: Q@ — NU
{+00} un temps d’arrét. On appelle tribu arrétée au temps T' I’ensemble

Fr={AeF: An{T =n} € F,, ¥n > 0}.

Proposition II1.16. On a les propriétés suivantes :
(i) Fr est une tribu,
(ii) T est Fr-mesurable,
(iii) si S est un autre temps d’arrét vérifiant S <T p.s. alors Fs C Fr.

La démonstration est laissée en exercice. Intuitivement, la tribu Fr s’interprete comme l'information dont
on dispose au temps aléatoire T'.

Théoreme II1.17 (Propriété de Markov forte). Soit (X,,) une chaine de Markov, soit (Fy,) la filtration
naturelle du processus (X,,) et soit T un temps d’arrét. Pour toute fonction F: MY — R mesurable pour la
tribu produit et positive ou bornée on a en posant u(x) = B, [F(X)]

E[F o 0p(X) | Fr] = w(Xr) sur l’événement {T < +oo}.

Démonstration. Soit A € Fr. Par définition de la tribu Fr on a AN {T = n} € F, pour tout n. D’apres la
propriété de Markov on a aussi
E[F 00,(X) | Fn] = u(Xn).

pour tout entier n. En décomposant suivant les valeurs prises par T' on obtient donc

E [F o 9T(X) ]lA ]1{T<+oo}] = Z E [F o Hn(X) ]lAﬁ{T:n}]
n=0

=Y E[u(Xn) Langr=n}] = E [u(X1)1a Lz io}]
n=0

ce qu’il fallait démontrer. O

11 Récurrence, transience

Soit (X,,) une chaine de Markov sur M de matrice de transition P
Definition II1.18. On dit que x communique avec y sl existe un entier n tel que P™(x,y) > 0.

Remarque II1.19. De maniere équivalente,  communique avec y s’il existe un entier n et une suite finie
Zo,T1,..., 2, d’éléments de M telle que xg = x, ©, = y et P(z;,z; + 1) > 0 pour tout ¢ € {0,...,n}. En
effet comme
P™(z,y) = Z P(z,z1)P(21,22) - P(Tn-1,Y)
L1,y Tny
et les termes de la somme sont positifs ou nuls, la somme est strictement positive si et seulement si 'un des
termes au moins est strictement positif.
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Lemme II1.20. La relation communique est transitive : si x communique avec y et y communique avec z
alors T communique avec z.

Démonstration. 11 existe k et n tels que P¥(x,y) > 0 et P*(y,z) > 0. Alors P"**(x,2) > P*(z,y)P"(y,2) >
0, ce qui montre que x communique avec z. O

Si x communique avec y et y communique avec x ou si x = y alors on dit que z et y communiquent
entre eux. On note x < y cette relation. Le lemme précédent montre que c’est une relation d’équivalence, les
classes d’équivalence (qui forment donc une partition de M) sont appelées classes de communication.

Definition III.21. Si M est formé d’une seule classe de communication, autrement dit si tous les états
communiquent entre eux, on dit que la chaine (X,) est irréductible. On dit aussi que la matrice P est
irréductible.

Exemple. La marche aléatoire sur Z est irréductible. En effet, soient = # y € Z, et posons k = |z — y|. Alors
PF(z,y) =27" > 0.
Donc tous les éléments de Z communiquent entre eux.

Exemple. Soit (X,,) la chaine de Markov sur {1,2,3} de matrice de transition

12 1/2 0
P=|( 12 o 1/2
0 0 1

Remarquons que I’état 3 vérifie P(3,3) = 1. Un tel état est dit absorbant. En effet ceci implique immédiatement
P"(3,3) = 1 pour tout n et donc P*(3,z) = 0 pour tout x # 3. Autrement dit, une fois que la chaine atteint
I’état 3 elle ne peut plus en repartir. En particulier, la chaine n’est pas irréductible. Plus précisément les
classes de communication sont {1,2} et {3}.

Pour x € M on note
+oo

N, = Z 1ix,=0};

n=0

le nombre de passages en x de la chaine (X,,). On appelle
T,=inf{n>1: X, =a}
le temps d’atteinte de  (ou temps de retour en z si Xg = ). Le résultat suivant est fondamental.

Théoreme I1I1.22. Sous P,, autrement dit sachant Xy = x, on a Ualternative suivante :
— Soit N, = 400 presque surement.
— Soit N, est fini presque surement. De plus, dans ce cas Py(T, = +o00) > 0 et N, suit une loi
géométrique de parameétre P, (T, = +00). En particulier N, est intégrable et

1

E[Ny]l=————.
Definition II1.23. Dans le premier cas x est dit récurrent. Dans le deuxieéme cas z est dit transient.

On va décomposer la démonstration du Théoreme I11.22 en plusieurs étapes. On commence par introduire
les différents temps de retour en z. On pose S; = T, et pour n > 1 on définit récursivement

Spe1 =inf{k > S, +1: X} =z}

Autrement dit S;, est le temps du n-iéme retour en z. Il est facile de voir que les S;, sont des temps d’arrét
pour la filtration naturelle du processus (X} ). Rappelons que Fg, désigne la tribu arrétée au temps S, (voir
la Définition I11.15).
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Lemme II1.24 (Régénération). Conditionnellement & ’événement {S, < +oo} la variable Sp+1 — Sy, est
indépendante de Fg, et sa loi coincide avec la loi de S1 = T, sous P,. En particulier si x est récurrent, la
suite (Sp+1 — Sp)n>1 est i.4.d.

Démonstration. Pour w € MY on définit récursivement une suite (F),) de fonctionnelles MY — N U {+oo}
en posant

Fi(w) =inf{k > 1: w, =z}
Froii(w) =inf{k > F,(w)+ 1: wp =2}, VYn>1,

de sorte que S, = F,(X) pour tout n. Notons que la deuxiéme équation peut se réécrire F,, 11 = F,, + F1 00 ,
du moins sur {F,, < +oo}. En utilisant la propriété de Markov forte on a donc

P(Sh41—Sn € A| Fs,) =P(F100s, (X)€ A|Fs,) =u(Xg,) sur {5, <o},

en posant u(y) = P,(F1(X) € A). Mais par définition de Sy, si S,, < +oo alors Xg, = z. L’équation
précédente peut donc se réécrire

P(Spt1—Sn € A| Fs,) =P, (T, € A) sur {S, < oo},
ce qu’il fallait démontrer. O
Corollaire II1.25. On a pour tout entier n
Py (Ny > n) =P, (T, < +00)".

Démonstration. Sous P, on a Xg = z et donc N, > 1 p.s. L’égalité est donc trivialement vérifiée en n = 0.
Soit n > 1, remarquons que puisque S, est le temps du n-iéme retour en x

Ny, >n & 5, < 4o,

Donc en utilisant le lemme de régénération

2(S
2 (Sn < 400, Spt1 — Sn < +00)
2 (S < +00)P, (T, < 400)
(N > n)P (T, < 400).

P.(N, >n+1) nt1 < +00)

¥ R R N

On conclut par récurrence. O

Démonstration du Théoréme III.22. On deux cas possibles : si P, (T, < 400) = 1, alors d’apres le corollaire
précédent P, (N, > n) = 1 pour tout n. En faisant tendre n vers 400 on obtient N, = +0o0 p.s. Autrement
dit x est récurrent. Si au contraire P, (7, < +o00) < 1 alors P, (T, = +0o0) > 0 et le corollaire précédent
mountre que N, suit une loi géométrique de parametre P, (T, = +00), ce qui termine la preuve. O

Corollaire II1.26. Un état x est récurrent si et seulement si

—+oo
Z P*(z,z) = 400
n=0

Démonstration. On se place sous P,. On a vu que soit x est récurrent et dans ce cas N, = 400 p.s. soit = est
transient et dans ce cas N, suit une loi géométrique, en particulier N, est intégrable. Donc x est récurrent
si et seulement si N, n’est pas intégrable. Mais d’apres Fubini

+oo +o00 400
Z l{Xn/—m}] = Z P.(X, =2) = Z P"(z,x).
n=0 n=0 n=0

D’ou le résultat. O
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Corollaire I11.27. Si x et y communiquent entre eux alors ils sont tous les deux du méme type, a savoir
tous deux récurrents ou tous deux transients.

Démonstration. 11 suffit de montrer que si x est transient alors y aussi. Si z,y communiquent, alors il existe
k,1 tels que P*(z,y) > 0 et P!(y,x) > 0. On pose a = P*(z,y)P'(y, ), on sait que « est strictement positif.
Remarquons que pour tout entier n

PR (g 2) > PR, y)P™ (y, y) P (y, ) = a P"(y,y)

Donc ) 1
pr < =) Ptz a) < =) P(z,1).
S P ) < L3 P < LS P
n>0 n>0 n>0
Si x est transient alors le membre de droite est fini, et donc y est aussi transient. O

Remarque III.28. Dans le méme ordre idée, si = est transient on a ) -, P"(y,x) < +oo pour tout y de
M. En effet en utilisant la propriété de Markov forte, on montre que si N, est le nombre de passages en x et
T le temps d’atteinte de x alors

Ey[N;] = Eo [N Py (T, < +00),

pour tout y # z. En particulier E,[N,] < E,[N,] pour tout y.

Par conséquent si la chaine est irréductible, les états sont tous transients ou tous récurrents. On dit donc
que la chaine elle-méme est transiente ou récurrente.

Exemple. Soit (5,) la marche aléatoire simple symétrique sur Z, c’est-a-dire la chaine de Markov sur Z
donnée par

P(k:,kJrl):P(k,k:fl):%, Vk € Z.

Alors (Sy) est récurrente. En effet, pour tout entier n la quantité P(Sz, = 0) est la probabilité de faire
exactement n piles sur 2n lancers de piece, on a donc

Po(San = 0) = <2n> 9-2n,

n

Par ailleurs en utilisant la formule de Stirling on vérifie facilement que
(2n> N 22n

Par conséquent P(Ss,, = 0) ~ (7n)~ /2. Comme la série 3" n~1/2 diverge on en déduit

> P(0,0) =Y P?(0,0) = +o0,

neN neN

ce qui montre que 0 est récurrent, donc que la chaine elle-méme est récurrente puisqu’elle est irréductible.
Supposons maintenant que (S,,) est la marche biaisée, de matrice de transition

Plk,k+1)=p, Plk,k—1)=1—p, VkeZ,

p étant un parametre fixé entre 0 et 1, strictement. On a dans ce cas
2n
Po(S2n, = 0) = (n )pn(l -p)",

et donc

25



Si la marche posséde un biais, c’est-a-dire si p # 1/2, alors 4p(1 — p) < 1, et donc la série
> Po(San = 0)
neN

converge. Par conséquent la marche est dans ce cas transiente. On peut retrouver ce fait en utilisant la loi
des grands nombres. En effet, la loi des grands nombres montre que S, /n converge vers 2p — 1 p.s. Si par
exemple p > 1/2 alors 2p — 1 > 0, et on obtient S,, — 400 p.s. En particulier, avec probabilité 1, S,, ne passe
qu’un nombre fini de fois en 0.

Lemme IT1.29. Une chaine de Markov irréductible sur un espace d’état fini est nécessairement récurrente.

Démonstration. Soit © € M. On a
SN PMay) = Pu(X, € M) = +o0.
yEM n>0 n>0
Comme M est fini, on en déduit qu’il existe y € M tel que
> P (x,y) = +oo.
n>0

Ceci montre que y est récurrent, et donc que tous les états sont récurrents puisque la chaine est irréductible.
O

12 Marche aléatoire sur Z¢

Soit (S,,) la marche aléatoire simple sur Z¢. C’est-a-dire la chaine de Markov sur Z? de matrice P donnée
par
1 g — =1
P(z,y) = { 3¢ 8! |z =yl =

0  sinon
pour tous z,y € Z%. Le but cette section est de montrer le théoreme suivant.

Théoréme II1.30 (Théoreme de Pélya). La marche simple sur Z< est récurrente en dimension 1 et 2, elle
est transiente pour d > 3.

Démonstration. Il est clair que la marche est irréductible en toute dimension. Comme on I’a vu a la section
précédente il suffit d’étudier la convergence de la série > P™(0,0). En dimension 1 on a vu que cette série
divergeait et que donc la marche était récurrente. Plagons nous maintenant en dimension 2. De la méme
maniére qu’en dimension 1, on a P™(0,0) = 0 si n est impair. En effet, pour revenir en & son point de départ
au bout de n étapes il faut avoir fait autant de pas vers la droite que vers la gauche et autant de pas vers
le haut que vers le bas, ce qui implique que n est pair. Soit £ < n, un chemin allant de 0 a 0 en 2n étapes
et faisant k pas vers la droite doit aussi faire k pas vers la gauche, n — k pas vers le bas et n — k pas vers le

haut. Il y a donc
2n\ (2n —k\ (2n—2k\  [2n\ (n 2
k k n—k ) \n)\k
tels chemins. La probabilité individuelle de chacun de ces chemins étant (1/4)?" on en déduit
P2n(0 0) . 2n i n 247271 — 2n 24727’7, i
o \n = \k S \n mn’

ou on a utilisé la formule ), (2)2 = (2:) (exercice) ainsi que I’équivalent (27:‘) ~ 4" /\/7n, lequel se déduit
de la formule de Stirling. Comme la série des 1/n diverge on en déduit Y P™(0,0) = 400 ce qui montre que
la marche est récurrente. En dimension 3, un argument similaire montre que P™(0,0) est nul si n est impair

et que pour tout entier n
2
2n n
P2n 0,0 _ 67271 ,
®.0 ( n ) Z (Z Js k)

i+j+k=n
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n

N ! , 3 3 ,
ol (l ; k) = % est le nombre de fagon de placer n boules numérotées dans 3 urnes numérotées en plagant

i boules dans la premieére urne, j dans la deuxiéme et k dans la troisitme. Comme d’une part > (l ;’ k) = 3"
et d’autre part ( ;’ k) < C'3™/n pour une certaine constante C' (voir ci-dessous) on a

2 2n
(' n ) (3 ) ’
) Z 1,7,k n
i+jt+k=n

et donc P?"(0,0) = O(n=3/2). Comme la série des n~3/2 converge on en déduit 3 P™(0,0) < +oo ce qui
montre que cette fois la marche est transiente. Pour les dimensions supérieures on peut écrire un argument
similaire ou se ramener & la dimension 3 en considérant les trois premieres coordonnées de la marche. Les
détails sont laissés en exercice. O

Lemme II1.31. I existe une constante C' telle que pour tous entiers n,i,j, k tels que n =i+ j + k on ait

(. " ) <o
Z’]7k - n

Démonstration. On étend la fonction factorielle a Ry en posant z! = fooo t®e~t dt pour tout réel positif . En
utilisant Holder on voit que la fonction log x! est convexe. Comme i + j + k = n on en déduit

1
log(n/3)! < g(log i! + log j! + log k!).

Par conséquent (; ") < (,,/5.,/s n/3). En utilisant Stirling il est facile de voir que (n/3 3 n/3) =0(3"/n). O

13 Mesures stationnaires

Soit (X,,) une chaine de Markov. Rappelons que l'espace d’état M est supposé discret, et notons P la
matrice de transition.

Definition ITI.32. Soit p une mesure sur M, on dit que p est stationnaire (ou invariante) si uP = p,
c’est-a-dire si

> w@)P(x,y) = ply), Vye M.
xeM

Remarque I11.33. En raisonnant par récurrence on obtient alors pP™ = u pour tout entier n.

Si p est une mesure de probabilité on a vu que pP™ est la loi de X, sous IP,. Donc si i1 est une probabilité
stationnaire alors la loi de (X,,) est constante au cours du temps sous P,,. On dit que la chaine est & I’équilibre.

Remarque II1.34. Il peut y avoir plusieurs probabilités stationnaires. Par exemple considérons la chaine
sur {1, 2,3} de matrice de transition

0
0 |. (3)
1

—_ O = O
O O =

11 est facile de voir que J3 est stationnaire, et que (d; + d2)/2 est aussi stationnaire.

Evidemment la mesure nulle est toujours stationnaire, de méme que la mesure p vérifiant p(x) = +oo
pour tout z. S’il y a plusieurs classes de communication, il est aussi facile de voir qu'une mesure p vérifiant
p(z) = +oo sur certaines classes de communication et p(z) = 0 sur les autres est stationnaire. De telles
mesures stationnaires ne sont pas intéressantes. Dans la suite on dira qu’une mesure stationnaire est non
triviale s’il existe z € M tel que 0 < p(z) < +o0.

Lemme IT1.35. Si (X,,) est une chaine irréductible et si pu est une mesure stationnaire non triviale alors
0 < p(y) < +oo pour tout y € M.
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Démonstration. Comme p est supposée non triviale, il existe x € M tel que 0 < p(z) < +oo. Soit y € M,
comme P est irréductible, il existe un entier k tel que P¥(x,y) > 0 et un entier [ tel que P'(y,z) > 0. En
utilisant la stationnarité on obtient

ply) = pP*(y) = > p(z)P*(2,y) > p(x) P (x,y),
zeM

ce qui montre que p(y) > 0. De méme

p(z) = pP(z) > p(y) Py, z),
ce qui montre que p(y) < +oo. O

Théoréme IT11.36. Sil’espace d’état M est fini, alors il existe une probabilité invariante. Si de plus la chaine
est wrréductible, la probabilité invariante est unique.

L’existence se déduit du lemme d’analyse suivant.

Lemme II1.37. Soit A: R™ — R™ une application affine et soit K un sous-ensemble convexe compact de
R™ vérifiant AK C K. Alors A admet un point fize dans K, c’est-a-dire qu’il existe v € K tel que Ax = x.

Démonstration. On fixe 1 € K et on pose pour n > 2

n—1
1
Ty = — g Akxl,
n
k=0

(o1 A* désigne I'application A composée k fois). Comme AK C K on a AFx; € K pour tout k et donc
Tn € K pour tout n par convexité de K. Comme K est compact on peut extraire une sous-suite convergente
de (x,). Il existe une suite croissante (nj) d’entiers telle que (z,,) converge vers un élément x de K. Alors
comme A est continue

Az, — Ax.

Par ailleurs, comme A est affine

n—1
1 1
ASEn = ﬁ ];:0 AkJrl(ZL'l) =T, + E(A”xl — xl).

Et comme la suite (A™z1 — x1) est bornée on en déduit que
Az, —x, — 0.
Par conséquent Az, — x,, — 0, ce qui montre que Az = x. O

Démonstration du Théoréme I11.86. On peut supposer que l'espace d’état est M = {1,...,n}. On identifie
une mesure de probabilité p sur M avec le vecteur ligne

(u(1), .-, p(n))

L’ensemble des mesures de probabilité sur M est donc décrit par le simplexe

A,_1= {mER"; z; >0, Vi et Zml = 1}
i=1

qui est un sous-ensemble convexe compact de R™. L’application
w— pP

est linéaire et préserve A,. D’apres le lemme précédent elle admet un point fixe dans A, ce qui prouve
I’existence d’une probabilité invariante.
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On suppose maintenant que la chaine est irréductible. Soit m, u deux probabilités stationnaires, on veut
montrer que 7 = u. D’apres le Lemme I11.35 on a 7(j) > 0 pour tout j. Soit ¢ < n un indice tel que le
rapport p(i)/m (i) soit minimal. On a donc

w(j) = ==7(j), Vi<n.
En utilisant la stationnarité de 7w et p on obtient pour tout entier &k

p(i) = pP* (i) Zu () P*(5,1)
> 30 UER)PHG.) = B P = )

_]<'rL
L’inégalité du milieu est donc une égalité, ce qui implique

N ()
p(G)P*(j,1) = =< m(j) P (j.4)
7 (i)
pour tout 7 < n. De plus comme la chaine est irréductible, étant donné j < n on peut trouver un entier k tel
que P*(j,i) > 0, auquel cas I'égalité précédente devient

Ceci étant valable pour tout j < n, la mesure p est donc un multiple de la mesure 7. Enfin comme p et m
sont des mesures de probabilité on obtient bien p = 7. O

Exemple (Urne d’Ehrenfest). Dans le modele de 'urne d’Ehrenfest, le nombre X,, de particules dans la
premiére enceinte est une chaine de Markov sur {0, ..., N} de matrice de transition P donnée par P(0,1) =1,
P(N,N—-1)=1et

x T
P )=1-—, P -1 ==
($7 X + ) N’ (fL', x ) N
pour tout « € {1,...,N — 1}. Il est facile de voir que cette chaine est irréductible. Comme 1’espace d’état

est fini, le théoreme précédent montre qu’il existe une unique probabilité stationnaire. Vérifions le théoreme
dans ce cas. L’équation de stationnarité devient

p()y = p(0)
ple—D)A5FE +p(e + )50 =p(z),  o=1,...,N-1
N =15 = p(N).

On obtient alors u(1) = Np(0) puis p(2) = N(]gfl)u(O) et on montre facilement par récurrence que

j(z) = (Z)u(o), vz € {0,..., N}

Les mesures stationnaires sont donc toutes de la forme p(z) = (]: )c pour une certaine constante c. En
particulier, I'unique probabilité stationnaire est donnée par

m(z) = <N>2—N, re{0,...,N}.

x
Lorsque 'espace d’état est infini, il n’existe pas forcément de probabilité stationnaire.

Exemple. Considérons la marche aléatoire simple symétrique sur Z. Soit m une mesure stationnaire, on a
alors

m(x) = %W(I -1+ %ﬂ'(l‘ +1)
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pour tout x € Z. Posons u(z) = w(z) — m(x — 1). L’équation précédente devient u(xz + 1) = u(z) pour tout x.
Donc u(z) est constante, donc il existe deux constantes a, b telles que 7(z) = ax + b. Comme par ailleurs =
est une mesure on doit avoir 71(37) > 0 pour tout z € Z donc on a nécessairement a = 0 et b > 0. Autrement
dit 7 est un multiple positif de la mesure de comptage sur Z. Donc, & un facteur multiplicatif pres, la mesure
de comptage sur Z est I'unique mesure invariante pour la marche aléatoire. Ceci montre en particulier que la
marche aléatoire n’admet pas de probabilité invariante.

Si l'espace d’état est infini, le Théoreme II1.36 reste essentiellement vrai & condition d’ajouter une hy-
pothese de récurrence. Plus précisément, on a le résultat suivant, qu’on démontrera dans la prochaine section.

Théoreme II1.38. Soit (X,,) une chaine de Markov admettant au moins un état récurrent. Alors il existe
une mesure stationnaire non triviale. Si de plus la chaine est irréductible, alors les mesures stationnaires
sont toutes multiples les unes des autres.

Exemple. Soit p €]0, 1] et soit (S,) la marche aléatoire biaisée, de matrice de transition P donnée par
P(z,x+1)=p, Plx,c—1)=1—p, VzelZ.

Remarquons d’abord que cette chaine de Markov est toujours irréductible, quelle que soit la valeur de p €]0, 1.
Si p=1/2 on a vu précédemment que la chaine était récurrente. Le théoréme précédent s’applique donc, et
comme on ’a vu plus haut les mesures invariantes sont en effet toutes multiples de la mesure de comptage
sur Z. Si p # 1/2, la mesure de comptage sur Z est toujours invariante, mais la chaine admet maintenant une
deuxieme mesure invariante linéairement indépendante de la premiére : la mesure p donnée par

u(z) = (lpp)x, z el

Ceci montre donc que le théoreme est faux sans 'hypothése de récurrence. Au passage on obtient ainsi une
troisieme démonstration du fait que la marche biaisée est transiente.

14 Excursions

Soit (X,,) une chaine de Markov, soit M son espace d’état et soit P sa matrice de transition. On note
(F,) la filtration naturelle du processus (X,,) : pour tout entier n

]:n = O'(Xo,...7Xn).
Le résultat principal de cette section est le suivant.

Théoréme 111.39. Soit v une mesure de probabilité sur M et soit T' une variable aléatoire vérifiant les deux
conditions suivantes :

(i) T temps d’arrét pour la filtration (Fy,) ;

(i) T est fini p.s. et loi de X sous P, est égale ¢ v. De maniére plus explicite, on a

P, (Xr=2z)=v(z), VreM.
Alors la mesure p définie par

(@) =E,

T-1
Z I{Xn—m}] , Yre M,
n=0

est stationnaire.

Démonstration. Soit f: M — R une fonction positive. Comme Xy = X7 en loi sous P, on a

T—1 T
/ fadu=E, | > f(Xn) > f(Xn)l
M n=0

= n=1

:]EV
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De plus T étant un temps d’arrét, on a {n < T} ={T <n —1}° € F,_1. Donc en utilisant la propriété de
Markov

T
> F(Xn)

E, [Eu [f(Xn) | Frai] I{HST}]

[ ran=c, =S B [f(X)Lnery]
M n=1

M

3
Il
i

M

E, [Pf(Xn-1)L{n<r)]

T—1
)3 Pf(X@} - [ Prau

On a donc [,, fdu = [,, Pfdp pour toute f > 0, ce qui revient & dire que p est stationnaire (exercice). [J

Il
-

n

E,

Lorsque la chaine admet un état récurrent x, on peut appliquer le théoréme a la mesure v = §, et au
temps
T=T,=inf{n>1: X, =x}.

En effet le temps de retour en x est bien un temps d’arrét, il est fini presque surement puisque x est supposé
récurrent, et on a bien str X7, = x p.s. par définition de T,. La condition (i¢) est donc vérifiée. On obtient
donc le corollaire suivant.

Corollaire II1.40. Soit (X,,) une chaine de Markov admettant un état récurrent x. Alors la mesure p,

définie par
T,—1

Z ]l{any}‘| , YyeM.

k=0

pa(y) = Ey

est stationnaire.

Remarque II1.41. Par définition de T, on a u,(x) = 1, ce qui montre que la mesure p, est non triviale.
Le résultat précédent donne donc la premiere partie du Théoreme II1.38 : §’il existe un état récurrent, alors
il existe une mesure stationnaire non triviale.

Montrons maintenant 1'unicité de la mesure stationnaire dans le cas irréductible récurrent.

Proposition I11.42. Soit (X,,) une chaine de Markov irréductible et récurrente, les mesures stationnaires
sont toutes multiples les unes des autres.

Démonstration. Soit x un élément arbitraire de M. On va montrer que les mesures invariantes sont toutes
proportionnelles a la mesure i, définie plus haut. Soit donc v une mesure stationnaire, supposons qu’elle est
normalisée de sorte que v(x) =1 et montrons que v = p,. Soit y # x, comme v est stationnaire et v(z) = 1
on a

v(y) = vP(y) = P(z,y) + Y v(y)P.y)
Y1 74T
On ré-applique cette égalité aux y; a l'intérieur de la somme et ainsi de suite de maniére inductive

v(y) = Px,y) + Y Plx,y)Plyn,y)+ Y, v(y2)Py2,y1)Plyr,y) = -

y1#T Y1 AT, Y2 ~T

Ceci montre en particulier que

v(y) > P(z,y) + Y Ple,y)Plyy)+ D> Pa,y1) Py, 42) Plys,y) + -
Y1#T Y1 AT, Y2 £
=P.(X1=y) +Po(X1 # 2, Xo=y) + P (X1 # 2, Xo #F 2, Xg=y) +---
%) T.—1
= Z]PE(X,L =y;n<T,)=E, Z ]l{any}] = pz(y).
n=1

n=1
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Les mesures v et ju, sont toutes les deux stationnaires et vérifient donc

v(x) = pg(z) =1,
v(y) > pa(y), Yy#Fz

Autrement dit le rapport v(y)/p.(y) atteint son maximum 1 en y = z. En raisonnant de la méme maniére
que dans la preuve du Théoreme I11.36 on en déduit facilement que v(y)/p.(y) = 1 pour tout y, c’est-a-dire
que v = i . 0

On se pose maintenant la question de savoir s’il existe une mesure de probabilité stationnaire. Remarquons
que la masse totale de la mesure p, définie plus haut est

Tp—1
> Lixeem
k=0

Definition ITI1.43. Soit = un état récurrent. Si E,[T,] < +oo on dit que x est récurrent positif. Si au
contraire E,[T,] = 400 on dit que x est récurrent nul.

pa (M) = E, = E,[T5].

Proposition II1.44. Soit (X,,) une chaine irréductible. Les propositions suivantes sont équivalentes.
(i) 1l existe un état récurrent positif.
(i) Tous les états sont récurrents positifs.
(i4i) La chaine admet une probabilité stationnaire.

De plus la probabilité stationnaire w est alors unique et donnée par la formule

m(x) = Vz € M. (4)

Eo[To]”
Démonstration. Montrons d’abord (i) = (ii4). Soit x € M récurrent positif. D’apres le Corollaire 111.40 la
mesure [, est stationnaire, et on a

pg (M) =E;[T,] < 4o0.

Donc la mesure pu, est finie. Il suffit donc de la normaliser pour obtenir une probabilité stationnaire.
Montrons (4i7) = (i7). Supposons qu’il existe une probabilité stationnaire 7 et soit € M. Commencgons par
montrer que x est récurrent. Soit N, = > - l¢x,—»} le nombre de passages en . Comme 7 est stationnaire
et la chaine irréductible on a 7(x) > 0 d’aprés le Lemme II1.35 et donc

E.[N,] = Z 7P"(x) = Z m(x) = 400

n>0 n>0

ce qui montre que z est récurrent (remarque II1.28). Donc la mesure p, donnée par excursion partant de z

est stationnaire. Comme la chaine est supposée irréductible toutes les mesures stationnaires sont multiples les

unes des autres. En particulier p, est proportionnelle & 7. Comme p,(x) =1 et p, (M) = E,[T], on obtient
_ (M) pa(z) 1

BAL]=T00 = 7o) m@) ~ T

Ceci montre que x est récurrent positif, ainsi que I’égalité (4). Ceci termine la preuve puisque I'implication
(74) = (4) est triviale. O

Lorsque cette situation se produit on dit que la chaine elle-méme est récurrente positive.
Exemple. La marche aléatoire simple sur Z est récurrente nulle.

Une conséquence immédiate du résultat précédent est qu'une chaine irréductible sur un espace d’état fini
est nécessairement récurrente positive. En effet on sait dans ce cas qu’elle posseéde une probabilité invariante.
De plus ’égalité (4) permet de calculer explicitement les temps de retour moyens.
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Exemple. Soit G = (V,E) un graphe fini et soit (X,) la marche aléatoire sur G. La chaine (X,,) est
irréductible si et seulement si pour tout z,y € V, il existe un chemin x,...,x, tels que zg = x, x, = y et
x; ~ ;41 pour tout i. On dit que le graphe est connexe. Supposons que cette hypothese est vérifiée. Pour
tout sommet 2 on note d(x) le degré de x. Il est facile de voir que la mesure

wlz)=d(z), VeeV
est stationnaire. En effet pour tout x € V on a
d(z) =Y lony =Y _ d(y)P(y,x).
yeVv yev

Par conséquent la mesure m donnée par

(o) = &) _d@)
p(V)  20El

pour tout x € V est 'unique probabilité stationnaire de la chaine. Pour tout sommet z le temps moyen de

retour en x est donc donné par la formule
E.[T.] = ——.

Exemple (Urne d’Ehrenfest). Le modele de I'urne d’Erhenfest est irréductible, donc récurrent puisque
I’espace d’état est fini. En particulier la chaine revient presque surement en N. On peut alors s’interroger sur
la crédibilité de ce modele, puisqu’on imagine mal dans la réalité la totalité des molécules de gaz se concentrer
dans la premiere enceinte. Pour sauver le modele, calculons l'espérance du temps de retour en N. On a vu
que 'unique probabilité stationnaire est donnée par

I/(m):2_N(]Z>, r€{0,...,N}

D’apres le théoreme précédent le temps moyen de retour en N est donc

Enx[Tn] = %N) =2V,

Si N est de I'ordre du nombre d’Avogadro, disons 1023, alors 2V est un nombre monstrueux. Méme si I'unité
de temps est minuscule (disons 10723 seconde) le temps moyen de retour en N dépasse de plusieurs ordres
de grandeur ’dge de l'univers. Notons par ailleurs que le temps de retour en N/2 est lui beaucoup plus

raisonnable puisque
1 2N
En/o|T) = ———=—— ~/7N/2.
~y2[Tnyel V(N/2) (1\?/’2) TN/

15 Mesures réversibles

Soit (X,,) une chaine de Markov, d’espace d’états M et matrice de transition P.
Definition II1.45. Soit 4 une mesure sur M, on dit que u est réversible si
p() P, y) = wy) Py, ), Yo,y e M.

Exemple. Si P est une matrice symétrique, c’est-a-dire si P(z,y) = P(y,x) pour tous z,y, alors la mesure
de comptage sur M est réversible.

Lemme IT1.46. Si p est réversible alors p est stationnaire.

Démonstration. En utilisant la réversibilité, on obtient pour tout y € M

> w@)Px,y) = Y uy)Ply,z) = ply),

zeEM zeM

ce qui montre que p est stationnaire. O
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Exemple. Soit p €]0, 1] et soit (Sy,) la marche aléatoire biaisée sur Z, de matrice de transition P donnée par
Px,x+1)=p, Plx,x —1)=1—p, VrelZ.

Si p = 1/2 la mesure de comptage sur Z est réversible, donc stationnaire. Si p # 1/2 la mesure de comptage
est toujours stationnaire, mais elle n’est plus réversible.

De méme que pour la stationnarité, lorsque p est une mesure de probabilité, la réversibilité s’interprete
de maniere probabiliste.

Lemme II1.47. Soit m une mesure de probabilité. Alors m est réversible si et seulement si sous P, on a pour
tout entier n

(Xo,Xl,...,Xn) = (Xn,Xn,h...,Xo), en loi.

Démonstration. En utilisant 1'équation de Chapman-Kolmogorov et 'égalité n(z)P(x,y) = 7(y)P(y,z) de
maniere répétée on obtient

Pr(Xo =20, X1 = 1,..., X = @) = 7(20) P20, 21) P21, 32) -+ - P(Tp—1, %)
= m(x1)P(z1,20) P(21,22) - - P(Tp—1,0)

= 7T(-Tn)P(-TlaxO)]D(manl) ce P(.T",In_l)
= PW(XO = l‘n,Xl = Tpn—1y--- 7Xn = .1?0),

ce qui montre que (X, ..., X,) = (X,,...,Xo) en loi. La réciproque est laissée en exercice. O

Autrement dit, une mesure de probabilité 7 est réversible si partant de 7 la loi de la chaine est invariante
par retournement du temps.

Exemple (L’'urne d’Erhenfest). Le modele de I'urne d’Erhenfest a I’équilibre devrait étre invariant par
retournement du temps. Vérifions cette intuition par le calcul. L’équation w(z)P(x,y) = w(y)P(y,x) se
ramene dans ce cas a

N N’
Ceci revient & m(z) = ¥=2tLr(2 — 1) pour tout z, ce qui se résout en
 (N—z+1)---(N-1)N__ (N
m(x) = P11 m(0) = . 7(0).

Autrement dit la loi binomiale de parametre 1/2 est réversible. Comme on le voit sur cet exemple, un
des intérét des mesures réversibles est qu’elles sont en général plus faciles a déterminer que les mesures
stationnaires.

La proposition suivante fournit un critére d’existence de mesure réversible.

Proposition II1.48 (Condition de cycle de Kolmogorov). Soit (X,,) une chaine irréductible. Les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

(i) (X,) admet une mesure réversible non triviale ;

(i) Pour tout entier n et pour toute suite xg,...,x, d’éléments de M vérifiant xg = x,, on a

n—1 n—1
H P($i7$i+1) = H P($i+1,$i)~
i=1 =1

Autrement dit, il existe une mesure réversible si pour tout cycle z1, ..., x, = x; la probabilité de parcourir
le cycle dans un sens ou dans l'autre est la méme.
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Démonstration. Soit p une mesure réversible. En raisonnant comme dans le lemme précédent on obtient

n—1 n—1
wlwo) [ Plai,wigr) = plan) [] Pl@ig, =),
i=1 i=1
pour toute suite g, ..., x,. De plus comme la chaine est irréductible la mesure u charge tous les points, donc

wu(xg) > 0. Par conséquent si xg = x,, on obtient bien I'égalité (ii). Réciproquement supposons que (ii) est
vérifiée. Remarquons qu’on a alors

P(z,y) >0 = P(y,z) >0, Vax,ye€ M.

En effet soient z,y € M. Si x = y 'implication est trivialement vérifiée. Si & # y, comme la chaine est
irréductible il existe une suite z1,...,z, telle que 21 =y, , = x et P(x;,x;4+1) > 0 pour tout i. On pose
alors xg = x et on utilise la Condltlon (i4) pour le cycle xg,x1,..., %y :

n—1 n—1
H P(zi,zi41) = H P(xit1,z;)
=0

1=0

Si P(x,y) > 0 le membre de gauche est alors strictement positif par construction, donc le membre de droite
aussi. Ceci implique en particulier
P(y’x) = P(58171‘0) > 07

ce qu’il fallait démontrer.

Montrons maintenant qu’il existe une mesure réversible. On fixe xy € M arbitrairement et on pose u(zg) = 1.
Soit & # x¢. Comme la chaine est irréductible il existe une suite 1, . . ., z, telle que x, = x et P(x;, x;41) > 0
pour tout . Alors d’apres ce qui précede P(x;41,2;) > 0 pour tout ¢ et on peut poser

) = T Plawins)

o Pl@ivy, @)
Montrons que ceci ne dépend pas de la suite (x;) choisie. Soit y1,...,¥m, une suite vérifiant y,, = x et
P(y;,y; + 1) > 0 pour tout i (en posant yg = xg), il s’agit de montrer que

H B yuyi-i-l H xz,ﬂ?zﬂ

y1+1ayz i—0 x2+17xl>

Mais en réarrangeant les facteurs on voit tout de suite que cette égalité se ramene a la condition de cycle (i7)
pour la suite
(y07y17 ooy Ym—1,T, Tp—1, - - - ,1'17.’170).

La mesure p est donc bien définie. Il est ensuite tres facile de vérifier qu’elle est réversible. O

16 Le théoreme ergodique

On considére une chaine irréductible récurrente positive (X,,). On a vu qu’elle admet une unique proba-
bilité stationnaire 7. On considere la mesure empirique

1 n

C’est une mesure de probabilité aléatoire sur M. On a pour tout y € M

1 n
= Lixi=y)-
k=1

Autrement dit L, (y) est la fréquence au temps n des passages en y de la chaine (X,,).

3
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Théoréme I11.49. Avec probabilité 1, la mesure aléatoire L,, converge en loi vers la probabilité stationnaire
w. De maniére plus explicite, pour toute fonction bornée f sur M on a

1 n
n;f(Xk)H/Mfdﬂ', p.S.

Remarque II1.50. Le théoreme est valable quelle que soit la loi de X.

Démonstration. Dans le cas particulier ou f = 1,3 le théoréme devient

1 n
- Z Lix,—yy — 7(y), Dps.
k=1

On va se contenter de faire la démonstration dans ce cas. On fixe y, on note S1 = T, = inf{n > 1: X,, = y}
le temps de retour en y et pour k > 2 on note Si le temps du k-iéme retour en y. Comme la chaine est
récurrente on sait qu’avec probabilité 1, elle passe une infinité de fois en y et donc que les Sy sont finis. Pour
k > 1 on note 1, = Sk41 — Sk le temps qui s’écoule entre les k-ieme et k + 1-ieme retours en y. Le lemme de
régénération I11.24 assure que les 73 sont i.i.d. et que leur loi commune est donnée par

P(ry =) =P, (T, =), Vi>1
En particulier, comme la chaine est récurrente positive

Elry] = E,[T,) = @

D’apres la loi des grands nombres
1< 1
- T, — ——, D-S.
k ; b n(y)

Comme S est fini p.s. et comme S, = 51 + Zf;ll T;, on en déduit que

S, 1
k m(y)

Ce qu’on peut réécrire Sy, ~ k/m(y). Comme k ~ k + 1 ceci implique en particulier Sy ~ Sj41. Soit
No=nLa(y) = 3 Lix;=y)
j=1

le nombre de passages en y au temps n. Encore une fois comme la chaine est récurrente V,, — +o0o p.s. Donc
par composition des limites Ty, ~ N, /m(y) et Tn, ~ Tn,+1. Or par définition, si N, = k, alors on a fait
exactement k passages en y au temps n, et donc S < n < Sgyi. Autrement dit

SN, <n < SN, +1-

Comme TN, 41 ~ Ty, on en déduit Ty, ~ n et donc N,, ~ nw(y), le tout avec probabilité 1, ce qu’il fallait
démontrer. O

17 Convergence a 1’équilibre

Le théoreme ergodique affirme que la suite de variables aléatoires

1 n
~ Z ]l{Xk=y}
n k=1

converge presque surement vers la constante m(y). Comme cette suite est de plus bornée (comprise entre
0 et 1) on a aussi convergence des espérances, d’apres le théoreme de convergence dominée. On obtient le
corollaire suivant.
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Corollaire III.51. Soit (X,) une chaine de Markov récurrente positive et soit w sa probabilité invariante,
alors pour tout y € M

n

LS B(Xe = 9) — ().
k=1

Remarque II1.52. Encore une fois on ne précise pas en indice la loi de Xy parce que le résultat est valable
pour toute loi initiale.

On peut se poser la question de savoir si la moyenne de Cesaro est nécessaire dans ce résultat : a-t-on
P(X, =y) = 7(y)? Autrement dit est-ce que (X,,) converge vers 7 en loi? La réponse est non en général,
comme le montre I’exemple tres simple suivant.

Exemple. On considére la chaine (X,,) sur {1,2} de matrice de transition

0 1
P= .
Autrement dit si la chaine est en 1 au temps n alors elle est en 2 au temps n + 1 et réciproquement. Il
est clair que cette chaine est irréductible et récurrente positive de probabilité invariante 7 = (d; + d2)/2.
Supposons par exemple que Xy = 1 on aura alors X,, = 1 pour tout n pair et X,, = 2 pour tout n impair, et

ce presque surement. En particulier P1(X,, = 1) vaut 0 ou 1 selon que n soit pair ou impair, ce qui montre
que P1(X,, = 1) ne converge pas vers m(1) = 1/2.

L’objectif de cette section est de donner une condition sous laquelle uP™ — 7 pour toute mesure de
probabilité p sur M. On commence par introduire une distance entre mesures de probabilité appelée distance
en variation totale.

Definition ITI.53. Soit p et v deux mesures de probabilités sur un espace muni d’une tribu (M, .A4). On
appelle distance en variation totale entre p et v, notée TV (u, ), la quantité

TV(u,v) = sup {n(4) —v(4)}.

Remarque II1.54. Remarquons aussi que comme la tribu A est stable par passage au complémentaire on
a en fait

TV (u,v) = f‘teuj‘{\u(fl) —v(A)]}.

Par définition TV (p,v) € [0,1] et TV (p,v) = 0 si et seulement si p = v.1l est aussi facile de voir que la
variation totale vérifie I'inégalité triangulaire :

TV (u,v) <TV(u,m)+ TV(mr,v)

pour toutes mesures de probabilité u, v, 7. On en déduit donc que la variation totale défini une distance sur
I’espace des mesures de probabilités.

Definition ITI.55. Pour x € M, on appelle période de = le plus grand commun diviseur de 1’ensemble
{n eN; P"(z,z) > 0}.

Lemme II1.56. Si x et y communiquent entre eux alors ils ont la méme période.
Démonstration. 11 existe k, 1 tels que P*(x,y) > 0 et P!(y,z) > 0. Soit n vérifiant P"(y,y) > 0. On a
P (@ x) > PH(z,y)Pl(y,x) > 0
PR () > PRz, y) P" (y, y) P (y, ) > 0.

Alors par définition, la période p de x divise a la fois k+1 et k+1+n, donc p divise n. Comme ceci est valable
pour tous les entiers n vérifiant P"(y,y) > 0, on en déduit que p divise leur plus grand commun diviseur, &
savoir la période ¢ de y. En échangeant les roles de x et y on obtient ¢ divise p, et donc p = q. O
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Par conséquent si (X,,) est irréductible tous les états ont la méme période, qu’on appelle donc période de
(X,,). Lorsqu’une chaine est irréductible de période 1, on dit qu’elle est apériodique.

(1) (1) comme matrice de transition est de période 2. La marche aléatoire
simple sur Z est également de période 2. Si P est irréductible et s'il existe = tel que P(z,z) > 0 alors = est
de période 1, donc tout le monde est de période 1 donc P est apériodique. En particulier si P est n’importe
quelle matrice irréductible, la matrice (I + P)/2 est irréductible et apériodique. Cette matrice est parfois
appelée version paresseuse de P. En effet, si une chaine admet (I + P)/2 comme matrice de transition alors
a chaque instant, la chaine se déplace selon la transition donnée par P avec probabilité 1/2 ou reste en place
avec probabilité 1/2. Tl également facile de voir qu’une chaine et sa version paresseuse ont les mémes mesures
invariantes.

Exemples. La chaine ayant

Lemme ITIL1.57. Un élément x est de période 1 si et seulement si P™(x,z) > 0 pour tout n suffisamment
grand. La matrice P est irréductible et apériodique si et seulement si pour tous x,y on a P™(xz,y) > 0 pour
n assez grand.

Démonstration. C’est juste une question d’arithmétique. L’ensemble A = {n € N; P"(x,z) > 0} est toujours
stable par addition. Si x est de période 1, alors A est de pged 1. Montrons qu'un tel ensemble contient
tous les entiers a partir d’un certain rang. On commence par montrer qu’il contient deux entiers consécutifs.

Comme A est de pged 1, d’apres le théoreme de Bezout il existe des entiers relatifs k1, ..., k. et des éléments
ni,...,n,. de A tels que > k;n; = 1, ce qu’on rééerit
T T
i=1 i=1

Posons ng = > (k;)—n;. Comme A est stable par addition Y (k;)_n; et > (k;)+n; appartiennent & A. On
a donc montré que ng et ng + 1 appartiennent a A. Montrons maintenant que A contient tous les entiers
supérieurs & n3. Soit n un entier et soit n = ngq + 7 la division Euclidienne de n par ng. Si n > n32 alors
q > ng >r. Donc g — r et r sont des entiers naturels ce qui montre que n = (¢ — r)ng + r(ng + 1) appartient
a A, comme annoncé.

Si de plus P est irréductible alors pour tous x,y il existe k tel que P*(z,y) > 0. Comme d’aprés ce qui
précede il existe [ tel que P"(x,z) > 0 pour tout n > I, on obtient

P™(z,y) > P" " (x,2)P*(z,y) > 0
pour tout n > k + [. Les réciproques sont évidentes. O

Théoréme III1.58. Soit (X,) une chaine de Markov récurrente positive et apériodique. On appelle w la
probabilité stationnaire. Alors pour tout x € M on a

TV(5,P", 7) — 0.

En particulier pour tous x,y € M

La démonstration utilise une méthode dite de couplage.

Lemme II1.59. Soit (X,,,Y,,) une chaine de Markov sur M x M. On suppose que les processus (X,) et (¥3,)
sont des chaines de Markov sur M ayant la méme matrice de transition P et on pose

T=inf{n>0: X, =Y,}.
Alors en appelant p et v les lois respectives de Xq et Yy, on a l'inégalité

TV(uP™,vP") <P(T >n), VYneN
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Remarque II1.60. En général le fait que (X,,Y,) soit une chaine de Markov n’implique pas que les mar-
ginales (X,,) et (Y;,) le soient aussi, c’est une hypothése qu’on fait. En appelant @) et P les matrices de
transition respectives de (X,,,Y,) et (X,,) cette hypothése se traduit ainsi : pour tous x,2’,y on a

> Q). (@', y) = Pla,a).
y'eM
Notons en particulier que Zy, en Q((z,y), (2',y")) ne dépend pas de y. Plus généralement on aura
> QM (), (2',y) = P(x,y),
y'eM
pour tout entier n.

Démonstration. Montrons d’abord que X, et Y,, ont la méme loi conditionnelle sachant T < n. Soit (F,) la
filtration naturelle du processus (X,,,Y,,). Comme T est un temps d’arrét on a pour tout k <n et x € M

P(X,=x;T=k) =E [IP(X" =z | ,Fk)]l{T:k}] :
En utilisant la propriété de Markov pour le processus (X,,Y;,) et la remarque faite plus haut on obtient

P(Xp = | Fr)= Y P(Xn,Ya) = (2,9) | Fi)
yeM

= Q" (X, Ya), (2,y)) = P (X, ).

yeM
Puis, en utilisant X7 = Yr p.s.,
P(X, = ;T =k) = E [P " (X}, 2) L (7]
=E[P" " (Vi 2)lip_py] =P(Y, = ;T = k).
En sommant cette égalité sur les k < n on obtient
PX,=x;T<n)=PY,=2;T <n)
pour tout x, ce qu’il fallait démontrer. La fin de la démonstration est facile. Pour A C M on écrit
uP"(A) —vP"(A) =P(X, € A) —P(Y, € A)
<P(T>n)+P(X,eAT<n) —PY,eAT<n)=PT >n),
d’apres ce qui précede. En prenant le supremum en A on obtient 1'inégalité cherchée. O

Démonstration du Théoréme II1.58. Soient (X,,) et (Y,,) deux chaines de Markov de matrice de transition P
qui évoluent indépendamment 1'une de l'autre. Autrement dit (X,,,Y,,) est une chaine de Markov de matrice
de transition () donnée par

Q(z,y), («",y") = P(x,2")P(y,y'), Vax,2',y,y € M,

On pose T = inf{n > 0; X,, =Y, }. D’apres le lemme précédent on a (en appelant p et v les lois respectives
de XO et Yo)
TV(uP",vP") <P(T > n).

Montrons maintenant que 7" est fini p.s. C’est ici qu’on va utiliser 'apériodicité. D’apres le Lemme IT1.57, pour
tous x,y,x’,y ona P*(x,y) > 0et P*(z',y') > 0 pour n suffisamment grand. Et donc Q" ((x,y), («',3")) >0
a partir d’un certain rang. En particulier la matrice ) est irréductible. Par ailleurs il est tres facile de voir que
la mesure produit 7 ® 7 est stationnaire pour Q). Donc @ est irréductible et admet une probabilité invariante.
Ceci implique que @ est récurrente positive. La chaine (X,,,Y,,) visite donc tous les points de M x M, en
particulier la diagonale {(z,z), x € M}, ce qui montre que T est fini p.s. Par conséquent P(7' > n) — 0. On
obtient donc
TV(uP",vP") — 0.

Ceci est valable pour toutes mesures de probabilité u,v. En appliquant a v = 7 on obtient le résultat. O
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Pour les applications il est important de savoir a quelle vitesse a lieu la convergence. On a donc besoin
d’estimer P(T" > n). Le couplage indépendant utilisé dans la preuve précédente permet de voir que §, P* — 7
mais il donne rarement le bon ordre de grandeur pour la vitesse de convergence. Etant donnée une chaine
concrete, le jeu consiste a trouver un bon couplage auquel appliquer le Lemme II1.59.

Exemple. Soit Zj, I'ensemble des entiers modulo L. On considere la marche aléatoire paresseuse sur Zy,, de
matrice de transition P donnée par

1 1
P(z,z) = 2 Plz,z+1) = 1 =Plz,x—1), xz€Z

Alors P est irréductible et apériodique et la mesure stationnaire est bien str uniforme sur Zy,. Soient =,y € Zr,
et soit (X,) une marche paresseuse partant de z. Soit (Y;,) une marche partant de y, couplée a (X,,) de la
maniere suivante. Lorsque X,, saute a droite ou a gauche, Y, ne bouge pas, et si X,, reste en place, alors Y,
saute a droite ou a gauche de maniere équiprobable. De maniere plus formelle (X,,,Y,,) est une chaine de
Markov sur Zj, x Zj, de matrice de transition () donnée par

1
Q((Jﬁ,y), (.T + 173/)) = Q((ajay)a (.T - 173/)) = Q((aj?y) = (‘T7y + 1)) = Q((m,y), (‘T7y - 1)) = ia Vr,y € Zy.
En appelant T le temps de couplage, on obtient d’apres le Lemme I11.59

E
TV(6,P",6,P") < P(T >n) < %

Déterminons maintenant E[T]. Posons Z,, = X,, —Y,,. On remarque alors que le processus (Z,,) est également
Markovien et que sa matrice de transition R est donnée par

1
Rz,z+1)=R(z,z—1) = 2 Vo € Zg.

Autrement dit (Z,,) est une marche non paresseuse sur Zy, partant de  — y. On a vu dans le probléme sur
la ruine du joueur que le temps T' quelle met a toucher 0 vérifie

L2

E[T) = |o — ol (L~ o —y) < -

On obtient donc )

TV(5,P",5,P") < 4L—, Vn €N,
n

pour tous z,y € M. Il est facile de voir que ceci implique

L2
TV(6,P", 7)< =, VneN,
4n

pour tout € M. Par conséquent, au bout d’un temps n de 1’ordre de L?, la loi de X,, est proche en variation
totale de la loi uniforme sur Zj,.
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