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Exercice (6 points) Voir TD.

Probléme (14 points)
I - Etude des suites orthonormales.
I-1. On écrit f = P, (f) + (f — Pu(f)) et puisque f — P,(f) est orthogonal & P, (f) (caracté-
risation de la projection orthogonale), le théoréme de PYTHAGORE donne

A1 = 1Pl + 1L = Pal I

D’autre part, ||f — Po(f)|| = dn(f) (autre propriété de la projection orthogonale). L’égalité
demandée en résulte.

I-2. De la question précédente il résulte que si |f|| = 1 on a 1 = ||Po(f)||* + dn(f)2, d’ou

I1P.(f)]] < 1. Mais si f € V,,, on a f = P,(f) et par suite |P,(f)| = ||f|]| = 1. Donc,
sup [|[Pu(f)] = 1.
I7l=1

n
I-3. On sait que P,(f) = > (pr | f)ek- [On peut aussi le redémontrer en calculant
k=0
n
<<f — > {er] f>g0k> |v) = 0 pour v € V,,|. Donc, toujours par le théoréme de PYTHAGORE
k=0

on a ||P.(f)I* = 3 (¢ | £)2. La question I-1. donne alors 3. (o | £)2 +dn(f)? = || f]|* pour
k=0 k=0

tout n € N. Ceci prouve que les sommes partielles de la série a termes positifs > (o | f)?
k=0
sont majorées par || f]|?, donc la série est convergente et on a l'inégalité de BESSEL

o0

D el 1< AP

k=0

(On peut aussi utiliser 1-2.)

I-4. Puisque fr € V, fi est combinaison linéaire de fonctions ¢,,, ce qui signifie que fr € Vi
pour un certain NV et donc a V,, pour tous les entiers supérieurs a N. Donc, pour tout n > N,
e = Pu(fx) dou f — Po(f) = f — Pu(f) + Pu(fx) — fr, c'est-a-dire, puisque P, est linéaire

f=Puf)=Ff—fo+Pulfe—[)
On a donc
1f = Pal O < I = Fell + 1Pa(fi = HIF< 2017 = Fill

Choisissons maintenant € > 0 et k tel que ||f — fx|| < €. Alors, ce qui précéde montre que
pour tout n assez grand, || f — P,(f)| < 2¢ et donc

lim [P.(f) ~ £ =0

I-5. Si ® est une base orthonormale, le sous-espace V est dense dans E. Donc pour toute
f € E, il existe une suite (fx)ren, avec fr € V, qui converge vers f. La question I-4 dit alors
que lim [[Pa(f) — 7] = 0.

Réciproquement, si nlingo |P.(f) — f|| =0, il suffit de poser f, = P,(f). En effet, f, € V,, CV

et la suite (fy,) converge vers f. Donc V est dense dans E et ® est bien une base orthonormale.



IT - Les suites C et S.

1
II-1. Rappelons que : cospcosq = 3 ( cos(p+q) +cos(p — q)) On peut ainsi calculer (si m,n

non nuls)

2(305 (nz) cos(mx)dx

<Cm | Cn> =

3=

(n 4+ m)zx) + cos((n — m)x)dx

\\

051m7ém
lsim=m

I
—— 3=

Calculs évidents pour n ou m nul, et de méme pour S. Par contre, si n # m sont non nuls et
par exemple si n est pair et m impair, m + n et n — m sont impairs et

(Cp, | Sp—1) = 1/ 2 cos(mz) sin(nz)dz
0

™

1 [". .
= /0 sin((n +m)z) + sin((n — m)z)dx

™

1 2 2
R )

T\m-+n n—m

[On remarquera que sur [0, 27|, ces fonctions sont orthogonales.]

I1-2 Soit f € E. La fonction F' devant étre paire, elle doit vérifier, pour = € [—7,0], F(x) =
f(=x). On prolonge cette fonction a R en une fonction 2wr—périodique. La seule propriété a
vérifier est la continuité. Comme f est continue sur [0, 7], F' est continue sur | — m, +7|. Mais
F(m) = F(—7) montre immédiatement que F' est continue. L’unicité est évidente.

La série de FOURIER réelle de F est

co + Z a, cos(nx)

n=1

car I est paire (pas de terme en sinus). On a

1

w=g= | Pwdt=1 [ s =cls)
1 s

an = / F(t) cosntdt
™ J)—nx
1 /0 L[

== [ f(=t)cosntdt+ = | f(t)cosntdt

T J_r ™ Jo

II résulte alors de ’égalité de PARSEVAL (qui est conséquence du fait que les fonctions
2w —périodiques sinnx et cosnx constituent une base orthonormale de C([0, 27|, R)), que

2



1 [T 1 [T 1
— F(t)dt = = 2dt = 2 + = 2
o | F0Pa = [0t = 53 e

—Tr

o0

2> (Vae i n)’

n:l

= <Co\f>2+z<cn\f>2

=3 (Cal £
n=0

La série étant convergente. Ensuite, par un calcul classique (développer le carré scalaire) ou la

question I-1., on a [[f = Pu(£)[* = I£1* = [ Pa(£)II’. Donc, comme |Pu(f)[* = 3 (Ci| £)?

—_

Co|f2+

(question I-3.), il vient

o
I = BalHIP = D (Crl )
k=n+1
ce qui est le reste d’une série convergente, donc de limite nulle quand n tend vers U'infini. En
appliquant I-5., on prouve que C est une base orthonormale de E.

IIT - Sur les polynémes de LEGENDRE.
ITI-1. Soit ay, > 0 pour tout . On a (en posant t = 2l _ 1)
m

1 x 1 x

1 vy
<anQn | aan> = CVn0¢m7r/0 mpn@; - UQTm!Pm@; — 1)dx

1 (1 1 T
= — P,(t P, (t)=dt
anamﬂ /_1 2nn)! n( )Qmm! m( )2

T B | !
_ dn@ / Po(t) P (t)dt
cJ-1

d’ott (nQn | ¥mQm) = 0si m # n et

o, f = L (@ @)T o
el = S o2\ 2l ) T 2t

Pour répondre a la question on doit donc prendre a,, = v/2n + 1.

II1-2. Puisque V,, C V41, il est clair que la distance de f & V,, est supérieure a la distance
de fa Viq1, d'ott dny1,0(f) < dn,g(f). La suite des distances est décroissante.

I11I-3. Soit € > 0 et soit f € E. D’apres le théoréme de WEIERSTRASS, il existe un polynome
A tel que ||f — All, <€ (|| | est la norme de la convergence uniforme sur [0, 7]). Comme
lgll < [lgll pour toute g € E, on a aussi ||f — Al < e. Mais A appartient & un certain
sous-espace V;, g (car les @, sont des polyndmes de degré n et V,, o coincide avec ’ensemble
des polynomes de degré au plus n). Donc d,(f) < [|f — A|| < € et comme la suite (d,,(f) est
décroissante, on a di(f) < € pour tout k& > n. On applique encore une fois I-5. pour conclure
que @ est une base orthonormale de E.



