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Chapitre 0

Introduction

Les groupes de rang de Morley fini sont, d’'un point de vue modele-théorique, les groupes
qui vérifient les conditions maximales de stabilité. En particulier, on peut leur associer une
notion de dimension abstraite : le rang de Morley. Les groupes de rang de Morley fini peuvent
aussi étre vus comme une généralisation des groupes algébriques : un groupe de rang de
Morley fini est un groupe muni d’une dimension analogue a la dimension de Zariski, mais il
n’agit pas nécessairement sur un espace vectoriel. Notamment, il n’y a pas un corps donné
par avance qui permette de retrouver la structure du groupe.

L’étude des groupes de rang de Morley fini a commencé dans les années soixante-dix avec
les travaux de A. Macintyre sur les groupes abéliens [49] et sur la théorie des corps [50]. Les
années suivantes, la théorie s’est développée sous l'influence de Cherlin, Zil’ber, Poizat, Nesin,
Borovik.... Comme nous le verrons dans la section 1.1, B. Poizat a obtenu une axiomatisation
de la notion de groupe de rang de Morley fini. Il est donc désormais possible d’étudier les
groupes de rang de Morley fini d’'une fagon tres algébrique, en utilisant essentiellement des
techniques provenant de la théorie des groupes finis.

La grande majorité des personnes qui travaillent sur le sujet essaient de classifier les
groupes simples et infinis de rang de Morley fini. Plus précisément, ils cherchent a savoir si
la conjecture de Cherlin-Zil’ber est vraie :

Conjecture de Cherlin-Zil’ber : Tout groupe simple et infini de rang de Morley fini est
un groupe algébrique sur un corps algébriquement clos.

Nous ne travaillons pas a cette conjecture, qui constitue habituellement le point central
des études concernant les groupes de rang de Morley fini. Cependant, certains résultats du
chapitre 2 ont déja eu des applications dans des travaux concernant la conjecture de Cherlin-
Zil'ber (cf. travaux de Eric Jaligot, [43]). Il est prévisible que les résultats du chapitre 2 auront
beaucoup plus d’applications pour la conjecture de Cherlin-Zil’ber lorsque seront étudiés les
FT-groupes simples' avec des 2-sous-groupes de Sylow finis, ce qui correspond & la recherche
d’un analogue du théoréme de Feit-Thompson pour les groupes infinis de rang de Morley
fini.

Nous allons analyser les groupes de rang de Morley fini résolubles. Nous étudierons d’abord
ceux qui sont connezes (chapitre 2). Leur comportement est tres particulier, et analyse des
groupes non connexes se fait de fagon fort différente. Ceci s’illustre notamment par ’étude
des sous-groupes de Carter, lesquels sont définis comme étant les sous-groupes localement
nilpotents et autonormalisants. Un phénomene remarquable se produit : pour analyser les

LGroupe simple et infini de rang de Morley fini dont les sous-groupes définissables, connexes et propres
maximaux sont tous résolubles



2 CHAPITRE 0. INTRODUCTION

sous-groupes de Carter des groupes non connexes (et, plus généralement, la structure des
groupes non connexes), nous devons renoncer & rester dans un contexte définissable. Nous
introduisons la classe des sous-groupes localement clos (définition 3.1.1), ce qui correspond
a une notion de définissabilité locale, et nous pouvons alors mieux comprendre la structure
des groupes non connexes (chapitre 3). Ensuite, une analyse plus poussée des groupes non
connexes nous amenera & considérer de nouvelles notions de sous-groupes de Hall (chapitre
4). Finalement, nous pourrons développer deux théories des formations : une pour les groupes
connexes, et une pour les groupes non connexes. Ces théories unifient des résultats d’appa-
rence tres différentes, qui sont énoncés plus tét dans la theése (chapitre 5). Nous présentons
brievement le contenu de chaque chapitres.

Le chapitre 1 contient la liste de presque tous les résultats utilisés au cours de la these.
Toutefois, il y a quelques exceptions : certains faits utilisés seulement une ou deux fois dans
le texte n’avaient pas leur place dans ce chapitre, et sont donc énoncés a ’endroit ou ils sont
utilisés. Dans la section 1.1, on explique en détail ce qu’est un groupe de rang de Morley fini.

Le chapitre 2 est consacré a l'analyse des groupes de rang de Morley fini résolubles et
connezes. Nous étudions notamment les sous-groupes de Carter. Dans le contexte des groupes
connexes, I’étude se fait a partir des sous-groupes anormauz : un sous-groupe H d’un groupe
G est anormalsi g € (H, H9) pour tout g € G. Nous donnons ’équivalence des sous-groupes
anormaux minimaux et des sous-groupes de Carter dans le contexte des groupes de rang de
Morley fini connexes et résolubles (théoréme 2.4.7). Nous analysons aussi les centralisateurs
généralisés (définition 2.4.1) et le radical quasiunipotent (définition 2.7.4), qui constituent
des notions importantes pour la suite. Le contenu des sections 2.1 a 2.6 a fait 'objet d’une
publication & Journal of Algebra [31]. Aussi, la section 2.7 constitue une partie de l'article
[32].

Dans le chapitre 3, on introduit une nouvelle classe de sous-groupes des groupes de rang de
Morley fini : les sous-groupes localement clos. Cette classe de sous-groupes contient les sous-
groupes définissables. Son introduction va nous permettre une analyse assez fine des groupes
de rang de Morley fini résolubles non connexes. Notamment, nous allons pouvoir montrer
que tout groupe de rang de Morley fini résoluble possede une unique classe de conjugaison
de sous-groupes de Carter (théoréme 3.6.6). Aussi, nous montrerons que les sous-groupes
localement clos non triviaux possedent des sections localement closes minimales normales
(proposition 3.5.7). Cette propriété est fondamentale pour la suite. Par soucis de généralité,
mais aussi pour montrer que cette classe de sous-groupes pourrait étre utile pour analyser
les groupes de rang de Morley fini non connexes et non résolubles, nous essayons de ne pas
toujours nous restreindre aux groupes résolubles. Les sous-groupes localement clos ont été
introduits dans [32], et I'essentiel des résultats du chapitre sont contenus dans Iarticle [30],
lequel a été soumis a Journal of Algebra.

Le chapitre 4 concerne deux généralisations de la notion de sous-groupe de Hall. Les m-
sous-groupes de Hall (ce sont les m-sous-groupes maximaux des groupes finis résolubles, pour
7 un ensemble d’entiers premiers) sont des objets d’une importance fondamentale en théorie
des groupes finis résolubles. Leur conjugaison a été prouvée dans [4] pour les groupes de
rang de Morley fini résolubles (et méme, dans le contexte plus général des groupes w-stables
résolubles). Nous considérons co comme un entier premier, et nous introduisons les notions de
w-sous-groupe de Hall généralisés et de sous-groupes mw-couvrants de Hall pour m un ensemble
d’entiers premiers contenant éventuellement co. Ces notions généralisent la notion habituelle
de sous-groupe de Hall. Les principaux résultats du chapitre 4 concernent la conjugaison des
m-sous-groupes de Hall généralisés (théroeme 4.1.18), et celle des sous-groupes m-couvrants de
Hall (théoreme 4.4.9). Nous montrerons aussi des analogues au théoreme de Schur-Zassenhaus
pour les sous-groupes de Hall généralisés (théorémes 4.2.4 et 4.2.6), ce qui nous permettra



d’analyser les sous-groupes de Hall généralisés dans les groupes quotients (corollaire 4.2.8).
Nous poussons plus loin notre analyse des sous-groupes de Hall généralisés et des sous-groupes
couvrants de Hall, et nous étudions les bases de Sylow généralisés et les bases de Sylow
couvrantes. Celles-ci sont conjuguées (théoremes 4.3.8 et 4.4.17). Le contenu des sections 4.1
a 4.3 sera publié & Journal of Algebra (article [32]), et la section 4.4 est une partie de [29].

La théorie des formations a eu un role tres important dans le développement de la théorie
des groupes finis résolubles. En effet, elle a donné un langage commun pour des résultats
fondamentaux, mais aussi trés distincts, de la théorie des groupes finis résolubles tels que le
théoréme de conjugaison des sous-groupes de Hall (cf. [69], p.250 th. 9.1.7) et celui d’existence
et de conjugaison des sous-groupes de Carter (cf. [17]). Dans le chapitre 5, nous donnons
un analogue de cette théorie pour les sous-groupes localement clos des groupes de rang
de Morley fini résolubles. La plupart des résultats des chapitres précédents sont utilisés.
Le théoréeme 5.3.14 unifie plusieurs résultats prouvés plus t6t dans la theése, notamment
le théoreme d’existence et de conjugaison des sous-groupes de Carter et le théoreme de
conjugaison des m-sous-groupes de Hall lorsque 7 est un ensemble d’entiers premiers.

Les fortes particularités des groupes connexes font que ’on peut obtenir une théorie des
formations spécifique aux groupes connexes, tres différente de celle donnée pour les sous-
groupes localement clos. Cette théorie, appelée théorie des formations connezes, est similaire
a la théorie des formations des groupes finis établie par W. Gaschiitz [34]. Dans la derniére
section, nous montrons que la théorie des formations connexes a des liens avec la théories
des formations des sous-groupes localement clos (proposition 5.6.5).

La théorie des formations pour les sous-groupes localement clos fait 'objet de [29]. La
théorie des formations connexes constitue une partie de [31].

Nous finissons par un chapitre ou sont écrites des questions que 'on se pose a la suite
de cette theése, ainsi qu’un rappel de certaines conjectures concernant les groupes de rang de
Morley fini (résolubles).



Chapitre 1
Prérequis

Les quatre livres auxquels nous nous référerons le plus souvent sont [69] pour la théorie
des groupes en général, [10] et [64] pour les groupes de rang de Morley fini, et [80] pour
des résultats plus généraux, concernant notamment les M. -groupes (définition 1.1.9) et les
groupes stables.

Les notions et notations de ce chapitre sont toujours empruntées a 'un de ces quatre
livres.

Pour tout groupe G, on note G° = G = @G, pour tout ordinal i, G'*t! = [G,G7] et
GO = [GD, @] et, pour tout ordinal limite j, GI = ﬂiq Gt et GU) = ﬂKj G . Aussi,
on note &/ = G* = GW le sous-groupe dérivé de G.

Pour tout groupe G on note Z(G) = C¢(G) le centre de G. Pour tout ordinal ¢ on définit
Z;(G@) : on note Zo(G) = 1, pour tout ordinal j, Z;11(G)/Z;(G) = Z(G/Z;(G)) et, pour
tout ordinal limite p, Z,(G) = U, Z;(G). Alors il existe un plus petit ordinal « tel que
Z,(Q) = Z,(G) dés que v est superieur ou égal & a. On note Zo(G) = Z,(G) et Zoo(G)
est appellé I’hypercentre de G. Un groupe G qui est égal son hypercentre est dit hypercentral.
Si un sous-groupe H d’un groupe G est contenu dans ’hypercentre de G, on dit que H est
hypercentral dans G.

Si U/V est un quotient de deux sous-groupes normaux d’un groupe G, on note Ag(U/V)
le groupe des automorphismes de U/V induits par G. Ainsi, Ag(U/V) est isomorphe a
G/Cg(U/V). Par abus de langage, on considérera Ag(U/V) = G/Ca(U/V).

On dit qu'un élément x d’un groupe G est de torsion, s’il est d’ordre fini. Un groupe est
de torsion si chacun de ses élément est de torsion.

Pour toute classe G de groupe, on appelle G-groupe un élément de G.

1.1 Groupes de rang de Morley fini

Nous allons définir un groupe de rang de Morley fini a partir de la notion d’univers rangé.
Cette définition possede 'avantage de permettre un traitement axiomatique des groupes de
rang de Morley fini. Mais ce n’est pas la définition originelle, laquelle peut étre trouvée dans
[63] (section 17.c, p.445). En effet, les groupes que nous définissons s’appelaient, au départ,
groupes de Borovik, ou groupes rangés, et B. Poizat a montré que ceux-ci sont exactement
les groupes de rang de Morley fini :

Fait 1.1.1. - ([64], corollaire 2.14 p.49 et théoréme 2.15 p.54, Poizat) Les notions
de groupes rangés (aussi appelés groupes de Borouvik) et de groupes de rang de Morley fini
coincident.

Un univers est une collection non vide U d’ensembles soumis a certaines conditions. Les
ensembles appartenant a I sont appelés ensembles définissables. Aussi, une fonction entre
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deux ensemble définissables est dite définissable si son graphe I'est. Les conditions que doit
satisfaire un univers sont les suivantes :

U1l — Cloture par opérations booléennes : Si A et B sont deux ensembles définissables,
alors AN B, AU B et A\ B sont aussi définissables.

U2 — Cléture par produits : Si A et B sont deux ensembles définissables, alors leur produit
cartésien, les deux projections canoniques m4 et mg de A X B sur A et B respectivement,
ainsi que les images de 74 et g des sous-ensembles définissables de A x B, sont définissables.
L’ensemble {(a,a) : a € A} est aussi définissable.

U3 — Sous-ensembles finis : Si a est un élément d’un ensemble définissable A, alors le
singleton {a} est définissable.

U4 — Factorisation : Si E(x,y) est une relation d’équivalence définissable sur un ensemble
définissable A (i.e. 'ensemble E = {(z,y) € A% : E(z,y)} est un sous-ensemble définissable
de A?), alors 'ensemble A/E des classes d’équivalences et la surjection canonique A — A/E
sont définissables.

Si U est un univers, alors une fonction rk : U \ {0} — N est appelée un rang si les
axiomes suivants sont satisfaits pour chaque ensembles définissables A et B de U :

R1 — Définition du rang : rk(A) > n + 1 si et seulement s’il existe une infinité de sous-
ensembles définissables et non vides de A, deux a deux disjoints et de rangs supérieurs ou
égaux a n.

R2 — Définissabilité du rang : Si f est une fonction définissable de A dans B, alors
I'ensemble {b € B : 7k(f~1(b)) = n} est définissable pour chaque n € N.

R3 — Additivité du rang : Si f est une surjection définissable de A dans B et si rk(f~1(b))
est égal & un entier n pour chaque b € B, alors rk(A) = rk(B) + n.

R4 — Elimination des quanteurs infinis : Pour toute fonction définissable f de A dans B,
il existe un entier m tel que, pour tout b € B, f~1(b) soit infini dés qu’il contient m éléments
distincts.

Un univers U est dit rangé s’il existe un rang qui satisfait les axiomes ci-dessus. On
remarque que la condition R1 détermine entierement la fonction de rang. Signalons que B.
Poizat a montré que les conditions R1, R2 et R4 impliquent la condition R3 ([64], p.55).

Si L est un langage du premier ordre et si M est une L-structure, on dit que M est une
structure rangée si M est définissable dans un univers rangé. Le rang de M dépend alors de
I'univers dans lequel il est considéré.

Si M = (G,.,71,1,...) est & la fois une structure rangée et un groupe (éventuellement
avec une structure enrichie), on dit que M, ou simplement G, est un groupe rangé. On définit
de la méme fagon un corps rangé. Un groupe (resp. un corps) qui n’est considéré qu’avec sa
structure de groupe (resp. de corps) est dit pur.

L’exemple principal d’univers rangé est celui des ensembles constructibles sur un corps
algébriquement clos K, c’est-a-dire des combinaisons booléennes de fermés de Zariski des
puissances de K. L’axiome U4 est assuré car il y a dans ce cas élimination des imaginaires
selon un théoréme de B. Poizat ([66] ou [63], théoréme 16.21). Le fait que cet univers soit
rangé peut étre démontré en géométrie algébrique (cf. [42]). Dans ce cas, le rang correspond
a la dimension de Zariski. Comme un groupe algébrique sur un tel corps K est construc-
tible, c’est un groupe de rang de Morley fini. Aussi, pour que notre univers soit rangé, nous
sommes obligés de considérer le corps de base K algébriquement clos. En effet, un théoréme
fondamental de la théorie des groupes de rang de Morley fini affirme qu’un corps infini de
rang de Morley fini est algébriquement clos :

Fait 1.1.2. — ([50], Macintyre) Un corps infini de rang de Morley fini est algébriquement
clos.
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Bien entendu, les groupes de rang de Morley fini ne sont pas tous algébriques puis-
qu'un produit direct de deux groupes algébriques, sur deux corps algébriquement clos de
caractéristiques différentes, est de rang de Morley fini sans étre algébrique. Si p désigne un
entier premier, le p-groupe de Priifer

Zyo ={x€C: 2" =1,n e N}

est un autre exemple de groupe de rang de Morley fini non algébrique. A partir de tels
exemples, ou en utilisant des méthodes beaucoup plus compliquées [8], il est possible de
construire des groupes de rang de Morley fini non algébriques.

Cependant, les propriétés des groupes de rang de Morley fini se rapprochent tellement de
celles des groupes algébriques que 'on pense que tous ceux qui sont simples et infinis sont
algébriques. Nous en arrivons a la conjecture la plus importante concernant les groupes de
rang de Morley fini :

Conjecture de Cherlin-Zil’ber : Tout groupe simple et infini de rang de Morley fini est
un groupe algébrique sur un corps algébriquement clos.

De tres nombreux travaux vont dans le sens de cette conjecture. Mais on est encore loin
de la solution. Les deux principaux obstacles a cette conjecture sont d’une part ’existence
possible d’'un mauvais groupe simple® ([19], [20], [13], [55]), d’autre part I'existence possible
d’un mauvais corps :

Définition 1.1.3. — Une structure (K,+,.,T) de rang de Morley fini est un mauvais corps
st (K, 4+,.) est un corps et si T est un sous-groupe propre et infini de K*.

On ne sait pas s’il existe ou non de telles structures. Pendant longtemps, il a été conjecturé
que de tels objets n’existent pas. Suite a certains travaux récents, B. Poizat a conjecturé
leur existence en caractéristique nulle [65]. Par contre, F. O. Wagner a effectué certains
travaux concernant les mauvais corps de caractéristique non nulle, et il conjecture qu’il
n’existe pas de tels objets [78]. Comme cette thése concerne les groupes de rang de Morley
fini résolubles, les études sur les mauvais corps nous concernent directement. En effet, leur
existence fournirait des groupes résolubles avec des propriétés non algébriques, comme le
montre ’exemple suivant :

Exemple 1.1.4. — Si il existe un mauvais corps K de caractéristique nulle avec un sous-
groupe multiplicatif T, infini, propre, définissable et sans torsion, alors G = K. x T (ou T
agit linéairement sur K ;) est un groupe de rang de Morley fini sans torsion et non nilpotent.

Nous donnons maintenant quelques propriétés de bases sur le rang. Un exposé plus détaillé
de ces propriétés peut étre trouvé dans la section 4.2 de [10]. Fixons ¢ un univers rangé avec
un rang rk.

Fait 1.1.5. — ([10], lemmes 4.8, 4.9 et 4.10) Soient A et B deuz ensembles définissables
non vides de U. Alors :

i) rk(A) =0 si et seulement si A est fini;

i1) st A C B, alors rk(A) < rk(B);

iii) rk(AU B) = maz(rk(A),rk(B)).

Un ensemble définissable et non vide A est dit de degré 1sirk(B) < rk(A) ourk(A\ B) <
rk(A) pour chaque sous-ensemble définissable et non vide B de A. On dit que A est de degré
d 81l est réunion de d sous-ensembles définissables de rang égal a rk(A) et de degré 1. Chaque

ensemble définissable et non vide A a un unique degré que 'on note deg(A) ([10], lemmes
4.12 et 4.14).

LGroupe simple et infini de rang de Morley fini dont tous les sous-groupes propres et définissables sont
nilpotents-par-fini
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Fait 1.1.6. - ([10], lemmes 4.15, 4.16 et 4.17) Soient A et B deux ensembles définissables
et non vides de U. Alors :

i) sirk(A) > rk(B), alors deg(AU B) = deg(A) ;

i1) st AC B et rk(A) = rk(B), alors deg(A) < deg(B) ;

1) si f : A — B est une bijection définissable, alors A et B ont méme rang et méme
degré.

Les rangs et degrés des produits cartésiens sont aussi donnés de facon naturelle.

Fait 1.1.7. - ([10], lemme 4.18) Soient A et B deux ensembles définissables et non vides
de U. Alors rk(A x B) =rk(A) + rk(B) et deg(A x B) = deg(A)deg(B).

Un cas particulier des égalités précédentes sera souvent utilisé. Si G est un groupe de rang
de Morley fini avec un sous-groupe définissable H, alors I’ensemble des cosets a gauche (ou
a droite) G/H de H dans G est définissable et rk(G/H) = rk(G) — rk(H). Cette égalité est
appelée |'égalité de Lascar. En particulier, si ¢ : G — H est un homomorphisme définissable
de groupe, on obtient 7k(G) = rk(¢(G)) + rk(Ker(¢)).

L’existence d’un rang et d’un degré implique des contraintes algébriques aux groupes de
rang de Morley fini. La plus fondamentale est la condition de chaine descendante sur les
sous-groupes définissables, ce qui veut dire que toute chaine descendante de sous-groupes
définissables est stationnaire.

Fait 1.1.8. — ([49], Macintyre) Un groupe de rang de Morley fini satisfait la condition de
chaine descendante sur ses sous-groupes définissables.

La condition de chaine descendante sur les sous-groupes définissables s’applique aux cen-
tralisateurs des sous-ensembles des groupes de rang de Morley fini. Les groupes de rang de
Morley fini sont donc des M.-groupes :

Définition 1.1.9. - Un M -groupe est un groupe qui vérifie la condition de chaine descen-
dante sur ses centralisateurs.

Nous finissons cette section par une remarque sur les M -groupes :

Remarque 1.1.10. — Tout sous-groupe d’'un M -groupe est un M -groupe. En effet, si X
est un sous-ensemble d'un M -groupe G, alors il existe une partie finie Xy de X tel que
Ce(X) = Ca(Xo).

1.2 Théorémes fondamentaux

Définition 1.2.1. — Une partie définissable A d’un groupe G de rang de Morley fini est dite
indécomposable si, pour tout sous-groupe définissable H de G, ou bien les éléments de A se
répartissent en une infinité de classes modulo H, ou bien sont tous contenus dans la méme
classe modulo H.

Cette notion est liée a celle de groupe connexe :

Définition 1.2.2. — Pour tout groupe G de rang de Morley fini, on note G° sa composante
connexe, c’est-a-dire l'intersection de ses sous-groupes définissables d’indice fini. Par condi-
tion de chaine descendante sur les sous-groupes définissables de G, G° est un sous-groupe
définissable et d’indice fini de G. On dit qu’un groupe G de rang de Morley fini est connexe
si G=G°.

Remarque 1.2.3. — Un sous-groupe définissable H d’un groupe de rang de Morley fini est
indécomposable si et seulement si il est connexe.
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Le théoréme des indécomposables de Zil’ber est un résultat fondamental de la théorie des
groupes de rang de Morley fini :

Fait 1.2.4. - ([86], Théoréme des indécomposables, Zil’ber) Soient G un groupe de
rang de Morley fini, I un ensemble et (A;);cr une famille de parties indécomposables de G,
chacune contenant ’élément neutre. Alors le groupe H engendré par les A; pour i € I est

définissable et connexe. En fait, il existe un entier m < rk(H) et un m-uple i1, ...,4;, de I
tel que H = (AzlAzm)(Aqum)

Nous donnons deux corollaires du théoréeme des indécomposables de Zil’ber :

Fait 1.2.5. — ([86], Zil’ber) Soit G un groupe de rang de Morley fini, alors un sous-groupe
de G engendré par un ensemble G de sous-groupes connexes et définissables de G est connexe
et définissable et engendré par un nombre fini d’éléments de G.

Fait 1.2.6. — ([86], Zil’ber) Soient G un groupe de rang de Morley fini, H un sous-groupe de
G définissable et conneze et X C G. Alors [H, X] est définissable et connexe. En particulier,
pour tout i € N, H' et H) sont définissables et connezes.

Fait 1.2.7. - ([10], cor. 5.32 p.87) Si G est un groupe de rang de Morley fini, alors G* et
G sont définissables pour tout i € N.

Le fait suivant généralise le fait 1.2.7 :

Fait 1.2.8. — ([3], cor. 2.7, Altinel, Borovik, Cherlin) Soit G un groupe de rang de
Morley fini avec H et N deux sous-groupes définissables tels que H normalise N. Alors [H, N]
est un sous-groupe définissable de G.

F. O. Wagner a donné une autre version du théoréme des indécomposables de Zil’ber (fait
1.2.4) :

Fait 1.2.9. — ([78], Wagner) Soient G un groupe de rang de Morley fini, et X une famille
de sous-ensembles définissables de G. Alors il existe un entier n, des éléments Xy, ..., X, de
X et un sous-groupe définissable H de G contenu dans Xoil...Xffl, tels que XH/H soit fini
pour tout X € X.

Définition 1.2.10. — Dans un groupe de rang de Morley fini G, la cloture définissable d’un
sous-ensemble X de G est l'intersection des sous-groupes définissables de G qui contiennent
X. On la note d(X). Par condition de chaine descendante sur les sous-groupes définissables
de G, c’est un sous-groupe définissable de G.

On peut alors étendre la notion de composante connexe aur sous-groupes des groupes
de rang de Morley fini. Si H est un sous-groupe d’un groupe de rang de Morley fini, la
composante connexe de H est H° = HNd(H)°.

Fait 1.2.11. - ([10], lemme 5.37 p.89, Zil’ber) Soient G un groupe de rang de Morley
fini et X et'Y deuz sous-groupes de G. Alors [d(X),d(Y)] < d([X,Y]).

On appelle section d’un groupe G un groupe de la forme A/B ol B est un sous-groupe
de G et A un sous-groupe de Ng(B). On définit les notions de sous-groupes G-minimauz et
de sections G-minimales :

Définition 1.2.12. — Si H est un sous-groupe d’un groupe de rang de Morley fini G, un
sous-groupe H-minimal de G est un sous-groupe de G définissable, infini, normalisé par H
qui est minimal pour ces conditions.

Si G est un groupe de rang de Morley fini, une section A/B de G est définissable si A
et B sont définissables. Si H est un sous-groupe de G, la section définissable A/B est dite
H-minimale si H normalise A et B et si A/B est infinie et ne contient pas proprement de
section définissable et infinie normalisée par H.
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Fait 1.2.13. - ([9], Belegradek) Soit G un groupe de rang de Morley fini. Si H est un
sous-groupe normal contenant un élément non central de G°, alors H contient un sous-groupe
G-minimal.

On peut remarquer que les sous-groupes G-minimaux d’un groupe G de rang de Morley
fini résoluble sont abéliens. Le fait suivant précise le structure de ces sous-groupes :

Fait 1.2.14. - ([7], Baldwin-Pillay ; [9], Belegradek) Soient G un groupe de rang de
Morley fini résoluble, H un sous-groupe de G et A un sous-groupe H-minimal de G. Alors
A est soit un p-groupe élémentairement abélien, soit un groupe abélien divisible.

1.3 Groupes nilpotents et résolubles
Le fait suivant est un exercice de [10] :

Fait 1.3.1. — ([10], ex. 8 p.98) Soit U un groupe de rang de Morley fini nilpotent. Si ¢ un
endomorphisme définissable de U tel que Cy(¢) =1, alors U = {u" ¢ (u) : u € U}.

Preuve. — La preuve se fait par induction sur la classe de nilpotence de U. En quotientant
U par Z(U), nous nous ramenons au cas ot U est abélien. L’application ¢ : u — u~1¢(u)
est un isomorphisme définissable de U dans ¢(U). On en déduit que 1(U) est un sous-groupe
de U de méme rang et méme degré que U. On obtient U = ¢(U) = {u"1¢(u) :u € U}. O

Nous donnons les définitions de radical de Hirsch-Plotkin et de sous-groupe de Fitting pour
un groupe quelconque. Pour ’étude des groupes résolubles, ces notions sont tres importantes.

Définition 1.3.2. — Le radical de Hirsch-Plotkin d’un groupe G est le sous-groupe de G
engendré par ses sous-groupes localement nilpotents normaux. On le note HP(G).

Le fait 1.3.3 montre que le radical de Hirsch-Plotkin est toujours un sous-groupe locale-
ment nilpotent :

Fait 1.3.3. - ([69], 12.1.2 p.343, Hirsch, Plotkin) Si deux sous-groupes A et B d’un
groupe G sont localement nilpotents et se normalisent, alors AB est localement nilpotent.

Définition 1.3.4. — Dans un groupe G, le sous-groupe de Fitting F(G) est le sous-groupe
de G engendré par ses sous-groupes normauz et nilpotents.

Pour un groupe résoluble quelconque, on a le résultat suivant :

Fait 1.3.5. — ([69], 5.4.4, p.144, Fitting) Pour tout groupe résoluble G, Cc(F(G)) est
contenu dans F(G).

En général, le sous-groupe de Fitting n’est pas nilpotent. En effet, D. H. McLain a
construit un groupe infini, non abélien et caractéristiquement simple G qui est engendré
par ses sous-groupes normaux abéliens [52]. Le fait suivant montre que, dans le contexte des
groupes de rang de Morley fini, le sous-groupe de Fitting est nilpotent :

Fait 1.3.6. — ([54], Nesin) Si G est un groupe de rang de Morley fini, son sous-groupe de
Fitting F(Q) est nilpotent et définissable.

Le fait 1.3.10 donne, en particulier, une condition nécessaire et suffisante pour qu'un
élément x d’un groupe résoluble quelconque G appartienne & HP(G).
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Définition 1.3.7. — Pour tout groupe G et tout éléments go, ..., gntr1 (n € N) de G, on note
[90] =go €t [907 --~agn+1] = [[907 ---7gn],gn+1}-

Si x ety sont deuz éléments du groupe G, on note [x,0y] = = et [X,n11Y] = [[T)n Y], Y]
pour tout n € N.

Si Hy, ..., Hp11 sont des sous-groupes de G (n € N), on note [Ho| = Hy et [Ho, ..., Hyy1] =
[[Ho, ..., Hp], Hpg].

Remarque 1.3.8. — Soient G un groupe et ¢ € N. Si X C G engendre G, alors G¢ est
engendré par les conjugués de ses éléments de la forme [z, ..., 2] avec zg, ..., z. des éléments
de X. En particulier, G est nilpotent de classe au plus ¢ si et seulement si [zg,...,z.] = 1
pour tout éléments xg, ..., . de X.

Définition 1.3.9. — Un élément g d’un groupe G est de Engel gauche si [x,, g] = 1 pour
tout x dans G, ot n peut dépendre de x. Sin peut étre choisi indépendemment de x, alors g
est dit n-Engel gauche, ou Engel gauche borné.

On note L(G) l'ensemble des éléments de Engel gauche de G et L(G) l'ensemble des
éléments de Engel gauche bornés de G.

Fait 1.3.10. - ([36], Gruenberg) Dans tout groupe résoluble G :
(i) pour tout x € L(G), (z) est un sous-groupe sous-normal de G ;
(#) L(GQ) coincide avec HP(G).

En fait, le résultat de Gruenberg dit plus que cela. Il dit que, pour tout groupe résoluble
G, L(G) coincide avec le radical de Baer de G. Celui-ci est défini comme étant le sous-groupe
de G engendré par les sous-groupes cycliques sous-normaux de G. Nous ne ferons pas d’étude
du radical de Baer puisque, dans notre contexte, ce sous-groupe coincide avec le sous-groupe
de Fitting. En effet, J. Derakhshan et F. O. Wagner ont montré ceci :

Fait 1.3.11. - ([80], lemme 1.4.1 p.90, Derakhshan, Wagner) Dans un M_-groupe
résoluble G, L(G) = F(G).

Si A et B sont deux sous-groupes d’'un groupe G et si A et B se centralisent, on note
A x B le produit central de A et B.

La structure des groupes abéliens de rang de Morley fini a été déterminée par A. Macin-
tyre :

Fait 1.3.12. - ([49], Macintyre) Soit G un groupe abélien de rang de Morley fini. Alors
G=D® B, ou D est un sous-groupe divisible et B un sous-groupe d’exposant borné.

Le fait suivant détérmine la structure des groupes nilpotents de rang de Morley fini, et
généralise le fait ci-dessus :

Fait 1.3.13. - ([57], Nesin) Soit G un groupe nilpotent de rang de Morley fini. Alors
G=DxC,D=TxN ou

D est définissable, connexe, caractéristique et divisible,

C est définissable et d’exposant borné,

T est la partie de torsion de D et est abélien et divisible,

N est un sous-groupe sans torsion.

De plus, si G est connexe, alors T est central dans G et C' peut étre choisi connexe et
caractéristique.

En particulier, on remarque que, si G est un groupe de rang de Morley fini nilpotent
et divisible, alors G’ est sans torsion. Altinel, Borovik et Cherlin donnent un résultat plus
général :
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Fait 1.3.14. - ([2], prop. 5.3, Altinel, Borovik, Cherlin) Soit R un groupe conneze de
rang de Morley fini tel que F(R)° soit divisible. Alors [R, F(R)°] est sans torsion.

Le fait suivant dit, en particulier, que tout sous-groupe résoluble (resp. nilpotent) d’un
groupe de rang de Morley fini est contenu dans un groupe de rang de Morley fini résoluble
(resp. nilpotent).

Fait 1.3.15. — ([88], Zil’ber) Soient G un groupe de rang de Morley fini et H un sous-
groupe de G. Si H est résoluble (resp. nilpotent) de classe n, alors d(H) est aussi résoluble
(resp. nilpotent) de classe exactement n.

Le fait 1.3.16 est un résultat fondamental de la théorie des groupes de rang de Morley
fini. Il permet de définir un corps infini dans tout groupe de rang de Morley fini résoluble et
connexe. Ajoutons a cela que le fait 1.1.2 dit que ce corps est algébriquement clos. L’énoncé
donné est celui de [64], théoreme 3.7, p.79 :

Fait 1.3.16. — ([88], Zil’ber) Soit, dans une structure de rang de Morley fini, un groupe
abélien définissable A possédant un groupe abélien infini définissable M d’automorphismes.
Si A est M-minimal, il existe un corps K infini définissable, et une structure définissable
de K-espace vectoriel de dimension un sur A, tels que M agisse K-linéairement : A = K,
M C K*.

Par la suite on aura aussi parfois besoin d’un corollaire du fait ci-dessus :

Fait 1.3.17. — ([88], Zil’ber) Soient G un groupe de rang de Morley fini, conneze et
résoluble et A un sous-groupe G-minimal de G. Alors, pour tout a € A\{1}, Cg(a) = Ca(A).

Le fait suivant donne une information cruciale sur la structure des groupes de rang de
Morley fini résolubles et connexes. Il sera sans cesse utilisé dans cette these.

Fait 1.3.18. — ([58], Nesin; [87], Zil’ber) Si G est un groupe de rang de Morley fini,
connexe et résoluble, G' est nilpotent. En particulier, G' centralise tout sous-groupe G-
minimal de G.

Le fait 1.3.19 est un théoréme de Nesin qui donne encore plus de renseignements sur les
groupes de rang de Morley fini connexes et résolubles. Il s’agit d’une conséquence du fait
1.3.18.

Fait 1.3.19. - ([56], Nesin) Soit G un groupe de rang de Morley fini, connexe et résoluble.
Alors G/F(G)° (et, donc, G/F(G)) est un groupe divisible et abélien.

Le fait 1.3.20, avec le fait 1.3.18, montre qu’un groupe de rang de Morley fini connexe et
résoluble G est nilpotent si et seulement si G/ G®@) est nilpotent :

Fait 1.3.20. - ([69], th. 5.2.10 p.129, Hall) Si un groupe G a un sous-groupe normal et
nilpotent N tel que G/N' soit nilpotent, alors G est nilpotent.

On finit cette section par un résultat de Nesin qui détermine la structure de certains
groupes de rang de Morley fini résolubles et connexes :

Fait 1.3.21. - ([10], lemme 9.14 p.150, Nesin) Soit G un groupe de rang de Morley
fini, conneze, résoluble, tel que Z(G) soit fini et G’ soit G-minimal. Alors G = G' x T pour
un sous-groupe abélien, divisible, définissable, connexe T qui contient Z(G). De plus, deuz
compléments sont conjugués.
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1.4 Les sous-groupes de Hall

Nous commengons cette section par deux résultats généraux sur les groupes localement
finis :

Fait 1.4.1. — ([47], lemme 1.A.2 p.2) Les extensions des groupes localement finis par des
groupes localement finis sont localement finies.

Le fait 1.4.2 est un résultat de base sur les groupes résolubles de torsion. Il sera souvent
utilisé par la suite sans étre mentionné explicitement.

Fait 1.4.2. - ([10], ex. 10 p.5) Soit G un groupe résoluble. Alors G est localement fini si
et seulement si il est de torsion.

Preuve. — 1l suffit de montrer que, si G est de torsion, G est localement fini. Comme un
groupe abélien de torsion est localement fini, G /G(+1) est localement fini pour tout i € N.
Le fait 1.4.1 permet de conclure. [

A partir de maintenant, nous noterons P l’ensemble des entiers premiers. Si 7 est un
sous-ensemble de P, on note 7’ le complémentaire de m dans P. Aussi, pour tout p € P, on

note p’ = {p}’.

Fait 1.4.3. - ([35], th. 2.3, p.177) Soient p € P, P un p-groupe fini et abélien et A un
p’-groupe d’automorphisme de P. Alors nous avons P = Cp(A) x [P, A].

Une preuve du fait suivant est donnée dans [3], fait 2.12 :

Fait 1.4.4. - ([10], ex. 10 p.93, Borovik, Nesin) Soit G un groupe de rang de Morley
fini. Alors la cloture définissable d’un sous-groupe cyclique de G est un produit direct d’un
groupe divisible par un groupe cyclique fini.

Pour tout m C P, on appelle w-tore tout m-groupe abélien et divisible. Pour un p-tore
T (p € P), la dimension du groupe des éléments d’ordre p de T', considéré comme espace
vectoriel sur le corps premier, s’appelle la taille de T'.

Fait 1.4.5. — ([14], Borovik, Poizat) Les sous-p-tores d’un groupe de rang de Morley fini
sont de taille finie, bornée par un certain entier m.

Fait 1.4.6. - ([14], Borovik, Poizat) Soient p € P et T un p-tore dans un groupe G
de rang de Morley fini, alors [Ng(T) : Cq(T)] < oo et méme, il existe un entier c tel que
[Na(T) : Ca(T)] < ¢ pour tout p-tore T de G.

Fait 1.4.7. — ([14], Borovik, Poizat) Soient p € P et P un p-sous-groupe localement fini
d’un groupe G de rang de Morley fini. Alors P satisfait les propriétés suivantes :

i) P° est nilpotent et P° = BxT est le produit central d’un groupe nilpotent B d’exposant
borné et d’un p-tore T'.

it) Si P # 1, Z(P) # 1 et P satisfait la condition de normalisateur.

i11) St P est infini et est d’exposant fini, alors Z(P) contient une infinité d’éléments
d’ordre p et P est nilpotent.

Pour tout groupe G et tout entier premier p, un p-sous-groupe de Sylow de G est un
p-sous-groupe maximal de G. Notons que, si p désigne un entier premier, un p-sous-groupe
localement fini P d’un groupe de rang de Morley fini n’est pas nécessairement nilpotent :

Exemple 1.4.8. — Si on considere le groupe G = C* x (i) ou 4 désigne une involution qui
inverse C*. Alors les 2-sous-groupes de Sylow de G sont de la forme P = Zas x (ig) ol ig
est une involution qui inverse Zss. Pourtant P est localement fini et P n’est pas nilpotent.
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Pour tout m C P et pour tout groupe localement résoluble G, on appelle w-sous-groupe
de Hall un m-sous-groupe maximal de G. Cette définition est différente de celle donnée habi-
tuellement pour les groupes finis, mais les deux définitions sont équivalentes dans le cas des
groupes finis résolubles ([69], p.245 et th. 9.1.7 p.250).

Fait 1.4.9. - ([11], Borovik, Nesin) Soient G un groupe de rang de Morley fini, conneze
et résoluble, p € P et 1 C P. Alors les p-sous-groupes de Sylow de G et les w-sous-groupes
de Hall normaux de G sont connezes.

Fait 1.4.10. — ([4], Altinel, Cherlin, Corredor, Nesin) Soient 1 C P et G un groupe
avec un sous-groupe normal A tel que G/A soit un mw-groupe localement fini. On suppose
A abélien, sans m-élément non trivial et w-divisible. Si A satisfait la condition de chaine
descendante sur les centralisateurs des sous-ensembles de G, alors :

1. A a un complément dans G ;

2. Deux compléments sont conjugués.

8. Tout sous-groupe H de G avec H N A =1 est contenu dans un complément de A.

Les résultats de [4] sont énoncés, en général, pour les groupes w-stables résolubles. Nous
énoncons ces résultats dans le contexte ou nous allons les utiliser : les groupes de rang de
Morley fini résolubles.

Fait 1.4.11. - ([4], Altinel, Cherlin, Corredor, Nesin) Soit 7 un ensemble de nombres
premiers. Alors deuz mw-sous-groupes de Hall d’un groupe résoluble de rang de Morley fini
sont conjugués.

Fait 1.4.12. — ([4], Altinel, Cherlin, Corredor, Nesin) Soient G un groupe de rang de
Morley fini résoluble, N < G, et soit H un w-sous-groupe de Hall de G pour un ensemble
de nombres premiers. Alors :

1. HN N est un w-sous-groupe de Hall de N, et tous les w-sous-groupes de Hall de N
sont de cette forme.

2. 8t N satisfait une des conditions suivantes :

(i) N est un w-groupe ;

(i) N est un 7'-groupe mw-divisible satisfaisant la condition de chaine descendante sur les
centralisateurs dans G ;

(1ii) N est définissable;

alors HN/N est un w-sous-groupe de Hall de G/N, et tous les w-sous-groupes de Hall de
G/N sont de cette forme.

Fait 1.4.13. — ([11], Borovik, Nesin) Soient m un ensemble d’entiers premiers, A un
groupe abélien, H le m-sous-groupe de Hall de A et X un ©'-groupe fini d’automorphismes
de A. Si H a un complément dans A, alors H a un complément X -invariant dans A.

1.5 Les sous-groupes de Carter

Les trois faits suivants montrent que, pour un M.-groupe localement fini, étre localement
nilpotent équivaut a étre hypercentral. On rappelle qu'un groupe G vérifie la condition de
normalisateur si aucun sous-groupe propre de G n’est autonormalisant.

Fait 1.5.1. — ([15], Bryant) Soit G un M-groupe localement nilpotent et localement fini.
Alors G est nilpotent-par-fini et hypercentral.

Fait 1.5.2. — ([69], 12.2.4 p.351) Soit G un groupe hypercentral. Alors G vérifie la condi-
tion de normalisateur.
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Fait 1.5.3. — ([69], 12.2.2 p.350, Plotkin) Soit G un groupe qui vérifie la condition de
normalisateur. Alors G est localement nilpotent.

R. W. Carter a étudié dans [17] les sous-groupes nilpotents et autonormalisants des
groupes finis résolubles. Il a prouvé que tout groupe fini et résoluble possede une unique
classe de conjugaison de sous-groupes nilpotents et autonormalisants. Ces sous-groupes sont
désormais appelés sous-groupes de Carter. Leur étude s’est avérée fondamentale pour I’ana-
lyse des groupes finis résolubles. Cette notion a été généralisée, dans plusieurs directions,
a des classes de groupes infinies. Pour les groupes stables, F. O. Wagner a obtenu certains
résultats en utilisant la méme définition de sous-groupes de Carter. Son travail sur les sous-
groupes de Carter s’établit dans un contexte plus général que celui des groupes de rang de
Morley fini : les R-groupes. Les R-groupes sont des groupes stables sur lesquels, en général,
il n’est pas possible de définir un rang, mais qui ont des propriétés proches de celles des
groupes munis d’un rang. La notion de R-groupe a été introduite par Frank O. Wagner.
Nous énoncons les résultats de F. O. Wagner dans notre contexte :

Fait 1.5.4. — ([79], Wagner) Soit G un groupe de rang de Morley fini connezxe et résoluble.
Alors G a un sous-groupe de Carter C'. Si K est un sous-groupe définissable de G contenant
C°, alors C' N K est un sous-groupe de Carter de K. Si D est un sous-groupe nilpotent de
K d’indice fini dans le normalisateur de sa composante connexe D°, alors D° est conjugué
a C° dans K. De plus K = K'(CNK) et C = Ng(C°).

Fait 1.5.5. — ([79], Wagner) Soient G et C' comme ci-dessus, et K un sous-groupe de G
contenant C. Alors K est autonormalisant, et pour tout sous-groupe définissable normal L
de K avec quotient nilpotent K/L le produit LC est égal a K.

Fait 1.5.6. — ([79], Wagner) Soit G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble.
Supposons que C' soit un sous-groupe de Carter de G. Si K est un sous-groupe définissable
de G contenant C°, alors tous les sous-groupes de Carter de K sont conjugués.

Ces trois résultats ne seront pas utilisés. Nous fournirons une autre approche que celle de
F. O. Wagner aux sous-groupes de Carter. Pour nous, la définition de sous-groupe de Carter
sera la suivante :

Définition 1.5.7. — Un sous-groupe de Carter d’un groupe est un sous-groupe localement
nilpotent et autonormalisant.

La notion de sous-groupe de Carter est I'un des themes centraux de la these. Nous avons
choisi la définition 1.5.7 plutot que celle de R. W. Carter, car un groupe de rang de Morley fini
résoluble non connexe ne possede pas toujours de sous-groupe nilpotent et autonormalisant.
Ceci est illustré par les deux exemples suivants :

Exemple 1.5.8. — Considérons le pur groupe C* et G = C* x (i) ol ¢ désigne une involution
qui inverse C*. Alors les sous-groupes de Carter de G sont exactement ses 2-sous-groupes de
Sylow. Pourtant, les 2-sous-groupes de Sylow de G ne sont pas nilpotents, ni définissables.

F. O. Wagner avait donné dans [77] un exemple de groupe G résoluble, connexe et non
nilpotent de rang de Morley 3 avec un automorphisme ¢ d’ordre 4 tel que gg‘bg‘b2 gqﬁ3 =1
pour tout g € G. Ce groupe nous permet d’obtenir un exemple de groupe de rang de Morley
fini résoluble sans centre avec des sous-groupes de Carter non nilpotents :

Exemple 1.5.9. — ([77], Wagner) Soient K un corps algébriquement clos de caractéristique
distincte de 2 et U = (K1 @K ) K*, ol la multiplication de U est définie par (z,y, 2).(a, b, c) =
(cx +a,cty+b,zc). Alors ¢ : (z,y,2) — (—y,z,21) est un automorphisme d’ordre 4 de
U et, si on considere G = U % (¢), G est un groupe de rang de Morley fini résoluble sans
centre. Aussi les sous-groupes de Carter de G sont exactement les 2-sous-groupes de Sylow
de G, lesquels ne sont pas nilpotents.
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La définition 1.5.7 équivaut a celle de R. W. Carter dans un groupe de rang de Morley
fini résoluble et connexe (théoréme 2.4.7). Elle permet de démontrer le théoréme d’exis-
tence et de conjugaison des sous-groupes de Carter pour les groupes non nécessairement
connexes (théoréme 3.6.6), et correspond a d’autres themes centraux de cette these qui se-
ront développés dans le chapitre 3.

1.6 il-groupes

La notion de U-groupe a été introduite par A. D. Gardiner, B. Hartley et M. J. Tomkinson
dans [33]. Cette classe de groupes sera trés importante pour nous, car tout sous-groupe
localement fini d’un groupe de rang de Morley fini résoluble est un {U-groupe (fait 1.6.3).
L’étude des groupes de rang de Morley fini résolubles faite dans [4] nécessitait aussi I'usage
des résultats concernant les i-groupes.

Définition 1.6.1. — Une classe S de groupes est dite S-close si, pour tout G € S, tous les
sous-groupes de G appartiennent a S.

La classe M des $1-groupes est la plus grande classe S-close de groupes localement finis
satisfaisant les conditions :

(U1) si G € U, alors G posséde une série 1 = Gy I Gy 4... I G,, = G avec des facteurs
localement nilpotents ;

(U2) si G € U et sim CP, alors les w-sous-groupes de Hall de G sont conjugués dans G.

Signalons que B. Hartley a montré dans [38] que (U2) implique (U1).
Le fait suivant montre que tout quotient d’un 4-groupe est un i-groupe.

Fait 1.6.2. — ([33], lemme 2.1, Gardiner, Hartley, Tomkinson) Soient 7 C P, G un
U-groupe, N un sous-groupe normal de G et S un w-sous-groupe de Hall de G. Alors SN/N
est un w-sous-groupe de Hall de G/N et tous les w-sous-groupes de Hall de G/N sont de cette
forme. En particulier, G/N est un $i-groupe.

Fait 1.6.3. — ([16], Bryant, Hartley) Un M. -groupe localement fini et résoluble est un
U-groupe. En particulier, si G est un M_-groupe localement fini et résoluble, si N est un
sous-groupe normal de G et si S est un w-sous-groupe de Hall de G pour m C P, alors SN/N
est un m-sous-groupe de Hall de G/N et tous les w-sous-groupes de Hall de G/N sont de cette
forme.

Nous donnons le théoreme concernant les sous-groupes de Carter dans les M. -groupes
localements finis résolubles. Il provient de la section 5 de [33] (ou il est donné pour les
i-groupes) et du fait qu'un M -groupe résoluble et localement fini est un L-groupe.

Fait 1.6.4. - ([33], section 5, Gardiner, Hartley, Tomkinson) Tout quotient d’un M-
groupe localement fini résoluble G a un sous-groupe de Carter C et deuz tels sous-groupes

sont conjugués. De plus, si N est un sous-groupe normal de G tel que G/N soit localement
nilpotent, G = NC.



Chapitre 2

Groupes connexes

Dans 'étude des groupes de rang de Morley fini, il est important de bien connaitre
ceux qui sont connexes et résolubles pour plusieurs raisons. D’abord, en ce qui concerne
cette these, notre étude des groupes de rang de Morley fini résolubles et non nécessairement
connexes demandera une bonne compréhension de la structure des groupes connexes. Nous
le verrons dans les chapitres suivants. Ensuite, et surtout, les applications concernant 1’étude
des groupes connexes dépassent le cadre des groupes résolubles puisqu’il y a des applications
dans certains travaux concernant la conjecture de Cherlin-Zil’ber. En effet, certains résultats
démontrés ici (concernant notamment les centralisateurs généralisés, définition 2.4.1) sont
utilisés par Eric Jaligot dans [43]. Cela est dii au fait que 1’étude des ”petits” groupes simples
demande de trés bonnes connaissances des groupes résolubles. Les applications des résultats
concernant les groupes résolubles connexes devraient étre encore plus importantes lorsque
seront étudiés les FT-groupes simples' avec des 2-sous-groupes de Sylow finis.

Dans ce chapitre, on considere les sous-groupes anormauz : un sous-groupe H d’un groupe
G est anormal dans G si g € (H, HY) pour tout g € G. Cette notion a été utilisée par R.
W. Carter dans [17] pour démontrer 'existence et la conjugaison des sous-groupes nilpo-
tents et autonormalisants des groupes résolubles finis. Ces sous-groupes, appelés désormais
sous-groupes de Carter (définition 1.5.7), ont largement contribué au développement de la
théorie des groupes résolubles finis. F. O. Wagner a démontré des analogues de ces résultats
pour certaines classes de groupes stables, dont les groupes de rang de Morley fini connexes
et résolubles (voir faits 1.5.4, 1.5.5 et 1.5.6). Nous montrons que, dans un groupe de rang de
Morley fini connexe et résoluble, les sous-groupes de Carter sont exactement les sous-groupes
anormaux minimaux (théoreme 2.4.7). Ceci nous permet d’obtenir une nouvelle preuve de
I'existence et de la conjugaison de sous-groupes de Carter. De plus, comme un sous-groupe
anormal d’un groupe résoluble et connexe est connexe (proposition 2.1.7), nous montrons
qu’'un sous-groupe de Carter est connexe. Ceci nous permet de montrer que les sous-groupes
de Carter sont préservés par quotientement (corollaire 2.4.8). Aussi, nous obtenons plu-
sieurs caractérisations des sous-groupes anormaux et des sous-groupes anormaux minimaux
(théoremes 2.2.9, 2.4.7 et 2.5.1).

Nous étudions aussi les centralisateurs généralisés (définition 2.4.1). Cette notion a été
introduite par T. A. Peng dans [61]. Nous montrons qu’un centralisateur généralisé d’un sous-
groupe nilpotent d'un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble est définissable et
connexe (corollaire 2.4.5), et méme, qu’il est anormal (corollaire 2.6.2). Aussi, nous mon-
trons qu’il n’y a qu’un nombre fini de classes de conjugaison de centralisateurs généralisés
de sous-groupes nilpotents (théoréme 2.6.10). On déduit de cette analyse des résultats sur
les normalisateurs des sous-groupes de Hall (corollaires 2.6.13 et 2.6.14). Nous finissons ce
chapitre par une étude du radical quasiunipotent (définition 2.7.4).

LGroupe simple et infini de rang de Morley fini dont les sous-groupes définissables, connexes et propres
maximaux sont tous résolubles
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2.1 Sous-groupes anormaux

On donne les définitions des notions d’anormalité et de déf-anormalité :

Définition 2.1.1. — Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. On dit que H est anormal
dans G si, pour tout g € G, g appartient o (H, H9). Si G est de rang de Morley fini, on dit
que H est déf-anormal dans G si, pour tout g € G, g appartient a d(H, HY).

Remarque 2.1.2. - Si H est un sous-groupe anormal d’un groupe G, alors H est autonor-
malisant et H contient I’hypercentre de G. En particulier, si G est nilpotent, G n’a pas de
sous-groupe anormal propre.

De plus, si N est un sous-groupe normal de G, HN/N est anormal dans G/N. Donc, si
G/N est nilpotent, on a G = HN, en particulier G = G'H.

2.1.1 Existence des sous-groupes anormaux propres

Il suit directement de la définition que tout groupe est anormal dans lui-méme. Ici, on
se pose la question de l'existence de sous-groupe anormal propre. Nous montrons qu’en fait,
un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble G possede un sous-groupe anormal
propre si et seulement si G n’est pas nilpotent (corollaire 2.1.5).

Lemme 2.1.3. — Si, dans un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble G, un sous-
groupe G-minimal A est non central et a un complément H, alors G = (H, H9) pour tout
g € G\ H. En particulier, H est un sous-groupe anormal propre de G.

Preuve. — Par hypothese, on a G = Ax H. Remarquons d’abord que H est autonormalisant.
11 suffit de montrer que N4a(H) = 1. Comme A n’est pas central dans G, le fait 1.3.17
donne AN Z(G) = 1. En particulier, on a C4(H) = 1 et, comme N4 (H) = C4(H), H est
autonormalisant.

Ainsi, si g € G\ H, (H,H9) N A est un sous-groupe normal et non trivial de G. Donc,
puisque ANZ(G) =1, (H, H9) N A contient un sous-groupe G-minimal d’apres le fait 1.2.13.
A étant G-minimal, on a le résultat. [

Proposition 2.1.4. — Tout groupe G de rang de Morley fini connexe, résoluble et non nil-
potent a un sous-groupe normal, définissable et connexe W tel que (G /W) soit G /W -minimal
et Z(GJ/W) fini.

Preuve. — Par induction sur le rang de G. Comme G(?) est définissable et connexe (fait
1.2.6) et comme G/G® n’est pas nilpotent (faits 1.3.18 et 1.3.20), I'hypotheése d’induction
permet de supposer G 2-résoluble. D’apres le fait 1.2.6, G est définissable et connexe pour
tout 4 € N, donc il existe k € N tel que G¥ = G**!. G n’étant pas nilpotent il existe un
sous-groupe normal, définissable et connexe A de G dans G* tel que G /A soit G/ A-minimal.
Comme G'/A n’est pas nilpotent, ’hypothese d’induction permet de supposer G¥ G-minimal.
Aussi il existe I € N tel que Z;(G)° = Z141(G)°. Alors G/Z;(G)° n’est pas nilpotent et a
un centre fini donc, par hypothese d’induction, on peut supposer le centre de G fini. 11 suffit
alors de montrer G’ = G*. Supposons que ce ne soit pas le cas. Alors il existe un sous-groupe
B/G* G/G*-minimal dans G’ /G*. G n’étant pas nilpotent, il existe g € G'\ Cq(G*). Comme
G est 2-résoluble et comme B est contenu dans G’, Cg(g) est normal dans G. Aussi

adg: B — Gk
b — by

est un homomorphisme définissable et Cp(g) = Kerad,. Mais Cgr(g) = 1 d’apres le fait
1.3.17 et G/G* centralise B/G*. Donc [G,Cgp(g)] < G¥ N Cg(g9) = 1 et Cp(g) est central
dans G. En particulier Cg(g) est fini et 7kB = rkB/Cp(g9) < rkG*, ce qui est absurde
puisque B/G* est infini. O
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Corollaire 2.1.5. — Un groupe de rang de Morley fini G conneze et résoluble possede un
sous-groupe anormal propre si et seulement si G n’est pas nilpotent.

Preuve. — Si G est nilpotent, la remarque 2.1.2 dit que G ne possede pas de sous-groupe
anormal propre. Réciproquement, soit W un sous-groupe de G comme dans la proposition
2.1.4. G/W a un sous-groupe anormal propre H/W d’apres le fait 1.3.21 et le lemme 2.1.3.
H est alors un sous-groupe anormal propre de G. [

2.1.2 Connexité

Nous montrons qu’un sous-groupe anormal d’un groupe de rang de Morley fini connexe
et résoluble est toujours définissable et connexe (proposition 2.1.7). Cette information est
fondamentale pour I’étude des sous-groupes anormaux. C’est elle qui rend possible la plupart
des preuves par induction (sur le rang de G) que nous serons amenés & faire. De plus, cette
information donne un lien entre les notions d’anormalité et de déf-anormalité (corollaire
2.1.8).

Lemme 2.1.6. — Soit G un groupe de rang de Morley fini, conneze, résoluble, tel que Z(G)
soit fini et G’ soit G-minimal. Si H est un sous-groupe anormal ou définissable et déf-anormal
de G, alors H = G ou H est un complément de G' dans G. En particulier, H est définissable
et connexe.

Preuve. — Si H est définissable et déf-anormal dans G alors, comme G’ est définissable
(fait 1.2.6), G'H est un sous-groupe de G définissable et normal. H étant déf-anormal dans
G, on obtient G = G'H. Si H est anormal dans G, on a encore G = G'H d’apres la remarque
2.1.2. Dans les deux cas, comme G’ est abélien, on en déduit que G’ N H est normal dans
G. Or G’ NZ(G) =1 d’apres le fait 1.3.21. Donc, si H n’est pas un complément de G’ dans
G, G' N H contient un sous-groupe G-minimal d’apres le fait 1.2.13. On en déduit que H
contient G’, donc H = G. Le fait 1.3.21 donne la connexité de H. O

Proposition 2.1.7. - Soit G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble avec
un sous-groupe H qui est anormal ou définissable et déf-anormal. Alors H est définissable et
connezxe.

Preuve. — Par induction sur le rang de G. Soit A un sous-groupe G-minimal. HA/A est
soit définissable et déf-anormal soit anormal. Par hypotheése d’induction HA/A, donc HA,
est définissable et connexe. Donc I’hypothese d’induction permet de supposer G = HA. Alors
H N A est normal dans G. Si A est central dans G alors A est contenu dans H et G = H,
donc il n’y a rien & faire. Sinon ANZ(G) = 1 d’apres le fait 1.3.17 et on peut supposer Z(G)
fini. Si AN H # 1, AN H contient un sous-groupe G-minimal d’apres le fait 1.2.13, donc
G = H et il n’y a rien & faire. On peut alors supposer AN H = 1. Si G' = A, le lemme 2.1.6
donne le résultat. Sinon on a G’ N H # 1. G’ étant connexe, G’ N H est infini, en particulier
G’ N H n’est pas central dans G. Mais G’ N H est normal dans H et le fait 1.3.18 dit que
G’ centralise A, donc G’ N H est normal dans G. D’apres le fait 1.2.13, G’ N H contient un
sous-groupe G-minimal B. Alors H/B est anormal ou définissable et déf-anormal dans G/B
et 'hypothese d’induction donne le résultat. [

Corollaire 2.1.8. — Les notions d’anormalité et de déf-anormalité sont équivalentes pour
tout sous-groupe définissable d’un groupe de rang de Morley fini conneze et résoluble G.

Preuve. — D’apres la proposition 2.1.7 il suffit de montrer qu’'un sous-groupe définissable
et déf-anormal H de G est anormal. Soit g € G. Alors (H, HY) est définissable et connexe
d’apres la proposition 2.1.7 et le fait 1.2.5. Donc g € d(H, H9) = (H, HY) et H est anormal.
O
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2.2 Sous-groupes anormaux minimaux

Dans cette section, nous prouvons le théoreme 2.2.9. Il donne 'existence d’une unique
classe de conjugaison de sous-groupes anormaux minimaux dans les groupes de rang de Mor-
ley fini connexes et résolubles. Il donne aussi des caractérisations des sous-groupes anormaux
minimaux et, surtout, un lien avec les sous-groupes de Carter.

Remarque 2.2.1. — Si G est un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble alors,
comme les sous-groupes anormaux de G sont définissables d’apres la proposition 2.1.7, tout
sous-groupe anormal de G contient un sous-groupe anormal minimal.

Lemme 2.2.2. — Soient G un groupe de rang de Morley fini connezxe et résoluble, A un
sous-groupe G-minimal non central de G et H un sous-groupe de G tel que G = HA. Alors
H est anormal dans G. De plus, soit G = H, soit A intersecte trivialement H .

Preuve. — Si AN H = 1, le lemme 2.1.3 permet de conclure. Sinon, comme A n’est pas
central dans G, AN Z(G) = 1 d’apres le fait 1.3.17. Mais A N H est normal dans G puisque
G = HA, donc AN H contient un sous-groupe G-minimal d’apres le fait 1.2.13. Alors A est
contenu dans H et G =H. [O

Corollaire 2.2.3. — Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble, A un
sous-groupe G-minimal et H un sous-groupe de G tels que G = Cq(A)H, Z(G)° < H et
tel que HA soit définissable et connexe. Alors H est anormal dans HA. De plus, soit A est
contenu dans H, soit A intersecte trivialement H .

Preuve. — Si A est contenu dans H, il n’y a rien a démontrer. Sinon A n’est pas central
dans G puisque Z(G)° < H. Alors A ne centralise pas H puisque G = Cg(A)H. Donc A
n’est pas central dans HA. Mais, comme G = Cg(A)H, A est HA-minimal. Alors le lemme
2.2.2 donne le résultat. O

Corollaire 2.2.4. — Soient G un groupe de rang de Morley fini conneze et résoluble et H un
sous-groupe définissable, connexe et propre de G qui est maximal pour ces propriétés. Alors
H est normal ou anormal dans G.

Preuve. — Par induction sur le rang de G. Soit A un sous-groupe G-minimal de G. Supposons
que H ne soit pas normal dans G. Si A est contenu dans H, 'hypothese d’induction appliquée
a G/A donne le résultat. Sinon, Z(G)° est contenu dans H par maximalité de H et A n’est
pas central dans G. Alors le lemme 2.2.2 donne le résultat. O

Définition 2.2.5. — Un sous-groupe H d’un groupe G est sous-anormal si il existe n € N et
des sous-groupes (H;)o<i<n de G tels que Hy = G, H, = H et, pour tout i € {1,...,n}, H;
est un sous-groupe anormal de H; 1.

Pour prouver la proposition 2.2.7, nous utilisons le fait suivant. Dans [69] il est donné
pour les groupes finis, mais la méme démonstration marche pour tous les groupes.

Fait 2.2.6. — ([69], lemme 9.2.12 p.258, Taunt) Soient G un groupe, H un sous-groupe
de G et N un sous-groupe normal de G. Si H est anormal dans HN et si HN est anormal
dans G, alors H est anormal dans G.

Proposition 2.2.7. — Dans un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble G, tout
sous-groupe sous-anormal H est anormal.
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Preuve. — On remarque qu’un sous-groupe sous-anormal est définissable et connexe d’apres
la proposition 2.1.7. On suppose que G est un contrexemple de rang minimal avec un sous-
groupe sous-anormal et non anormal H de rang maximal. Par maximalité du rang de H,
H est anormal dans un sous-groupe anormal K de G. Par la remarque 2.1.2, G = G'K et
K = K'H, donc G = G'H. Soit A un sous-groupe G-minimal de G. Alors le fait 1.3.18 dit
que G = Cg(A)H. Mais Z(G) est contenu dans K, donc dans Z(K), puisque K est anormal
dans G. Aussi Z(K) est contenu dans H et, ainsi, H contient Z(G). Par le corollaire 2.2.3, H
est anormal dans HA. Mais HA/A est anormal dans K A/A qui est lui-méme anormal dans
G/A. Donc HA/A est anormal dans G/A d’aprés la minimalité du rang de G. En conséquence
HA est anormal dans G. Le fait 2.2.6 permet de conclure. [

Définition 2.2.8. — On dit qu’un sous-groupe H d’un groupe G couvre une section A/B de
G si(ANH)B/B = A/B et on dit que H évite A/B si ANH < B.

Théoréme 2.2.9. — Dans un groupe G de rang de Morley fini connexe et résoluble les sous-
groupes anormaur minimaut existent et sont conjugués.

De plus, pour tout sous-groupe H de G, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) H est un sous-groupe anormal minimal de G ;

(ii) H est un sous-groupe de Carter de G, et H est définissable et connexe ;

(#9) Il existe n € N et une suite (A;)i=o,...n de sous-groupes de G tel que A;11/A; soit
G/A;-minimal pour tout i € {0,...,n—1} et tel que Ag =1, A,, = G et H couvre un quotient
de la forme A;11/A; (pour i € {0,....,n — 1}) si et seulement si Ajy1/A; est central dans
G/A;.

Preuve. — 1) (i) implique (i7).

La proposition 2.1.7 dit que H est définissable et connexe. La proposition 2.2.7 dit que
H est sous-anormal minimal. Donc H n’a pas de sous-groupe anormal propre et le corollaire
2.1.5 montre que H est nilpotent. On a montré que H est un sous-groupe de Carter de G.

2) Les sous-groupes anormaux minimauz de G existent et sont conjugués.

L’existence est donnée par la remarque 2.2.1. On montre la conjugaison par induction
sur le rang de G. Soient H; et Hs deux sous-groupes anormaux minimaux de G. Hj et
H, contiennent chacun Z(G), et Hi/Z(G) et Hy/Z(G) sont anormaux et nilpotents dans
G/Z(G). Donc H1/Z(G) et Hy/Z(G) sont anormaux minimaux dans G/Z(G). Si Z(G) est
infini ’hypotheése d’induction donne le résultat. Donc on peut supposer Z(G) fini. Soit A
un sous-groupe G-minimal de G. Alors H; A/A et Ho A/A sont des sous-groupes anormaux
et nilpotents de G/A. Donc ce sont des sous-groupes anormaux minimaux de G/A. Par
hypothese d’induction ils sont conjugués et on peut supposer H1A = HyA. Aussi H; et
H, sont des sous-groupes anormaux nilpotents de Hy A, donc des sous-groupes anormaux
minimaux de H; A. Par hypothese d’induction on peut alors supposer G = Hy A. Comme H;
est nilpotent et comme Z(G) est fini, Cpy, (A) est fini et, d’apres le fait 1.2.6 et le fait 1.3.18,
G’ = A. Aussi les intersections A N Hy et A N Hy sont finies, donc centrales dans G. Le fait
1.3.17 dit que AN Z(G) = 1. Ainsi AN Hy = AN Hy =1 et le fait 1.3.21 donne le résultat.

3) (i) implique ().

Par induction sur le rang de G. Soient g € G et U = (H, H?). Montrons que g appartient
a U. On peut supposer U # G. Comme H est définissable et connexe, U est définissable et
connexe d’apres le fait 1.2.5. L’hypotheése d’induction appliquée a U montre que H et HY
sont des sous-groupes anormaux minimaux de U. D’apres 2) il existe u € U tel que H* = HY.
On obtient gu=! € Ng(H) = H et g € U, ce qui finit la preuve de 3).
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4) (i) implique (ii7).

On va montrer que H couvre une section G-minimale de G si et seulement si elle est
centralisée par G. Soit A/B une section G-minimale de G centralisée par G. HB/B étant
anormal dans G/B, HB/B contient A/B. Ainsi H couvre toutes les sections G-minimales
centralisées par G. Supposons que H couvre une section G-minimale A/B non centralisée par
G. Comme G’ centralise A/B d’apres le fait 1.3.18 et comme G = G'H d’aprés la remarque
2.1.2, A/B est H-minimale et n’est pas centralisée par H. Ceci contredit le fait que H soit
anormal minimal puisqu’un sous-groupe anormal minimal est nilpotent d’apreés 1).

5) (idi) implique (7).

Montrons que G/A; = Cga,(Aiy1/As)HA;/A; pour tout i € {0,...,n — 1}. On peut
supposer i = 0. Supposons G distinct de C(A1)H. Alors il existe j € {0,...,n — 1} tel que
A; <Cq(A1)H et Ajpq £ Ca(A1)H. Ce(Ar1)H étant normal dans G d’apres le fait 1.3.18,
(Ca(A1)HN Aj11)° = Aj d’apres la minimalité de A;1;/A;. Comme G’ centralise A; (fait
1.3.18), le fait 1.2.6 donne

(G, Aja] < (G'NAj11)° < (Ca(Ar) NAj1a)° = A

Ajy1/A; est donc centrale dans G/A; et, par conséquent, couverte par H, ce qui contredit
le choix de j.

Montrons que H est nilpotent. Supposons le contraire. Alors il existe un plus grand
i € {0,....,n — 1} tel que la section (H N A;11)A;/A; ne soit pas centralisée par H. En
particulier G ne centralise pas A;11/A4; et (H N A;41)4;/A; < A;11/A; d’apres Phypothese
faite sur H. Comme G/A; = Cgja,(Aiy1/Ai)HA;/A;, (H N Aj1)Ai/A; est normal dans
G/A;. Comme A;1/A; est G/A;-minimal, (H N A;+1)A;/A; est fini et central dans G/A;, ce
qui est contradictoire.

Il suffit alors de montrer que H est anormal. On va le montrer par induction sur le rang
de G. Par hypothese d’induction HA;/A; est un sous-groupe anormal de G/A;, donc H A,
est définissable et connexe d’apres la proposition 2.1.7. Supposons A; central dans G. Alors
A; est contenu dans H et H = HA; est anormal. Donc on peut supposer A; non central
dans G. Comme G = Cg(A1)H, A; n’est pas central dans HA;. D’apres le lemme 2.2.2, H
est anormal dans H A;. Le fait 2.2.6 permet de conclure. [

2.3 Le sous-groupe de Frattini®

Dans un groupe G, le sous-groupe de Frattini est défini comme étant intersection des
sous-groupes propres maximaux de G. Nous introduisons une version connexe du sous-groupe
de Frattini pour les groupes de rang de Morley fini connexes : le sous-groupe de Frattini®.
Cette notion permettra d’établir une théorie des formations connexes dans les groupes de
rang de Morley fini connexes et résolubles (chapitre 5). Mais le sous-groupe de Frattini® va
aussi étre un outil important pour étudier les centralisateurs généralisés dans la section 2.4.

Définition 2.3.1. — On définit le sous-groupe de Frattini® Fratc(G) d’un groupe de rang
de Morley fini connexe G comme l’intersection de ses sous-groupes propres, définissables et
connexes marimaur.

L’étude du sous-groupe de Frattini des groupes finis utilise beaucoup la théorie de Sylow.
Dans notre contexte, la théorie de Sylow est inefficace a cause des éléments d’ordre infini.
Il s’avere que nous pouvons remplacer la théorie de Sylow par la théorie des sous-groupes
anormaux, et nous obtenons des analogues de certains résultats concernant les groupes finis.

Les lemmes suivants montrent que, si G est un groupe de rang de Morley fini connexe
et résoluble, Fratc(G) vérifie les propriétés de base du sous-groupe de Frattini d’un groupe
fini.
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Lemme 2.3.2. — Dans un groupe de rang de Morley fini connexe G, pour tout sous-groupe
définissable H de G, l’égalité G = Fratc(G)H implique G = H.

Preuve. — Supposons H # G. H® est contenu dans un sous-groupe K propre, définissable
et connexe maximal de G. En particulier K contient Fratc(G) et on a G = Frate(G)K = K,
ce qui est contradictoire. [

Lemme 2.3.3. — Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et N un sous-groupe
définissable et normal. Si N est contenu dans Frate(G), alors Fratc(G/N) = Frate(G)/N.

Preuve. — Si K/N (resp. U) est un sous-groupe propre, définissable et connexe maximal
de G/N (resp. G), alors il en est de méme pour K° (resp. UN/N) dans G (resp. G/N). O

Lemme 2.3.4. — Soit G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble. Alors G est
nilpotent si et seulement si G/Fratc(G) est nilpotent.

Preuve. — 1l suffit de montrer que, si G/Fratc(G) est nilpotent, alors G est nilpotent.
Supposons que ce ne soit pas le cas. Alors G a un sous-groupe anormal propre H d’apres
la proposition 2.1.5 et G = Fratc(G)H d’apres la remarque 2.1.2. Ainsi G = H d’apres le
lemme 2.3.2 et le choix de H est contredit. [

Définition 2.3.5. — Si G est un groupe de rang de Morley fini connexe, on note F Fratc(G)
le sous-groupe qui vérifie FFrate(G)/Frate(G) = F(G/Frate(Q)).

Proposition 2.3.6. — Si G est un groupe de rang de Morley fini conneze et résoluble, F(G) =
FFrate(G).

Preuve. — Montrons que (FFratc(G))° est nilpotent. Par la remarque 2.2.1, (F Fratc(G))°
possede un sous-groupe anormal minimal C. Comme (FFratc(G))°/(Fratc(G))° est nil-
potent, la remarque 2.1.2 dit que (FFrate(G))° = (Frate(G))°C. Par le théoreme 2.2.9 et
largument de Frattini, on obtient G = Fratc(G)Ng(C). Le lemme 2.3.2 dit alors que C est
normal dans G, en particulier dans (FFrate(G))°. C étant anormal dans (F Frate(G))°, on
trouve C' = (FFratc(G))° et (FFratc(G))° est nilpotent puisque C 'est (proposition 2.1.5).

Pour prouver le lemme il suffit de montrer que FFratc(G) est nilpotent. Supposons le
contraire. Par ce qui précede, F'Fratc(G)/F(G) est fini et il existe p € P qui divise 'ordre de
ce quotient. Soit S un p-sous-groupe de Sylow de F Frate(G). Alors SFrate(G)/Frate(G) est
le p-sous-groupe de Sylow de FFratc(G)/Frate(G) d’apres le fait 1.4.12. S étant nilpotent
(faits 1.4.2, 1.4.7 et 1.4.9), d(S) Vest aussi (fait 1.3.15) et d(.S) normalise S. Mais les p-sous-
groupes de Sylow de d(S)Fratc(G) sont conjugués dans d(S)Fratc(G) par le fait 1.4.11.
L’argument de Frattini montre qu’alors G = Fratc(G)Ng(S). Mais Ng(S)(= Ng(d(S)))
est définissable, donc le lemme 2.3.2 dit que S est normal dans G. On en déduit que S est
contenu dans F(G). Mais ceci contredit le fait 1.4.12. O

Proposition 2.3.7. - Si G est un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble, alors on
a F(G) < Frate(G). En particulier G/Fratc(G) est 2-résoluble et F(G/G®?) = F(G)/G?).

Preuve. — Soit H un sous-groupe propre, définissable et connexe maximal de G. Il faut
montrer que H contient F(G)’. Si H est normal dans G, G’ est contenu dans H, donc on peut
supposer H anormal d’aprés le corollaire 2.2.4. Alors G = F(G)H d’apreés la remarque 2.1.2
et le fait 1.3.19. Donc H N F(G) est d’indice infini dans F(G). H est donc un sous-groupe
propre de Np(q)(HNF(G))° H et la maximalité de H dans G montre que HNF(G) est normal
dans G et, en particulier, dans F(G). Soit U le sous-groupe de G tel que U/(H N F(G)) =
Z(F(G)/(HNF(Q))). Alors le groupe U/(H N F(Q)) est infini et UH = G par maximalité
de H. Ainsi F(G) =U(H N F(G)) = U et le résultat suit de cette égalité. O
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2.4 Centralisateurs généralisés 1
Nous donnons d’abord la définition du centralisateur généralisé.

Définition 2.4.1. — Soient G un groupe et A un sous-groupe de G. Nous définissons le cen-
tralisateur généralisé E4(g) d’un élément g de Ng(A) comme étant l'ensemble des éléments
x de A tels qu’il existe n € N tel que [x,, 9] = 1. Si X est un sous-ensemble de Ng(A), on
note E4(X) Uintersection des Ea(x) pour z € X.

Cette notion a été introduite, sans étre nommée, par T. A. Peng dans [61]. Dans un
groupe quelconque, ou méme fini et abélien-par-nilpotent, un centralisateur généralisé n’a
aucune raison d’étre un sous-groupe, comme le montre ’exemple 2.4.2.

Exemple 2.4.2. - ([62], Peng) Soient A = (a,b| a®> =b> =1, ab=ba) et D = (c,d,e| ¢* =
d?>=e?=1, cd =dc, c® =d) (D est le groupe diédral d’ordre 8). On considére G = A x D
ou D agit sur A de la fagon suivante :

a=a"t b°=b, a®=0b.

Alors G est un groupe abélien-par-nilpotent et Eg(c) n’est pas un sous-groupe de G.
En effet, d’'une part on a [ae, ¢, c] = [[a,c|¢[e, c],c] = [bdec,c] = 1 et [e,¢,c] = [de, ] = 1.
D’autre part, pour tout k € N, on a [ae.e, ] = [a,x ] = al=2" £1.

T. A. Peng a introduit dans [61] la notion de E-groupe, qui est un groupe G dans lequel
Eq(z) est un sous-groupe de G pour tout @ € G. Clest un sujet qui dépasse le cadre des
groupes résolubles puisque H. Heineken ([40]) et C. Casolo ([18]) ont étudié les E-groupes
simples (finis). Le résultat qui nous intéresse le plus est le suivant :

Fait 2.4.3. — ([40], Heineken) Tout groupe (localement nilpotent)-par-abélien est un E-
groupe.

En particulier, d’apres le fait 1.3.18, toute section d’un groupe de rang de Morley fini
connexe et résoluble est un E-groupe.

Nous allons voir qu’en fait, si G est un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble
alors, pour tout = € G, Eg(z) est un sous-groupe définissable et connexe de G.

Proposition 2.4.4. — Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble et g
un élément de G. Alors Eg(g) est un sous-groupe définissable et connexe de G et g est un
élément de Engel gauche borné dans Eg(g).

Preuve. — Nous faisons la preuve par induction sur le rang de G. Si g appartient & F(G),
il n’y a rien a faire. Donc on peut supposer g ¢ F(G). Alors g(Fratc(G))° n’est pas contenu
dans F(G/(Fratc(G))°) d’apreés la proposition 2.3.6. Supposons Fratc(G) infini. Par hy-
pothese d’induction, E/(Fratc(Q))° = Eg/(prate())e (9(Fratc(G))°) est un sous-groupe
définissable et connexe de G/(Fratc(G))°, et g(Fratc(G))° est un élément de Engel gauche
borné de E/(Fratc(G))°. Le fait 1.3.11 donne g(Fratc(G))° € F(E/(Frate(G))°), et E est
un sous-groupe propre de G. Comme FEg(g) est contenu dans F, 'hypotheése d’induction
appliquée a E donne le résultat. On peut donc supposer Fratc(G) fini.

Soit A un sous-groupe G-minimal de G. Par hypothése d’induction on peut supposer qu’il
existe un entier n tel que gA soit n-Engel gauche dans G/A. Mais il existe un sous-groupe
définissable et connexe propre maximal U de G qui ne contient pas A puisque (Frate(G))° =
1. Alors G = AU et ANU est fini, donc central puisque A est abélien. Si g centralise A,
g est (n+1)-Engel gauche dans G et g € F(G) (fait 1.3.11), ce qui est contradictoire. Donc
Ca(g) =1et ANU est trivial d’apres le fait 1.3.17. Or g = au pour un élément a de A et
un élément u de U. Comme Cy(g) = 1, Cx(u) est trivial et A = {[b,u=1]: b€ A} d’apres le
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fait 1.3.1. Donc il existe b € A tel que g = [b,u™!]u = u® € U’ et on peut supposer U = U".
Comme Eg/4(gA) = G/A, U est contenu dans Eg(g) et G = AEg(g). Mais on a Ca(g) = 1,
donc E4(g) =1 et, comme E¢(g) est un sous-groupe de G (faits 1.3.18 et 2.4.3), on obtient
U = Eg(g9). Comme G = A x U et comme gA est n-Engel gauche dans G/A, on en déduit
que g est n-Engel gauche dans Eg(g). O

Le corollaire suivant dit, en particulier, qu'un sous-groupe localement nilpotent d’un
groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble est nilpotent.

Corollaire 2.4.5. — Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble et H
un sous-ensemble de G qui engendre un sous-groupe localement nilpotent. Alors Eq(H) =
Eqg(d(H)) est définissable et conneze et H est contenu dans F(Eq(H)). En particulier, d(H)
est nilpotent et l’ensemble des sous-groupes nilpotents de G est inductif.

Preuve. — Nous faisons la preuve par induction sur le rang de G. Si H est contenu dans
F(G), nous avons Eq(H) = G = Eg(d(H)) et il n’y a rien & faire. Sinon il existe h €
H\ F(G). Mais h est un élément Engel gauche bornée de Eg(h) d’apres la proposition 2.4.4
et h € F(Eg(h)) d’apres le fait 1.3.11. Donc on a Eg(h) < G et, comme H C Eg(h) puisque
H engendre un sous-groupe localement nilpotent, I’hypothese d’induction s’applique & E¢(h)
du fait que Eg(h) est connexe d’aprés la proposition 2.4.4. O

Corollaire 2.4.6. — Soient G un groupe de rang de Morley fini conneze et résoluble, A un
sous-groupe définissable de G et H un sous-ensemble de Ng(A) qui engendre un sous-groupe
localement nilpotent. Alors Ex(H) = Ea(d(H)) est un sous-groupe définissable de A et, si
H < A, H est contenu dans F(Ea(H)).

Preuve. — Suit directement du corollaire 2.4.5. O

Nous pouvons alors préciser un peu plus que le théoreme 2.2.9 le rapport entre les sous-
groupes de Carter et les sous-groupes anormaux minimaux.

Théoréme 2.4.7. — Dans un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble G, pour
tout sous-groupe H de G, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) H est anormal minimal ;

(it) H est un sous-groupe de Carter de G ;

(43) H est un sous-groupe définissable, nilpotent et d’indice fini dans son normalisateur.

En particulier, G posséde une unique classe de conjugaison de sous-groupes de Carter et
les sous-groupes de Carter de G sont connexes.

Preuve. — Le théoréme 2.2.9 montre que (i) implique (i7). Si H est un sous-groupe de
Carter de G, le corollaire 2.4.5 dit que d(H) est nilpotent. Par condition de normalisateur
dans d(H), on obtient H = d(H) et H est définissable, donc (i) implique (#i1).

Montrons que (#i7) implique (i). Eq(H) est définissable et connexe, et H est contenu dans
F(Eg(H)) d’apres le corollaire 2.4.5. On en déduit que Eg(H) est nilpotent et égal & H. En
particulier, H est connexe et H est un sous-groupe de Carter de G. Le théoreme 2.2.9 dit
que H est un sous-groupe anormal minimal de G.

Le théoreme 2.2.9 permet de finir la preuve du théoreme. O

Nous finissons avec un corollaire qui montre que les résultats d’existence et de conjugaison
des sous-groupes de Carter se généralisent a tous les quotients des groupes de rang de Morley
fini connexes et résolubles.

Corollaire 2.4.8. — Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble, C un
sous-groupe de Carter de G et N un sous-groupe normal (non nécessairement définissable) de
G. Alors CN/N est un sous-groupe de Carter de G/N et tous les sous-groupes de Carter de
G/N sont de cette forme. En particulier les sous-groupes de Carter de G/N sont conjugués.
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Preuve. — D’apres le théoreme 2.4.7, CN est anormal, donc autonormalisant. Alors CN/N
est aussi autonormalisant. Mais CN/N est nilpotent donc CN/N est un sous-groupe de
Carter de G/N.

Montrons, par induction sur le rang de G, que tout sous-groupe de Carter de G/N est
de cette forme. Si N est central, il n'y a rien a faire. Sinon N contient un sous-groupe
G-minimal A d’apres le fait 1.2.13. Soit K/N un sous-groupe de Carter de G/N. Alors
(K/A)/(N/A) est un sous-groupe de Carter de (G/A)/(N/A) et, par hypothese d’induction,
K/A = (L/A)(N/A) pour un sous-groupe de Carter L/A de G/A. D’apres le théoreme 2.4.7,
L/A est anormal dans G/A. Donc L est anormal dans G et la remarque 2.2.1 dit que L
contient un sous-groupe anormal minimal C' de G. L = AC' d’apres la remarque 2.1.2, donc
K = LN = CN. Le théoreme 2.4.7 permet de conclure. [

Dans la section 2.6, nous continuerons ’étude des centralisateurs généralisés.

2.5 Caractérisations des sous-groupes anormaux

Maintenant que nous avons caractérisé les sous-groupes anormaux minimaux des groupes
de rang de Morley fini connexes et résolubles, nous pouvons donner des caractérisations des
sous-groupes anormaux. Aussi, nous allons donner un résultat de connexité des sous-groupes
anormaux (proposition 2.5.5), lequel généralise la proposition 2.1.7.

Théoréme 2.5.1. — Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble et H
un sous-groupe de G. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(¢) H est anormal;

(ii) H contient un sous-groupe de Carter de G ;

(i9) H est définissable et conneze et il existen € N et une suite décroissante (H;)o<i<n de
sous-groupes de G tel que Hy = G, H, = H et, pour tout i = 1,...,n, H; est un sous-groupe
propre définissable et connexe maximal de H; 1 qui n’est pas normal dans H;_1.

De plus, Uentier n de lassertion (iii) ne dépend pas de la suite (H;)o<i<n choisie.

Lemme 2.5.2. — Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble et H un
sous-groupe anormal de G. Alors H couvre ou évite toute section G-minimale A/B de G.

Preuve. — HB/B étant anormal dans G/B, on peut supposer B = 1. Le fait 1.3.18 et la
remarque 2.1.2 donnent G = Cg(A)H. Comme H est définissable et connexe (proposition
2.1.7), le corollaire 2.2.3 donne le résultat. O

Lemme 2.5.3. - Soient G un groupe, k € N* et (A;)i=0,.. 1 une suite croissante de sous-
groupes normauz de G tels que Ag =1 et A = G. Soit U la famille des sous-groupes H de
G qui vérifient 'assertion :

Pour tout i = 0,...,k — 1, H couvre ou évite A;1/A;.

Pour tout H € U on note n(H) le nombre de sections A;+1/A; (i € {0,...,k — 1}) couvertes
par H. Soient H et K deux éléments de U tels que H < K. Alors il existe L € U tel que
H<L<Ketn(L)=n(K)-1.

Preuve. — Montrons que n(H) < n(K). Il faut trouver une section de la forme A,11/A;
avec ¢ € {0, ..., k—1} qui est couverte par K et pas par H. Il existe un plus petit j € {1,...,k}
tel que H N A; soit distinet de KN A;. Alors HNA;_1 =KNAj_q,et (HNA)A;_1/A; 1
est strictement contenu dans (K N A;)A;_1/A;_1. On en déduit que H évite A;/A;_1 et K
couvre Aj/Aj—l-

Montrons l'existence de L. Soit [ le plus grand entier tel que K couvre A;/A;_1 et tel que
H évite Aj/A;_1. Soit L = H(KNA;_1). Alors, pour tout 7 € {1,...,i—1} (resp.i € {I, ..., k}),
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L couvre A;/A;_1 si et seulement si K (resp. H) couvre A;/A;_1, et L évite A;/A;_1 si et
seulement si K (resp. H) évite A;/A;_1. En particulier, L appartient & Y. Mais L couvre
toutes les sections A;/A;—1 (i € {1,...,k}) qui sont couvertes par K sauf pour ¢ = [, donc
n(L)=n(K)-1. O

Preuve du théoréme 2.5.1. — Le théoréme 2.4.7 dit que (7) et (#i) sont équivalents. Le
fait que (7i¢) implique (7) suit du lemme 2.2.4 et de la proposition 2.2.7.

Montrons que (%) implique (4i%). Supposons que I’on ait une suite strictement décroissante
(H;)i=0,...n (n € N) de sous-groupes de G avec Hy = G et H, = H. Alors, pour tout
i=1,...,n, H; est anormal dans H; 1. En particulier, H; n’est pas normal dans H; 1. Aussi
la proposition 2.1.7 montre que H; est définissable et connexe pour tout ¢ = 0,...,n. Par
finitude du rang de G on peut supposer n maximal, ce qui prouve (4iz).

Nous montrons la seconde partie du théoreme. Soient n et m deux entiers et (H;)o<i<n
et (Kj)o<j<m deux suites décroissantes de sous-groupes de G tels que Hy = Ky = G et
H, = K,, = H et, pour tout ¢ = 1,...,n et tout j = 1,...,m, H; (resp. K;) est un sous-
groupe propre, définissable et connexe maximal de H;_; (resp. K;_1) qui n’est pas normal
dans H;_1 (resp. K;_1). Il faut alors montrer qu’on a nécessairement n = m. Soit (A4;)o<i<k
une suite croissante de sous-groupes normaux de G tels que A;11/A; soit G-minimale pour
tout i = 0,....k — 1, A4g = 1 et Ay = G. On note A I'ensemble des sections de la forme
Aiv1/A; avec i € {0,...,k — 1}. Montrons par induction sur ¢ que, pour tout i € {0,...,n},
H; évite exactement 7 sections de A. Comme on peut montrer le méme résultat pour la suite
(K;)o<j<m et comme H, = K,, = H, on aura montré le résultat. Soit i € {0,...,n — 1} tel
que H; évite exactement ¢ sections de A. Le lemme 2.5.2 dit que H; couvre les autres sections
de A et le lemme 2.5.3 que H; ;1 évite exactement ¢ 4+ 1 sections de A. Ainsi H,, = H évite
exactement n sections de A. O

Lemme 2.5.4. — On suppose que G est un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble
et que (A;)i=o,...n est une suite strictement croissante de sous-groupes définissables, connexes
et normaux de G telle que Ag =1 et A, = G. Si H est un sous-groupe définissable de G qui
vérifie :

Pour tout ¢ = 0,...,n — 1, H couvre ou évite A;1/A;.

Alors H est connexe.

Preuve. — On fait la preuve par induction sur n. On peut supposer n > 1. H N A, _1 est
connexe par hypothese d’induction, donc H° N A,y = HN A, 1. Si H évite A, /A,_1, H
est contenu dans A,,_1, et H est connexe. Sinonon a A, = HA,,_1 = H°A,_1 et H® couvre
Ay, /A, —1. Ainsi, pour tout ¢ = 0,...,n — 1, H° couvre ou évite A;;1/A;. Aussi on a montré
que H° couvre autant de sections de la forme A;1/A4; (i = 0,...,n — 1) que H. Le lemme
2.5.3 donne alors le résultat. [

Proposition 2.5.5. — Soient G un groupe de rang de Morley fini conneze et résoluble, H un
sous-groupe anormal de G et A un sous-groupe définissable, connexe et normal de G. Alors
AN H est définissable et conneze.

Preuve. — H est définissable d’apres la proposition 2.1.7 donc AN H aussi. Soit (4;)i=0,...n
une suite croissante de sous-groupes de G tel que Ag = 1, A,, = G et A;11/A; soit G-minimal
pour tout i =0, ...,n—1 et telle qu'il existe j € {0, ...,n} pour lequel A = A;. Alors le lemme
2.5.2 dit que H couvre ou évite A;y1/A; pour tout i = 0,...,n — 1, donc AN H aussi. Le
lemme 2.5.4 donne le résultat. [J
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2.6 Centralisateurs généralisés 11

Nous commencons cette section par la proposition 2.6.1 qui sera tres utile pour ce qui
suit, notamment le corollaire 2.6.2 qui montre que les centralisateurs généralisés forment une
famille de sous-groupes anormaux.

Proposition 2.6.1. — Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble, N
un sous-groupe normal de G (non nécessairement définissable) et X un sous-ensemble de G
qui engendre un sous-groupe nilpotent H de G. Alors Eqn(XN/N) = Eq(H)N/N.

Preuve. — Nous faisons la preuve par induction sur le rang de G. Soit E/N = Eg/y(XN/N).
11 suffit de montrer E/N < Eg(H)N/N. Si N est central dans G, on a E/N = Eg(X)/N.
Le corollaire 2.4.5 donne Eg(X) = Eg(H), d’'ot E/N = Eg(H)/N. On peut donc supposer
N £ Z(G). Le fait 1.2.13 dit que N contient un sous-groupe G-minimal A. Par hypothése
d’induction, on peut supposer N = A. Le corollaire 2.4.5 dit que E est définissable et connexe.
Alors, si F # G, 'hypotheése d’induction donne le résultat. On peut donc supposer E/N =
G/N. Aussi, le corollaire 2.4.5 donne E/N = Eq,ny(HN/N), et on peut supposer X = H.
Si H < F(G), il n’y a rien & faire. Donc on peut supposer H £ F(G).

Soit F' = (Fratc(G))°. Montrons qu’on peut supposer F' = 1. D’apres la proposition 2.3.6,
HF/F n’est pas contenu dans F'(G/F). Le corollaire 2.4.5 donne Eq,/p(HF/F) < G/F.
Comme Eg p(HF/F) est définissable et connexe (corollaire 2.4.5), I'hypothese d’induction
montre que Eq,p(HF/F) = Eqg(H)F/F.Si F # 1, 'hypothese d’induction appliquée a G/ F

donne

Egp(HF/F)(NF/F)/(NF/F) = EG/r)nr/r)(HNF/F)/(NF/F))
On en déduit

(Ec(H)F/F)(NF/F)/(NF/F) = EG/r)nr/r)(HNF/F)/(NF/F)),

ce qui prouve Eg(H)NF/NF = Eqnp(HNF/NF) et E < Eg(H)NF.Commeona FE = G,
on obtient G = Eq(H)NF. Donc le lemme 2.3.2 donne G = E¢(H)N, et on peut supposer
F=1.

Alors il existe un sous-groupe U de G définissable, connexe et propre maximal de G qui
ne contient pas N. Ainsi G = NU et N NU est fini, donc central. Comme N est G-minimal
et non central, le fait 1.3.17 donne N NU = 1. Si H centralise N, on a E¢(H) = G puisque
E¢/n(HN/N) = G/N. Le corollaire 2.4.5 contredit alors H £ F(G), donc il existe h €
H\ Cg(N). Aussi, on a h = nu pour n € N et v € U. Comme Cy(h) =1, Cn(u) est trivial
d’apres le fait 1.3.17 et le choix de h. Le fait 1.3.1 dit qu'alors N = {[z,u~!] : € N'}. Ainsi
il existe z € N tel que n = [z,u™'], et h = [z,u™Ju = v* € U*. Comme Eg/Ny(HN/N) =
G/N, Eg(h) contient U”. Mais Cn(h) = 1, donc Eg(h) = U” et Eg(H) est contenu dans
U*. Comme Eqg/n(HN/N) = G/N, on a Eg(H) = U” et le résultat suit de cette égalité.
O

Corollaire 2.6.2. — Soient G un groupe de rang de Morley fini conneze et résoluble et H
un sous-groupe nilpotent de G. Alors Eq(H) est anormal dans G.

Preuve. — On fait la preuve par induction sur le rang de G. Soit A un sous-groupe G-
minimal. Alors la proposition 2.6.1 donne Eq(HA/A) = Eq(H)A/A et Eq(HA/A) est anor-
mal dans G /A par hypotheése d’induction. D’apres le fait 2.2.6, il suffit de montrer que Eq(H)
est anormal dans Eg(H)A. Comme Eg(H)A est définissable et connexe (corollaire 2.4.5),
on peut supposer G = Eg(H)A par hypothese d’induction. Si A est central dans G, alors
G = Eg(H) et il n’y a rien & démontrer. Sinon le lemme 2.2.2 donne le résultat. O

Le fait 1.4.3 montre que, si P est un groupe abélien fini et si A est un groupe d’auto-
morphisme de P tel que (|P|,|A]) = 1, alors P = Cp(A) x [P, A]. La proposition 2.6.4 peut
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étre vu comme un analogue de ce résultat. Elle permet de mieux connaitre la structure des
groupes 2-résolubles (corollaire 2.6.7).

Lemme 2.6.3. — Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble, A un
sous-groupe normal de G, définissable, abélien et centralisé par G', g € G et

adg: A — A

a — [a,g]
Alors il existe un entier n tel que A = (ady)"(A) x E4(g) et tel que (ady)"(A) soit conneze.

Preuve. — Nous faisons la preuve par induction sur le rang de G. Comme F(g) est anormal
dans G d’apres le corollaire 2.6.2, AEg(g) est aussi. Alors AE¢(g) est définissable et connexe
d’apres la proposition 2.1.7 et, par hypothése d’induction, on peut supposer G = AEq(g).
Comme ad, est un homomorphisme définissable de groupe, la suite ((ad,)*(A));en est une
suite décroissante de sous-groupes définissables de A. On en déduit qu’il existe m € N
tel que (ad,)™(A) = (ady)™T'(A). D’apres la proposition 2.4.4 il existe un entier k tel
que (ady)*(Eg(g)) = 1. Solent n = max(m,k) et I = (ad,)"(A). Comme (adg)]y est un
homomorphisme définissable de groupe, rkl = rk(ady)[;(I) +rkKer(ady)[; = rkl +rkE;(g)
et Er(g) est fini.

Montrons que I est connexe. Comme G’ centralise A, I est normal dans G. Alors la
proposition 2.6.1 donne E¢/1(9]) = Eq(g)!/I. Comme I = (ady)"(A), A/I est contenu dans
Eg1(gl), et on en déduit G = IEg(g) puisque G = AEq(g). Ec(g) étant définissable et
connexe (proposition 2.4.4), on a G = I°Eg(g). En particulier, on obtient I/I° = E(g)I°/I°,
et la proposition 2.6.1 donne I/I° = Ey/10(gI°). Alors, d’apres la proposition 2.4.4, il existe
ko € N* tel que (ady)*(I) soit contenu dans I°. Comme on a ad,(I) = I par choix de I, on
obtient I = I° et I est connexe.

La proposition 2.5.5 donne la connexité de Er(g). Er(g) étant fini, on obtient Er(g) = 1.
Comme G = IEg(g), on a prouvé A=1x Es(g). O

Proposition 2.6.4. — Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble, A
un sous-groupe de G définissable, normal, abélien et centralisé par G' et H un sous-groupe
nilpotent de G. Alors A = Eo(H) X F ou F désigne le plus petit groupe de la suite (F;)ien
ot Fo = A et Fiy1 = [F(Eg(H)), F;] pour tout i € N. Aussi, F' est un sous-groupe normal,
définissable et connexe de G.

Preuve. — Comme on a G = G'Eg(H) (remarque 2.1.2 et corollaire 2.6.2), F; est un sous-
groupe normal de G pour tout ¢ € N. De plus, le fait 1.2.7 montre que F; est définissable pour
tout ¢ € N. Ceci montre, en particulier, 'existence de F. Comme F/F° est fini, F/F° est
central dans G/F° et le choix de F' montre que F est connexe. On fait la preuve par induction
sur le rang de G. Comme E¢(H) est anormal dans G, AEg(H) est anormal dans G et, par
la proposition 2.1.7, AEg(H) est définissable et connexe. Alors, par hypothese d’induction,
on peut supposer G = AEg(H). Comme on a H < F(Eqg(H)) (corollaire 2.4.5), on a
A/F = Eqp(HF/F) et G/F = Eq,p(HF/F). La proposition 2.6.1 donne G = FEqg(H).
En particulier, on a A = FE4(H) et il reste & montrer Er(H) = 1. On peut donc supposer
A = F. Si H est contenu dans F(G), on a F =1 et G = Eg(H). Donc on peut supposer
qu’il existe h € H \ F(G). D’apres le fait 1.3.11, Eg(h) est distinct de G. Soit

adp,: A — A
a +— |a,h]

Le lemme 2.6.3 dit que A = (adp)"(A) x E4(h) pour un certain entier n et (ady)™(A)
est connexe. Alors, comme on a G = AEg(H) = AEg(h) et comme G est distinct de
E¢(h), (adp)™(A) n’est pas trivial et, par connexité de (ady)™(A), (ady)™(A) est infini. Soit
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I = (adp)™(A). Comme on a [F(Eg(H)),A] = A et comme F(Eqg(H))I/I est contenu
dans F(Eq/;(HI/I)), on obtient [F(Eq,(HI/I)),A/I] = A/I. L’hypothese d’induction
appliquée a A/I donne E,,;(HI/I) = 1 et, comme E,,;(HI/I) = Eo(H)I/I d’apres la
proposition 2.6.1, E4(H) est contenu dans I. Mais E4(h) contient E4(H) et intersecte
trivialement I. Donc E4(H) est trivial. O

Définition 2.6.5. — Pour tout groupe G, on note GN Uintersection des sous-groupes nor-
mauz H de G tels que G/H soit nilpotent.

L’opérateur défini ci-dessus s’avere particulierement intéressant lorsque, pour un groupe
G, G/ G/ est nilpotent. Par exemple, par la remarque ci-dessous, c’est le cas si G est de
rang de Morley fini. Nous montrerons que c’est vrai pour une classe plus générale de groupes
(proposition 3.5.12).

Remarque 2.6.6. — Si G est un groupe de rang de Morley fini, le fait 1.2.7 et la condition
de chaine descendante sur les sous-groupes définissables de G montrent que G = GV pour
un certain entier i et que GV est définissable. De plus, si G est connexe, le fait 1.2.6 dit que
GV est connexe.

Corollaire 2.6.7. — Si G est un groupe de rang de Morley fini connexe et 2-résoluble, alors
G =GN % C pour tout sous-groupe de Carter C de G.

Preuve. — D’aprés la remarque 2.6.6, il existe i € N tel que GV = G%. 1l suffit de prendre,
dans la proposition 2.6.4, A = G* et H = C. Comme Eg(C) = C puisque C' est nilpotent et
autonormalisant, la proposition 2.6.4 et la remarque 2.1.2 donnent le résultat. [

Un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble peut avoir une infinité de classes
de conjugaisons de sous-groupes anormaux.

Exemple 2.6.8. - Onnote G = (&7 K1)xK* (n € N*) ou K désigne un corps algébriquement
clos et ot K* agit linéairement sur &7 ,KT. On choisit H = (H;);es une famille infinie
de sous-espaces vectoriels, deux & deux distincts, de @ (K*. Pour tout i € I, on note
U, = H; x K*. Alors, comme H; est normal dans G pour tout ¢ € I, les sous-groupes (U;);cs
de G sont deux a deux non conjugués. Pourtant, ils forment une famille de sous-groupes
anormaux de G puisque K* est anormal dans G.

Le théoreme 2.6.10 montre que, par contre, il ne peut pas y avoir une infinité de classes
de conjugaisons de centralisateurs généralisés de sous-groupes nilpotents.

Lemme 2.6.9. — Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble, A un
sous-groupe G-minimal de G et Ey et Fy deux centralisateurs généralisés de sous-groupes
nilpotents de G tels que G = AFy = AE; et tels que AN Ey et AN Ey soient finis. Alors Ey
et E1 sont conjugués et G = A x Eg = A x E;.

Preuve. — On fait la preuve par induction sur le rang de G. Les intersections A N Ej et
AN E; sont triviales d’apres la proposition 2.5.5 et le corollaire 2.6.2. Si FI(G)° = A, alors
Z(QG) est fini et G = A d’apres le fait 1.3.19, donc le fait 1.3.21 donne le résultat. Ainsi
on peut supposer F'(G)° # A. Alors Ej contient un sous-groupe G-minimal B. Soient X
un sous-ensemble de G tel que E; = Eg(X) et € X. Alors on a F(G/A) = F(E1)A/A
puisque G = A x Ey, et on en déduit, par le fait 1.3.11, que A appartient a F(G/A). Mais
la section BA/A est G/A-minimale, donc centrale dans F(G/A) d’apres le fait 1.3.19 et, en
particulier, est centralisée par zA. Alors [B, x] est contenu dans ANB = 1 et = centralise B,
d’ott B < Eg(z). Ceci prouve que B est contenu dans Eg(X) = Ej. L’hypothese d’induction
donne le résultat dans le quotient G/B, donc dans G. O
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Théoréme 2.6.10. — Un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble n’a qu’un
nombre fini de classes de conjugaisons de centralisateurs généralisés de sous-groupes nilpo-

tents. De plus, ce nombre est borné par grkGN

Preuve. — Supposons que G soit un contrexemple de rang minimal au théoréme. Alors
GV contient un sous-groupe G-minimal A. Par minimalité du rang de G, G/A a au plus
kG =rkA (lasses de conjugaisons de centralisateurs généralisés de sous-groupes nilpotents.
Par la proposition 2.6.1, il existe un centralisateur généralisé E/A de G/A tel que E contienne
FEy, Ey et Es trois centralisateurs généralisés de sous-groupes nilpotents non conjugués deux
a deux et qui vérifient F = AFy = AE; = AFE,. En particulier il y en a deux qui intersectent

finiment A. Le lemme 2.6.9 donne alors une contradiction. [

Nous donnons deux corollaires a ce théoréme.

Corollaire 2.6.11. — Un groupe de rang de Morley fini connezxe et résoluble G n’a qu’un
nombre fini de classes de conjugaisons de sous-groupes nilpotents mazximaux.

Preuve. — Soit F' un sous-groupe nilpotent maximal de G (il existe d’apres le corollaire
2.4.5). Alors F = F(Eg(F)) et le théoréme 2.6.10 donne le résultat. O

Le corollaire 2.6.13 donne des renseignements concernant les sous-groupes de Hall. Avant
de I’énoncer nous donnons le lemme suivant.

Lemme 2.6.12. - Soient G un groupe de rang de Morley fini conneze et résoluble, m C P,
B le plus grand w-sous-groupe définissable, connexe et d’exposant borné de F(G), R un -
sous-groupe de Hall de G et C un sous-groupe de Carter de R. Alors Ng(R) = BEg(C).

Preuve. — R est localement fini d’apres le fait 1.4.2. D’apres le fait 1.3.19, R’ est contenu
dans F(G)°, donc R’ est contenu dans B * T, ot T est la somme directe des p-tores de
F(G) pour p € P, d’apreés le fait 1.3.13. Mais T est central dans G puisque G est connexe
(fait 1.4.6), donc R? est contenu dans B et R = BC d’apres le fait 1.6.4. Par Pargument
de Frattini, on a Ng(R) = BNg(C). Il suffit alors de montrer Eg(C) = Ng(C). D’apres
le corollaire 2.4.5, C' est nilpotent. Donc, comme [C, Ng(C)] < C, Ng(C) est contenu dans
Eqc(C), aussi C est contenu dans F(Eg(C)). Soit S le m-sous-groupe de Hall de F(Eg(C)),
nécessairement S contient C. Alors BS est un m-sous-groupe de G qui contient R, donc
R = BS et S est contenu dans R. On en déduit que Ng(C) = C et, par la condition de
normalisateur dans S, C = S. Ceci prouve que C est normal dans Eg(C), d’ou le résultat.
O

Corollaire 2.6.13. — Un groupe de rang de Morley fini connezxe et résoluble G n’a qu’un
nombre fini de classes de conjugaisons de normalisateurs de sous-groupes de Hall.

Preuve. — Suit directement du lemme 2.6.12 et du théoréme 2.6.10. O

Le lemme 2.6.12 nous permet aussi d’obtenir la généralisation suivante du fait 1.4.9.

Corollaire 2.6.14. — Si G est un groupe de rang de Morley fini conneze et résoluble et si
R est un sous-groupe de Hall de G, alors Ng(R) est anormal dans G. En particulier R est
connexe.

Preuve. — D’apres le lemme 2.6.12 et le corollaire 2.6.2, Ng(R) est anormal dans G. Alors
N¢(R) est en particulier définissable et connexe d’apres la proposition 2.1.7 et R est connexe
d’apres le fait 1.4.9. O
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2.7 Le radical quasiunipotent

Le radical quasiunipotent (définition 2.7.4) a été introduit par Borovik et analysé par
Altseimer et Berkman dans [5]. Il constitue un outil trés important pour I'étude des groupes
de rang de Morley fini résolubles. Il s’agit d’un sous-groupe définissable et connexe de F'(G)
qui ne contient pas de P-tore. Comme en témoigne le fait 2.7.2, la notion de sous-groupe
quastunipotent est une imitation de la notion de sous-groupe unipotent pour les groupes
algébriques.

Le fait 1.3.19 dit que, si G est un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble,
G/F(Q) est abélien et divisible. Nous montrerons que nous avons le méme résultat lorsque
lon quotiente G par son radical quasiunipotent (proposition 2.7.9).

Définition 2.7.1. — ([5], déf. 2.1, Borovik) Soit G un groupe de rang de Morley fini. Un
sous-groupe définissable, conneze et nilpotent U de G est quasiunipotent si U ne contient
pas de P-tore.

Fait 2.7.2. - ([5], lemme 2.4, Altseimer, Berkman) Si G est un groupe algébrique
connezre qui n'interprete pas de mauvais corps, alors les sous-groupes quasiunipotents mazi-
maux de G sont les sous-groupes unipotents mazimaux de G.

Fait 2.7.3. - ([5], lemme 2.3, Altseimer, Berkman) Un sous-groupe quasiunipotent U
d’un groupe de rang de Morley fini peut étre écrit sous la forme U = B x D, ou B et D sont
définissables, B est d’exposant borné et D est sans torsion.

Définition 2.7.4. — ([5], déf. 3.3) Soit G un groupe de rang de Morley fini. On définit
par Q(G) = (U|U 4 G, U est quasiunipotent ) le radical quasiunipotent de G.

Le fait 1.2.5 montre que le radical quasiunipotent d’un groupe de rang de Morley fini est
définissable et connexe. La remarque 2.7.6 dit méme qu’il s’agit d’un sous-groupe quasiuni-
potent.

Dans [5], le fait suivant est donné avec 'hypothése ”G n’interpréte pas de mauvais corps”.
Or la preuve n’utilise pas cette hypothese, nous donnons alors ’énoncé suivant :

Fait 2.7.5. - ([5], lemme 3.5, Altseimer, Berkman) Soit G un groupe de rang de Morley
fini nilpotent. Alors Q(G) est le seul sous-groupe quasiunipotent maximal de G.

Remarque 2.7.6. — Si G est un groupe de rang de Morley fini, on a Q(G) < F(G), donc
Q(G) = Q(F(G)). On déduit alors du fait 2.7.5 que, pour tout groupe de rang de Morley fini
G, Q(Q) est quasiunipotent.

Lemme 2.7.7. — Soit G un groupe de rang de Morley fini connexe et nilpotent. Alors G' est
quasiunipotent.

Preuve. — Comme G’ est définissable et connexe (fait 1.2.6), il suffit de montrer que G’
ne contient pas de P-tore. D’apres le fait 1.3.13, G = B« D ou B et D sont définissables
et connexes, B est d’exposant borné et D est divisible. Donc on a G’ = B’ * D’. Or D’ est
sans torsion d’apres le fait 1.3.13 et, comme B’ est d’exposant borné, G’ ne contient pas de
P-tore. O

Lemme 2.7.8. — Soit G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble. Alors GN
est quasiunipotent.

Preuve. — D’aprés le fait 1.2.6, il suffit de montrer que GV ne contient pas de P-tore.
D’apres le fait 1.3.13, F'(G)° est un produit central de deux sous-groupes D et C définissables,
connexes et caractéristiques avec D divisible et C' d’exposant borné. Soit F/C = F(G/C)°.
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Alors F contient F(G)° et F/F(G)° est un sous-groupe définissable et connexe de G/F(G)°.
Comme G/F(G)° est abélien et divisible (fait 1.3.19), F/F(G)° est aussi abélien et divi-
sible. Comme F(G)°/C(= D/(D N C)) est divisible, on en déduit que F/C est divisible-
par-divisible. F'/C étant nilpotent, F/C est divisible. Alors le fait 1.3.14 dit que [G/C, F/C]
est sans torsion. Or GN'C/C' est contenu dans G'C/C, donc dans F/C (fait 1.3.19). Alors
[G/C,GNC/C) = GNC/C est sans torsion. Mais GV C/C est isomorphe & GV /(GN N C) et
GN N C est d’exposant borné. Donc G ne contient pas de P-tore. [

Proposition 2.7.9. — Soit G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble. Alors
G/Q(G) est abélien et divisible.

Preuve. — Montrons que G/Q(G) est abélien. D’apres le théoreme 2.4.7, G a un sous-
groupe de Carter C' et C est connexe. Alors le corollaire 2.4.8 donne G = GNC. On en
déduit que &' = GNC’. Or le fait 1.3.18 dit que G’ est nilpotent. Donc, d’apres le fait
2.7.5, G’ a un unique sous-groupe quasiunipotent maximal Q(G’). Mais le lemme 2.7.7 dit
que C’ est quasiunipotent, et le lemme 2.7.8 dit qu’il en est de méme pour GV. Donc
G' = GNC' = Q(G') est quasiunipotent et normal dans G, et G’ est contenu dans Q(G).

Montrons que G/Q(G) est divisible. D’apres le fait 1.3.13, F(G)° posséde un sous-groupe
B définissable, caractéristique et d’exposant borné avec F'(G)°/B divisible. En particulier, B
est un sous-groupe quasiunipotent normal de G. On en déduit que F(G)°/Q(G) est divisible.
Mais le fait 1.3.19 dit que G/F(G)° est divisible. Donc G/Q(G) est abélien et divisible-par-
divisible. Ceci prouve que G/Q(G) est divisible. [



Chapitre 3

Sous-groupes localement clos

La non connexité d’un groupe de rang de Morley fini rend souvent délicate la généralisation
des théoremes connus pour les groupes connexes. Pour franchir les obstacles qui apparaissent,
il ne suffit pas voir ces groupes comme des extensions finies des groupes connexes. En ef-
fet, ils doivent étre vus comme des groupes de rang de Morley fini ou les propriétés glo-
bales d'un groupe connexe n’existent que localement. Pour étudier les propriétés structu-
relles des groupes connexes, nous introduisons donc les notions de sous-groupes localement
clos et de sections localement closes (définition 3.1.1). D’un point de vu modele-théorique,
ces définitions correspondent & une notion de définissabilité locale (lemme 3.1.22). D’un
point de vu groupe-théorique, ce sont les quotients entre deux sous-groupes définissables-
par-localement finis (lemme 3.1.9). Il s’agit surtout d’une classe de groupes qui nous permet
d’analyser les groupes non connexes. L’utilité de ces notions est mieux comprise dans le
contexte résoluble. Toutefois, la section 3.9 sera consacrée a I’étude des 2-sous-groupes de
Sylow dans les sections localement closes non nécessairement résolubles.

L’étude des sous-groupes de Carter illustre bien le phénomene décrit ci-dessus. Nous les
avons définis comme étant les sous-groupes localement nilpotents et autonormalisants. Dans
un groupe connexe et résoluble, les sous-groupes de Carter sont nilpotents, et ils ont la parti-
cularité d’étre définissables et connexes (théoreme 2.4.7). Cependant, un groupe non connexe
peut avoir des sous-groupes de Carter non nilpotents et non définissables (exemple 1.5.8). A
priori, la non définissabilité des sous-groupes de Carter rend tres délicate la généralisation du
théoreme 2.4.7 aux groupes non connexes. L’introduction des sous-groupes localement clos
rend possible la généralisation de ce résultat aux groupes non connexes (théoreme 3.6.6 (i)).
Cela tient au fait que les sous-groupes de Carter sont localement clos (corollaire 3.4.19).

Les sections localement closes sont un cadre de travail naturel pour I’étude des groupes de
rang de Morley fini. En effet, les deux classes de sous-groupes des groupes de rang de Morley
auxquels on est le plus souvent amené & s’intéresser sont les sous-groupes définissables et les
sous-groupes localement finis. Or, la classe des sections localement closes regroupe ces deux
classes de groupes et, de plus, possede 'avantage d’étre close par produit normal (lemme
3.1.11). Aussi, l'essentiel des propriétés des groupes de rang de Morley fini résolubles ont un
analogue pour les sections localement closes des groupes de rang de Morley fini résolubles.
Par exemple, le théoreme de conjugaison des sous-groupes de Hall (fait 1.4.11) reste vrai
pour les section localement closes résolubles (théoréme 3.2.5). C’est d’ailleur un résultat
fondamental pour la suite. Un autre résultat important pour la suite est ’existence de sections
localement closes minimales normales dans les sections localement closes (proposition 3.5.7).
Ces sections, appelées sections dj,.-minimales, sont analogues aux sous-groupes G-minimaux
pour les groupes G de rang de Morley fini.

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante. D’abord nous donnons les propriétés générales
des sous-groupes localement clos et des sections localement closes. Puis nous montrons
le théoreme de conjugaison des sous-groupes de Hall pour les sections localement closes
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résolubles (théoreme 3.2.5). Dans la section 3.3, nous montrons des propriétés des sections
localement closes et localement nilpotentes. Ensuite, nous analysons les sous-groupes lo-
calement résolubles des sections localement closes. Il s’avere que ce sont des sous-groupes
résolubles (corollaire 3.4.12). Dans la section 3.5, nous montrons I’existence de sections loca-
lement closes minimales normales (proposition 3.5.7). Le théoreme d’existence et de conju-
gaison des sous-groupes de Carter pour les sections localement closes résolubles est donné
dans la section suivante (théoréme 3.6.6 (i)). Dans la section 3.7, nous analysons les sections
localement closes qui ont leurs p-sous-groupes localement finis nilpotents pour tout entier
premier p. Il s’agit d’une condition de finitude qui confere des propriétés particulieres aux
groupes qui la vérifient. En particulier, ’ensemble de leurs sous-groupes nilpotents est inductif
(proposition 3.7.5). Dans la section qui suit, nous donnons des informations supplémentaires
concernant les centralisateurs généralisés. Nous montrons que, dans une section localement
close et (localement nilpotente)-par-abélienne, ce sont des sections localement closes (propo-
sition 3.8.1). Nous finissons ce chapitre en montrant que la conjugaison des 2-sous-groupes
de Sylow tient, sans hypothese de résolubilité sur les sections localement closes (proposition
3.9.7). Cette derniére section permet d’espérer que la notion de section localement close aura
des conséquences concretes dans 1’étude des groupes non résolubles.

3.1 Généralités et cloture locale

Définition 3.1.1. — Un sous-groupe H d’un groupe de rang de Morley fini G est dit loca-
lement clos si, pour toute partie finie X de H, d(X) < H.

On appelle section localement close un groupe qui est un quotient de deux sous-groupes
localement clos.

Le lemme 3.1.9 caractérise les sous-groupes localement clos des groupes de rang de Morley
fini comme étant exactement les sous-groupes définissables-par-localement finis. Les appella-
tions ”sous-groupe localement clos” et ”cloture locale” (définition 3.1.14) ont été suggérées
par B. Poizat, en particulier suite & une remarque de sa part sur la cloture locale (lemme
3.1.22).

Remarque 3.1.2. — Une réunion croissante de sous-groupes définissables n’est, en général,
pas un sous-groupe définissable, sauf si chaque sous-groupe considéré est connexe. En effet,
si on considere le pur groupe C* et si, pour tout n € N, on note A,, 'ensemble des racines
2"-ieme de I'unité, alors la suite (A, )nen est une suite croissante de sous-groupes finis de C*
dont la réunion n’est pas définissable. Par contre, il suit directement de la définition d’un
sous-groupe localement clos, que toute réunion croissante de sous-groupes localement clos
est localement close.

Nous définissons trois opérateurs sur les sous-groupes d’un groupe de rang de Morley fini.
Ils se comportent parfois comme une composante connexe.

Définition 3.1.3. — Soit H un sous-groupe d’un groupe de rang de Morley fini G. On note
H*Y = (d(h)° : h € H), H* = (d(X)° : X partie finie de H) et H- = (U < H : U est

définissable et connexe ).

En général, pour un sous-groupe H dun groupe de rang de Morley fini, HT n’est pas
contenu dans H :

Exemple 3.1.4. — Considérons le pur groupe C;.. On choisit un élément = dans C4 \ {0} et
on note H = (z). Alors d(x) = C, et on obtient H~ = {0} et Ht = H* =C,.

Par contre, trouver un sous-groupe H d’un groupe de rang de Morley fini avec H # H*
est équivalent & trouver un sous-groupe d’un groupe de rang de Morley fini qui est de torsion
sans étre localement fini (cf. lemme 3.1.6 (i7) et (ii7)). Cette question est ouverte.
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Lemme 3.1.5. — Si H est un sous-groupe d’un groupe G de rang de Morley fini, alors :

(i) HY, H* et H™ sont définissables, connexes et normalisés par H ;

(id) (HT)* = H+, (HY)* = H* et (H-)" = H—;

(711) si A est un sous-groupe définissable de G normalisé par H, alors (HA/A)T = HT A/A
et (HAJA)* = HYAJA;

() H" = d(ug, ..., un) pour des éléments ug,...,u, de HNH* ;

(v) HHY/H™ est un groupe de torsion ;

(vi) Hi/Hi est un groupe localement fini;

(vit) H* = d(X)° pour une partie finie X de H.

Preuve. — (i) est une conséquence du fait 1.2.5 et (i) montre que (H~)~ = H ™.

Montrons (4ii). Pour tout h € H, si on note h la classe de h modulo A, on a d(h)° =
d(h)°A/A. On en déduit (HA/A)"™ = HT A/A. Aussi, si X désigne un sous-ensemble fini de
H, alors on a d(XA/A)° = d(X)°A/A, d'ou (HA/A)r = HXA/A.

Montrons (H™)™ = H" et (iv). Le fait 1.2.5 montre qu’il existe n € N et des élément
hoy ..., hy, de H tels que HT = (d(ho)°, ...,d(h,)°). Pour tout i € {0,...,n}, il existe m; € N*
tel que A" € d(h;)°. Notons u; = h;"* pour tout ¢ € {0,...,n}. Alors, pour tout ¢ € {0, ...,n},
d(u;) est d’indice fini dans d(h;), donc d(u;) = d(h;)° et HT = (d(ugp),...,d(u,)). On en
déduit que (HT)™ contient H+. H* étant définissable d’apres (i), on a (HT)T < HT, d'ou
I’égalité. Le fait que HT soit définissable montre aussi que H* = d(ug, ..., up, ). Mais ug, ..., Uy
appartiennent & H N H*. Donc on a prouvé (iv).

Les assertions (v) et (vi) suivent directement des définitions de Ht et H™.

Finissons la preuve de (ii). D’apres (i), HT est définissable, donc H* contient (H*)*. 11
reste & montrer H* < (H*)*. Comme (vi) dit que H* /(H*)* et HH*/H% sont localement
finis, HH* /(H*)* est aussi localement fini (fait 1.4.1). Alors, si X est une partie finie de
H, (X)(H®)*/(H*)* = d(X)(H*)*/(H*)* est fini. On en déduit que d(X)° est un sous-
groupe de (H*)*, d'ou H* < (H*)*.

Il reste & montrer (vii). D’apres le fait 1.2.5, H* est définissable et connexe, et il existe
| € N* et des parties finies X1,..., X; de H telles que H* = (d(X1)°,...,d(X;)°). On note
X = U_,X;. Alors d(X)° est contenu dans H*. Comme d(X;)° < d(X)° pour tout i €
{1,...,1}, on obtient H* = d(X)°, ce qui prouve (vii). O

Le lemme suivant caractérise H+ et H* pour les sous-groupes localement clos.

Lemme 3.1.6. — Si H est un sous-groupe localement clos d’un groupe G de rang de Morley
fini, alors :

(i) Hf <H*<H- < H;

(ii) HT est le plus petit sous-groupe normal et localement clos de H tel que H/H* soit
localement fini;

(i5) HY est le plus petit sous-groupe normal et localement clos de H tel que H/H™ soit
de torsion.

Preuve. — Le lemme 3.1.5 (vii) dit qu’il existe une partie finie X de H telle que H* = d(X)°.
Pour montrer (i), il suffit de montrer H* < H~. Comme H contient d(X) puisque H est
localement clos, H~ contient d(X)° = H*.

Montrons (ii). Le lemme 3.1.5 (vi) montre que H/H? est localement fini. Soit U un
sous-groupe localement clos et normal de H avec H/U localement fini. Montrons que U
contient H*. H normalise U* et, d’apres (i), U contient U*. Comme U/U* est localement
fini d’aprés le lemme 3.1.5 (vi), H/U* est localement fini (fait 1.4.1). Alors (X)UT /U™ est
fini et (X)U™T est définissable. On en déduit que H* (= d(X)°) est contenu dans U*. Ceci
prouve que U contient H*.

Montrons (4ii). Le lemme 3.1.5 (v) montre que H/H™* est de torsion. Soit U un sous-
groupe localement clos et normal de H avec H/U de torsion. Montrons que U contient H™.
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H normalise UT et, d’apres (i), U contient UT. Comme U/U™T est de torsion d’apres le
lemme 3.1.5 (v), H/U™" est aussi de torsion. Alors, pour tout h € H, (h)Ut /U™ est fini et
(h)UT est définissable. On en déduit que d(h)° est contenu dans U™ et HT est contenu dans
UT. Ceci prouve que U contient H*. [

Le corollaire suivant dit que Ht = H* pour tout sous-groupe localement clos H d’un
groupe de rang de Morley fini résoluble. Par la suite nous étudierons essentiellement les
groupes résolubles. C’est pour cela nous allons si peu nous intéresser & H* par la suite.

Corollaire 3.1.7. — Si H est un sous-groupe localement clos d’un groupe G de rang de
Morley fini résoluble, alors

(1) H/H™ est localement fini;

(i) Ht = H*.

Preuve. — L’assertion (7) suit directement du lemme 3.1.5 (v) et du fait 1.4.2. L’assertion
(i) est conséquence de (i) et du lemme 3.1.6 (i7). O

Corollaire 3.1.8. — Si H est un sous-groupe localement clos d’un groupe G de rang de
Morley fini, alors H/H™~ est localement fini.

Preuve. — Le lemme 3.1.6 (i) dit que H~ contient H*. Comme H/H% est localement fini
d’apres le lemme 3.1.5 (vi), on a le résultat. O

La caractérisation suivante des sous-groupes localement clos est fondamentale pour tout
ce qui suit.

Lemme 3.1.9. — Soient G un groupe de rang de Morley fini et H un sous-groupe de G.
Alors H est localement clos si et seulement si H est définissable-par-localement fini.

Preuve. — Supposons H localement clos. Le lemme 3.1.5 (i) dit que H~ est un sous-groupe
définissable et normal de H. Comme le corollaire 3.1.8 dit que H/H ~ est localement fini, on
a le résultat.

Réciproquement, supposons H définissable-par-localement fini. Soient X une partie finie
de H et U un sous-groupe normal et définissable de H avec H/U localement fini. Alors
(X)YU/U est fini. Donc (X)U est définissable. En particulier on a d(X) < (X)U < H et H
est localement clos. [J

Corollaire 3.1.10. — Si H est un sous-groupe d’un groupe G de rang de Morley fini, alors
H est localement clos si et seulement si H* < H. En particulier, si G est résoluble, H est
localement clos si et seulement si HY < H.

Preuve. — Si H est localement clos, le lemme 3.1.6 (i) donne H* < H.

Réciproquement, supposons H* contenu dans H. D’apres le lemme 3.1.9, il suffit de
montrer que H est définissable-par-localement fini. H* est un sous-groupe définissable et
normal dans H d’apres le lemme 3.1.5 (7). Le lemme 3.1.5 (i) dit que H/H® est localement
fini, et H est localement clos.

Si G est résoluble, le corollaire 3.1.7 (i4) donne H* = H+, d’ou le résultat. [

Lemme 3.1.11. — Soient G un groupe de rang de Morley fini et H et K deux sous-groupes
localement clos de G tels que H normalise K. Alors HK est localement clos.

Preuve. — Comme H(HK)  /(HK)™ et K(HK)™ /(HK)~ sont localement finis d’apres le
corollaire 3.1.8, HK/(HK)~ est localement fini (fait 1.4.2). Alors HK est définissable-par-
localement fini et le lemme 3.1.9 dit que H K est localement clos. [
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Corollaire 3.1.12. - Soient G un groupe de rang de Morley fini, H un sous-groupe de G et
E un sous-groupe de H. Alors E posséde un unique plus grand sous-groupe localement clos
normal dans H.

Lemme 3.1.13. — Dans un groupe de rang de Morley fini, toute intersection de sous-groupes
localement clos est localement close.

Preuve. — Soient I un ensemble, (H;);cr une famille de sous-groupes localement clos d’un
groupe de rang de Morley fini G et H = (1),.; H;. Si X est une partie finie de H, alors d(X)
est contenue dans H; pour tout i € I puisque H; est localement clos pour tout ¢ € I et on
trouve d(X) < H. On en déduit que H est localement clos. [

Nous pouvons alors définir la cléture locale.

Définition 3.1.14. — Soient G un groupe de rang de Morley fini et X une partie de G. La
cloture locale djo.(X) de X dans G est le plus petit sous-groupe localement clos de G qui
contienne X.

Remarque 3.1.15. — Si une partie Y d’un groupe G de rang de Morley fini normalise une
partie X de G, alors Y normalise dj,.(X).

Lemme 3.1.16. - Soient G un groupe de rang de Morley fini et X une partie de G.
Alors dipe(X) = (X)T(X) et dipe(X)/(X)F est localement fini. En particulier, si X est
fini, dipe(X) = d(X).

Preuve. — Le lemme 3.1.5 (vi) dit que (X)(X)*/(X)* est localement fini. Comme (X)*
est définissable (lemme 3.1.5 (7)), on en déduit que (X)(X)T est définissable-par-localement
fini. Alors (X)(X)¥ est localement clos (lemme 3.1.9) et djo.(X) < (X)(X)*. Mais le lemme
3.1.6 (i) donne (X)* < djpe(X). Donc on obtient dje(X) = (X)(X)F et djoe(X)/(X)T est
localement fini. O

Comme la suite sera essentiellement consacrée aux groupes résolubles, on donne aussi la
version "résoluble” du lemme 3.1.16.

Corollaire 3.1.17. — Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble et X une partie
de G. Alors djpe(X) = (X)T(X) et djoe(X)/(X)T est localement fini.

Preuve. — Ceci suit du corollaire 3.1.7 (i7) et du lemme 3.1.16. O

Nous montrons qu’un sous-groupe localement clos H contient la cloture définissable d(X)
de toute partie définissable X de H (corollaire 3.1.20).

Lemme 3.1.18. — Si X est un sous-ensemble définissable d’un groupe G de rang de Morley
fini, alors X(X)~ /(X)™ est fini. En particulier, (X)/(X)~ est finiment engendré.

Preuve. — D’apres le fait 1.2.9; il existe un sous-groupe définissable U de (X) tel que XU /U
soit fini. Done XU®/U*® est fini et, comme on a U° < (X)~, X (X))~ /(X)~ est fini. O

Corollaire 3.1.19. — 5i X est un sous-ensemble définissable d’un groupe G de rang de
Morley fini, alors d(X) = djoe(X).

Preuve. — On peut supposer G = d(X). Comme X normalise (X)~, (X)~ normal dans G.
Quitte & quotienter G par (X)~, on peut supposer (X)~ = 1. Alors le lemme 3.1.18 dit que
X est fini. Le lemme 3.1.16 permet de conclure. [
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Corollaire 3.1.20. — Si H est un sous-groupe localement clos d’un groupe de rang de Morley
fini, alors H contient la cloture définissable d(X) de toute partie définissable X de H.

Preuve. — Comme H est localement clos, dj,.(X) est contenu dans H. Le corollaire 3.1.19
donne le résultat. [

On obtient aussi un résultat sur les sous-groupes localement finis et engendrés par un
sous-ensemble définissable :

Corollaire 3.1.21. — Soit X un sous-ensemble définissable d’un groupe G de rang de Morley
fini. Si (X) est localement fini, alors (X) est définissable.

Preuve. — Le lemme 3.1.18 dit que (X)/(X)~ est finiment engendré. Comme c’est un
groupe localement fini, (X)/(X)~ est fini et (X) est définissable. [

Le lemme 3.1.22 a été démontré par B. Poizat. Il permet de voir la cloéture locale comme
une réunion de sous-groupes plutét que comme une intersection de sous-groupes.

Lemme 3.1.22. - (B. Poizat) Si G est un groupe de rang de Morley fini et si A est une
partie de G alors, pour toute partie finie U de djoc(A), il existe une partie finie Xy de A
telle que U C d(Xy). En particulier,

dioe(A) = U d(X)

X partie finie de A

Preuve. — Le lemme 3.1.16 donne dj,.(A) = (A)T(A). Donc il existe une partie finie Ag
de A telle que (A)*(Ag) contienne U. Le lemme 3.1.5 (vii) dit qu'il existe une partie finie
Ay de (A) telle que (A)* = d(A;)°. Mais chaque élément de A; s’écrit comme un produit
fini d’éléments de A et d’inverses d’éléments de A. Donc il existe une partie finie As de A tel
qu’on ait A; C (As). On note Xy = Ag U As. Alors U est contenu dans d(Xy). O

Corollaire 3.1.23. — Soit X un sous-ensemble définissable d’un groupe G de rang de Morley
fini. Si toute partie finie de X engendre un sous-groupe nilpotent (resp. résoluble), d(X) est
localement nilpotent (resp. localement résoluble).

Preuve. — Le corollaire 3.1.19 donne d(X) = djoc(X). Soit U une partie finie de d(X). Le
lemme 3.1.22 dit qu’il existe une partie finie Xy de X avec U C d(Xy). Comme le fait 1.3.15
dit que d(Xy) est nilpotent (resp. résoluble), on obtient le résultat. [

Lemme 3.1.24. — Soient U un sous-groupe d’un groupe G de rang de Morley fini et V un
sous-groupe d’indice fini de U. Alors VF = djoe(V)T = U* = dipe(U)F. En particulier, si G
est résoluble, V¥ = djoe(V)T = Ut = djpe(U) T

Preuve. — U normalise un sous-groupe Vj de V d’indice fini dans U. Alors on a Voi <
VE U et dioe(Vo)T < dioe(V)E < dioe(U)*. Donc on peut supposer V = Vj et il suffit de
montrer que dj,.(U)* est contenu dans V.

Comme U normalise V, U normalise V*. Mais VV* /V* est un sous-groupe d’indice fini
de UVE/V*E et VVE/V* est localement fini (lemme 3.1.5 (vi)). Donc UV*/V* est aussi
localement fini et UV * est localement clos. Ceci prouve que dj,.(U) est contenu dans UV+.
Le lemme 3.1.6 (47) donne dj,.(U)* < V*.

Si G est résoluble, le corollaire 3.1.7 (ii) donne VT = djpe (V)T =UT = djo.(U)T. O

Voici ’analogue localement clos du fait 1.2.8.

Lemme 3.1.25. — Soient G un groupe de rang de Morley fini et H et K deux sous-groupes
de G localement clos. Si H normalise K, alors [H, K] est localement clos.
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Preuve. — On fait la preuve par induction sur le rang et le degré de G. On peut supposer
G = d(HK). Alors [H, K]~ est normal dans G et, si [H, K|~ # 1, [H,K]/[H, K], donc
[H, K], est localement clos par hypothese d’induction. Donc on peut supposer [H, K]~ = 1.
Comme, d’apres le fait 1.2.6, [H, K| et [H~, K] sont définissables, connexes et contenus dans
[H,K], [H,K~] = [H,K] = 1. Montrons que [H, K] est localement fini. Soient n € N et
UQ, .., U, des éléments de [H, K. Alors il existe des entiers m et [ et des éléments hy, ..., by, de
H et ko, ...,k de K tels que, si U = (hg, ..., hy,) et si V = (kq, ..., k1), ug, ..., 4, appartiennent
a U V). H/H- et K/K~ étant localement fini, UH~/H~ et VK~ /K~ sont finis. On en
déduit que lensemble {[u,v] : u € U,v € V} est fini et, comme il est contenu dans K et
comme K/K~ est localement fini, [U, V]VK~ /K~ est fini. Ainsi [U, V]V K~ est définissable.
Comme [U, V]V K~ est normalisé par UH ~ et comme UH ~ est définissable, le fait 1.2.8 dit
que le sous-groupe [UH~, [U, V]V K ] est définissable. Or il est contenu dans [H, K] et on a
[H, K]~ =1, donc il est fini. On en déduit la finitude de [U,V]. O

Corollaire 3.1.26. — Soient G un groupe de rang de Morley fini et H un sous-groupe de G
localement clos. Alors, pour tout ordinal o, H* et H®) sont localement clos.

Preuve. — Ceci suit des lemmes 3.1.13 et 3.1.25. O

Nous montrerons que si H est un sous-groupe localement clos d’'un groupe de rang de
Morley fini, alors il existe des entiers k; et ko tels que HF1) = HF+D of Fk2 = fha+1
(propositions 3.4.13 et 3.5.12).

Définition 3.1.27. — Pour tout groupe G et tout sous-groupe H de G, on appelle cloture
normale de H dans G le sous-groupe de G engendré par les conjugués de H dans G.

Fait 3.1.28. — ([35], cf. th. 2.1 (iii), p.18) Pour tout groupe G et tout sous-groupe H de
G, la cloture normale de H dans G est H[H, G].

Corollaire 3.1.29. - Soient G un groupe de rang de Morley fini et H < K deux sous-
groupes de G localement clos. Alors la cloture normale de H dans K est localement close.

Preuve. — Ceci suit du fait 3.1.28 et des lemmes 3.1.11 et 3.1.25. O

Comme le montrent les deux exemples suivants, une section localement close d’'un groupe
G de rang de Morley fini n’est, en général, pas un M.-groupe. Par contre, nous allons
montrer que les centralisateurs des sections localement closes sont des sections localement
closes (proposition 3.1.33).

Exemple 3.1.30. — ([84], section 5, Wehrfritz) On considére un corps algébriquement
clos F de caractéristique p # 0 et E un sous-groupe additif de F tel que F' = FE @ (1). On
note

1 00
T = a 1 0 |:aeF,beF,ceF ;,
b ¢ 1

[t

:meF

(an)
o = O
= O O

et

(1
Al

1 0 0
= 0 1 0 :mée Kk
m 0 1
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Alors T est un p-groupe 2-nilpotent de rang de Morley 3. Nous avons les égalités Z(T) =
T, = Cp(T/R) = T'. Nous montrons que le groupe quotient G = T'/R n’est pas un M,-
groupe. Comme Ty = Cp(T/R), nous avons Z(G) = T1/R et Z(G) est cyclique d’ordre p.
Aussi, comme G’ = T'/R = T1/R, G’ est cyclique d’ordre p et, pour tout élément x de G,
Ca(z) est d’indice fini dans G. Comme G est infini, G ne peut pas étre un M -groupe.

L’exemple suivant, qui est tres proche du précédent, montre qu’on peut méme choisir le
groupe de rang de Morley 2 :

Exemple 3.1.31. — Nous reprenons les notations de ’exemple précédent. On fixe n € N* et
on note

1 0 0
H= u 1 0 ru€ FlveF
vowP" 1

Alors H est un sous-groupe 2-nilpotent de T' et H est de rang de Morley 2 et d’exposant p.
De plus, on a 71 = Cy(H/R) et T} = H'. Nous montrons que le groupe quotient Go = H/R
n’est pas un M. -groupe. Comme T3 = Cy(H/R), nous avons Z(H) = T1/R et Z(H) est
cyclique d’ordre p. Aussi, comme G, = H'/R =Ty /R, G’ est cyclique d’ordre p et, pour tout
élément = de Gy, Cg,(x) est d’indice fini dans Gy. Comme G est infini, Gy ne peut pas étre
un M.-groupe.

Fait 3.1.32. - ([69], 1.6.11, p. 36) Si G est un groupe finiment engendré et si H est un
sous-groupe d’indice fini dans G, alors H est finiment engendré.

Proposition 3.1.33. — Soient G un groupe de rang de Morley fini et H/K wune section
localement close de G. Alors, pour tout sous-ensemble X de H, Cp/x (X K/K) est une section
localement close.

Preuve. — On peut supposer G = d(H). Quitte & quotienter G par K, on peut supposer
K~ = 1. Le corollaire 3.1.8 dit que K est localement fini. Aussi, le fait 1.2.6 montre que
[H—, K] est un sous-groupe définissable et connexe de K, et alors [H~, K| = 1. Notons
C/K = Cy/k(XK/K) et montrons que C' est localement clos. D’apres le lemme 3.1.13 on
peut supposer X = {x} pour z € H. Soit Cy une partie finie de C. Alors d(Cp) est un
sous-groupe de H et d(Cp)° est contenu dans H~. Donc d(C)° centralise K. Montrons que
d(Cp)® centralise d(x)°. Soit C; = (Cp)°. Alors on a d(C1) = d(Cp)° et il suffit de montrer
que d(Cy) centralise d(x)°. Le fait 3.1.32 dit que C; est finiment engendré. 11 existe j € N*
tel que 27 € d(z)°. Alors 27 (€ H™) centralise K. Pour tout i € Z, on note

adi : Cl — K

c  — [c,2f

Pour tout i € Z, ad; est un homomorphisme de groupes et, donc, ad;(C7) est un sous-groupe
finiment engendré de K. K étant localement fini, ad;(Cy) est fini pour tout ¢ € Z. Comme C}
et 27 centralisent K, d(C1,27) centralise ad;(C1). On note 27 la classe de 27 modulo ad;(Cy).
Alors Cyad;(C1)/ad;j(Cy) centralise 2. Donc d(Cy)ad;(C)/ad;(Cy) centralise aussi 27 et on
obtient [d(C4),27] < ad;(Cy). Comme d(C) est connexe, le fait 1.2.6 dit que [d(C}), 7]
est un sous-groupe connexe du groupe fini ad;(C). On en déduit que d(C;) centralise 7.
Comme (z)d(x7)/d(x?) est fini, d(2?) = d(z)°. On a montré que d(C;) centralise d(z)°.

On obtient [C1,d(z)] = [Cy, (z)] = (ad;(C1) :i € {—j+1,...,0,...,5 — 1}), ce qui prouve
que [Cy,d(x)] est fini. Le fait 1.2.11 donne [d(C1), d(x)] = [C1, d(z)]. Or on a d(Cy) = d(Cp)°
et le fait 1.2.6 dit que [d(Cy),d(z)] est connexe. On en déduit que d(C4) centralise d(x). On
obtient [d(Cp),x] = [(Co),z] < K et d(Cp) est contenu dans C. On a montré que C est
localement clos. [J
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Corollaire 3.1.34. — Soient G un groupe de rang de Morley fini et H/K une section loca-
lement close de G. Alors, pour tout ordinal o, Zo(H/K) est une section localement close de
G. En particulier, Uhypercentre de H/K est une section localement close de G.

Preuve. — Supposons le corollaire faux. Alors il existe un plus petit ordinal 8 tel que
Z3/K = Zg(H/K) ne soit pas une section localement close de G. Comme une réunion
croissante de sections localement closes est localement close, 3 ne peut pas étre un ordinal
limite. Soient v 'ordinal tel que 8 = v+ 1 et Z,/K = Z,(H/K). Alors on a Zg/Z, =
Z(H/Z,) = Chyz,(H/Z,). Comme Z, est localement clos par minimalité de 3, la proposition
3.1.33 dit que Zg est localement clos, ce qui est contradictoire. O

3.2 Sous-groupes de Hall

Nous donnons un analogue au théoréme de conjugaison des sous-groupes de Hall (fait
1.4.11) pour les sections localement closes des groupes de rang de Morley fini résolubles
(théoreme 3.2.5). On rapelle que P désigne I’ensemble des entiers premiers.

Fait 3.2.1. — ([11], Borovik, Nesin) Soient G un groupe de rang de Morley fini et H un
sous-groupe de G normal et définissable. Si x € G est tel que sa classe modulo H soit un
p-élément de G/H, alors le coset xH contient un p-élément.

Le lemme suivant généralise le fait ci-dessus.

Lemme 3.2.2. — Soient 1 C P, G un groupe de rang de Morley fini et H un sous-groupe
de G localement clos. Si x € Ng(H) est tel que sa classe modulo H soit un mw-élément de
Ng(H)/H, alors le coset xH contient un mw-élément.

Preuve. — Comme H/H~ est localement fini (corollaire 3.1.8) et comme la classe de x
modulo H est d’ordre fini, (x) H~/H~ est fini. Alors (x)H~ est définissable et d(z) < (z)H .
Mais, d’apres le fait 1.4.4, on a d(z) = D x (u) pour un groupe divisible D et un élément
de torsion w. En particulier on a D = d(z)° < H~, d’ou (x)H~ = (u)H~ et (z)H = (u)H.
Mais, u étant de torsion, on a {u) = (u1) X (ug) pour un m-élément u; et un 7'-élément us.
Comme l'ordre de (x)H/H est un m-nombre, on obtient (z)H = (u)H = (uq)H. Ainsi, *H
contient un élément v de (u1), et v est un w-élément. [

La preuve du lemme suivant est tres proche de celle d’un corollaire de la premiére section
de [4].

Lemme 3.2.3. — Soient G un groupe de rang de Morley fini, 7 C P et K un sous-groupe
de G localement clos. On suppose que K a un m-sous-groupe de Hall central R. Alors
Ck/r(XR/R) = Cx(X)R/R pour tout sous-ensemble X de Ng(R).

Preuve. — Il suffit de montrer que Cx(X)R/R contient C,r(XR/R). Soient X un sous-
ensemble de Ng(R), z € X et T sa classe modulo R. Soit u € K tel que u centralise X R/R.
Alors on a [z,u] € R. Donc il existe un m-nombre n, tel que [z,u|" = 1. R étant central
dans K, on a [z,u"] = 1 et u™ € Ck(x). Mais il existe k € N* et 1, ...,z des éléments
de X tels que Ck(X) = Ck (1, ..., ). Soit m = Ny, Ny,...Ng, . Alors m est un m-nombre et
u™ € Ck(X). En particulier, d(u)/Cqe,)(X) est un m-groupe cyclique. Le lemme 3.2.2 donne
'existence d'un 7-élément r de d(u) tel que d(u) = (r)Cy(y)(X). Comme K est localement
clos, d(u) est contenu dans K et RN d(u) est 'unique m-sous-groupe de Hall de d(u). On en
déduit r € R et u € RCk(X), douw € Cx(X)R/R. O

Lemme 3.2.4. - Soient 1 C P, G un groupe de rang de Morley fini et R un sous-groupe
localement clos de G avec un sous-groupe abélien, normal, localement clos et m-divisible A
tel que R/A soit un m-groupe localement fini. Alors les m-sous-groupes mazimauz de R sont
conjugués et, si S est l'un d’eur, R/A = SA/A.
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Preuve. — Soient B le w-sous-groupe de Hall de A et Sy et Sy deux w-sous-groupes maximaux
de R. Alors B est normal dans R et B est contenu dans Sy et Sy. Aussi, A/B est w-divisible.
Par choix de B, A/B ne possede pas de m-élément non trivial et on a S;/B N A/B =
S2/BNA/B = 1. D’apres le lemme 3.2.3, A/B satisfait la condition de chaine descendante
sur les centralisateurs des sous-ensembles de R. Le fait 1.4.10 dit que S1/B et S3/B sont
contenus dans des compléments Q1/B et Q2/B de A/B dans R/B, et Q1/B et Q2/B sont
conjugués dans R/B. Mais Q1/B et Q2/B sont des m-groupes et, comme B est aussi un
m-groupe, @1 et Q2 sont des w-sous-groupes de R. Comme S et S sont des m-sous-groupes
maximaux de R contenus dans (Q; et Q2 respectivement, on obtient S; = @1 et Sy = Qs.
On en déduit le résultat. [

Le théoréme 3.2.5 et le corollaire 3.2.6 généralisent les faits 1.4.11 et 1.4.12, et les preuves
sont analogues.

Théoréme 3.2.5. — Soient 1 C P, G un groupe de rang de Morley fini résoluble et H/K
une section localement close de G. Alors les w-sous-groupes de Hall de H/K sont conjugués.

Preuve. — La preuve se fait par induction sur le rang et le degré de G. On peut supposer
G = d(H). Quitte & quotienter G par K, on peut supposer K~ = 1. Supposons d’abord
K =1. Comme H/H™" est localement fini d’aprés le corollaire 3.1.7 (i), le fait 1.6.3 permet
de supposer H* # 1. Soit A un sous-groupe H-minimal contenu dans H*. Soient S; et S
deux m-sous-groupes de Hall de H et Ry et Ry deux sous-groupes de H tels que R;/A et
Ry /A soient deux m-sous-groupes de Hall de H/A contenant S; et S respectivement. Par
hypotheése d’induction R;/A et Ry/A sont conjugués. Donc on peut supposer Ry = Ry. Si A
est localement fini, alors R; I'est aussi et le fait 1.6.3 donne le résultat. Sinon, le fait 1.2.14
dit que A est divisible. Le lemme 3.2.4 donne la conjugaison de S et Sy dans Rj.

Maintenant, on suppose K # 1. Soient S;/K et S3/K deux m-sous-groupes de Hall de
H/K. Comme K~ =1, 57 et So sont localement fini et contenus dans des P-sous-groupes
de Hall Ry et Ry de H. Ce qui précede permet de supposer R; = Rs. Le fait 1.6.3 donne le
résultat. [J

Corollaire 3.2.6. — Soient 1 C P, G un groupe de rang de Morley fini résoluble, H/K une
section localement close de G, N/K un sous-groupe normal de H/K et R/K un 7-sous-groupe
de Hall de H/K. Alors :

(i) RIKNN/K est un m-sous-groupe de Hall de N/K ;

(i) si N est localement clos, RN/N est un w-sous-groupe de Hall de H/N et tous les
m-sous-groupes de Hall de H/N sont de cette forme.

Preuve. — (i) suit directement du théoreme 3.2.5.

Pour prouver (i) on peut supposer K = 1. On considére un 7-sous-groupe de Hall S/N de
H/N qui contient RN/N et on prouve, par induction sur le rang r de N, que S/N = RN/N.
Sir =0, alors S est localement fini et le fait 1.6.3 donne le résultat. Sinon N~ contient un
sous-groupe H-minimal A. Par hypothese d’'induction, on peut supposer N = A. Le fait
1.6.3 permet de supposer A non localement fini. Alors le fait 1.2.14 dit que A est divisible.
Le lemme 3.2.4 donne le résultat. [

3.3 Sous-groupes localement nilpotents

Nous cherchons des analogues aux faits 1.3.15 et 1.3.13 pour les sections localement closes
(propositions 3.3.1 et 3.3.6).

Proposition 3.3.1. — Soient G un groupe de rang de Morley fini, H/K une section loca-
lement close de G et L/K un sous-groupe de H/K. Si L/K est nilpotent de classe ¢, alors
dioc(L)/ K est aussi nilpotent de classe ¢. Si L/K est localement nilpotent, djo.(L)/K est
localement nilpotent.
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Preuve. — Quitte & quotienter H par K, on peut supposer K~ = 1. Supposons L/K
nilpotent de classe ¢. Montrons que djo.(L)/K est aussi nilpotent de classe c. Soit U une
partie finie de djoc(L). Le lemme 3.1.22 dit qu'il existe une partie finie X de L avec U C d(X).
Alors (X)K/K est nilpotent de classe au plus ¢. Comme (X )¢ est contenu dans d(X)¢, le
fait 1.2.7 donne d((X)¢) < d(X)¢. Aussi, le fait 1.2.11 donne d(X)° < d((X)¢). On en
déduit d(X)c = d((X)¢). Soit Y I'ensemble des éléments de (X) de la forme [z, ..., x.] avec
xg, .-, T des éléments de X. La remarque 1.3.8 dit que (X)¢ est engendré par les conjugués
des éléments de Y par des éléments de (X). Le fait 1.2.6 dit que [d(X)°, K] est un sous-groupe
définissable et connexe de K. Comme K~ =1, d(X)° centralise K et, comme Y est contenu
dans K, on en déduit que (X)© est finiment engendré. K étant localement fini (corollaire
3.1.8), (X)¢ est fini et on obtient d(X)¢ = d((X)¢) = (X)¢ < K. On a montré que (U)K/K
est nilpotent de classe au plus ¢. La remarque 1.3.8 montre que dj,.(L)/K est nilpotent de
classe c.

Supposons L/K localement nilpotent. Montrons que dj,.(L)/K est localement nilpotent.
Soit U une partie finie de djpe(L). Le lemme 3.1.22 dit qu'il existe une partie finie X de
L avec U C d(X). Comme (X K/K) est nilpotent, ce qui précede montre que djo(XK)/K
est nilpotent. Donc d(X)K/K et (UK/K) sont nilpotents. On en déduit que djoe(L)/K est
localement nilpotent. [J

Corollaire 3.3.2. - Si H/K est une section localement close d’un groupe de rang de Morley
fini, alors tout sous-groupe localement nilpotent mazimal de H/K est une section localement
close.

Corollaire 3.3.3. — Soient G un groupe de rang de Morley fini et H/K une section locale-
ment close de G. Alors HP(H/K) est une section localement close de G.

Preuve. — Le fait 1.3.3 dit que HP(H/K) est localement nilpotent, et la proposition 3.3.1
permet de conclure. [

Lemme 3.3.4. — Si G est un groupe de rang de Morley fini nilpotent-par-fini avec G = d(X)
pour un sous-ensemble fini X de G, alors G° est divisible.

Preuve. — D’apres le fait 1.3.13, G° = D *x C' pour deux sous-groupes définissables et
caractéristiques D et C' de G° avec D divisible et C' d’exposant borné. Donc G/D est loca-
lement fini et (X D/D) est fini. Comme on a G/D = d(X)/D = d({(XD/D)), G/D est fini
et G°=D. O

Corollaire 3.3.5. — Soit H un sous-groupe d’un groupe de rang de Morley fini. Si H' est
nilpotent, alors HT est divisible.

Preuve. — Le lemme 3.1.5 (iv) dit qu’il existe une partie finie X de H telle que H* = d(X).
Comme H est connexe, le lemme 3.3.4 donne la divisibilité de H+. O

La proposition 3.3.6 est analogue au fait 1.3.13.

Proposition 3.3.6. — Soient G un groupe de rang de Morley fini et H/K wune section
localement close et localement nilpotente de G. Alors H/ K~ = H'K~ /K~ «R/K~ ou R/K
est le sous-groupe de torsion mazimal de H/K . De plus, HY K~ /K~ est nilpotent et divisible
et HV K= /K~ =H*K~ /K.

Preuve. — Quitte a quotienter H par K ~, on peut supposer K~ = 1. Donc K et R sont
localement finis. Comme H/H®* est localement fini d’apres le corollaire 3.1.5 (vi), H/H*R
est aussi localement fini. Mais R contient toute la torsion de H. Donc le lemme 3.2.2 dit que
H/H*R ne posséde pas d’élément de torsion. On en déduit H = H*R. Comme K~ = 1, le
fait 1.2.6 dit que H* centralise K. Mais H* K /K est localement nilpotent, donc HT aussi et
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on en déduit que HT est nilpotent par le corollaire 2.4.5. Le corollaire 3.1.7 (i) et le lemme
3.1.5 (i) donnent (H*)* = (H*)* = H*. Comme on a (H*)* < H* < H*, on obtient
H* = H*. Le corollaire 3.3.5 dit que H est divisible.

Il faut alors montrer que H™ centralise R. D’apres le lemme 3.1.5 (iv), il existe m € N*
et hi, ..., by, des éléments de HY tels que H™ = d(hq, ..., hyy,). Soient r € R et i € {1,...,m}.
Alorson a [r, h;] € RNH™ et il existe I,.; € N* tel que [r, h;]'»# = 1. Comme H est nilpotent
et divisible, le fait 1.3.13 dit que H™ centralise sa torsion et, R étant localement fini, on a
RNH" < Z(H'). Donc [r, h;] est central dans H' et on a [r, hé“’"] = [r,hy)' = 1. Ainsi
hi“ centralise r. On en déduit que Dy = d(hir :1=1,...,m) centralise r. Considérons D; =
Do[Dy, H"] la cloture normale de Dy dans H™ (fait 3.1.28). Alors D; est définissable d’apres
le fait 1.2.6, et H*/D; est nilpotent et divisible. Le fait 1.3.13 dit que H*/D; centralise
ses éléments de torsion. On en déduit que (h; : ¢ = 1,...,m)D;/D; est un sous-groupe
central de H*/Dy. Mais (h; : i = 1,...,m)D1/D; est un sous-groupe de H'/D; engendré
par un nombre fini d’éléments de torsion de H/D;. Donc (h; : i = 1,...,m)D;/D; est fini.
Ceci prouve que (h; : i = 1,...,m)D; est définissable et d(h; : i = 1,...,m) est contenu dans
(hi:i=1,...,m)Dy. Comme H* =d(h; : i =1,...,m), on obtient H* = (h; : i =1,...,m)D;
et, par connexité de H*, HT™ = D;. Comme D; est la cléture normale de Dy dans HT et
comme HT est nilpotent, on en déduit H+ = Dy et HT centralise r. Ceci étant vrai pour
tout 7 € R, HT centralise R. [

3.4 Sous-groupes localement résolubles

Il est montré dans [4] qu’un groupe w-stable localement résoluble est résoluble. Il est aussi
connu qu'un M.-groupe localement fini et localement résoluble est résoluble (fait 3.4.1). Dans
cette section on montre un analogue de ces résultats pour les sections localement closes des
groupes de rang de Morley fini (corollaire 3.4.12). En particulier, le corollaire 3.4.12 généralise
un résultat de Wehrfritz qui dit qu'un quotient localement résoluble d’un groupe linéaire et
localement fini est résoluble ([84], H 5).

Fait 3.4.1. - ([16], Bryant, Hartley) Un M_-groupe localement fini et localement résoluble
est résoluble.

Lemme 3.4.2. — Soient G un groupe et X un ensemble de générateurs de G. Si X est de
cardinalité infinie X, alors on a Card G = N.

Preuve. — Soient Yo = X U X let Y, ={zy:2 €Y,y €Yy} pour tout i € N. Alors on
a CardY; = X pour tout ¢ € N. Or G est la réunion des Y; pour i € N, d’out le résultat. O

Lemme 3.4.3. — L’ensemble des sous-groupes résolubles d’un groupe de rang de Morley fini
est inductif.

Preuve. — Supposons qu’il existe un contrexemple G de rang et degré minimal. Soient N
un cardinal et (H,)a<x une suite croissante de sous-groupes résolubles de G tel qu’aucun
sous-groupe résoluble de G ne contienne tous les H, pour a < X. Pour tout o < X on note
K, = d(H,). On note K la réunion des K, pour a < XN. Alors K n’est pas résoluble. Par
finitude du rang de G il existe 8 < N tel que K contienne K pour tout v < N. On en déduit
que K normalise K 3. Or, par minimalité de G, on a G = d(K). Donc G normalise K. Comme
Kpg est résoluble d’apres le fait 1.3.15, la suite (HQKE/KB)Q<N est une suite croissante de
sous-groupes résolubles de GG/ K5 dont la réunion n’est pas résoluble. Par minimalité du rang
de G on a donc Kj =1 et H, est fini pour tout a < R. En particulier K, = H, pour tout
a < Net K est un M.-groupe de torsion localement résoluble. Alors, d’apres le fait 3.4.1, K
est résoluble, ce qui est contradictoire. [J
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Corollaire 3.4.4. — Soient G un groupe de rang de Morley fini et H un sous-groupe loca-
lement résoluble de G. Alors H est résoluble.

Preuve. — On fait la preuve par induction sur Card H = Y. On peut supposer XN infini.
Soient (hg)a<x les éléments de H. Soit < N un ordinal. Par hypothese d’induction et
le lemme 3.4.2, (ho 1 a < f3) est résoluble. Or on a H = [Jg_y (ha : @ < 3). Donc H est
résoluble d’apres le lemme 3.4.3. [

Définition 3.4.5. — Soient G un groupe et Py = (p;)ien 'ensemble des entiers premiers
muni de l'ordre naturel. On construit une suite croissante R = (R;)ien de sous-groupes de
G de la facon suivante :

Ry est un py-sous-groupe de Sylow de G et, pour tout i € N, R;11/R; est un p;i1-sous-
groupe de Sylow de Ng(R;)/R;.

~

UsenR; est appellé le P-sous-groupe de G associé a R.
Remarque 3.4.6. — Les ﬁ—sous—groupes d’un groupe localement fini sont autonormalisants.

Remarque 3.4.7. — Soient G un groupe localement fini et R = (R;);en une suite crois-
sante de sous-groupes de G comme dans la définition 3.4.5. Alors la suite (Ng(R;))ien est
décroissante et N;enNg(R;) = UjenRi.

Le fait suivant est un théoreme fondamental sur les M_-groupes, et il sera utilisé pour
prouver le lemme 3.4.9.

Fait 3.4.8. — ([15], Bryant) Si G est un M_-groupe localement fini, alors les p-sous-groupes
de Sylow de G sont conjugués pour tout p € P.

Lemme 3.4.9. — Soient G un M.-groupe localement fini, R et R* deux ﬁ—sous—gmupes de
G et R = (R;)ien et R* = (R})ien deux suites croissantes de sous-groupes de G telles que
R et R* soient les ﬁ—sous—gmupes de G associés a R et R* respectivement. Alors R et R*
sont résolubles et, pour tout i € N, R; et R} sont conjugués.

Preuve. — Montrons, par induction sur ¢, que R; et R] sont résolubles et conjugués pour
tout ¢ € N. Si ¢ =0, alors le fait 3.4.1 dit que Ry et R sont résolubles et le fait 3.4.8 donne
la conjugaison de Ry et R{. Supposons le résultat vrai pour ¢ € N. Alors on peut supposer
R; = R} et R; normal dans G. R; est résoluble par hypotheése d’induction et, comme R;;1/R;
et Ry, ,/R; sont des p;yi-groupes, Riy1/R; et R}, ;/R; sont localement nilpotents. On en
déduit que R;yq et R;,; sont localement résolubles. Alors le fait 3.4.1 dit que R;y1 et R},
sont résolubles. Donc le fait 1.6.3 montre qu’il existe deux p;1-sous-groupes de Sylow S et S*
de G tels que R;1/R; = SR;/R; et R}, /R; = S*R;/R;. Le fait 3.4.8 donne la conjugaison
de S et S* dans G, ce qui prouve que R;;1 et R;41 sont conjugués.

Il reste a montrer que R et R* sont résolubles. Mais R et R* sont deux suites croissantes
de sous-groupes résolubles. Donc R et R* sont localement résolubles et le fait 3.4.1 dit que
R et R* sont résolubles. [

Proposition 3.4.10. — Soit H un sous-groupe localement fini d’un groupe de rang de Morley
fini G. Alors les P-sous-groupes de H sont conjugués dans H.

Preuve. — Soit H un sous-groupe localement fini de G avec deux ﬁ—sous—groupes R et R*.
Soient R = (R;)ien et R* = (R} )ien deux suites de sous-groupes de H telles que R et R*
soient les ’//)\—sous-groupes de H associés & R et R* respectivement. On note Ny = Nj = H
et, pour tout i € N, Nj 11 = Ny(R;) et N | = Ng(R]). Les suites (N;)ien et (N )ien sont
décroissantes d’apres le remarque 3.4.7, et on a R = N;enN; et R* = NjenN;. R et R* étant
résolubles (lemme 3.4.9), d(R) et d(R*) sont des groupes de rang de Morley fini résolubles
d’apres le fait 1.3.15. Alors (R°)" et (R*°)’ sont d’exposant bornés d’apres la proposition
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2.7.9. On en déduit qu’il existe m € N tel que R/R,, et R*/R}, soient abéliens. Le lemme
3.4.9 permet de supposer R,,, = R},. On peut donc aussi supposer H = Ny (R;).

Pour tout entier j, on note m; = {Pm+1,..., Pm+;}- On considere deux suites croissantes
S = (Sj)jen~ et 8" = (S7)jen+ ol, pour tout j € N*, S; (resp. S7) est un m;-sous-groupe
de Hall de R (resp. R*). On note S = Ujen+S;, S* = Ujen-S;. Par le fait 1.6.3 on obtient

R=R, xSet R* =R, x5 et, pour tout j € N*, R,, 1 ; = R, x 5j et Ry . ;=Rm ><JS;-‘.
Il existe n € N* tel que Cq(S) = Ca(Sy) et Cg(S*) = Ca(S;;). Comme R,y 4, et Ry, sont

conjugués dans H d’apres le lemme 3.4.9, on peut supposer Ry,4, = Ry, . Par le fait 1.6.3,
on peut aussi supposer S, = 5.

Comme R/R,, et R*/R,, sont abéliens, S et S* sont abéliens. En particulier S et S*
centralisent S; et, comme C¢(S) = Cq(S;) = Ca(S*), S et S* se centralisent. Comme on a
R=R, xSet R* =R, x5 Ret R se normalisent. R et R* étant autonormalisants, on
obtient R = R*. O

Corollaire 3.4.11. — Si G est un groupe de rang de Morley fini et L/K wune section de G
avec K localement fini, alors il existe un sous-groupe U de L qui couvre L/ K et tel que UNK
soit localement nilpotent.

Preuve. — Soit R un ﬁ—sous—groupe de K. Alors R est autonormalisant dans K d’apres
la remarque 3.4.6 et R est résoluble (lemme 3.4.9). L’argument de Frattini et la proposition
3.4.10 prouvent que L = KN (R). Soit C' un sous-groupe de Carter de R (C existe d’apres
le fait 1.6.4). L’argument de Frattini et le fait 1.6.4 montrent que Nz (R) = RNy, (g)(C) et
L = KNy, (r)(C). Comme Ng(R) =R, on a Ny, (g)(C) N K = Ny, (r)(C) = C et on peut
choisir U = NNL(R) (C) O

Le corollaire 3.4.12 est fondamental pour toute la suite. En effet, nous énoncerons généralement
les résultats pour les sections localement closes des groupes de rang de Morley fini résolubles.
Le corollaire 3.4.12 nous dit que ces résultats peuvent tout aussi bien s’énoncer pour les
sections localement closes et localement résolubles des groupes de rang de Morley fini.

Corollaire 3.4.12. — Soient G un groupe de rang de Morley fini, H/K une section loca-
lement close de G et L/K un sous-groupe localement résoluble de H/K. Alors il existe un
sous-groupe définissable et résoluble V/K~ de d(H)/K~ tel que V couvre L/K. En particu-
lier djo.(L)/ K est résoluble.

Preuve. — On peut supposer K~ = 1, en particulier K est localement fini. D’apres le
corollaire 3.4.11, il existe un sous-groupe U de L qui couvre L/K et tel que U N K soit
localement nilpotent. UNK est résoluble d’apres le fait 3.4.1. Donc U est localement résoluble,
et méme résoluble (corollaire 3.4.4). Comme d(U) est résoluble d’apres le fait 1.3.15, on a le
résultat. [

Le corollaire 3.4.12 permet de montrer la proposition suivante.

Proposition 3.4.13. - Si H/K est une section localement close d’un groupe de rang de
Morley fini, alors il existe k € N tel que (H/K)®) = (H/K)®+1),

Preuve. — D’aprés le corollaire 3.1.26, H,,/K = (H/K)) est une section localement close
de H. Donc, quitte & considérer H/H,, au lieu de H/K, on peut supposer (H/K)®) = 1.
Montrons que H/K est résoluble. Par le corollaire 3.4.12, il suffit de montrer que H/K
est localement résoluble. Soit U une partie finie de H. Par le fait 1.2.7 et par condition
de chaine descendante sur les sous-groupes définissables, il existe ¢ € N tel que d(U )(i) =
d(U)+1). Comme H contient d(U) puisque U est fini et comme (H/K)“) = 1, on en déduit
dU)YK/K =1et (UK/K)® = 1. Ceci prouve que H/K est résoluble. [

D’un autre coté, le corollaire 3.4.12 nous permet d’obtenir un résultat concernant le radical
résoluble :
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Définition 3.4.14. — Pour tout groupe G, on appelle radical résoluble de G le sous-groupe
o(G) engendré par les sous-groupes normaux et résolubles de G.

En général, pour un groupe G, o(G) n’est pas résoluble (cf. groupe de McLain, [52]). Par
contre, le lemme suivant montre que le radical résoluble est toujours localement résoluble :

Lemme 3.4.15. — Le radical résoluble d’un groupe quelconque G est localement résoluble.

Preuve. — Soient X un sous-ensemble fini de o(G) et (H;);er (I étant un ensemble) la
famille des sous-groupe normaux et résolubles de G. Alors il existe un sous-ensemble fini I
de I tel que X soit contenu dans (H; : i € Iy). Comme le produit de deux groupes résolubles
qui se normalisent est résoluble et comme Iy est fini, (H; : i € Iy) est résoluble. On en déduit
la résolubilité de (X). O

En ce qui concerne les groupes de rang de Morley fini, O. V. Belegradek a obtenu le
résultat suivant :

Fait 3.4.16. — ([9], Belegradek) Si G est un groupe de rang de Morley fini, o(G) est
définissable et résoluble.

Nous montrons un analogue de ce résultat pour les sections localement closes :

Proposition 3.4.17. — Soient G un groupe de rang de Morley fini et L/ K un sous-groupe
d’une section localement close de G. Alors o(L/K) est résoluble. De plus, si L est localement
clos, o0(L/K) est une section localement close.

Preuve. — On note U/K = o(L/K). D’apres le lemme 3.4.15, U/K est un groupe loca-
lement résoluble. Donc le corollaire 3.4.12 dit que dj,.(U)/K est résoluble, ce qui prouve la
proposition. [l

La proposition suivante est analogue au fait 1.5.1.

Proposition 3.4.18. - Soient G un groupe de rang de Morley fini et L/K un sous-groupe
d’une section localement close de G. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) L/K est localement nilpotent ;

(it) L/ K est hypercentral ;

(i3) L/ K vérifie la condition de normalisateur.

De plus, si l'une de ces conditions est vérifice, L/ K est nilpotent-par-fini.

Preuve. — On peut supposer K~ = 1. Le fait 1.5.2 dit que (éz) implique (i74) et le fait 1.5.3
dit que (4¢7) implique (z). Supposons (z). On va montrer que djo.(L)/K est hypercentral et
nilpotent-par-fini. La proposition 3.3.1 dit que dj,.(L)/K est localement nilpotent. Donc on
peut supposer L localement clos. Aussi, le corollaire 3.4.12 permet de supposer G résoluble.
Soit R/K le sous-groupe de torsion maximal de L/K. Alors le fait 1.6.4 dit que R a un
sous-groupe de Carter C et que R = CK. Par la proposition 3.3.6, on a L = LT * (CK) et
L™ est nilpotent. Le fait 1.5.1 dit que C est nilpotent-par-fini et hypercentral, ce qui prouve
que L/K = LYK/K * CK/K est nilpotent-par-fini et hypercentral. [

Corollaire 3.4.19. — Si H/K est une section localement close d’un groupe de rang de
Morley fini, alors tout sous-groupe de Carter C/K de H/K est un sous-groupe localement
nilpotent maximal de H/K. En particulier, C/K est une section localement close.

Preuve. — Soit L/K un sous-groupe localement nilpotent maximal de H/K contenant
C/K. La proposition 3.4.18 dit que L/K vérifie la condition de normalisateur. Comme C/K
est autonormalisant dans H/K, on obtient C/K = L/K. Alors le corollaire 3.3.2 dit que
C/K est une section localement close. [J
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Corollaire 3.4.20. — Soit L/K un sous-groupe d’une section localement close H/K. Alors
F(L/K) est un sous-groupe nilpotent et d’indice fini de HP(L/K). De plus, si L/K est une
section localement close, alors F(L/K) est une section localement close.

Preuve. — La proposition 3.4.18 montre que H P(L/K) est nilpotent-par-fini. Alors, comme
le produit de deux sous-groupes nilpotents qui se normalisent est nilpotent, F/(HP(L/K))
est un sous-groupe nilpotent et d’indice fini de HP(L/K). On en déduit F(HP(L/K)) =
F(L/K) et F(L/K) est un sous-groupe nilpotent et d’indice fini de HP(L/K).

Si L est localement clos, on note F/K = F(L/K). La proposition 3.3.1 dit que djo.(F)/K
est nilpotent. On en déduit que F est localement clos. [

3.5 Sections minimales

Nous allons montrer I’existence de sections localement closes minimales normales dans les
sections localement closes (proposition 3.5.7). Ces sections, appelées sections dj,.-minimales,
sont analogues aux sous-groupes G-minimaux pour les groupes G de rang de Morley fini.

Lemme 3.5.1. — Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble, H un sous-groupe
localement clos et connexe de G, A un sous-groupe H-minimal de G et U/V une H-section

non triviale et localement close de A. Alors Cy(U/V) = Cu(A).

Preuve. — Oun peut supposer G = d(H)A, en particulier G est connexe. Alors, comme A
est H-minimal, A est aussi G-minimal. Si A est centralisé par H, il n’y a rien a faire. Donc
on peut supposer A non centralisé par H. Supposons que A contienne un p-tore 7' (pour
un entier premier p). On peut supposer 7' maximal dans A, donc T est normal dans G et
T < Z(G) d’apres le fait 1.4.6. Ainsi, Z(G)N A est infini et A central dans G par G-minimalité
de A, ce qui est contradictoire. On en déduit que, si A est divisible, A est sans torsion, donc
A=U et V=1.0n a alors le résultat et, d’apres le fait 1.2.14, on peut supposer que A est
un p-sous-groupe élémentairement abélien pour un entier premier p.

Montrons qu’on peut supposer que H ™~ centralise A. [H~, V] et [H~, U] sont définissables
et connexes d’apres le fait 1.2.6, donc [H~, V] = 1 par H-minimalité de A. Alors, si H~ ne
centralise pas A, le fait 1.3.17 dit que V est trivial et qu'on a [H~,U] # 1. Ainsi on a
[H—,U] = A par H-minimalité de A. On en déduit U = A et il n’y a rien a faire. On peut
alors supposer que H ™ centralise A.

Soit K =U x H/Cg(U) ou H/Cg(U) agit sur U par conjugaison. A étant G-minimal,
G/Cg(A) est isomorphe & un sous-groupe du groupe multiplicatif d’un corps algébriquement
clos L de caractéristique p d’apres les faits 1.3.16 (i7) et 1.3.19, et A = L. . En particulier
G/Cg(A) n’a pas d’éléments d’ordre p. Mais Cq(U) = Cg(A) d’apres le fait 1.3.17, donc
H/Cy(U)= HCq(A)/Cq(A) est sans p-élément. Aussi H ™~ centralise A et K est localement
fini. Soient ¢ € U \ V, z un élément de Cy(U/V), T sa classe modulo Cy(U) et R le sous-
groupe de K engendré par T et c. Alors R est fini et R/(RNU) est sans p-élément. Comme
RNU est abélien, on obtient RNU = [RNU, R] x Cray(R) d’apres le fait 1.4.3. Comme R
centralise U/V, [RNU, R] est contenu dans V. Comme ¢ ¢ V, il existe u € Crny (R) distinct
de 1. En particulier u est un élément non trivial de A centralisé par z et le fait 1.3.17 dit
qu’alors x centralise A. On en déduit le résultat. [

Définition 3.5.2. — Pour tout groupe G on appelle sous-groupe minimal normal de G tout
sous-groupe normal H # 1 de G qui ne contient pas proprement de sous-groupe normal non
trivial de G.

Lemme 3.5.3. — Soient G un groupe, H un sous-groupe normal et d’indice fini de G et U
un sous-groupe normal de G contenu dans H. Si H a un sous-groupe minimal normal dans
U, alors G a un sous-groupe minimal normal dans U.
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Preuve. — Comme G/H est fini alors, pour tout sous-groupe normal W de H dans U, il
existe un plus petit entier n(W) tel qu'’il existe un sous-ensemble u(W) de G de cardinal
n(W) avec (WE) = (WHW)) 1l existe un plus petit entier n tel qu'il existe un sous-groupe
minimal normal W de H dans U avec n = n(W).

Montrons que (W) est un sous-groupe minimal normal de G. On peut supposer U =
(WE) et n > 2. Soient gy, ..., g, les éléments de u(W). Soient i € {1,...,n} et uo un sous-
ensemble de p(W) ne contenant pas g;. Alors W9 N (WHo) est un sous-groupe normal de
H et est strictement contenu dans W9 (par définition de n(WW)). Donc W9 N (WWHe) =1
puisque W est minimal normal dans H. On en déduit que U = W9 x W92 x ... x W9n,

Supposons que U ne soit pas un sous-groupe minimal normal de G. Alors il existe un
sous-groupe propre X de U qui est normal dans G. Il existe un plus petit entier k € {1,...,n}
tel quon ait Y = XNWIWI2 W9 £ 1.Si k=1, alorsona XNW9 #£ 1, et W9 < X par
minimalité de W dans H. Ainsi U = (W) est contenu dans X, ce qui est contradictoire, d’ott
k # 1. Notons Wy_; = WaW92 W9 -1 Alors W9 Wj,_1/Wi_1(# 1) est un sous-groupe
minimal normal de H/W},_;. Par minimalité de k, on a Y N Wj_; = 1. Donc YW} _1 /Wy
est un sous-groupe normal et non trivial de H/Wjy_1, et YW1 /Wy_1 = WIW_1 /W)
est minimal normal dans H/Wj,_1. On en déduit que Y est un sous-groupe minimal normal
de H.

Pour tout + = k£ —1,...,n — 1, on note W,;;; = W;W¥%+1. Montrons qu’il suffit d’un
nombre I, _; < n — k + 1 de conjugués de Y dans G pour couvrir (Y¢)W,_;/Wj_1. Soit
i € {k,...,n}. Supposons que (Y ¢)W; /W; soit couvert par un nombre I; < n—1i de conjugués
de Y dans G. Soient Y7, ..., Y}, des conjugués de Y dans G tels que Y;...Y;, couvre (Y &)W, /W;.
Si Y1...Y;, couvre (YE)W;_1/W,;_1, alors on peut prendre l; ; = I; < n — i+ 1. Sinon, il
existe un Conjugué }/li-‘rl de Y avec Yl-“YEiWi—l/Wi—l < Yl...Yliif'liHWi_l/Wi_l. Comme
<YG>W1 = YlYLW“ on a

V1.V, Wiy = Y.V Y, Wi YL YL W, = V1Y, (Y1, Y0 N W) Wiy

En particulier Y7...Y,, Y], 11 n’évite pas W,;/W;_;1. Comme W;/W,;_; est minimal normal dans
H/Wi_l, Y]...Yiiyvlﬁ_l couvre Wz/Wz—l Mais on a <YG>W1 = YlYllW“ d’ou <YG>WZ‘_1 =
V1.V, ((YEONW;)W,_y. Comme Y;...Y,, Y], 41 couvre W, /W;_1, on en déduit que Y;...Y}, Y}, 11
couvre (YE)YW;_1/W;_1. Ainsi, on peut choisir I;_; = ; +1 < n —i + 1. Ceci prouve qu’on
peut prendre lp_1 <n —k+ 1.

Comme (YG> N Wy_1 est contenu dans X N Wj_; = 1, ce qui précéde montre qu’il suffit
de ly_1 <n—k+ 1 conjugués de Y dans G pour couvrir (Y¢). Ceci prouve n(Y) < l_; <
n — k + 1, ce qui contredit la minimalité de n = n(W) puisque k& > 1. O

Remarque 3.5.4. — La réciproque du lemme 3.5.3 est vraie. En effet, la preuve d’un
théoréme de J. S. Wilson [85] concernant les groupes satisfaisant la condition de chaine
descendante sur les sous-groupes normaux s’applique a ce cas.

Définition 3.5.5. — Soient G un groupe de rang de Morley fini et H/K une section lo-
calement close de G. Une H-section A/B non triviale et localement close de G est dite
H/K-djoe-minimale si B contient K et si, pour toute H-section localement close C/B de A,
A=CouB=C.

Remarque 3.5.6. — Les sections H/K -dj,.-minimales ne sont pas nécessairement infinies,
contrairement aux sections H-minimales.

Si V' est un sous-groupe normal et localement clos de H et si U/V est une H-section
localement finie de G, alors U/V est une section H/K-dj,.-minimale si et seulement si U/V
est minimale normale dans H/V.

Proposition 3.5.7. — Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble, H/K une
section localement close de G et U/V une H-section non triviale et localement close de H
avec K < V. Alors U/V contient une section H /K -djo.-minimale.
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Preuve. — Supposons que toute H-section non triviale et localement close de H contienne
une section H-dj,.-minimale. Alors U/V contient une section H-dj,.-minimale W/V. Comme
V contient K, W/V est H/K-dj,.-minimale et on a le résultat. Donc il suffit de montrer que
toute H-section non triviale et localement close de H contient une section H-d;,.-minimale.

On suppose que G est un contrexemple de rang et degré minimal. Soit H un sous-groupe
localement clos de G avec V' < U deux sous-groupes normaux et localement clos de H tels
que U/V ne contienne pas de sections H-dj,.-minimale. Alors G est infini et G = d(H). Soit
A un sous-groupe H-minimal. Si UNA =V N A, alors on a UA # V A et, par minimalité
de G, (UA/A)/(VA/A) contient une section (W/A)/(VA/A) qui est HA/A-djo.-minimale.
Donc W/V A est H-dj,.-minimale. Mais 1 # W/VA = (W NU)/V est H-dj,.-minimale,
ce qui contredit le choix de U/V. On en déduit que (U N A)/(V N A) n’est pas trivial. Si
(UNA)/(V N A) contenait une section H-dj,.-minimale W/(V N A), alors WV/V serait
une section H-dj,.-minimale de U/V, ce qui serait contradictoire. Donc on peut supposer U
contenu dans A.

Supposons que H ™~ ne centralise pas A. Alors C4(H ™) est fini par H-minimalité de A.
Soit W un sous-groupe normal de H tel que V. < W < U. Alors [H—,W] est un sous-
groupe définissable et connexe de W (fait 1.2.6) et est normalisé par H. Si [H~, W] = 1 alors
W < C4(H™) est fini et W/V contient une section H-dj,.-minimale, ce qui est contradictoire.
Donc on a [H~, W] = A puisque A est H-minimal, et W = A = U. Ceci prouve que U/V
est H-dj,.-minimal, ce qui est contradictoire. Donc H~ centralise A.

Supposons U/V sans torsion. Soit W un sous-groupe localement clos normal de H avec
V < W <U. Comme W/WT est localement fini d’apres le corollaire 3.1.7 (i), W+ n’est pas
contenu dans V. U/V étant sans torsion, W™ est infini et, par H-minimalité de A, A = W.
On en déduit W = A =U, et U/V est H-dj,.-minimale, ce qui est contradictoire. Donc U/V
n’est pas sans torsion.

Supposons G non connexe. On note T/V le sous-groupe de torsion maximal de U/V.
T/V est normalisé par H et on a T/V # 1. Par minimalité de G, T'/V contient une section
H°-djpe-minimale W/V. Le lemme 3.5.3 montre que T'/V contient un sous-groupe minimale
normale Wy/V de H/V. Comme W7 /V est localement fini et comme V' est localement clos,
la remarque 3.5.6 dit que W1 /V est H-dj,.-minimale. Cette contradiction montre que G est
connexe.

Supposons A divisible. Comme U/V n’est pas sans torsion, le lemme 3.2.2 montre que
A contient un P-tore non trivial 7. Comme G est connexe, le fait 1.4.6 dit que G centralise
T. Le fait 1.3.17 donne A < Z(G). En particulier, H centralise U/V. Soit W/V un sous-
groupe d’ordre premier de U/V. Alors W/V est normalisé par H puisque H centralise U/V .
Donc W/V est un sous-groupe minimal normal de H/V. La remarque 3.5.6 dit que W/V
est H-dj,.-minimal, ce qui est contradictoire. Donc le fait 1.2.14 dit que A est un p-groupe
élémentairement abélien pour un entier premier p.

Soient k un élément non trivial de U/V, W/V la cloture normale de (k) dans H/V et
W1 /V une H-section non triviale de W. On va montrer W = W;. Soit R le sous-anneau de
End(U/V), ’'anneau des endomorphismes de U/V, engendré par Ay (U/V)(= H/Cr(U/V)).
On note R; le sous-anneau de End(U) engendré par Ay (U). Comme Cy(U/V) = Cy(A) =
Cy(U) d’apres le lemme 3.5.1, les faits 1.3.16 et 1.3.19 montrent que Ry est un sous-anneau
d’un corps L de caractéristique p. Comme Ag(U) est localement fini puisque H~ centralise
U < A, Ry est aussi localement fini. Soient r € R; et n 'ordre de r dans le monoide
multiplicatif (R; \ {0},.). Alors 77"~ = 1 et r est inversible dans R;. Ainsi R est un corps.
Donc, comme R est isomorphe & un quotient de Ry, R est un corps. On en déduit que W/V
est un R-espace vectoriel. Comme W/V est engendrée par les conjugués d’un seul élément,
R agit transitivement sur W/V. Mais R normalise W3, donc W = Wj. On en déduit que
W/V est un sous-groupe minimal normal de H/V. Alors la remarque 3.5.6 dit que W/V est
H-dj,c-minimal. [
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La notion de série chef joue un role important en théorie des groupes. Nous rappelons
la définition :

Définition 3.5.8. — Soient G un groupe et I un ensemble totalement ordonné. Un ensemble
U = (U;, Vi € I) de paires de sous-groupes de G avec V; < U; pour tout i € I est appelé
série de type I de G si :

(3) pour touti,j € I aveci < j, Uy <Vj;

(i) G\ {1} = Uicr (Ui \ Vi).

Les quotients U;/V; sont appelés facteurs de U. On dit que U est une série chef de G si
chaque facteur de U est une section minimale normale de G. Un facteur d’une série chef est
appellé facteur chef.

Par analogie & la notion de série chef, nous définissons une série dj,.-chef pour les sections
localement closes des groupes de rang de Morley fini.

Définition 3.5.9. — Soient G un groupe de rang de Morley fini, H/K une section localement
close de G, A un sous-groupe localement clos de G qui normalise H et K et I un ensemble
totalement ordonné. Un ensemble U = (U;/K,V;/K;i € I) de paires de sections localement
closes de H avec V; A U; pour tout i € I est appelé série A-djo.-chef de type I de H/K si :

(3) pour tout i € I U;/V; est A-djoe-minimale ;

(%) pour tout i,j € I aveci < j, Uy <Vj;

(iit) H\ K = Ui (U; \ V).

Les quotients U;/V; sont appelés facteurs de U. Si A = H, on dit que U est une série
djoe-chef de H/ K.

Corollaire 3.5.10. — Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble, H/K une section
localement close de G et A un sous-groupe localement clos de G qui normalise H et K. Alors
H/K posséde une série A-djoc-chef de type un ordinal c.

Preuve. — Par induction sur la classe de résolubilité de H/K. Supposons que H/K ne
soit pas abélien. Comme H’'K/K est une section localement close de G d’aprés le lemme
3.1.25, 'hypothése d’induction dit que H'K/K (resp. H/H'K) posséde une série A-dj,.-chef
de type un ordinal ag (resp. de type un ordinal 8y). On en déduit que H/K possede une
série A-dj,.-chef de type o = g + Bp. On peut donc supposer H/K abélien.

Nous allons construire une série A-djo.-chef de H/K. On note Vy; = K. Si, pour un
ordinal limite x on a construit V; pour tout ¢ < u, on note V), = U;<,V;. Pour les ordinaux
successeurs, on procede de la fagon suivante. Supposons Vg construit pour un certain ordinal
B de telle facon que la suite (V;);<p soit strictement croissante et telle que V;11/V; soit une
section A-djo.-minimale de H pour tout ¢ < 8. Comme H/K est abélien, H normalise Vg
et la proposition 3.5.7 dit que H/Vj contient une section AH/K-dj,.-minimale Vgi1/Vp.
Comme H/K est abélien, Vz41/Vj3 est aussi A-djo.-minimal. Alors il existe un ordinal o tel
que V, = H. Pour tout i < «, on note U; = V;11. Alors U = (U;/K,V;/K;i € ) est une
série A-djo.-chef de type aode H/K. O

Par la remarque 2.6.6, nous savons que, pour tout groupe G de rang de Morley fini, G/ GN
est nilpotent. Maintenant, nous pouvons généraliser ce résultat aux sections localement closes.

Fait 3.5.11. - ([23], lemme 1.5.11 p.31) Soient R un sous-groupe abélien, normal et
divisible d’un groupe G et H un sous-groupe de G avec [R,H,H] = 1. Si H/H' est de
torsion, R, H] = 1.

Proposition 3.5.12. - Si H/K est une section localement close d’un groupe de rang de
Morley fini G, alors (H/K)/(H/K)N est nilpotent.
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Preuve. — Montrons qu’on peut supposer G résoluble. Il existe un ordinal « tel que
(H/K)* = (H/K)**'. Soit U/K = (H/K)®. Le corollaire 3.1.26 montre que U/K est une
section localement close. Aussi, (H/K)V contient U/K . Donc, quitte & remplacer K par U, on
peut supposer (H/K)® = 1. Comme (H/K)* contient (H/K)(®) nous avons (H/K)() = 1.
La proposition 3.4.13 montre que H/K est résoluble. Alors le corollaire 3.4.12 permet de
supposer G résoluble.

Montrons que H/K est localement nilpotent. Soit L/M une section H/K-dj,.-minimale
de H. Comme (H/K)® = 1, nous avons [H/M,L/M] < L/M. Mais [H/M,L/M] est une
section localement close de H d’apres le lemme 3.1.25. Donc, par H/K-dj,.-minimalité de
L/M, nous obtenons [H/M,L/M] =1 et on en déduit que H centralise ses sections H/K-
djoc-minimales. Or, d’apres le corollaire 3.5.10, H/K a une série dj,.-chef de type un ordinal .
Donc H/K est hypercentrale, et la proposition 3.4.18 dit que H/K est localement nilpotent.

Nous montrons la nilpotence de H/K . La proposition 3.3.6 donne H/K~ = HY K~ /K~ x
T/K~ ot T/K est le sous-groupe de torsion maximal de H/K et HT K~ /K™ est nilpotent.
Alorson a H/K = HYK/K *T/K, et HtYK/K est nilpotent. Donc il suffit de montrer que
T/K est nilpotent et on peut supposer H/K localement fini. Mais la proposition 3.4.18 dit
que H/K a un sous-groupe normal et nilpotent d’indice fini n. Soit To/K (resp. T1/K) la
somme directe des p-sous-groupes de Sylow de H/K pour les entiers premiers p qui divisent
n (resp. qui ne divisent pas n). Alors on a H/K = Ty/K x T1/K et T;/K est nilpotent.
Donc on peut supposer H/K = Ty/K. En particulier, H/K est une somme directe finie de
p-groupes pour des entiers premiers p. On peut donc supposer que H/K est un p-groupe
pour un entier premier p. Soit S un p-sous-groupe de Sylow de H. Le fait 1.4.7 ) montre que
S = BT pour un groupe d’exposant borné B et un p-tore T normal dans S. Le fait 1.4.7 i)
dit que B est nilpotent. Donc il existe un entier r tel que S” soit contenu dans T'. [T, S, S|
est un sous-groupe de T' normal dans S et on a [T/[T, S, S],S/[T,S,S],S/[T,S,S]] =1. Le
fait 3.5.11 donne [T/[T, S, S],S/[T,S, S]] = 1 et [T, S] = [T, S, S]. On obtient SV = [T, ],
en particulier S/S?V est nilpotent. Or le corollaire 3.2.6 (ii) donne H/K = SK/K et, comme
(H/K)N =1, SN est contenu dans K. On en déduit la nilpotence de H/K. O

Les opérateurs définis ci-dessous sont des analogues de (.)V (définition 2.6.5) :

Définition 3.5.13. — Pour tout groupe G, on note GV Uintersection des sous-groupes
normauz A de G tels que G/A soit localement nilpotent.

Pour toute section localement close H/K d’un groupe de rang de Morley fini, on note
(H/K)EN Uintersection des sous-groupes normauzr AJ/K de H/K tels que H/A soit une
section localement close et localement nilpotente.

Nous obtenons des renseignements sur (H/K) lLon lorsque H/K est une section localement

close. La proposition suivante est aussi un analogue de la proposition 3.4.13 :

Proposition 3.5.14. - Si H/K est une section localement close d’un groupe de rang de
Morley fini G, alors (H/K)/(H/K)EN est localement nilpotent.

loc

Preuve. — Soit (D;/K);ecr la famille des sous-groupes normaux de H/K tels que H/D; soit
localement clos et localement nilpotent pour tout ¢ € I. Soit X une partie finie de H. Alors,
pour tout ¢ € I, (X)D;/D; est un sous-groupe nilpotent de H/D;, et la proposition 3.3.1
montre que djo.(X)D;/D; est nilpotent. Comme le lemme 3.1.16 donne djo.(X) = d(X),
d(X)D;/D; est un sous-groupe nilpotent de H/K pour tout ¢ € I. Par le fait 1.2.7 et par
condition de chaine descendante sur les sous-groupes définissables de G, il existe un entier
I tel que d(X)! = d(X)"™!. On en déduit que d(X)' est contenu dans D; pour tout i € I.
Done, si on note L/K = (H/K)EN | d(X)! est contenu dans L et (X)L/L est nilpotent. On

loc

a prouvé que (H/K)/(H/K)EN est localement nilpotent. [

loc

L’exemple 3.5.16 montre que pour un groupe de rang de Morley fini G, G/ GV nest pas
nécessairement localement nilpotent.
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Fait 3.5.15. — ([69], 4.1.3 p.93, Baer) Si D est un sous-groupe divisible d’un groupe
abélien G, alors G = D & E pour un sous-groupe E.

Exemple 3.5.16. — On considére un groupe de rang de Morley fini U abélien et sans torsion
et G = U x (i) ol i est une involution qui inverse U. Pour tout = € U \ {1}, il existe un
sous-groupe U, de U normal dans G et maximal parmi ceux qui contiennent z? et pas z.
Soit x € U \ {1}. Comme U/U, est divisible et comme zU, est une involution de U/U,, zU,
est contenu dans un 2-tore T, /U, de U/U,. Sion a Ty, # U, le fait 3.5.15 dit que T, /U, a un
complément F /U, dans U/U,, et E est normalisé par i puisque ¢ inverse U. Par maximalité
de U, on a U, = E, ce qui est contradictoire. Alors, pour tout € U \ {1}, G/U, est un
2-groupe et G/U, est localement nilpotent. En particulier, GIN =1 et G/GLN n’est pas
localement nilpotent.

3.6 Sous-groupes de Carter

Les faits 1.5.4 et 1.5.6 et le théoreme 2.4.7 montrent qu’un groupe de rang de Morley fini
connexe et résoluble posseéde une unique classe de conjugaison de sous-groupes de Carter.
Nous allons généraliser ce résultat aux sections localement closes des groupes de rang de
Morley fini résolubles (théoréme 3.6.6 (2)). En particulier, nous généralisons le résultat aux
groupes de rang de Morley fini résolubles non nécessairement connexes. La principale difficulté
pour étendre ce résultat aux groupes non connexes était causée par la non définissabilité des
sous-groupes de Carter. En travaillant dans la classe des sections localement closes, nous
pouvons lever cette difficulté. Cela se produit principalement grace au corollaire 3.4.19 qui
montre que les sous-groupes de Carter des sections localement closes sont localement clos.

Avant d’énoncer le théoreme 3.6.6 nous donnons deux exemples de sous-groupes de groupe
de rang de Morley fini résoluble avec des sous-groupes de Carter non conjugués. Donc le
théoreme 3.6.6 ne peut pas s’étendre a tous les sous-groupes des groupes de rang de Morley
fini.

Exemple 3.6.1. — Considérons le produit semi-direct Q x (Z/2Z) ou le générateur de Z /27
agit par inversion. Alors les sous-groupes de Carter de Z x (Z/27) sont les 2-sous-groupes de
Sylow et forment exactement 2 classes de conjugaisons.

Définition 3.6.2. — Un groupe G est résiduellement fini si, pour tout x € G \ {1}, il existe
un sous-groupe normal et d’indice fini de G qui ne contient pas x.

Fait 3.6.3. — ([53], Mal’cev) Un groupe linéaire finiment engendré est résiduellement fini.

Exemple 3.6.4. — On considére un corps algébriquement clos K tel que K* possede un
élément = d’ordre infini et G = K x K* (o K* agit linéairement sur K, ). On fixe ¢ €
K \ {0} et on note U le sous-groupe de G engendré par ¢ et . Nous montrons que U a des
sous-groupes de Carter non conjugués.

D’apres le fait 3.6.3, U posséde un sous-groupe normal d’indice fini V' qui ne contient pas c.
Comme z est d’ordre infini et comme V est d’indice fini dans U, il existe y € (VN K*)\ {1}.
Comme K est un corps, il existe & € Ky tel que [y, k] = ¢. Comme V contient [y,U], k
n’appartient pas & U. Mais on a y* = yc € U. On en déduit K** NU # 1.

Montrons que K*NU et K**NU sont des sous-groupes de Carter de U. Soit g € Ny (K*N
U). Alors, comme on a [g, K*NU] < Ky N(K*NU), g centralise K* NU. Soient a € K
et b € K* tel que g = ab. Alors b centralise K* NU. Donc on a a € Ck, (K*NU). Comme
K* agit linéairement sur K et comme on a K*NU # 1, on obtient a = 0 et g € K*. Ceci
prouve que K* N U est autonormalisant. Donc K* N U est un sous-groupe de Carter de U.
De la méme facon, K** N U est un sous-groupe de Carter de U.

Montrons que K* NU et K** N U ne sont pas conjugués. Supposons qu’il existe u € U
tel que (K* NU)* = K** N U. Comme on a U = {c,z) avec ¢ € K, et * € K*, nous avons
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U=({UNK.)x(K*NU) et on peut supposer u € K. On a K** N K** # 1, et on obtient
K*f = K** et ku~! € K*. Comme k et u sont des éléments de K, u est 'inverse de k. Ceci
contredit k£ ¢ U.

Lemme 3.6.5. — Soient G un groupe avec un sous-groupe localement nilpotent mazimal
C et un sous-groupe normal et localement nilpotent N tels que G = NC'. Alors C est un
sous-groupe de Carter de G.

Preuve. — Comme Ny(C) et C sont localement nilpotents et se normalisent, Ng(C)(=
Ny (C)C) est localement nilpotent d’apres le fait 1.3.3. O

Théoréme 3.6.6. - Soit G un groupe de rang de Morley fini résoluble, alors :

(7) toute section localement close U/V de G posséde une unique classe de conjugaison de
sous-groupes de Carter;

(i) si C est un sous-groupe de Carter de U, alors CV/V est un sous-groupe de Carter
de UV et tous les sous-groupes de Carter de U/V sont de cette forme.

Preuve. — Supposons que tout sous-groupe localement clos de G possede une unique classe
de conjugaison de sous-groupes de Carter. Alors, comme C est localement clos d’apres le
corollaire 3.4.19, C'V est aussi localement clos d’apres le lemme 3.1.11. Par 'argument de
Frattini et la conjugaison des sous-groupes de Carter de CV, on obtient Ny v (CV/V) =
Ny (C)V/V =CV/V. Donc CV/V est un sous-groupe de Carter de U/V.

Soit K/V un sous-groupe de Carter de U/V. Le corollaire 3.4.19 dit que K est localement
clos. La proposition 3.4.18 dit que K/V vérifie la condition de normalisateur. Soit C' un sous-
groupe de Carter de K. Par I'argument de Frattini appliqué & CV, on obtient K/V = CV/V.

On en déduit qu’il suffit de montrer que tout sous-groupe localement clos H de G possede
une unique classe de conjugaison de sous-groupes de Carter.

1) Si HY est nilpotent et H/H™ localement nilpotent.

Ezistence : Soit R un P-sous-groupe de Hall de H. Les corollaires 3.1.7 (i) et 3.2.6
(i7) donnent H = RH™. Le fait 1.6.4 donne l'existence d’un sous-groupe de Carter D de
R. Comme R/(RNH") =~ RHY/H" est localement nilpotent, le fait 1.6.4 dit que R =
(RNH™)D, donc H = H'D. Soit C un sous-groupe localement nilpotent maximal de H qui
contient D. Alors le lemme 3.6.5 dit que C' est un sous-groupe de Carter de H.

Conjugaison : Soit C' un sous-groupe de Carter de H. D’apres la proposition 3.3.6 et
le corollaire 3.4.19 on a C = C* % S ou S est le P-sous-groupe de Hall de C. Soit R un
P-sous-groupe de Hall de H qui contient S. Montrons que S est un sous-groupe de Carter de
R. Soit r € Ng(S). Alors r normalise Cg+ (S) * .S. Mais Cy+(S) * S est localement nilpotent
puisque S et HY le sont. En particulier Ci+(S) * S vérifie la condition de normalisateur
d’apres les faits 1.5.1 et 1.5.2. Aussi on a CT < Cy+(S) et C < Cy+(S) * S. Alors, comme
C est autonormalisant dans H, C' = Cy+(S)* S. Ainsi r normalise C et onar € CNR = S.
On a prouvé que S est un sous-groupe de Carter de R.

Soient C; et Cy deux sous-groupes de Carter de H. Montrons que C; et C5 sont conjugués
dans H. Ce qui précede montre que C7; = Cp+(S1) * S1 et Co = Cp+(S2) * So pour deux
sous-groupes de Carter S7 et Sy de deux P-sous-groupes de Hall Ry et Ry de H. D’apres le
théoréme 3.2.5 il existe g € H tel que R{ = Ry. Aussi, d’apres le fait 1.6.4, il existe u € Ry
tel que (SY)* = S3. On en déduit CY" = Cy+(S7") x S7" = Cy+(S2) x So = Cs.

2) Si HT est nilpotent.

FExistence : Soit K/H™ un sous-groupe de Carter de H/H™ (il existe d’apres le fait 1.6.4).
Alors, comme Ht < K < H,ona (HT)T < Kt < HT et, comme (HT)* = HT, on obtient
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Kt = H".Donc K/K™ est localement nilpotent et K est nilpotent. 1) dit que K a un sous-
groupe de Carter C et aussi que deux sous-groupes de Carter de KC sont conjugués dans
K*C. L’argument de Frattini donne N/ g+ (CKT /K%)= Ng(C)Kt /KT = CKt /K™ et
CK™ /K™ est autonormalisant dans K/K*. Or K/K™ est localement nilpotent, donc vérifie
la condition de normalisateur (proposition 3.4.18). On en déduit que K = K+C. L argument
de Frattini montre que K = Ny (K) = KT Ny (C). Ainsi, on a Ng(C) = Ng(C) =C et C
est un sous-groupe de Carter de H.

Conjugaison : Soient C; et Co deux sous-groupes de Carter de H. Alors on a (HTCy)* =
Ht = (H"Cy)", et HYC /H* et HTCy/H™ sont localement nilpotents. Donc 1) dit que les
sous-groupes de Carter de HTC] et ceux de H'Cy sont conjugués. L’argument de Frattini
donne Ny(HTCy) = HT"Ny(Cy) = HYCy et Ny(HTCy) = H'TCs. On en déduit que
HYCy/H* et H"Cy/H™ sont des sous-groupes de Carter de H/H™ et ils sont donc conjugués
par le fait 1.6.4. La conjugaison des sous-groupes de Carter dans HTC; donne le résultat.

3) Si il existe un sous-groupe F normal de H définissable, connexe et nilpotent tel que
H/F soit localement nilpotent.

Ezistence : D’apres le théoreme 2.4.7, H~ a un sous-groupe de Carter D et deux sous-
groupes de Carter de H~ sont conjugués dans H~. Comme H~ /F est localement nilpotent,
donc nilpotent (corollaire 2.4.5), on a H~ = F'D d’apres le corollaire 2.4.8. Ainsi on obtient
H = FNy(D) par Pargument de Frattini. Comme Ny (D)/D = Ny (D)H~/H~ est locale-
ment fini et comme D est définissable (théoreme 2.4.7), Ny (D) est localement clos. Puisque
Ng (D)% est un sous-groupe de D, Ny (D)™ est nilpotent. Par 2) Ng(D) a un sous-groupe
de Carter K. Alors K est aussi un sous-groupe de Carter de (FN D)K. Or K est localement
clos d’apres le corollaire 3.4.19 et (F'N D)K aussi d’apres le lemme 3.1.11. Donc 2) et 1ar-
gument de Frattini montrent que Ny, (p)((F'N D)K) = (F N D)Ny,(p)(K) = (FN D)K.
En particulier, comme FF'N D = Np(D), KNp(D)/Np(D) est un sous-groupe de Carter
de Ny (D)/Np(D). Mais Ny (D)/Np(D) = Ny (D)F/F est localement nilpotent et vérifie la
condition de normalisateur d’apres la proposition 3.4.18. Alors on obtient Ny (D) = KNp(D)
et H = FNy(D) = FK. Soit C un sous-groupe localement nilpotent maximal de H qui
contient K. Alors C est un sous-groupe de Carter de H d’aprées le lemme 3.6.5.

Conjugaison : a) Si il existe un sous-groupe H-minimal A dans F et deuz sous-groupes
de Carter Dy et Dy de H tels que H = ADy = ADy alors Dy et Dy sont conjugués dans H.

D’apreés 2) on peut supposer HT non nilpotent, en particulier H~ n’est pas nilpotent.
On va montrer que, si C' est un sous-groupe de Carter de H tel que H = AC, alors C
est le normalisateur d’'un sous-groupe de Carter de H~. Soient C' un tel sous-groupe de
Carter de H et K un sous-groupe nilpotent maximal de H~ qui contient C' N H~. Alors on
a H- = A(CNH™) = AK et K est un sous-groupe de Carter de H~ (lemme 3.6.5). Si
AN K est infini, Z(K) N A est aussi infini. Mais Z(K) N A est central dans H~ puisque A
est abélien. Donc Z(H )N A est infini. Par H-minimalité de A, on obtient A < Z(H~) < K
et H~ = K est nilpotent, ce qui contredit le fait que H~ ne soit pas nilpotent. Donc A N K
est fini. D’apres le théoreme 2.5.1, K est anormal et la proposition 2.5.5 dit que AN K est
connexe, donc trivial. Orona CNH- < Ket H- = Ax(CNH ),donc CNH™ =K.
Comme C est contenu dans Ng(CNH~) = Ny (K) et comme 'argument de Frattini donne
H = A x Ny(K), alors C = Ny (K) puisque H = AC. On en déduit qu’il existe des sous-
groupes de Carter K; et Ko de H™ tels que D1 = Ny (K1) et Dy = Ny (Ks). La conjugaison
de K7 et de K5 dans H~ donne le résultat.

b) Cas général.

On fait la preuve par induction sur le plus petit entier r tel qu’on puisse choisir F' de
rang 7. Si r = 0 il n’y a rien & faire. Sinon, soient A un sous-groupe H-minimal de F' et
C1 et Cy deux sous-groupes de Carter de H. Si A # F alors, par hypothese d’induction, les
sous-groupes de Carter de C7 A et ceux de C3 A sont conjugués. L’argument de Frattini donne
alors Ny a(C1A/A) = Ny(C1)AJ/A = C1AJA et Ny a(C2A/A) = CoA/A. Par hypothese
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d’induction C1A/A et CoA/A sont conjugués et la conjugaison des sous-groupes de Carter
de C1 A donne le résultat. Donc on peut supposer A = F.

Soit C' un sous-groupe de Carter de H. Montrons que AC/A est un sous-groupe de Carter
de H/A. Soit B un sous-groupe AC-minimal dans A. Si B = A alors a) et 'argument de
Frattini donnent Ng/4(AC/A) = ANp(C)/A = AC/A et AC/A est un sous-groupe de
Carter de H/A. Sinon, par hypothése d’induction, les sous-groupes de Carter de BC' sont
conjugués et l'argument de Frattini donne Nyc/p(BC/B) = BNac(C)/B = BC/B et
BC/B est un sous-groupe de Carter de AC'/B. Comme on a rk(A/B) < rk(A), 'hypothese
d’induction donne la conjugaison des sous-groupes de Carter de AC'/B. Soient D; et Do deux
sous-groupes de Carter de H tels que AD; = ADs; = AC. Alors ce qui précede montre que
BD1/B et BD5/B sont des sous-groupes de Carter de AC'/B et qu’ils sont conjugués. Aussi,
les sous-groupes de Carter de BD; sont conjugués par hypothese d’induction. Donc Dy et Do
sont conjugués. L’argument de Frattini donne alors Ny 4(AC/A) = ANy(C)/A = AC/A et
AC/A est un sous-groupe de Carter de H/A.

Puisque H/A = H/F est localement nilpotent, ce qui précéde et la proposition 3.4.18
montrent que H = AC; = ACj, et a) permet de conclure.

4) Cas général.

On fait la preuve par induction sur le rang de H*. Si rk(H™) = 0, le fait 1.6.4 donne le
résultat. Sinon il existe un sous-groupe H-minimal A dans H". Le lemme 3.1.5 (44i) donne
(H/A)t = HTJA, dou rk((H/A)") < rk(H™). Par hypotheése d’induction H/A a un sous-
groupe de Carter K/A et les sous-groupes de Carter de H/A sont conjugués.

Ezistence : D’aprés 3) K a un sous-groupe de Carter C et les sous-groupes de Carter
de K sont conjugués. Aussi les sous-groupes de Carter de AC sont conjugués d’apres 3).
Donc Pargument de Frattini donne K = AC et K = Ny(AC) = ANg(C). Ainsi on a
Ny (C) = Ng(C) = C et C est un sous-groupe de Carter de H.

Congugaison : Soient Cq et Co deux sous-groupes de Carter de H. Par 3) les sous-groupes
de Carter de AC; et ceux de AC, sont conjugués et I'argument de Frattini montre que
AC, /A et ACy/A sont des sous-groupes de Carter de H/A. La conjugaison des sous-groupes
de Carter dans H/A donne alors le résultat. [

Dans le chapitre 5, le langage de la théorie des formations unifiera le résultat de conju-
gaison des sous-groupes de Hall et le résultat d’existence et de conjugaison des sous-groupes
de Carter (théoreme 5.3.14 et proposition 5.3.18).

3.7 Les sous-groupes de Sylow nilpotents

Certaines classes de sections localement closes des groupes de rang de Morley fini résolubles
ont des sous-groupes de Sylow nilpotents. Par exemple les sections localement closes des
groupes de rang de Morley fini connexes et résolubles (cf. corollaires 2.4.5 et 3.2.6 (ii)),
ou bien les groupes de rang de Morley fini résolubles G qui ont des p-sous-groupes de Sy-
low finis pour tout entier premier p qui divise I'ordre de G/G°. Nous montrons d’abord
que ces groupes vérifient une méme condition de finitude qui est d’avoir ’ensemble de leurs
sous-groupes nilpotents inductif (proposition 3.7.5). Grace a cette propriété, on peut donner
des informations concernant I’hypercentre (proposition 3.7.7). On finit cette section par un
résultat de connexité des sous-groupes de Carter (théoreme 3.7.14).

3.7.1 Propriété d’inductivité

Lemme 3.7.1. — Un groupe localement nilpotent G dont ’ensemble des sous-groupes nilpo-
tents est inductif est nilpotent.
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Preuve. — La preuve se fait par induction sur la cardinalité X de GG. On peut supposer N
infini. Soit f une bijection entre G et I’ensemble des ordinaux strictement plus petit que .
Pour tout ordinal g < R on note g, = f~(u) et C,, = Card ({g, : v < p})(< N). Si C,
est fini, alors (g, : v < p) est nilpotent. Sinon le lemme 3.4.2 donne Card ((gy : v < p)) =
C, < Net (gy : v < p) est nilpotent par minimalité de X. Or G est égal a la réunion des
(g : v < p) pour g < N. Comme ’ensemble des sous-groupes nilpotents de G est inductif,
G est nilpotent. [

Corollaire 3.7.2. — Soit G un groupe dont l’ensemble des sous-groupes nilpotents est induc-
tif. Alors, pour tout p € P, tous les p-sous-groupes localement finis de G sont nilpotents.

Lemme 3.7.3. — Soient G un M., -groupe localement fini et résoluble et A un sous-groupe
normal de G tel que G/A soit localement nilpotent. Alors il existe un entier n tel que, pour
tout p € P supeérieur ou égal a n, tous les p-sous-groupes de G/A soient abéliens.

Preuve. — Le fait 1.6.4 dit que G possede un sous-groupe de Carter C et G = AC. Pour
tout p € P, C a un unique p-sous-groupe de Sylow S,. Soit 7 I’ensemble des p € P tels que
S, ne soit pas abélien. A tout p € 7 on associe un élément x, de S, \ Z(S,). Alors il existe
une partie finie my de 7 telle que Ce(xy, : p € m) = Ce(xy, @ p € m). Supposons qu’il existe
q € m\ mp. Comme C = @,p Sp, Sy est contenu dans Cc(x, : p € mo). Ceci contredit
zq & Z(S94). On en déduit que 7 est fini. Comme G = AC, on a le résultat. O

Lemme 3.7.4. — Soit G un M.-groupe de torsion avec un sous-groupe normal et résoluble A.
On suppose que les p-sous-groupes localement finis de G /A sont nilpotents pour tout p € P.
Alors lensemble des sous-groupes nilpotents de G/A est inductif.

Preuve. — Soient (H;/A);<, une suite croissante de sous-groupes nilpotents de G/A («
étant un ordinal) et H = |J,_, H;. Alors H/A est localement nilpotent et, comme A est
résoluble, H est localement résoluble. Le fait 3.4.1 dit que H est résoluble. Montrons que
H/A est nilpotent. Pour tout p € P on note S,/A le p-sous-groupe de Sylow de H/A et ¢,
la classe de nilpotence de S,/A. Soit my 'ensemble des p € P avec ¢, # 1. Le lemme 3.7.3
dit que m est fini. Soit ¢ le plus grand des entiers ¢, quand p parcourt mg. Comme H/A
est localement nilpotent, H/A = (B¢, 5p/A) D(D,¢r, Sp/A). Comme S;,/A est abélien
si p &€ mo, H/A est nilpotent de classe ¢. O

Proposition 3.7.5. — Soient G un groupe de rang de Morley fini et H/K wune section
localement close de G. Alors U'ensemble des sous-groupes nilpotents de H/K est inductif si
et seulement si tous les p-sous-groupes localement finis de H/K sont nilpotents pour tout
peP.

Preuve. — D’apres le corollaire 3.7.2, il suffit de montrer que, si tous les p-sous-groupes loca-
lement finis de H/K sont nilpotents pour tout p € P, alors 'ensemble des sous-groupes nilpo-
tents de H/K est inductif. Soit (H;/K);<. une suite croissante de sous-groupes nilpotents de
H/K ol « est un ordinal. Montrons que U/K = | J, ., H;/K est nilpotent. On peut supposer
K~ =1. Comme U/K est localement nilpotent, la proposition 3.3.1 dit que dj,.(U)/K est
localement nilpotent et on peut supposer H = dj,.(U). Le corollaire 3.4.12 permet de suppo-
ser G résoluble. D’apres la proposition 3.3.1, djo.(H;)/K est nilpotent pour tout ¢ < «. Par
finitude du rang de G, il existe 1 < « tel que djoc(H;) T soit contenu dans djo.(H, )" pour tout
i < «. Pour tout ¢ < a on note R;/K le sous-groupe de torsion maximal de dj,.(H;)/K. Pour
tout i < «, la proposition 3.3.6 donne dioe(H;) = dioc(H;) T % R;, d’00 dioe(H;) < djoc(H,) T Ry
Soit R = |J; ., Ri. Alors R est un M.-groupe de torsion. D’apres le lemme 3.7.4, R/K est
nilpotent. Ainsi djo.(H,)TK/K et R/K sont tous deux nilpotents et, comme ils se centra-
lisent, djoc(H, )" R/K est nilpotent. Mais on a |J; ., Hi < U, <, dioc(H;) = dioe(H,) TR, d’ot
le résultat. O
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3.7.2 L’hypercentre

Si G est un groupe de rang de Morley fini connexe alors il existe un entier n tel que
Z,(G) soit I'hypercentre de G (cf. corollaire 3.15 p.89, [64]). En effet, il existe ¢ € N avec
rk(Z;(G)) < rk(Z;(G)) pour tout j € N. Alors Z;,2(G)/Z;(G) est fini, et est centralisé par
G puisque G est connexe. En particulier, Z;1(G) = Z;12(G) est 'hypercentre de G. Nous
montrons des analogues de ce résultat pour certaines sections localement closes (propositions
3.7.7 et 3.7.12).

Lemme 3.7.6. — Soit G un groupe dont l’ensemble des sous-groupes nilpotents est inductif.
On suppose qu’il existe un entier m et des sous-groupes nilpotents Ny, ..., Ny, tels que, pour
tout i € {0,...,m}, No...N; soit normal dans G et G = Ny...N,,. Alors il existe un entier n
tel que Z,(G) = Z(G).

Preuve. — Pour tout groupe A on note y(A) lintersection des sous-groupes localement
nilpotents maximaux de A. Pour tout groupe A et tout i € N, y(A) contient Z;(A). Nous
allons montrer qu’il existe un entier n tel que v(G) soit contenu dans Z,(G). Alors, comme
~¥(G) contient Z,1(G), nous aurons prouvé que Z,(G) = Z,4+1(G) est 'hypercentre de G.
Nous faisons la preuve par induction sur m. Si m = 0 il n’y a rien a faire. Sinon, pour tout
i = 0,...,m, on note M; un sous-groupe localement nilpotent maximal de v(G)Np...N; qui
contient N;. Alors, par définition de v(G), v(G) est contenu dans M; pour tout ¢ =0, ..., m.
Aussi, pour tout ¢ = 0, ..., m, M; est nilpotent d’apres le lemme 3.7.1. Soit K = My...M,,—1 =
Y(G)Nj...Np,—1. Par hypothése d’induction il existe un entier k tel que y(K) soit contenu
dans Zy(K). Soient Uy = v(G) et U; 41 = [U;, K] pour tout ¢ € N. Alors (U;);en est une suite
décroissante de sous-groupes normaux de G et, comme v(G) < v(K) < Z(K), on a U, = 1.
Mais U; est contenu dans M, pour tout i € N et M,, est nilpotent. Notons V; o = U; pour
tout ¢ € Net V; 11 = [Vij, My |Uis1 = [Vij, G]Uiq1 pour tout j € N et tout ¢ € N. Alors,
pour tout i € N, il existe un plus petit entier a(i) tel que V; o) = Usy1. Notons v = 7(G)
et Ys+1 = [7s, G] pour tout entier s. Comme V; ;11 = [V; ;, G]U;41 pour tout entier i et j,
alors, si pour tout j € N on note n; = a(0) + a(1) + ... + a(j), Vn, est contenu dans U;;
pour tout entier j. En particulier, on a ~,, < U, =1 et v(G) est contenu dans Z,, (G). O

Proposition 3.7.7. — Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble et H/K une
section localement close de G dont les p-sous-groupes sont nilpotents pour tout p € P. Alors
il existe un entier n tel que Z,(H/K) = Zoo(H/K).

Preuve. — D’apres la proposition 3.7.5, 'ensemble des sous-groupes nilpotents de H/K
est inductif. Soit r la classe de résolubilité de H/K. D’apres le corollaire 3.1.26, H (1) est
localement clos pour tout entier i. En particulier le théoreme 3.6.6 (i) dit que H®K/K
a un sous-groupe de Carter N;/K pour tout ¢ € {0,...,7}, et le théoréme 3.6.6 (i¢) donne
HYK/K = (N;/K)(H"*YK/K). Comme le lemme 3.7.1 dit que N;/K est nilpotent pour
tout i € {0, ...,r}, le lemme 3.7.6 donne le résultat. O

Lemme 3.7.8. — Soient G un groupe de rang de Morley fini et H un sous-groupe de G.
Alors Zi,(H) = Zx(d(H)) N H pour tout k € N.

Preuve. — On fait la preuve par induction sur k. Il suffit de montrer que Zy(H) est contenu
Zpy(d(H))NH.Sik=0ona Zy(H) =1= Zy(d(H)) N H. Sinon, soit z € Z,(H). Alors
[(x), H] est contenu dans Zy_1(H) = Zx_1(d(H)) N H. D’apres le fait 1.2.11, [z, d(H)] est
contenu dans d([(z), H]) < Zy_1(d(H)), et on obtient x € Zx(d(H))NH. O

Le lemme 3.7.10 dit, en particulier, qu'un M. -groupe nilpotent infini a un centre infini.
Aussi, il généralise un fait bien connu pour les groupes de rang de Morley fini :
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Fait 3.7.9. — ([10], ex. 5 p.98 ; preuve donnée dans [1], fait 2.18) Soient G un groupe
de rang de Morley fini nilpotent et H un sous-groupe infini normal de G. Alors Z(G) N H
est infini.

Lemme 3.7.10. - Soit G un groupe tel qu’il existe une partie finie X de G avec Cg(X) =
Z(QG) et soit H un sous-groupe normal de G tel qu’il existe un entier k tel que Zi(G) N H
soit infini. Alors Z(G) N H est infini.

Preuve. — 1l existe un plus petit entier j tel que B = Z;11(G) N H soit infini. Comme,
pour tout g € G, [g, B] est contenu dans Z;(G) N H qui est fini, |B : Cp(g)| est fini pour
tout g € G. Ainsi B/Cp(X) est fini et Z(G) N B est d’indice fini dans B, et Z(G) N B est
infini. O

Lemme 3.7.11. — Soit G un M.-groupe dont l’ensemble des sous-groupes nilpotents est
inductif. Alors, si H désigne un sous-groupe normal de G tel que Z(G)NH soit fini, Zs(G)N
H est aussi fini.

Preuve. — Soit G° I'intersection des centralisateurs des parties X de G tels que Cg(X) soit
d’indice fini dans G. Alors |G : G°| est fini. On suppose que G est un contrexemple au lemme
avec |G : G°| minimal. Soit H un sous-groupe normal de G tel que Z.,(G) N H soit infini
et Z(G) N H soit fini. Soit z € (Z2(G) N H) \ Z(G). Alors G/Cg(z) est abélien, fini et non
trivial. Donc Cg(z) contient G et il existe un sous-groupe normal U de G d’indice premier p
et qui contient C(z). On remarque que U contient G¢ et qu'on a |U : U¢| < |G : G¢|. Aussi
Zo(U)N(Z(G)NU N H) est infini et, par minimalité de |G : G¢|, Z = Z(U)N Zo(G) N H
est infini. Soit x € G\ U. Alors Z(x) est un groupe hypercentral puisque Z.,(G) contient
Z. Donc Z{x) est nilpotent d’apres les faits 1.5.2 et 1.5.3 et le lemme 3.7.1. Le lemme 3.7.10
dit que Cz(Z(x)) est infini. Cz(Z(x)) étant central dans G puisque G = U{x), il y a une
contradiction. [J

On en déduit un résultat sur ’hypercentre d’un sous-groupe quelconque d’'un groupe
de rang de Morley fini. Celui-ci, contrairement a la proposition 3.7.7, ne suppose pas la
résolubilité.

Proposition 3.7.12. — Soit G un groupe de rang de Morley fini dont les p-sous-groupes
localement finis sont nilpotents pour tout p € P. Alors, si H est un sous-groupe de G, il
existe un entier n tel que Z,(H) = Zoo(H).

Preuve. — D’apres le lemme 3.7.8 on peut supposer H définissable. Alors il existe j € N tel
que Z;(H)® soit contenu dans Z;(H)° pour tout ¢ € N. Soient Z = Z;(H)° et S/Z un p-sous-
groupe localement fini maximal de H/Z pour un entier premier p. Alors S/Z est résoluble
d’apres le fait 1.4.7 7). Donc S est aussi résoluble et le fait 1.3.15 dit que d(S) est résoluble.
Comme S/Z est un p-sous-groupe de Sylow de d(S)/Z, le fait 1.4.12 2. dit qu'il existe un
p-sous-groupe de Sylow R de d(S) tel que S/Z = RZ/Z. Par hypothése R est nilpotent et
S/Z aussi. On en déduit que les p-sous-groupes localement finis de H/Z sont nilpotents pour
tout p € P. Or Z(H/Z) est fini et, d’apres la proposition 3.7.5 et le lemme 3.7.11, Zo.(H/Z)
est aussi fini. Ceci permet de conclure. 0O

3.7.3 Connexité des sous-groupes de Carter

Dans un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble G, les sous-groupes de Carter
sont anormaux (théoréme 2.4.7). Alors la proposition 2.5.5 dit que, si A est un sous-groupe
normal, définissable et connexe de GG, un sous-groupe de Carter de G intersecte A en un
sous-groupe définissable et connexe. Nous montrons un analogue de ce résultat pour les sous-
groupes localement clos résolubles dont les p-sous-groupes sont nilpotents (théoréme 3.7.14).
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Lemme 3.7.13. — Soient H un sous-groupe localement clos d’un groupe de rang de Morley
fini et A un sous-groupe définissable, connexe, abélien et normal de H. On suppose que les
p-sous-groupes localement finis de H sont nilpotents pour tout p € P. Alors, pour tout x € H,

st Ca(z) est fini, Ca(z) = 1.

Preuve. — Soit © € H avec Cy(x) fini. Montrons que C4(z) = 1. On peut supposer
H =d(x)A. Z(H)N A est fini et, d’apres la proposition 3.7.5 et le lemme 3.7.11, Zo(H)N A
est fini. Soit

ad,: A — A

a +— [x,d]

Alors ady est un homomorphisme définissable de groupes et rkA = rk(ad,(A)) +rk(Ca(x)).
Comme Cy () est fini, on a rk(ad,(A)) = rkA. La connexité de A donne ad,(A) = A. Aussi,
si N est un sous-groupe fini de A4, on a |(ad,)"1(N)| = |N||Ca(z)|. Alors pour tout n € N,
(ady)"(Ca(2)] = |Ca ) "+

Comme ad,; est un homomorphisme de groupe et comme H = d(x)A, on obtient Z; 1 (H)N
A = (ad;)~*(Ca(x)) pour tout i € N. En particulier, on a |Z;(H) N A| = |Ca(z)|* pour tout
i € N et, comme Zo(H)N A est fini, Cy(x) =1. O

Théoréme 3.7.14. — Soient H un sous-groupe localement clos d’un groupe de rang de Morley
fini résoluble, C un sous-groupe de Carter de H et A un sous-groupe normal, définissable
et connexe de H. On suppose que les p-sous-groupes de H sont nilpotents pour tout p € P.
Alors C N A est définissable et connexe.

Preuve. — C est nilpotent d’apres la proposition 3.7.5, et d(C) est aussi nilpotent d’apres
le fait 1.3.15. Par condition de normalisateur dans d(C)NH,ona C =d(C)NH et CNA =
d(C) N A, en particulier C' N A est définissable. Montrons, par induction sur le rang et le
degré de G, que C' N A est connexe. On peut supposer G = d(H) et A # 1. En particulier A
contient un sous-groupe H-minimal B. CB/B étant un sous-groupe de Carter de H/B d’apres
le théoreme 3.6.6 (i¢), (C'N A)B est connexe par hypotheése d’induction. Or (CN A)B/B et
(CNA)/(Cn B) sont définissablement isomorphes. Donc il suffit de montrer que C'N B est
connexe. Si G # d(C)B, I'hypothése d’induction dit que, comme C' est un sous-groupe de
Carter de CB, C' N B est connexe. On peut donc supposer G = d(C)B. En particulier on a
H = B(HNd(C)) = BC. Si CNB est infini, Z(C')N B aussi et, comme B est abélien, Cg(H)
est infini. Par H-minimalité de B on obtient B = Cp(H) < Z(H) < C et H = C. Ainsi on
peut supposer C N B fini. Alors il existe un plus petit entier k et € Z;(C) tel que Cp(x)
soit un sous-groupe propre de B. Comme z centralise C'/C¢(B), Cp(x) est normalisé par
C, donc par G(= d(C)B). Par H-minimalité de B, Cp(z) est fini. Le lemme 3.7.13 donne
Cplx)=1letCNB=1. O

3.8 Retour aux centralisateurs généralisés

Au chapitre 2, nous avons étudié les centralisateurs généralisés des groupes de rang de
Morley fini connexes et résolubles. En particulier, nous avons montré que les centralisa-
teurs généralisés des sous-groupes nilpotents des groupe de rang de Morley fini connexes et
résolubles sont des sous-groupes définissables et connexes (corollaire 2.4.5). Nous donnons
des informations sur les centralisateurs généralisés des sections localement closes. Comme, en
général, un centralisateur généralisé n’est méme pas un sous-groupe (exemple 2.4.2), nous re-
streignons ’étude aux sections (localement nilpotentes)-par-abéliennes. Le fait 2.4.3 dit que,
dans ce cas, les centralisateurs généralisés sont des sous-groupes. Nous montrons qu’'un cen-
tralisateur généralisé d’une section localement close et (localement nilpotente)-par-abélienne
est une section localement close (proposition 3.8.1). On en déduit un analogue de la propo-
sition 2.6.1 (corollaire 3.8.2). Les preuves de ces résultats utilisent le théoréme 3.6.6 sur les
sous-groupes de Carter dans les sections localement closes résolubles.
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Proposition 3.8.1. — Soient H/K une section localement close et (localement nilpotente)-
par-abélienne et X /K une partie de H/K. Alors Ep/x(X/K) est une section localement
close de H/K.

Preuve. — Le corollaire 3.4.12 montre que H/K est résoluble et, aussi, il permet de supposer
d(H) résoluble. On peut supposer qu'il existe € H tel que, si T est la classe de x modulo K,
X/K =7%. Onnote E/K = Ep k(7). Comme il suffit de montrer que ENH™ est localement
clos, on peut supposer H = HVdj,.(z). Le fait 2.4.3 dit que E/K est un sous-groupe de H/K.
On prouve la proposition par induction sur le rang de H*. On peut supposer K~ = 1. On
peut aussi supposer H/K non localement fini. En particulier, HT contient un sous-groupe
H-minimal A. Si on note Z la classe de z modulo AK, I’hypotheése d’induction montre que
Er)ak (%) est une section localement close de H. Donc on peut supposer H/AK = Eg k().
Comme K~ =1, le fait 1.2.6 montre que H+ centralise K. On en déduit que H'K N HT est
localement nilpotent, et le corollaire 2.4.5 dit que H'K N H* est nilpotent. Alors H' K N HT
est contenu dans F(H') et H'K N H' centralise A. Comme on a H = HVdjp.(z), HK/K
est contenu dans HYK/K et H'K/K centralise AK/K.

Le corollaire 3.1.12 donne 'existence d’un unique plus grand sous-groupe localement clos
normal de H contenu dans E. Quitte & quotienter H par ce sous-groupe, on peut supposer
ce sous-groupe égal & K. Soit U = H' Kdj,.(x). D’apres les lemmes 3.1.11 et 3.1.25, U est un
sous-groupe localement clos de H. Soit C/K un sous-groupe localement nilpotent maximal
de U/K contenant Z. Montrons que C/K N H'K/K = 1. D’apres le corollaire 3.3.2, C' est
localement clos. En particulier, C' contient djo.(z), et on a U/K = H'C/K. Par le lemme
3.6.5, C'/K est un sous-groupe de Carter de U/ K. Par conjugaison des sous-groupes de Carter
de U/K (théoréme 3.6.6 (7)) et par argument de Frattini, on obtient H = H' Ny (C). Comme
H/AK = Ep/ak(Z) et comme H/K est résoluble, le fait 1.3.10 (ii) donne Z € HP(H/AK).
Mais le corollaire 3.3.3 dit que HP(H/AK) est une section localement close de H. Donc
djoc(2)AKJAK est contenu dans HP(H/AK). Comme H'AK/AK est localement nilpotent,
on a aussi H'AK/AK < HP(H/AK). Donc H'djo.(x)AK/AK est localement nilpotent et le
théoreme 3.6.6 (i) donne H'djoe(v)AK/AK = CA/AK. Comme H = H' Ny (C'), on obtient
H = ANy (C). Mais (CNH'K)/K est un sous-groupe localement clos normal de Ny (C)/K
et (CNH'K)/K centralise AK/K. Donc (CNH'K)/K est normal dans H/K. Alors CNH'K
est un sous-groupe localement clos de H contenu dans E et, comme on a supposé que K est
I'unique plus grand sous-groupe localement clos normal de H contenu dans E, on obtient
C/KNH'K/K = 1.

Montrons Cyg/x(T) = 1. Supposons qu'il existe § € Cpi/x (Z) \ {1}. Alors (Z,7) est
abélien et (T,7) est contenu dans un sous-groupe localement nilpotent maximal C;/K de
U/K. Puisque C/K est un sous-groupe localement nilpotent maximal quelconque de U/K
contenant T, on peut supposer C;/K = C/K. Ceci contredit C/K N H'K/K = 1.

Montrons que H/K = H'K/K x Cp/k(Z). Comme C/KNH'K/K =1, Ny g/ (C/K)
centralise C/K et, donc, on a Ny g x(C/K) < Cprg k(%) = 1. Comme H = H'Ny(C),
on en déduit H/K = H' K/K x Ny(C)/K. Alors Ng(C)/K est abélien et Ng(C)/K =
Ch/k(C/K). Comme Cg,(C/K) < Cryg(T) et comme Crr g/ (T) = 1, 0on a bien H/K =

Supposons E/K N H'K/K # 1. Alors il existe Z € H'K/K \ {1} et un plus petit entier
n tel que [zZ,,T] = 1. Comme Z # 1, on a n # 0. Donc, par minimalité de n, [Z,,-1 Z] est
un élément non trivial de H'K/K centralisé par T, ce qui est contradictoire. On a montré
E/KNH'K/K = 1. Comme Cy/k(T) est contenu dans E/K et comme H/K = H'K/K x
Ch/k (), on obtient E/K = Cp/k(T) et, d’apres la proposition 3.1.33, E est localement
clos. O

Corollaire 3.8.2. — Soient H/K une section localement close et (localement nilpotente)-par-
abélienne, N/ K un sous-groupe localement nilpotent de H/K et A un sous-groupe localement
clos normal de H contenant K. Si on note E/K = Ep/x(N/K), alors Egja(NAJA) =
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EA/A. Réciproquement, si M/A est un sous-groupe localement nilpotent de H/A alors, pour
tout sous-groupe de Carter D/K de djoc(M)/K, si on note F/K = Ey;x(D/K), FA/A =
En/a(M/A).

Preuve. — Montrons Ep/4(NA/A) = EA/A. Comme H/K est résoluble d’apres le co-
rollaire 3.4.12, il suffit de montrer ’égalité lorsque A/K est abélien. Comme FA/A est
contenu dans Ep/4(NA/A) et comme Ep (N A/A) est une section localement close d’apres
la proposition 3.8.1, on peut supposer H/A = Ey/4a(NA/A). Soient U/A = HP(H/A) et
C/K = HP(E/K NU/K). Montrons que C/K est un sous-groupe de Carter de H'C/K et
de AU'C/K. Le fait 1.3.10 (ii) donne NA/A < U/A et N/JK < HP(E/K), d'ou N/K <
C/K. Soit Cy/K un sous-groupe localement nilpotent de U/K contenant C'/K. Alors Cy /K
est contenu dans E/K puisque N/K < C;/K. Comme H/K est un groupe (localement
nilpotent)-par-abélien, (E N U)/C est abélien et Cy/K est normal dans (ENU)/K. Donc,
par définition de C'/K, C1/K est contenu dans C'/K et on en déduit que C/K est un sous-
groupe localement nilpotent maximal de U/K. Comme U contient H' et comme H'K/K et
AU’ /K sont localement nilpotents, le lemme 3.6.5 dit que C'/K est un sous-groupe de Carter
de H'C/K et de AU'C/K.

Montrons que H = AE. Comme U/A et AU’'C/A sont localement nilpotents, le théoréme
3.6.6 (i7) donne AU'C = AC. Comme C/K est un sous-groupe de Carter de H'C/K, le
théoréme 3.6.6 (i) et Pargument de Frattini montrent que H = H' Ny (C) et U = U’ Ny (C).
Comme C/K est localement nilpotent, Ny (C)/K est contenu dans Ep,x (C/K) et, comme
N/K < C/K, Eg/x(C/K) est contenu dans /K. On en déduit H = H'E et U < U'E.
Comme U contient H' puisque H/K est (localement nilpotent)-par-abélien, on obtient H =
U'E. Alors, comme AU'C = AC, on a H = AE.

Nous montrons la réciproque. Soient D/K un sous-groupe de Carter de djoc(M)/K
(D/K existe d’apres le théoreme 3.6.6 (i)) et F//K = Ep/x(D/K). Montrons que FA/A =
Er/a(M/A). La proposition 3.3.1 dit que djo.(M)/A est localement nilpotent. Le théoreme
3.6.6 (it) donne dj,.(M) = AD. La premiere partie du corollaire appliquée a djo.(M)/K
donne Epa(dioc(M)/A) = FAJA. Soit V/A = HP(Egja(M/A)). Alors Ep/a(M/A) est
contenu dans Er,4(V/A). La proposition 3.8.1 et le corollaire 3.3.3 montrent que V' est locale-
ment clos. Donc V' contient djo (M) et ona Eg/a(V/A) < Egja(dioc(M)/A) < Egya(M/A).
On en déduit Eg/a(dioc(M)/A) = Ega(M/A), ce qui prouve le corollaire. [

On obtient aussi le corollaire suivant concernant les groupes de rang de Morley fini
connexes et résolubles :

Corollaire 3.8.3. — Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble,
N un sous-groupe normal (pas nécessairement localement clos) de G et U/N un sous-
groupe localement nilpotent de G/N. Alors, si C est un sous-groupe de Carter de djoc(U),
Eq(C)N/N = Eg/n(U/N).

Preuve. — On fait la preuve par induction sur le rang de G. Soit E le sous-groupe qui vérifie
E/N = Eg/n(U/N). Si N est central dans G, U est localement nilpotent et Eq,n(U/N) =
Ec(U)/N. Le corollaire 2.4.5 donne Eg(U) = Eg(d(U)) et dit que d(U) est nilpotent. Comme
on a U < djpe(U) < d(U), dioe(U) est nilpotent et on obtient Eq(U) = Eq(dioc(U)). Donc
dioc(U) est 'unique sous-groupe de Carter de dio.(U) et on a Eg(dioc(U))/N = Eg/n(U/N).

On peut donc supposer N non central dans G. D’apres le fait 1.2.13, N contient un
sous-groupe G-minimal A. Soit C' un sous-groupe de Carter de dj,.(U) (C existe d’apres le
théoreme 3.6.6 (¢)). Comme C'A/A est un sous-groupe de Carter de dj,.(U)A/A d’apres le
théoreme 3.6.6 (i7), I’hypotheése d’induction permet de supposer N = A. Le corollaire 3.8.2
donne Eq(C)N/N = Eg/ny(U/N). O
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3.9 Les 2-Sous-groupes de Sylow

Nous allons montrer la conjugaison des 2-sous-groupes de Sylow dans les sections loca-
lement closes des groupes de rang de Morley fini (proposition 3.9.7). La conjugaison des
2-sous-groupes de Sylow des groupes de rang de Morley fini a été démontrée par A. V. Boro-
vik et B. Poizat dans [14]. Il s’agit d’un résultat fondamental pour ’étude des groupes simples
de rang de Morley fini. Ce résultat a ensuite été généralisé par B. Poizat et F. O. Wagner
(cf. faits 3.9.4 et 3.9.6). Le résultat de conjugaison obtenu ici se déduit des résultats de B.
Poizat et F. O. Wagner. Ensuite nous montrerons que le normalisateur d’'un 2-sous-groupe
de Sylow d’une section localement close est une section localement close.

Fait 3.9.1. — ([14], Borovik, Poizat) Les 2-sous-groupes d’un groupe de rang de Morley
fini sont localement finis.

Définition 3.9.2. — Soient G un groupe de rang de Morley fini et H un sous-groupe de G.
Un sous-groupe A de H est dit relativement définissable si A est l’intersection de H avec
un sous-groupe définissable de G.
Une section A/B de H est relativement définissable si A et B sont relativement définissables.
Un sous-groupe H d’un groupe de rang de Morley fini a la propriété ABD si toutes ses
sections A relativement définissables et abéliennes se décomposent en une somme directe d’un
groupe divisible D et d’un groupe d’exposant borné B.

Lemme 3.9.3. — Si H est un sous-groupe d’un groupe de rang de Morley fini G et si H
posséde un sous-groupe définissable et normal U tel que H/U soit un p-groupe localement
fini, alors H est ABD.

Preuve. — Par induction sur le rang et le degré de G. On peut supposer G = d(H).
Soit L/M une section relativement définissable et abélienne de H. Montrons que L/M se
décomposent en une somme directe d’un groupe divisible et d’un groupe d’exposant borné.
Comme L = d(L)NH puisque L est relativement définissable dans H, LNU est un sous-groupe
définissable et normal de L, et L/(LNU) = LU/U est un p-groupe localement fini. De plus,
L /M est une section relativement définissable et abélienne de L. Donc 'hypothese d’induction
permet de supposer G = d(L). Alorsona L = d(L)NH = H. Comme M = d(M)NH puisque
M est relativement définissable dans H, U N M est définissable. Donc, quitte a quotienter G
par U N M, on peut supposer U N M = 1. En particulier, M est un p-groupe localement fini
et U est abélien.

Soit S un p-sous-groupe de Sylow de H. Alors S contient M et on a [S,H] < M < S
puisque H/M est abélien. Donc S est normal dans H et S est 'unique p-sous-groupe de Sylow
de H. Le lemme 3.2.2 donne H = US. Le fait 1.4.7 i) dit que S° est produit central d’un
groupe nilpotent B d’exposant borné et d’un p-tore T. Soit D/M le plus grand sous-groupe
divisible de H/M. Alors D contient T'. Le fait 3.5.15 dit qu’il existe un complément R/M de
D/M dans H/M. 1l faut montrer que R/M est d’exposant borné.

Le fait 1.3.13 montre que U = D; * By pour deux sous-groupes définissables D et B
avec Dy divisible et B; d’exposant borné. Alors Dy M/M est contenu dans D/M et on
a DU = DB;. En particulier, DU/D est d’exposant borné. Comme H = US et comme
T < D, H/DU est d’exposant borné. On en déduit que H/D est d’exposant borné, ce qui
prouve que R/M est d’exposant borné. [

Dans [67], [68] et [80], les faits 3.9.4 et 3.9.6 sont énoncés pour les groupes sous-stables
(ie. les sous-groupes des groupes stables).

Fait 3.9.4. — ([80], th. 1.5.4 p.99; [68], Poizat, Wagner) Soient H un sous-groupe
d’un groupe de rang de Morley fini et p un entier premier.
1. Sip=2, et H est ABD, ou
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2. si H est résoluble-par-fini et ABD, ou

3. sip=2 et H est de torsion, ou

4. si toute paire de p-éléments de H engendre un sous-groupe fini,
alors les p-sous-groupes mazximaux de H sont conjugués.

Lemme 3.9.5. - Si H est un sous-groupe localement clos d’un groupe de rang de Morley
fini G, alors les 2-sous-groupes de Sylow de H sont conjugués.

Preuve. — On peut supposer G = d(H). Soient Sy et So deux 2-sous-groupes de Sylow de
H. Alors il existe des 2-sous-groupes de Sylow Ry/H™ et Ry/H' de H/H™ qui contiennent
S1HT/H* et SoHT/H™T respectivement. Le fait 3.9.4.3 appliqué au sous-groupe H/H™
de G/H* montre que Ry/H" et Ry/H™ sont conjugués dans H. Donc on peut supposer
R{ = Rs. Mais le fait 3.9.1 et le lemme 3.9.3 disent que Ry est ABD. Donc le fait 3.9.4.1
donne le résultat. O

Fait 3.9.6. — ([80], cor. 1.5.5 p.102; [67], Poizat, Wagner) Soient p un entier premier
et H un sous-groupe d’un groupe de rang de Morley fini qui satisfait les hypothéses 1., 2. ou
3. du fait 3.9.4. Si N est un sous-groupe normal et relativement définissable de H, alors les
p-sous-groupes de Sylow de H/N sont les images des p-sous-groupes de Sylow de H.

Proposition 3.9.7. — Soient G un groupe de rang de Morley fini, H un sous-groupe locale-
ment clos de G, K un sous-groupe normal et localement clos de H et S un 2-sous-groupe de
Sylow de H. Alors SK/K est un 2-sous-groupe de Sylow de H/K et tous les 2-sous-groupes
de Sylow de H/K sont de cette forme. En particulier, les 2-sous-groupes de Sylow de H/K
sont conjugués.

Preuve. — Par induction sur le rang et le degré de G. On peut supposer G = d(H). 1l suffit
de montrer que tous les 2-sous-groupes de Sylow de H/K sont conjugués & SK/K. Soit R/K
un 2-sous-groupe de Sylow de H/K.

Supposons d’abord K~ # 1. Comme H/K~ et K/K~ sont des sous-groupes locale-
ment clos de G/K~, nous pouvons appliquer '’hypothese d’induction a (H/K~)/(K/K™).
Alors il existe un 2-sous-groupe de Sylow Ro/K~ de H/K~ tel que (R/K~)/(K/K~) =
(Ro/K~)(K/K™)/(K/K™). Soit R;/K~ un 2-sous-groupe de Sylow de H/K~ contenant
SK~/K~. Alors R;/K~ est un 2-sous-groupe de G/K~ et R1/K~ est un 2-groupe locale-
ment fini d’apres le fait 3.9.1. Le lemme 3.9.3 montre que R; est ABD. Le fait 3.9.6 donne
R; = SK~. Le fait 3.9.4.3 dit que Ry/K~ et R;/K~ sont conjugués. Comme R = Ry K et
comme R; = SK~, nous obtenons la conjugaison de R/K et de SK/K.

Nous pouvons donc supposer K~ = 1. Alors K est localement fini et R est de torsion. Le
corollaire 3.4.11 dit qu’il existe un sous-groupe U de H tel que R = UK et tel que U N K
soit localement nilpotent. Montrons que U est résoluble. Le corollaire 3.4.4 dit que U N K est
résoluble. Le fait 1.3.15 montre que d(U N K) est aussi résoluble. Mais Ud(UNK)/d(UNK)
est un 2-sous-groupe de d(U)/d(U N K). Donc le fait 3.9.1 dit que Ud(U N K)/d(U N K)
est localement fini. En particulier, Ud(U N K)/d(U N K) est localement résoluble et, comme
d(U N K) est résoluble, U est localement résoluble. Le corollaire 3.4.4 montre que U est
résoluble.

Montrons que SK/K et R/K sont conjugués. Soient Sy un 2-sous-groupe de Sylow de
U et S1 un 2-sous-groupe de Sylow de H contenant Sy. Comme U est résoluble et comme
U/(U N K) est un 2-groupe, le fait 1.6.3 donne U = So(U N K). Ainsi on obtient R = SyK.
Alors S1K/K est un 2-sous-groupe de H/K contenant R/K. Donc R = S1 K puisque R/K
est un 2-sous-groupe de Sylow de H/K. Comme S; est conjugué & S d’apres le lemme 3.9.5,
SK/K et R/K sont conjugués. [

On va maintenant montrer que le normalisateur d’un 2-sous-groupe de Sylow d’une section
localement close est localement clos.
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Proposition 3.9.8. — Soient G un groupe de rang de Morley fini, H/K une section lo-
calement close de G, L/K wune section normale et localement close de H/K et R/K un
2-sous-groupe de Sylow de L/K. Alors Ny, (R/K) est une section localement close de H.

Preuve. — On fait la preuve par induction sur le rang et le degré de G. D’apres la proposition
3.9.7, il existe un 2-sous-groupe de Sylow S de L tel que R = SK. Par 'argument de Frattini
on a Ny(R) = KNg(S). Donc il suffit de montrer que Np(S) est localement clos. Par
hypotheése d’induction, on peut supposer que G normalise d(S). Soit B le 2-sous-groupe
définissable et connexe maximal de d(S). Alors G normalise B. Comme B est un 2-groupe,
SB/B est un 2-sous-groupe de Sylow de LB/B. Alors, si on a B # 1, I’hypotheése d’induction
appliquée au sous-groupe localement clos HB/B de G/B montre que Nyp,/p(SB/B) est
localement clos et Ny (SB) aussi. Ainsi, comme on a Ny(SB) = Ng(SBN H) = Ny(S),
Ny (S) est localement clos. On peut donc supposer B = 1. En particulier, les faits 3.9.1 et
1.4.7 i) disent que S° est abélien et divisible.

Soit Ny une partie finie de Ny (.5). Montrons que d(Np) normalise S. D’apres le fait 3.1.32,
il existe une partie finie Ny de (Np) telle que (N1) = (Ny)°, en particulier d(Ny) = d(Ny)°. Or
d(No) = d(Ny)°(Ng) = d(N1)(Nop), donc il suffit de montrer que d(NN1) normalise S. d(S°) est
abélien et divisible puisque S° lest. Donc d(S°) contient un unique 2-sous-groupe de Sylow
T. Or N; normalise S, donc d(N7) normalise d(S°)(= d(S)°) et, ainsi, d(N7) normalise T.
Mais T est un 2-tore puisque d(S°) est divisible. Donc, comme d(N7) est connexe, le fait 1.4.6
montre que d(Ny) centralise T. En particulier d(N;) centralise S°. Or d(S)/d(S°) est fini et
normalisé par d(Ny), et d(5)/d(S°) est centralisé par d(Ny) puisque d(N7) est connexe. Pour
tout s € S on note

ads: (N;) — S°

u —  [u,s]

Alors, pour tout s € S, ads est un homomorphisme de groupes. Ceci montre que ads((N1))
est un sous-groupe finiment engendré de S°, donc fini, pour tout s € S. Soit S; un sous-
groupe fini de S tel que S = 51.5°. Ce qui précede montre que [(N7), S1] est un sous-groupe
fini de S° et, comme S° est centralisé par d(Ny), [(N1),S] est un sous-groupe fini de S°.
Alors le fait 1.2.11 donne [d(N7),d(S)] = [(N1),S] < S°. En particulier d(N;7) normalise S
et on a fini la preuve de la proposition. O



Chapitre 4

Sous-groupes de Hall

Nous généralisons la notion de sous-groupe de Hall aux éléments d’ordre infini. Une mo-
tivation pour cela est qu’il y a une fagon naturelle de regrouper les éléments d’ordre finis
entre eux, notamment leur ordre, tandis que cela n’est plus possible pour un élément d’ordre
infini. Par contre, dans certaines classes de groupes, il y a des notions ou des propriétés par-
ticulieres qui permettent de telles distinctions (par exemple la semi-simplicité et 'unipotence
dans les groupes algébriques). Nous essayons d’introduire des notions qui permettent de tels
regroupements dans les groupes de rang de Morley fini. Nous allons traiter les sous-groupes
de Hall en considérant, en quelque sorte, co comme un entier premier, et nous obtenons deux
généralisations de la notion de sous-groupe de Hall (définitions 4.1.1 et 4.4.5). Le résultat
principal de la théorie ”classique” (la conjugaison des sous-groupes de Hall, fait 1.4.11 et
théoreme 3.2.5) est conservé pour les sous-groupes de Hall ”généralisés” (théoreme 4.1.18),
ainsi que pour les sous-groupes couvrants de Hall (théoreme 4.4.9). Signalons que ces études
se font dans le contexte des sections localement closes.

4.1 Sous-groupes de Hall généralisés

L’étude des sous-groupes de Hall généralisés nécessite I'usage de techniques tres différentes
de celles employées pour prouver le fait 1.4.11 et le théoreme 3.2.5. En effet, les preuves de
ces deux résultats sont basées sur une généralisation d’un théoréme de Schur-Zassenhaus (fait
1.4.10). Ici les notions de radical quasiunipotent (définition 2.7.4) et de sous-groupes de Car-
ter (définition 1.5.7) ont un roéle essentiel. De plus I'utilisation de centralisateurs généralisés
(définition 2.4.1) est nécessaire pour prouver la proposition 4.1.17 qui constitue le point cri-
tique de la preuve du théoréme principal de cette section (théoréme 4.1.18). Ces techniques
permettent aussi de nouvelles connaissances sur les sous-groupes de Hall ” classiques”, notam-
ment la proposition 4.1.17 qui donne un lien important entre les sous-groupes de Carter et
les sous-groupes de Hall et la proposition 4.1.22 qui détermine la structure des sous-groupes
de Hall des groupes de rang de Morley fini connexes et résolubles.

Dans la suite un élément = d’un groupe sera dit d’ordre oo si x n’est pas d’ordre fini.
Par contre, cela ne veut pas dire que z soit un oo-élément (définitions 4.1.1.a et 4.1.1.a’). On
notera PT = P U {oc} et, pour tout 7 C PT, on notera 7+ = PF \ 7w et 7/ =P\ .

Dans toute cette section G désigne un groupe de rang de Morley fini résoluble, H/K une
section localement close de G et m un sous-ensemble de P,

A partir de maintenant, certains résultats de base concernant les sections localement closes
ne seront plus systématiquement cités lorsqu’ils seront utilisés. Cette remarque concerne les
résultats allant du lemme 3.1.5 au corollaire 3.1.17.



4.1. SOUS-GROUPES DE HALL GENERALISES 67

4.1.1 Résultats préliminaires

Définition 4.1.1. — Soient R/K un sous-groupe de H/ K, © un élément de H et T sa classe
modulo K. Alors :

a) T est un w-élément si, pour tout p € 7+, d(x)K/K est sans élément d’ordre p ;

b) R/K est un mw-sous-groupe de H/K si tous les éléments de R/ K sont des w-éléments ;

¢) on dit que R/K est un w-sous-groupe de Hall de H/K si R/K est un w-sous-groupe
maximal de H/ K.

De plus, sip € PT, alors :

a’) T est un p-élément si T est un {p}-élément ;

b) R/K est un p-sous-groupe de H/K si R/K est un {p}-sous-groupe de H/K ;

¢’) R/K est un p-sous-groupe de Sylow de H/K si R/K est un p-sous-groupe mazimal
de H/K.

On remarque que, si co € 7 et si K = 1, ces définitions correspondent aux définitions
classiques.

Remarque 4.1.2. — La définition a) a un sens puisque, si k est un élément de K alors, par
le lemme 3.1.11, d(zk) < djoc(zK) < d(x)K. Or d(x)K/K n’a pas d’élément d’ordre p donc
d(xk)K/K non plus.

Remarque 4.1.3. — Soient A un sous-groupe normal et définissable de H contenu dans K et
x € H. On note T I'image homomorphique de = dans d(H)/A. Alors on a d(Z)(K/A)/(K/A) =
d(x)K/K. Donc zK est un m-élément de H/K si et seulement si Z(K/A) est un w-élément
de (H/A)/(K/A).

Remarque 4.1.4. — Soient x € H et T sa classe modulo K. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) T est un m-élément ;

(ii) d(z)K/K est un m-groupe;

(iii) d(z)°K/K est un m-groupe et d(z)K = (d(z)°S)K olu S est le 7\ {o0}-sous-groupe
de Hall de d(z).

Pour p € P, un p-sous-groupe d’une section localement close résoluble H/K est localement
nilpotent. Par contre, ’exemple 1.1.4 montre, qu’en présence d'un mauvais corps (définition
1.1.3), il peut exister des co-groupes non nilpotents.

Lemme 4.1.5. — Soient Hy /K un w-sous-groupe de H/K et Hy /K un w-sous-groupe normal
de H/K avec Hy localement clos. Alors HiHy/K est un w-sous-groupe de H/ K.

Preuve. — Si co ¢ 7 le fait est connu, donc on peut supposer co € m. Soient h € Hj Hs,
p € ™, u € d(h) et U sa classe modulo K. Supposons u d’ordre p. Il existe h; € H; et
he € Hj tels que h = hihy. Alors d(h) est contenu dans Hid(hs) d’aprés le lemme 3.1.11.
Ainsi il existe u; € Hy et ug € d(hs) tels que u = ujus. Comme @ est d’ordre p, u n’appartient
pas & Hj et ug non plus. On note T3 la classe de ug modulo K. Alors 1 =w” € (Hy/K)uz?
et ub € Hy. Donc d(hs)/(Hy Nd(hs)) a un élément d’ordre p et, d’apres le lemme 3.2.2,
d(h2)K/K aussi. Ceci contredit le fait que Hz/K soit un m-groupe. On en déduit que u n’est
pas d’ordre p et que Hy Hy/K est un m-sous-groupe. [

Définition 4.1.6. — On désigne par O, (H/K) le sous-groupe de H/K engendré par les
m-sous-groupes normauzr de H/K et OW¢(H/K) le sous-groupe de H/K engendré par les
m-sous-groupes normauz A/K de H/K tel que A soit localement clos.

Corollaire 4.1.7. - Ol°°(H/K) est un w-sous-groupe de H/K et O/¢(H/K) est une section
localement close de G.
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Preuve. — Notons O/K = O¢(H/K). D’aprés le lemme 3.1.11, O est localement clos et
le lemme 4.1.5 dit que O¢(H/K) est un 7w-sous-groupe de H/K. O

A priori, il n’y a aucune raison pour que O, (H/K) soit un m-groupe. Mais nous verrons
plus loin (corollaire 4.1.26) que O, (H/K) et O¢(H/K) sont égaux.

Lemme 4.1.8. — Soient R/K un m-sous-groupe de H/K et A/K un sous-groupe normal de
H/K avec A localement clos. Alors RAJA est un m-sous-groupe de H/A.

Preuve. — Si oo & 7, il n’y a rien & faire, donc on peut supposer co € 7. Soient p € 7w+,
x € R et T sa classe modulo A. Alors 2K est un m-élément et d(z)K/K n’a pas de p-élément
non trivial. Par le lemme 3.2.2, d(x)/(d(z) N A) = d(x)A/A non plus. On en déduit que T est
un 7-élément et que RA/A est un m-sous-groupe de H/A. O

Lemme 4.1.9. — Soient U/K un sous-groupe de H/K et V' un sous-groupe localement clos
et normal de H qui contient K. Alors U/K est un mw-sous-groupe si et seulement si U/V et
V/K sont des w-groupes.

Preuve. — Si co ¢ , il n’y a rien a faire, donc on peut supposer co € 7. Supposons que
U/K soit un m-sous-groupe. Alors V/K aussi et le lemme 4.1.8 dit que U/V est un 7-groupe.
Réciproquement, supposons que U/V et V/K soient des m-groupes. Soient p € atxelU
et T sa classe modulo V. Alors T est un m-élément, donc d(z)V/V = d(x)/(d(x) NV) n’a pas
de p-élément non trivial. Ainsi, si d(z) a un p-élément u, on a v € d(x) N'V. Mais V/K est
un 7-sous-groupe, donc u € K et d(x)K/K est sans élément d’ordre p (lemme 3.2.2). Ainsi,
K est un m-élément de U/K. Ceci prouve que U/K est un w-sous-groupe de H/K. O

Lemme 4.1.10. — Soient L/K un sous-groupe de H/K et A/K un m-sous-groupe normal
de H/K avec A localement clos. Alors L/K est un w-sous-groupe de Hall de H/K si et
seulement si A est contenu dans L et L/A est un w-sous-groupe de Hall de H/A.

Preuve. — Si co ¢ 7, il n’y a rien a faire, donc on peut supposer co € 7. Supposons que
L/K soit un m-sous-groupe de Hall de H/K. Alors, d’apres le lemme 4.1.5, AL/K est un
m-sous-groupe de H/K et, par maximalité de L/K, A est contenu dans L. D’apres le lemme
4.1.9, L/A est un m-sous-groupe de H/A. Soit U un sous-groupe de H qui contient strictement
L. Par maximalité de L/K, U/K n’est pas un m-sous-groupe de H/K et le lemme 4.1.9 dit
que U/A n’est pas un m-sous-groupe de H/A. On en déduit la maximalité de L/A.
Réciproquement, supposons que A soit contenu dans L et que L/A soit un m-sous-groupe
de Hall de H/A. Alors, d’apres le lemme 4.1.9, L/ K est un m-sous-groupe de H/K. Soit S/K
un 7-sous-groupe de Hall de H/K qui contient L/K. Ce qui précéde montre que S/A est un
m-sous-groupe de Hall de H/A. Comme L/A est contenu dans S/A, on obtient L = S. O

4.1.2 Les groupes localement nilpotents

Lemme 4.1.11. — Si L est un sous-groupe localement clos de H alors, pour tout |l € L, K
est un m-élément de LK/K si et seulement si [(K N L) est un w-élément de L/(K N L).

Preuve. — Soit p € 7. Comme on a d(I)K/K = d(I)(LN K)/(LNK), d(I)K/K posséde
un élément d’ordre p si et seulement si d()(L N K)/(L N K) en possede un. O

Proposition 4.1.12. -~ Si H/K est localement nilpotent, O°¢(H/K) est l'unique T-sous-
groupe de Hall de H/K . En particulier, on a O¢(H/K) = O,(H/K).

Preuve. — Comme il est montré dans [69], 12.1.1 p.342, les éléments d’ordre finis d’un groupe
localement nilpotent forment un sous-groupe 1" qui est une somme directe de p-groupes pour
p € P. De plus, T est localement fini puisque chaque partie finie de T' engendre un groupe
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nilpotent de torsion, qui est fini d’apres le fait 1.4.2. Donc, la proposition est vérifiée lorsque
oo & T, et on peut supposer co € 7. Soit R/K le (7 \ {o0})-sous-groupe de Hall de H/K.
Quitte a quotienter H par K, la remarque 4.1.3 permet de supposer K~ = 1. Notons
L/K = O¢(H/K). D’apres le corollaire 4.1.7, L/ K est un 7-sous-groupe de H/K et L est
localement clos.

Supposons H définissable et divisible. D’apres le fait 1.2.6 on a [H, K] < K~ = 1, donc
H centralise K. Ainsi H est localement nilpotent et H est nilpotent d’apres le corollaire
2.4.5. D’apres le fait 1.3.13, H’ est sans torsion. Mais H' est définissable, donc H’ est un
oo-sous-groupe de H, en particulier ¢’est un m-sous-groupe de H. Soit z € H tel que z K soit
un m-élément de H/K. D’apres les lemmes 4.1.5 et 4.1.8, H'd(x)K/K est un m-sous-groupe
de H/K. Mais H'd(x)K/K est un sous-groupe normal de H/K et H'd(x)K est localement
clos. Donc H'd(x)K/K est contenu dans L/K. Ainsi, € L et on a le résultat.

D’aprés la proposition 3.3.6, on a H = HT x U ou U est le sous-groupe de torsion
maximal de H, et H est divisible. D’apreés le premier cas, O¢(H* /(K N H*)) est I'unique
m-sous-groupe de Hall de H /(K N H™). Soit O le sous-groupe de H tel que O/(KNHT) =
Oloe(H* /(KNH™)). Alors, par le lemme 4.1.11, OK/ K est I'unique 7-sous-groupe de Hall de
H'*K/K.Donc OK/K est normal dans H/K. Comme O est localement clos (corollaire 4.1.7),
OK/K est contenu dans O%¢(H/K). Soit yK un 7-élément de H/K. Alors il existe n € N*
tel que d(y") = d(y)°(< HY). D’apres le fait 1.4.4, il existe u € U tel que d(y) = d(y™) x (u).
Donc d(y)K/K = (d(y")K/K)({u) K/K) est sans élément d’ordre p pour tout p € 71. Ainsi,
uK est un m-8lément de H/K et u € R. Aussi y"K est un m-élément de HT K/K et on a
y"K € OK/K. On en déduit yK € ORK/K < OY¢(H/K), ce qui prouve la proposition.
U

4.1.3 Conjugaison

Nous montrons le théoreme principal concernant les sous-groupes de Hall généralisés :
dans une section localement close résoluble, les sous-groupes de Hall généralisés sont conjugués
(théoreme 4.1.18). La preuve nécessite la proposition 4.1.17. Celle-ci donne un lien entre les
sous-groupes de Carter et les sous-groupes de Hall généralisés, et sa preuve utilise le centra-
lisateur généralisé, ainsi que le radical quasiunipotent.

Définition 4.1.13. — Pour tout 1 C P, on note B(G) le w-sous-groupe de Hall de Q(G).

Remarque 4.1.14. — La remarque 2.7.6 et le fait 2.7.3 montrent que, pour tout @ C PT,
B.(G) = @ B,(G), Bx(G) = B, (G) pour myp C 7 fini, et B;(G) est quasiunipotent.

pe™T

Lemme 4.1.15. — On suppose G connexe. Pour tout sous-groupe de Carter D de G/B(G),

il existe un sous groupe de Carter C de G tel que B (G)C/Br(G) = Br(G/B(G))D

Preuve. — Soit B le sous-groupe de G tel que B/B,(G) = B.(G/Br(G)). D’apres le
corollaire 2.4.8 il existe un sous-groupe de Carter C' de G tel que D = CB,(G)/B:(G). Il
suffit alors de montrer que BC' = B,(G)C. Mais, d’apreés le lemme 4.1.9, B est un w-sous-
groupe normal de G et, comme B,(G) est I'unique m-sous-groupe de Hall de Q(G), on a
BN Q(G) = Bx(G). Soit ¢ la classe de nilpotence de C. Alors la proposition 2.7.9 donne
(BC)**1 < BN G’ < BNQ(G) = B,(G). Comme C est un sous-groupe de Carter de G,
le théoreme 2.5.1 dit que BC' est définissable et connexe. Alors le corollaire 2.4.8 donne

BC = (BC)“T'C < B,(G)C. L’inclusion inverse étant triviale, on a le résultat. [

Lemme 4.1.16. — On suppose HT K/K nilpotent. Alors les w-sous-groupes de Hall de H/K
sont conjugués dans H/ K.

Preuve. — Soit O/K = OW*(H+*K/K). D’apreés la proposition 4.1.12, O/K est l'unique
w-sous-groupe de Hall de H1 K/K. Faisons la preuve par induction sur le rang de H ™.
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Si O~ #1, soient Ry /K et Ry/K deux m-sous-groupes de Hall de H/K. D’apres le lemme
4.1.10, R;/K et Ry/K contiennent chacun O/K. On en déduit que (Ry/O7)/(KO~/O7)
et (R2/O7)/(KO~/O™) sont deux m-sous-groupes de Hall de (H/O~)/(KO~/O~), et I'hy-
pothese d’induction donne le résultat.

Si O~ =1, O est localement fini. Soient R/K un m-sous-groupe de Hall de H/K, r € R,
7 sa classe modulo K et d l'ordre de d(r)/d(r)°. Alors on a (rd) < HY* N R < O et T est
d’ordre fini. Donc R/K est un (7 \ {oo})-sous-groupe de Hall de H/K. Le théoréme 3.2.5
permet de conclure. [J

Proposition 4.1.17. — Soient R/K un m-sous-groupe de Hall de H/K et U un sous-groupe
normal, définissable et connexe de H tel que H/U soit localement fini. Alors il existe un
sous-groupe de Carter C' de U tel que R normalise B, (U)CK.

Preuve. — On suppose que G = d(H) et que H est un contrexemple avec U de rang
minimal. Remarquons d’abord que U n’est pas nilpotent et Q(U) # 1 d’apres la proposition
2.7.9. Notons K; = (KNU)~ et B/K; = B,(U/K;). Si K1 # 1, I'hypothese d’induction dit
qu’il existe un sous-groupe de Carter D/K; de U/K; tel que R/K; normalise BDK/K;. Or
le corollaire 2.4.8 dit qu’il existe un sous-groupe de Carter C de U tel que D/K; = CK; /K,
donc R normalise BCK. Comme Q(U) = B;(U) x B,.(U) d’apres la remarque 4.1.14,
(QU)N B)/B.(U)(K1 N Q(U)) est & la fois un m-groupe et un 7--groupe. Donc Q(U) N B
est contenu dans B (U)K;. Alors la proposition 2.7.9 donne [U, B] < Q(U)NB < B, (U)K,
et, par le corollaire 2.4.8, on a B/B, (U)K, < Z(U/B(U)K;) < CB,(U)K1/B,(U)K;. En
particulier on a BCK = B,(U)CK, ce qui est contradictoire, d’ott (K NU)~ = 1.

1) B,(U) = 1.

Si B-(U) # 1, R/KB;(U) est un m-sous-groupe de Hall de H/KB,(U) (lemme 4.1.10)
et, d’apres la remarque 4.1.3, (R/Br(U))/(KBx(U)/Bz(U)) est un m-sous-groupe de Hall de
(H/B:(U))/(KBr(U)/B(U)). Alors, par minimalité de U, il existe un sous-groupe de Carter
D de U/B,(U) tel que R/B.(U) normalise (B, (U/B.(U))D)(KB,(U)/Bx(U)). D’apres le
lemme 4.1.15 il existe un sous-groupe de Carter C' de U tel que R normalise B, (U)CK, ce
qui est contradictoire.

2) R est localement fini.

Comme U est connexe, la proposition 2.7.9 dit que (RN U)’ est contenu dans Q(U). La

remarque 4.1.14 et 1) donnent (RNU)' < @ B,(U). Alors (RNU)' K/K est un w-groupe
pent

(lemme 4.1.8), et on obtient (RNU) < K. Comme (KNU)~™ =1,ona [U, K] =1 d’apres le
fait 1.2.6. On obtient [RNU, (RNU)'] < [U, K] = 1 et RNU est nilpotent. Soit E = Ey (RNU).
Supposons E # U. Comme RNU est nilpotent, le corollaire 2.4.5 dit que F est un sous-groupe
définissable et connexe de U. De plus, E contient RNU et ER/E(= RU/U) est localement
fini. On a montré que E'R est localement clos. Par minimalité du rang de U, il existe un sous-
groupe de Carter D de FE tel que R normalise B,(E)DK. La proposition 2.7.9 montre que
[Br(E), D] est contenu dans Q(U) N B(E) < B,(U). Comme B,(U) =1, B,(E) centralise
D et, comme D est autonormalisant dans E, D contient B;(E). En particulier, R normalise
DK. Mais le corollaire 2.6.2 et le théoreme 2.5.1 disent que E contient un sous-groupe de
Carter de U. Par conjugaison des sous-groupes de Carter de E (théoréme 2.4.7), D est un
sous-groupe de Carter de U. Comme ceci contredit la minimalité de U, on obtient E = U.

Alors RN U est contenu dans F(U) d’apres le corollaire 2.4.5. Comme la proposition
4.1.12 dit que F(U)K/K a un unique m-sous-groupe de Hall Ry/K et que Ry est localement
clos, le lemme 4.1.10 dit que R contient Ry et (RNU)K/K = Ry/K. En particulier, RNU est
normal dans U et la proposition 2.7.9 donne [RNU, U] < (RNU)NQ(U). Comme B, (U) =1,
la remarque 4.1.14 dit que Q(U) est un m*-groupe et le lemme 4.1.8 montre que Q(U)K/K
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est un w1-groupe, d’ot RN Q(U) < K. On obtient [RNU,U] < K NU. Mais [RN U, U] est
définissable et connexe (fait 1.2.6). Donc [RNU, U] est contenu dans (KNU)~ = 1 et RNU est
contenu dans Z(U). Notons Oy /(K NU) = O<(Z(U)/(KNU)), et supposons O = O; # 1.
Alors, par minimalité de U, il existe un sous-groupe de Carter L/O de U/O tel que R/O
normalise (B, (U/O)L/O)(KO/O). Mais on a B,(U/O) < (RNU)/O < Z(U)/O < L/O,
donc R normalise LK. Comme O < Z(U), L est un sous-groupe de Carter de U, ce qui
contredit la minimalité de U. Ainsi, O = 1 et O; est localement fini. Comme on a RNU < Oy
puisque RNU < Z(U), RN U est localement fini. Mais R/RNU = RU/U est localement
fini, donc R est localement fini.

3) Conclusion.

Soient C' un sous-groupe de Carter de U et S un (7 \ {oo})-sous-groupe de Hall de
Ny (C). D’apres Pargument de Frattini et le théoreme 2.4.7, on a H = Q(U)Ng(C). Donc
SQU)/Q(U) est un (7\ {oo})-sous-groupe de Hall de H/Q(U) (corollaire 3.2.6 (i)). Comme
Q(U) est sans m-élément d’apres 1), S est un (7\{oo})-sous-groupe de Hall de H. Le corollaire
3.2.6 (ii) dit que SK/K est un (7 \ {oo})-sous-groupe de Hall de H/K. R/K étant aussi un
(7 \ {oo})-sous-groupe de Hall de H/K, R/K et SK/K sont conjugués d’apres le théoréme
3.2.5, ce qui donne une contradiction. O

Théoréme 4.1.18. — Les w-sous-groupes de Hall de H/K sont conjugués.

Preuve. — Quitte & quotienter H par K, on peut supposer K~ = 1. En particulier H*
centralise K. On fait la preuve par induction sur le rang de HT. On peut donc supposer
B.(H') = 1. Soient R;/K et Ry/K deux m-sous-groupes de Hall de H/K. D’apres la
proposition 4.1.17, il existe deux sous-groupes de Carter C; et Cy de H™ tels que R; et Ry
normalisent C1 K et Co K respectivement. D’apres le théoréme 2.4.7, il existe h € H™ tel que
Ch = Cy. Alors Ng(CoK)" = Ny(C1K) et RE/K et Ry/K sont deux m-sous-groupes de
Hall de Ny (C1K)/K. Mais Ny (C1K) normalise C;K N HT = C;(K N HTY) et, comme H*
centralise K, on a H N K < Ny+(Cy) = C;. Ainsi, Ny (C1K) normalise C7, ce qui montre
que Ny(C1K) = Ng(C). En particulier, Ny (C1K) est localement clos et Ny (C1K)™ est
contenu dans Ng+(C1p) = C;1. Donc Ny (C1K)T est nilpotent. Si H+ n’est pas nilpotent,
on a Ny (C1K)T < H*, et 'hypotheése d’induction donne la conjugaison de R} /K et Ry/K
dans Ny (C1K)/K. Donc on peut supposer HT nilpotent. Alors le lemme 4.1.16 donne le
résultat. O

Corollaire 4.1.19. - Si N/K est un sous-groupe normal de H/K et si R/K est un w-sous-
groupe de Hall de H/K, alors N/K N R/K est un w-sous-groupe de Hall de N/K et tous les
m-sous-groupes de Hall de N/K sont de cette forme.

4.1.4 Structure des sous-groupes de Hall

Nous pouvons maintenant décrire la structure des sous-groupes de Hall généralisés (pro-
position 4.1.22). Nous en déduirons que les sous-groupes de Hall généralisés sont des sections
localement closes (corollaire 4.1.24).

Lemme 4.1.20. - On suppose G connexe. Soient p un entier premier et T un p-tore de G.
Alors T N F(G) est contenu dans Z(G).

Preuve. — On peut supposer T p-tore maximal de G. Soit S un p-sous-groupe de Sylow
de G qui contient T. D’apres les faits 1.4.7 et 1.4.9, S centralise T. Montrons que T'N F(G)
est central dans F'(G). Soient U le p-sous-groupe de Sylow de F(G) et Cy le sous-groupe de
torsion maximal de F(G). Le fait 1.3.13 dit que F'(G) possede un sous-groupe définissable,
connexe et divisible D tel que F(G) = D % Cy. Comme C; est la somme directe de ses
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p-sous-groupes de Sylow pour p € P, on a Z(U) < Z(Cy), dou Z(U) < Z(F(G)). Le fait
1.4.12.1 donne SN F(G) = U. Comme T est central dans S, T centralise U et on obtient
TN F(G) < Z(U) < Z(F(G)).

Il suffit alors de montrer G = F(G)Cq(T). Le fait 1.4.11 et argument de Frattini appliqué
a F(G)d(S) donnent G = F(G)Ng(S). Mais T est caractéristique dans S d’apres le fait
1.4.7, donc on a Ng(S) < Ng(T) et G = F(G)Ng(T). Or F(G)Cq(T) est un sous-groupe
définissable de G et il est d’indice fini dans G d’apres le fait 1.4.6. Comme G est connexe,
on a le résultat. O

Lemme 4.1.21. - Si C désigne un sous-groupe nilpotent et définissable de H, alors C posséde
un unique sous-groupe D divisible et définissable tel que DK /K soit un m-groupe (1 C PT)
et tel que D soit mazimal pour ces conditions.

Preuve. — D’apres la proposition 4.1.12, CK/K possede un unique m-sous-groupe de Hall
O/K. D’apres le fait 1.3.13, (O N C)~ posséde un unique sous-groupe divisible maximal D
et D est définissable. Soit D7 un sous-groupe divisible et définissable de C' tel que D1 K/K
soit un 7-groupe. Comme O/K contient tous les m-éléments de CK/K, on a D; < O. On en
déduit que D; est un sous-groupe définissable et connexe de O N C, d’ou D; < (ONC)~.
Comme D; est divisible et comme D est I'unique sous-groupe divisible maximal de (ONC)~,
on obtient Dy < D. Ceci permet de conclure. O

Proposition 4.1.22. — On suppose H définissable et conneze. Soient R/ K un m-sous-groupe
de Hall de H/K, C un sous-groupe de Carter de H tel que R normalise B(H)CK, T le
(m \ {o0})-tore mazimal de C' et D l'unique sous-groupe de C divisible et définissable tel
que DK/K soit un w-groupe et tel que D soit maximal pour ces conditions. Alors on a

R = B,(H)DTK et Br(H)NT est fini et central dans H.

Preuve. — Notons que I'existence de C' est donnée par la proposition 4.1.17. Aussi ’existence
de D est diie au fait que C' soit nilpotent (corollaire 2.4.5) et au lemme 4.1.21. Montrons
Pégalité R = B,(H)DTK par induction sur le rang de H. On note B = B (H). Le théoréme
2.5.1 dit que BCK est anormal dans H. En particulier, BCK est autonormalisant dans
H et R est contenu dans BCK. Le théoréme 2.5.1 montre que BCK est définissable et
connexe. Supposons H # BCK. Soit By = B,(BCK). Par hypothése d’induction, on a
R = B{DTK. On va montrer que B; est contenu dans BD. Comme B; contient B, on
aura montré R = BDTK . Puisque By est quasiunipotent (remarque 4.1.14), B1Q(H)/Q(H)
est un sous-groupe définissable et connexe de H/Q(H). Alors, comme H/Q(H) est abélien
et divisible (proposition 2.7.9), B1Q(H)/Q(H) est aussi divisible et, By étant quasiuni-
potent, B1Q(H)/Q(H) est sans torsion. Alors B\ (s} (BCK) est contenu dans Q(H), d’out
B\ (o} (BCK) < B. Si 0o € m, on a montré B; < BD. Sinon, on a co € 7. D’apres le fait
2.7.3, on a By = Byo(BCK) X B\ (o0} (BCK). Donc, pour montrer By < BD, il suffit de
montrer B (BCK) < BD. Soit €1 = B (BCK) N C. C’est un sous-groupe définissable
et sans torsion de C. En particulier, Cy est divisible et C1K/K est un oco-groupe (lemme
4.1.8). Le lemme 4.1.21 prouve que Cj est contenu dans D. La proposition 2.7.9 donne
[Boo(BCK),BCK] < Boo(BCK)NQ(H) = Boo(H). Donc Boo(BCK)/Boo(H) est central
dans BCK/By(H) et le corollaire 2.4.8 donne By (BCK)/By(H) < CBoo(H)/Boo(H),
d’olt Bo(BCK) = Bo(H)Cy < BD. On peut alors supposer H = BCK.

Par unicité de D, DK /K est normal dans CK /K. Donc DTK/K est normal dans CK/K
et on en déduit que BDTK/K est normal dans H/K. Soit U = BDTK. Le lemme 3.1.11 dit
que U est localement clos et le lemme 4.1.5 montre que U/K est un w-groupe. Alors, d’apreés
le lemme 4.1.10, R/K contient U/K et R/U est un m-sous-groupe de Hall de H/U.

On va montrer que H/U ne posséde pas de m-sous-groupe non trivial, ce qui prouvera
Pégalité R = BDTK. Comme H = BCK, on a H=CU et H/U est nilpotent. Le théoréme
2.4.7 montre que C est connexe. Le fait 1.3.19 dit que C' = Cy * Dy pour deux sous-groupes
définissables, connexes et caractéristiques Cy et Dy de C' avec Dy divisible et Cy d’exposant
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borné. Alors on a D < Dj et T est l'unique (7 \ {oo})-sous-groupe de Hall de Dy. La
proposition 4.1.12 dit que DoU/U possede un unique m-sous-groupe de Hall Ry /U et que Ry
est localement clos. Comme U/K est un w-groupe, Ro/K est aussi un w-groupe (lemme 4.1.9).
Aussi, (RoN Dy)/(DoNU) est 'unique m-sous-groupe de Hall de Dy/(DoNU). Le corollaire
3.1.8 et le lemme 4.1.8 montrent que (RyNDg)/(DoNU)(RyN D)~ est un (7 \ {oo})-groupe.
Comme T est le (7 \ {o0})-sous-groupe de Hall de Dy, T est aussi le (7 \ {o0})-sous-groupe
de Hall de Ry N Dy et le corollaire 3.2.6 (i7) donne Ry N Dy = T (DoNU)(RyN Dp)~. Comme
(RoNDy)~ est un sous-groupe définissable et connexe de Dy, (RgNDgp)~ est divisible. Alors,
comme (RyNDy)~ K/K est un m-groupe, on obtient (RyNDy)~ < D et RyN Dy est contenu
dans (Do NU)TD < U. Ainsi, on a Ry = (Rg N Dg)U = U et on en déduit que DoU/U ne
posséde pas de m-élément non trivial. Comme H/F(H) est abélien et divisible (fait 1.3.19)
et comme Cj est connexe et d’exposant borné, Cy est contenu dans F(H) et, donc, on a
Co < Bp(H). Alors Cy N B est I'unique 7-sous-groupe de Hall de Cy. Comme U contient B
et comme Cj est d’exposant borné, H/DyU(= CoDoU/DyU) ne posséde pas de m-élément
non trivial. Comme le lemme 4.1.8 dit que RDy/DoU est un m-sous-groupe de H/DyU, on a
R < DoU. Mais DoU/U est sans w-élément non trivial et R/U est un m-groupe. Donc R = U,
et on obtient R = BDTK.
Le lemme 4.1.20 finit la preuve de la proposition. [

Corollaire 4.1.23. — On suppose H définissable et connexe. Si R/K un mw-sous-groupe de
Hall de H/K, alors R/K = R°K/K. En particulier, si K est connexe, R est connexe.

Preuve. — Avec les notations de la proposition 4.1.22, on a R = B;(H)DTK. On en déduit
d(R) = Br(H)d(K)Dd(T'). Comme T est abélien et divisible, d(T") est connexe. Mais B, (H)
et D sont aussi connexes, donc d(R)° = B,(H)d(K)°Dd(T). Ceci prouve que R°K contient
R,dou R=R°K. [

Corollaire 4.1.24. — Si R/K est un w-sous-groupe de Hall de H/K, alors R est localement
clos.

Preuve. — Comme R/(RNH*')(2 RH*/H™") est localement fini (corollaire 3.1.7 (7)), il
suffit de montrer que RN H* est localement clos. Par le corollaire 4.1.19, (RN H")K/K
est un m-sous-groupe de Hall de HTK/K. Donc (RN H*)/(K N H*) est un m-sous-groupe
de Hall de H* /(K N H™"). La proposition 4.1.17 dit qu’il existe un sous-groupe de Carter C
de H* tel que RN H* normalise B,(HT)C(K N H'). C est nilpotent d’apres le corollaire
2.4.5. Soient T le (7 \ {o0})-tore maximal de C' et D I'unique sous-groupe de C' divisible et
définissable tel que D(K N H')/(K N H™') soit un m-groupe et tel que D soit maximal pour
ces conditions ('existence de D est donnée par le lemme 4.1.21). La proposition 4.1.22 donne
RNHY =B, (H")DT(KNHT). Le lemme 3.1.11 permet de conclure. [J

Corollaire 4.1.25. — Pour tout ¢ C w, si H/K est un w-sous-groupe de Hall de R/K et
st S/K est un o-sous-groupe de Hall de R/K, alors S/K est un o-sous-groupe de Hall de
H/K.

Preuve. — Soient U/K un o-sous-groupe de Hall de H/K contenant S/K et V/K un -
sous-groupe de Hall de H/K contenant U/K. D’apres le théoreme 4.1.18, il existe h € H tel
que VP = R. Comme R est localement clos (corollaire 4.1.24), le théoréme 4.1.18 dit qu’il
existe r € R tel que (U")" = S. On en déduit le résultat. [

Corollaire 4.1.26. - O, (H/K) = Ol°¢(H/K).

Preuve. — Soit O/K = O,(H/K). Montrons que O est localement clos. Soit U/K l'inter-
section des m-sous-groupes de Hall de H/K. Le corollaire 4.1.24 et le lemme 3.1.13 montrent
que U est localement clos. Alors il suffit de montrer O = U. Soit V/K un w-sous-groupe
normal de H/K. Alors, si S/K est un m-sous-groupe de Hall de H/K, ona VNS =V
d’apres le corollaire 4.1.19. Ceci prouve que O est contenu dans S. On en déduit O < U et,
I'inclusion inverse étant triviale, O = U. [
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4.2 Sur le théoréme de Schur-Zassenhaus

Le théoreme de Schur-Zassenhaus est un résultat fondamental de la théorie des groupes
finis :

Fait 4.2.1. - ([69], th. 9.1.2, Schur, Zassenhaus) Soit N un sous-groupe normal d’un
groupe fini G. On suppose que |[N| =n et |G : N| = m soient premiers entre euz. Alors G
possede une unique classe de conjugaison de sous-groupes d’ordre m.

A. V. Borovik et A. Nesin ont établi des analogues de ce résultat pour les groupes de
rang de Morley fini résolubles :

Fait 4.2.2. - ([11], [12], Borovik, Nesin) Soit 7 C P. Dans un groupe résoluble G de
rang de Morley fini, un m-sous-groupe de Hall normal a un complément.

Fait 4.2.3. - ([11], [12], Borovik, Nesin) Soient 1 C P, G un groupe résoluble de rang
de Morley fini et H un m-sous-groupe de Hall normal. Si H est d’exposant borné, alors les
compléments de H dans G sont définissables et conjugués.

Dans cette section, nous établissons des analogues de ces résultats pour les sections loca-
lement closes résolubles (théorémes 4.2.4 et 4.2.6). Ceci nous permettra d’obtenir des infor-
mations concernant les quotients des sous-groupes de Hall généralisés (corollaire 4.2.8).

Dans toute cette section, G désigne un groupe de rang de Morley fini résoluble.

Théoreme 4.2.4. — Soient H/K une section localement close de G et m C P tel que H/K
ait un w-sous-groupe de Hall normal R/K. Alors :

(i) tout T -sous-groupe de H/K est contenu dans un complément de R/K ;

(#) tout complément de R/K contient un ' -sous-groupe de Hall de H/ K.

Preuve. — Nous prouvons (i) par induction sur le rang de HT. Il suffit de montrer le
résultat pour un 7t-sous-groupe de Hall X/K de H/K. On peut supposer K~ = 1. Alors
HT centralise K d’apres le fait 1.2.6. Soit O/K = O, (HTK/K).

(1) Le cas ot O~ # 1. D’apres le corollaire 3.2.6 (i), (RO~/O7)/(O~K/O™) est un
m-sous-groupe de Hall normal de (H/O7)/(O~K/O™). Comme (XO~/O7)/(O~K/O7) est
un 7-groupe d’apres le lemme 4.1.8, I’hypothese d’induction dit qu’il existe un complément
(V/O7)/(O~K/O7)de (RO~/O7)/(O~K/O™) contenant (XO~/O7)/(O~K/O7).Or (VN
R)/K est un m-sous-groupe de O~ K/K et, comme O/K est un 7*-groupe (corollaires 4.1.7
et 4.1.26), on obtient VN R = K. On en déduit que V/K est un complément de R/K qui
contient X/K.

(2) Le cas ou O~ =1 et ou HT est nilpotent. D’apres la proposition 4.1.12, O/K est
I'unique 7+-sous-groupe de Hall de H+ K /K. En particulier, X N HT est contenu dans O.
Comme O~ = 1, O est localement fini et, comme H/H™ est aussi localement fini, X est
localement fini. Soit Y un 7’-sous-groupe de Hall de X. Alors, d’apres le corollaire 3.2.6 (1),
onaYK/K =X/K et Y est un 7’-sous-groupe de Hall de H. Comme B, . (H1)K/K est un
7t-groupe (lemme 4.1.8) et comme B, 1 (H™) est quasunipotent, on a B, (H') <O~ = 1.
La remarque 4.1.14 donne Q(H") = B,(HT). Ainsi, comme Q(H™) est quasiunipotent
et comme oo € w, Q(HT) est d’exposant borné. Mais, d’apres le corollaire 3.3.5, H* est
divisible. Donc on obtient Q(H™) = 1. En particulier, d’aprés la proposition 2.7.9, H' est
abélien.

Montrons que Y° centralise HT. Comme (Q(d(H)) N HT)° est définissable, connexe,
nilpotent et ne contient pas de P-tore puisque Q(d(H)) n’en contient pas, on a (Q(d(H)) N
H')° < Q(H*) = 1. La proposition 2.7.9 donne [d(H°), H"] < Q(d(H)). On en déduit
que [Y°, H"] est contenu dans Q(d(H)). Le fait 1.2.6 dit que [Y°, H] est un sous-groupe
définissable et connexe de H*. On a montré que [Y°, H'| est contenu dans (Q(d(H)) N
H7T)° =1. Donc Y° centralise H™.
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Ce qui précede montre que Y K/K agit sur HYK/K comme un groupe fini d’automor-
phismes de HTK/K. D’apres le corollaire 3.2.6 (i), R/K N HYK/K est I'unique 7-sous-
groupe de Hall de HTK/K. Donc, d’apres le fait 1.4.13, il existe un sous-groupe U/K de
H*K/K normalisé par YK/K tel que HTK/K = U/K x R/K. Le corollaire 3.2.6 (i) dit
que YRHT/RH™" est un n’-sous-groupe de Hall de H/RH*. Comme H/RH™ est sans m-
élément d’apres le lemme 3.2.2, on obtient H = YRH ' = R(YU). Comme Y K/K normalise
U/K, YU/K est sans w-élément et H/K = R/K x YU/K. Comme YU/K contient X/K,
on a fini la preuve de (2).

(3) Le cas ow O~ = 1. (2) permet de supposer H™ non nilpotent. D’aprés la proposition
4.1.17 il existe un sous-groupe de Carter C de H™ tel que X normalise B, (H1)CK. Comme
O~ =1,B,.(H") =1 et X normalise CK. Comme H™" centralise K, K normalise C, et on
aCKNH'T =C. On en déduit que X normalise C. Notons Q/K = O, (Ny(C)*K/K). Si
Q(Ng(C)*') contient un m+-sous-groupe non trivial alors on a @~ # 1 et X/K est contenu
dans un complément de (RN Ny (C))/K dans Ny (C)/K d’apres (1). Sinon, d’apres (2),
X/K est contenu dans un complément de (RN Ny (C))/K dans Ny (C)/K. Ainsi, dans tous
les cas, X/ K est contenu dans un complément U/K de (RNNg(C))/K dans Ng(C)/K. Mais
ona H=Q(H")Ny(C) d’apres 'argument de Frattini. Donc, comme Q(HY)K/K < R/K
puisque O~ =1, on obtient H/K = R/K x U/K.

(#) Soit U/K un complément de R/K. Si T/K est un 7’-sous-groupe de Hall de H/K,
alorsona R/K xT/K =R/K x(UNRT)/K et (UNRT)/K est conjugué a T/K d’apres
le théoréme 3.2.5. Donc (U N RT)/K est un n’-sous-groupe de Hall de H/K. O

La preuve du théoreme 4.2.6 nécessite la proposition suivante.

Proposition 4.2.5. - On suppose G conneze. Soit P un sous-groupe de G tel que G =
Bp(G)P. Alors P est localement clos et G = Bp(G)P~.

Preuve. — On fait la preuve par induction sur le rang de G. Soient B, = Boo(G), B =
Bp(G) et n 'exposant de B (B est d’exposant borné d’apres le fait 2.7.3). Notons Py = {y" :
y € PNQ(G)}. D’apres le fait 2.7.3, on a Q(G) = Boo X Bet Py C {z" : 2 € Q(G)} = Bs.
D’apres le fait 1.3.13, B est divisible donc, comme Q(G) = Bs X B, Q(G)/B est divisible
et, comme Q(G) = B(PNQ(G)), on a Q(G) = BPy. On en déduit Bo, = Py C P. Supposons
B # 1. Alors, comme BBy /Bo = Bp(G/Bx), on & G/Bo = Bp(G/Bw)(P/By) et
I’hypothese d’induction donne le résultat. On peut donc supposer By, = 1

PB/B étant abélien et divisible d’apres la proposition 2.7.9, on a G = BP° et on peut
supposer P, donc d(P), connexe. D’aprés le fait 1.2.6, d(P)" est définissable et connexe.
Comme d(P) (< G' < B) est d’exposant borné, d(P)/Bp(d(P)) est abélien. Comme tout
sous-groupe définissable, connexe et d’exposant borné de d(P) est contenu dans Bp(d(P))
d’apres la proposition 2.7.9, alors d(P)/Bp(d(P)) est divisible et (B N d(P))° est contenu
dans Bp(d(P)). Or on a d(P) = (BNd(P))P, donc Bp(d(P))P/Bp(d(P)) est un sous-groupe
d’indice fini de d(P)/Bp(d(P)). Ce dernier étant divisible, on obtient d(P) = Bp(d(P))P.
Supposons G # d(P). Alors 'hypotheése d’induction dit que P est localement clos et que
d(P) = Bp(d(P))P~. On en déduit d(P) < BP~ et G = BP~. Donc on peut supposer
G =d(P).

Si B =11l n’y a rien & démontrer. Donc on peut supposer B # 1. B étant définissable
et connexe, B contient un sous-groupe G-minimal A. Alors on a G/A = Bp(G/A)PA/A
et, par hypothese d’induction, PA est localement clos et G/A = Bp(G/A)(PA/A)~. Soit
By/A = Bp(G/A). Comme A(< B) est définissable, connexe et d’exposant borné et qu’il
en est de méme pour By/A, By est définissable, connexe et d’exposant borné. On en déduit
B = By. Mais, A étant connexe, on a (PA/A)~ = (PA)~ /A, donc G = B(PA)~. Ainsi il
suffit de montrer que P N (PA)~ est localement clos et que (PA)~ est contenu dans BP~.
Comme A est définissable, connexe et d’exposant borné, A est contenu dans Bp((PA)™).
Ainsi, on a (PA)” = A(PN(PA)”) = Bp((PA)")(PN(PA)™) et, comme Bp((PA)") < B,
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I'hypothese d’induction permet de supposer G = (PA)~ = PA. Par G-minimalité de A, A
est central dans B. Alors P N B est un sous-groupe normal de P centralisé par A. Comme
G = PA, on en déduit que P N B est normal dans G. Si on a (PN B)~ # 1, 'hypothese
d’induction donne le résultat dans G/(P N B)~ et on en déduit le résultat dans G. Donc on
peut supposer (PN B)~ =1, en particulier [G, PN B] =1 d’apres le fait 1.2.6. Ainsi, comme
P’ < B, P’ est central dans G et P est nilpotent. D’apres le fait 1.3.15, G = d(P) est aussi
nilpotent. Le fait 1.3.13 dit qu’il existe un sous-groupe définissable et divisible D de G tel
que G = B D. Soit P = {y™ : y € P}. Alors P; est un sous-ensemble de {¢g" : g € G} = D.
Comme G/B = PB/B est divisible, on a G = P;B = (P N D)B. Mais, D étant divisible,
D N B est fini et on en déduit que P N D est d’indice fini dans D, donc est égal a D. On a
montré que D est contenu dans P. Donc D est contenu dans P~ et la preuve de la proposition
est achevée. [

Le théoréme 4.2.6 généralise un théoreme de Borovik et Nesin ([11], [12]). Il permet un
analogue du corollaire 3.2.6 (i¢) pour les sous-groupes de Hall généralisés (corollaire 4.2.8).

Théoréme 4.2.6. — Soient m C P et H/K une section localement close de G. On suppose que
H/K a un w-sous-groupe de Hall normal R/K d’exposant borné. Alors les ©-sous-groupes

de Hall de H/K sont exactement les compléments de R/K dans H/K.

Preuve. — Soit T//K un complément de R/K dans H/K (il existe d’apres le théoréme 4.2.4).
Montrons que T/ K est un 7+-sous-groupe de Hall de H/K. On peut supposer K~ = 1, donc
HT centralise K d’apres le fait 1.2.6. Si T est localement clos alors, pour tout = € T, d(z)
est contenu dans T et d(x)K/K N R/K = 1. En particulier, d(x)K/K ne contient pas de
m-élément non trivial. On en déduit que T/K est constitué de m*-éléments. Comme tout
sous-groupe de H/K contenant strictement T'/K intersecte R/K non trivialement, T/K est
un 7t-sous-groupe de Hall de H/K. Alors il suffit de montrer que T est localement clos,
donc que T N HT R est localement clos. Comme HTR/K = R/K x (TN HTR)/K, on peut
supposer H = HTR. On note B = B.(H™).
On va montrer, par induction sur le rang de H T,

(1) H*/(H* N K) = (RONH)/(H* N K) % (TN HY)/(H* N K).

Comme (RNHT)N(TNH')=KNHT, il suffit de montrer que H* = (RNHT)(TNH™).
Supposons B # 1. Comme TBN R = (T'N R)B = KB, alors

(H"R/B)/(KB/B) = (R/B)/(KB/B) x (TB/B)/(KB/B)

et, par hypothese d’induction, on a HY/B = (RN H")/B x (TBN H")/B. Ainsi H =
(HT* NR)(T N HY) et on peut supposer B = 1. Soit U un 7-sous-groupe de Hall de Ht. La
proposition 4.1.22 dit qu’il existe un sous-groupe de Carter C' de H™ tel que, si D désigne le
m-sous-groupe divisible et définissable maximal de C' (D existe d’apres le lemme 4.1.21) et si
Ty désigne le m-tore maximal de C, alors U = DT;. En particulier, U est nilpotent et divisible-
par-divisible, donc U est divisible. Par conjugaison des m-sous-groupes de Hall de HT (fait
1.4.11), les m-sous-groupes de Hall de H sont divisibles et, par le corollaire 3.2.6 (i), les -
sous-groupes de Hall de H K/K sont divisibles. Comme (RNH1TK)/K est un m-sous-groupe
de Hall de HT K/K (corollaire 3.2.6 (i)), (RNH T K)/K est divisible. Donc, comme R/K est
d’exposant borné, on obtient RN H™ < K. Ainsi on a [H"’, RI<K =1let HT centralise
R. Soient n l'exposant de R/K et h € H'. Alors il existe 7 € R et t € T tel que h = rt. Or
h centralise r, donc h™ = r"t" € T. Soit L/K le sous-groupe de HTK/K engendré par les
puissances n-iemes des éléments de H™K/K. On a montré que L est un sous-groupe de T.
Comme la proposition 2.7.9 dit que H"/Q(H™) est divisible, on a HTK/K = LQ(H")/K.
Comme B,(H") = 1, la remarque 4.1.14 donne Q(H') = @ B,(H™). Mais, pour tout
pemwL
p € 7', B,(H™") est m-divisible. Alors, comme le fait 1.3.13 dit que Boo(H™) est divisible,
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Q(H™) est m-divisible et Q(H1)K/K est aussi m-divisible. On en déduit que L/K contient
Q(H)K/K. On a montré que L = HT K, ce qui prouve que T/K contient H+K/K. Ainsi,
Ht =TNH?" et on a prouvé (1).

D’apres la proposition 4.1.22 on a RN HY = B(H™ N K). Alors (1) montre que H =
B(T N H™T) et la proposition 4.2.5 dit alors que T'N H™ est localement clos, donc T aussi.
O

L’exemple 4.2.7 montre qu’il n’est pas possible de généraliser le corollaire 3.2.6 (ii) aux
sous-groupes de Hall généralisés.

Exemple 4.2.7. — Si G est un pur groupe isomorphe a C*, alors tout co-sous-groupe de G
est trivial. Pourtant, si T désigne le P-sous-groupe de Hall de G, G/T est un oo-groupe non
trivial.

Il est tout de méme possible de donner un analogue au corollaire 3.2.6 (ii) en supposant
que le sous-groupe par lequel on quotiente a certains sous-groupes de Hall d’exposant borné.
C’est ce que dit le corollaire 4.2.8. En particulier les sous-groupes de Hall généralisés sont
conservés par quotientement de tout sous-groupe d’exposant borné. Ce résultat sera utilisé
dans la section 4.3.

Corollaire 4.2.8. - Soient 1 C P, H/K une section localement close de G, R/K un -
sous-groupe de Hall de H/K et A un sous-groupe localement clos et normal de H qui contient
K. On suppose qu’un 7'-sous-groupe de Hall de AJ/K est d’exposant borné. Alors RA/A est
un m-sous-groupe de Hall de H/A et tous les m-sous-groupes de Hall de H/A sont de cette
forme.

Preuve. — Si oo ¢ 7 le résultat est connu par le corollaire 3.2.6 (¢7), donc on peut supposer
oo € 7. On note Ag = K, Ay = (Bﬂ.J_(d(A>O) N A)K7 Ay = (Q(d(A)O) N A)K7 Ag/AQ =
OTFL(AOK/AQ), A4 = A°K et, pour ) Z 2, AQi_},.l/AQi = OTFL(A/A%) et A2i+2/A2i+1 =
Or(A/Ag;41). Alors A;/Ap est un m-groupe et, comme on a Q(G) = B,.(G) x B,(G)
d’apres la remarque 4.1.14, Ay /A; est un m-groupe. La proposition 2.7.9 montre que Ay /A
est abélien. Donc, comme oo € 7, A3/As est I'unique m+-sous-groupe de Hall de A4/As et
Ay/As est un w-groupe. Alors, pour tout ¢ € N, A;;1/A; est soit un mw-groupe soit un -
groupe. Aussi, comme A/A° est fini et comme Ay, = A°K, il existe n € N tel que A, = A.
On fait la preuve par induction sur n. On peut alors supposer que A/K est soit un w-groupe
soit un m+-groupe. Si A/K est un m-groupe le lemme 4.1.10 donne le résultat donc on peut
supposer A/K m+-groupe. Ainsi A/K est d’exposant borné et RA/A est un w-sous-groupe de
H/A d’apres le lemme 4.1.8. Soit S/A un m-sous-groupe de Hall de H/A qui contient RA/A.
Alors S est localement clos d’apres le corollaire 4.1.24. Comme A/K est d’exposant borné,
le théoreme 4.2.6 donne S/K = A/K x R/K. O

4.3 Bases de Sylow généralisées

Lorsque 'on développe une théorie de sous-groupes de Hall, il est naturel de regarder
les bases de Sylow (définition 4.3.1). L’objet de cette section est d’introduire et d’étudier
les bases de Sylow généralisées (définition 4.3.6). Le résultat principal de cette section est le
théoreme 4.3.8 qui donne 'existence et la conjugaison des bases de Sylow généralisées dans
les sections localement closes résolubles.

On rappelle la définition d’une base de Sylow.

Définition 4.3.1. - Soient G un groupe et & = (Sp,),ep une famille de sous-groupes ot,
pour p € P, S, désigne un p-sous-groupe de Sylow de G. On dit que & est une base de Sylow
de G si (S, : p € m) est un mw-sous-groupe pour tout m C P.



78 CHAPITRE 4. SOUS-GROUPES DE HALL

Les bases de Sylow des groupes résolubles de rang de Morley fini, et méme w-stables, sont
étudiées dans la partie 5 de [4]. En particulier, il y est montré que tout groupe de rang de
Morley fini résoluble possede une unique classe de conjugaison de bases de Sylow. Ce résultat
dépend tres fortement du résultat suivant :

Fait 4.3.2. - ([33], th. 2.10, Gardiner, Hartley, Tomkinson) Tout il-groupe posséde
une unique classe de conjugaison de bases de Sylow.

On rappelle qu'une section localement close, localement finie et localement résoluble est
un {-groupe (cf. théoreme 3.2.5 et corollaire 3.2.6 (i7)). Nous en déduisons un analogue du
fait 4.3.2 pour les sections localement closes :

Proposition 4.3.3. — Toute section localement close résoluble H/K posséde une unique
classe de conjugaison de bases de Sylow.

Preuve. — Montrons que H/K possede une base de Sylow. Soit S/K un P-sous-groupe de
Hall de H/K. Le fait 4.3.2 dit que S/K possede une base de Sylow & = (S,/K)pecp. Alors,
pour tout # C P, (Sp/K : p € m) est un m-sous-groupe de S/K. Aussi, par conjugaison
des P-sous-groupes de Hall de H/K (théoréme 3.2.5), S/K contient un p-sous-groupe de
Sylow de H/K pour tout p € P. Donc, par conjugaison des p-sous-groupes de Sylow de S/K
(théoréme 3.2.5), S, /K est un p-sous-groupe de Sylow de H/K pour tout p € P. Alors &
est une base de Sylow de H/K.

Montrons que les bases de Sylow de H/K sont conjuguées. Soient 1 = (S,/K)pep et
&y = (R,/K)pep deux bases de Sylow de H/K. Soient S/K et R/K des P-sous-groupes de
Hall de H/K contenant (S,/K : p € P) et (R,/K : p € P) respectivement. Le théoréme
3.2.5 permet de supposer S = R. Alors ; et &5 sont des bases de Sylow du -groupe S/ K.
Le fait 4.3.2 donne le résultat. O

Fait 4.3.4. - ([33], lemme 2.7 (iv), Gardiner, Hartley, Tomkinson) Si & = (S,),ep
est une base de Sylow d’un i-groupe G alors, pour tout m C P, (Sp, : p € m) est un mw-sous-

groupe de Hall de G et, de plus, on a (Sp, :p € m) = Hp€7r Sp
On en déduit le lemme suivant :
Lemme 4.3.5. - Si & = (S,/K)pcp est une base de Sylow d’une section localement close

H/K d’un groupe de rang de Morley fini résoluble G alors, pour tout m C P, (Sp/K : p € )
est un w-sous-groupe de Hall de H/K.

Preuve. — Soient # C P et R/K un P-sous-groupe de Hall de H/K contenant (S,/K : p €
P). Alors & est aussi une base de Sylow de R/K et le fait 4.3.4 montre que S/K = (S,/K :
p € m) est un m-sous-groupe de Hall de R/K. Donc S/K est un m-sous-groupe de Hall de
H/K puisque R/K est un P-sous-groupe de Hall de H/K. O

La définition 4.3.6 est I'analogue de la définition 4.3.1 pour les sous-groupes de Hall
généralisés. La remarque 4.3.7 donne un lien entre les deux notions.

Définition 4.3.6. — Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble, H/K une section
localement close de G et B = (?ﬂ)wgp+ une famille de sous-groupes o, pour tout m C P+,
Sy désigne un m-sous-groupe de Hall de H/K. On dit que B est une base de Sylow généralisée
de H/K si, pour tout o C 7 C Pt on aS, <8S,.

Remarque 4.3.7. — Si (Sx/K),cp+ est une base de Sylow généralisée d'une section loca-
lement close H/K d’un groupe de rang de Morley fini résoluble G, alors (S,/K)pcp est une
base de Sylow de H/K.
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Le théoreme suivant est analogue a la proposition 4.3.3.

Théoreme 4.3.8. — Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble et H/K une
section localement close de G. Alors H/K posséde une unique classe de conjugaison de bases
de Sylow généralisées.

Preuve. — 1) Existence.

On fait la preuve par induction sur le rang de H~. On peut supposer K~ = 1. Soit
® = (Sp/K)pep une base de Sylow de H/K (elle existe d’apres la proposition 4.3.3). Si H~
est nilpotent, H~ K/K a un unique m-sous-groupe de Hall R /K pour tout # C PT et R, est
localement clos (proposition 4.1.12). Pour tout 7 C P+ on note Sy = R(S, : p € m\ {oc}).
Montrons que B = (S;/K),cp+ est une base de Sylow généralisée de H/K. Il suffit de
montrer que S, /K est un w-sous-groupe de Hall de H/K pour tout m# C PT. Soit # C P+.
Comme & est une base de Sylow de H/K, (S,/K : p € m\ {o0}) est un (7 \ {o0})-sous-
groupe de Hall de H/K (lemme 4.3.5). Alors le lemme 4.1.5 dit que S;/K est un m-sous-
groupe de H/K. De plus, si S /K est un m-sous-groupe de Hall de H/K contenant S;/K, le
corollaire 4.1.19 montre que S:/K N H~K/K est un m-sous-groupe de Hall de H- K /K, et
Sy/KNH K/K = R;/K. Comme S%/R, est localement fini, S¥/R, est un (7 \ {oc0})-sous-
groupe de H/R,. Mais le corollaire 3.2.6 (i) dit que S;/R~(= (Sp : p € 7\ {c0})R~/R) est
un (7 \ {oo})-sous-groupe de Hall de H/R, et, comme S%/R, contient S;/R., on obtient
Sr = S%. On en déduit que B est une base de Sylow généralisée de H/K.

Donc on peut supposer H ~ non nilpotent et, d’apres la proposition 2.7.9, on a Q(H ™) # 1.
Alors H contient un sous-groupe H-minimal A dans Q(H ™) et A est soit sans torsion soit un
g-sous-groupe d’exposant borné pour un entier premier ¢q. Comme, pour tout # C P, (S, /K :
p € ) est un w-groupe, (S,A/AK : p € m) est un m-groupe pour tout 7 C P. S,A/AK étant
un p-sous-groupe de Sylow pour tout p € P (corollaire 3.2.6 (ii)), & = (S, A/AK)pep est
une base de Sylow de H/AK. Or, par hypothése d’induction, H/AK possede une base de
Sylow généralisée (R /AK) cp+. La remarque 4.3.7 dit que ® = (R,/AK),cp est une base
de Sylow de H/AK. D’apres la proposition 4.3.3 & et © sont conjugués dans H/AK et on
peut supposer D=6

Supposons A sans torsion. On note D, /K = R,/K pour tout m C P tel que co € 7, et
D,/K = (Sp/K :p € m) si oo & m. Alors le lemme 4.1.10 dit que, si oo € m, D/K est un
m-sous-groupe de Hall de H/K . De plus, comme & est une base de Sylow de H/K, D, /K est
un 7-sous-groupe de Hall de H/K pour tout @ C P (lemme 4.3.5). Comme (R /AK) cp+
est une base de Sylow généralisée de H/AK et comme & = D, on a D, < D, pour tout
o Cm C Pt et (Dr/K)zcp+ est une base de Sylow généralisée de H/K.

On peut donc supposer A g-sous-groupe d’exposant borné. D’apres le corollaire 4.2.8,
H/K aun gt-sous-groupe de Hall V/K tel que VA = R,1. On note D, =V N R, pour tout
7 C PT qui ne contient pas ¢ et D = R, si ¢ € m. Le corollaire 4.2.8 et le lemme 4.1.10
disent que D, /K est un m-sous-groupe de Hall pour tout 7 C PT. Comme & est une base
de Sylow généralisée de H/AK alors, pour tout ¢ C 7 C P+, D, est contenu dans D,. On
en déduit que (Dy/K),cp+ est une base de Sylow généralisée de H/K.

2) Conjugaison.

On fait la preuve par induction sur le rang de G. Soient B; = {S;/K : 7 C Pt} et
By = {R,;/K : m C PT} deux bases de Sylow généralisées de H/K et soient B] = {S,/K :
p € P} et B, ={R,/K : p € P}. Comme B] et B, sont deux bases de Sylow de H/K
(remarque 4.3.7) alors, d’apres la proposition 4.3.3, il existe h € H tel que S* = R, pour tout
m C P. Soit 1 C P*+. Si HT est nilpotent alors, d’aprés la proposition 4.1.12, HTK/K a un
unique 7-sous-groupe de Hall U, /K et U, est localement clos. En particulier, U, est normal
dans H. Le lemme 4.1.10 dit que S, et R, contiennent U, et que S; /U, et R, /U, sont des
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w-sous-groupes de Hall de H/U,. Comme U, /K contient tous les m-éléments de HT K /K,
onaS;/Us =S, H"/HTK et R;/U, = R, H"/HTK. Comme H/H" est localement fini
(corollaire 3.1.7 (7)), Ry /Ur et Sz/Ux sont aussi localement finis et, donc, R /Uy et Sy /Uy
sont des (7w \ {oo})-sous-groupes de Hall de H/U,. On déduit du corollaire 3.2.6 (i7) que
Sr = UrSm\{s0} €t Rr = UnRp\ oo} Alnsi S:} = UﬂSﬁ\{oo} = R,. Ceci étant vrai pour tout
7w C P*, on peut supposer HT non nilpotent et, d’aprés la proposition 2.7.9, Q(H ') n’est
pas trivial. Donc H* contient un p-sous-groupe H-minimal A pour un p € PT.

D’aprés le corollaire 4.2.8, By = {S, A/AK : 7 € Pt} et By = {R, A/AK : 7 € P}
sont des bases de Sylow généralisées de H/AK. Par hypothése d’induction B; et By sont
conjugués dans H/AK et on peut supposer S; A = R, A pour tout 7 C PT. Ceci montre que,
Sp1 et R,. sont A-conjugués (théoreme 4.1.18) et on peut supposer S,. = R,.. Comme A
est un p-groupe, on a AN S, < K. Ainsi, pour tout 7 C pt,

Sy = SW(A N SPL) =S:AN SpL =R;AN Rpl =R,.
Comme S, = S;A = R, pour tout 1 C PT avec p € 7, on a le résultat. [

Nous généralisons la proposition 4.1.17 :

Proposition 4.3.9. — Soient H/K une section localement close d’un groupe de rang de
Morley fini résoluble, (Sx/K),cp+ une base de Sylow généralisée de H/K et U un sous-
groupe définissable, connezxe et normal de H tel que H/U soit localement fini. Alors il existe
un sous-groupe de Carter C de U tel que Sy normalise B, (U)CK pour tout m C PT.

Preuve. — On fait la preuve par induction sur le rang de U. Notons K; = (K NU)™ et
B./K; = B;(U/K;) pour tout m C P*+. Si K; # 1 alors, par hypotheése d’induction, il
existe un sous-groupe de Carter D/K; de U/K; tel que S;/K; normalise B, DK /K pour
tout 7 € P*. D’apres le corollaire 2.4.8 il existe un sous-groupe de Carter C de U tel que
D = CKj. Soit m C P*+. D’apres la proposition 2.7.9, on a [U, B;| < Q(U)N B, < B,(U)Kj,
d’ot B, /Br(U)K1 < Z(U/B(U)K;1) < CB(U)K1/B,(U)K; d’apres le corollaire 2.4.8. En
particulier on a B DK = B,(U)CK et S, normalise B, (U)CK. Ceci étant vrai pour tout
7 C P, on a le résultat et on peut donc supposer K; = 1.

Si U est nilpotent, il n’y a rien a démontrer, donc la proposition 2.7.9 permet de supposer
que Q(U) contient un sous-groupe H-minimal A. Alors (S A/AK),cp+ est une base de Sylow
généralisée de H/AK d’apres le corollaire 4.2.8. Par hypothese d’induction il existe un sous-
groupe de Carter D/A de U/A tel que S;A/A normalise B, (U/A)DK/A pour tout m C PT.
Soient 7 C Pt et B/A = B,(U/A). Alors S, normalise BDK et on a B,(U)A=BnNQU).
Aussi on a [B,U] < BNQ(U) = B;(U)A, donc B/B,(U)A est central dans U/B,(U)A.
Mais DB, (U)/Br(U)A est un sous-groupe de Carter de U/B,(U)A d’aprés le corollaire
2.4.8, donc B < DB, (U) et, comme U centralise K (K; = 1), ona KNU < DB, (U). En
particulier on obtient BDK NU = DB, (U)(K NU) = DB,(U) et S; normalise B,(U)D
(pour tout w C PT).

Soit p € PT tel que A soit un p-groupe. Montrons

il existe un sous-groupe de Carter C de U tel que D = CA et tel que S,. normalise
(+) B, (U)CK.

Soient S = S,. D et V = (SNU)~. Comme S, contient B,,. (U)K et normalise B, (U)DK,
S est un sous-groupe localement clos de H. S contient B, (U) et B, (U) est contenu dans V/,
donc B, (V') contient B, (U). Aussi (SNU)/V et S/(SNU) sont localement finis, donc S/V
est aussi localement fini. Alors, d’apres la proposition 4.1.17, S, normalise B, (V')Co K pour
un sous-groupe de Carter Cy de V. CyA/A étant un sous-groupe de Carter de V/A d’apres
le corollaire 2.4.8, le théoreme 2.4.7 dit qu'’il existe v € V tel que (CpA)" = D. Notons
C=C§. CommeonaD <V <S=5,D,on peut supposer v € S,.. On en déduit que
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Sp1 normalise B, (V)CKNV = B, (V)C(KNV) = B,.(V)C puisque U et V centralisent
K. Alors S,. normalise B,.(V)C N B, . (U)D = (B,.(V)C N AC)B,.(U). Mais, C étant
nilpotent, il existe un entier n tel que (B,.(V)C N AC)" soit contenu dans B, (V) N A.
Comme A est un p-groupe et B, (V) est un p-groupe, on obtient (B,. (V)CNAC)" =1 et
B, (V)C'N AC est un sous-groupe nilpotent de V' contenant C. Donc B, (V)C'NAC = C
puisque C' est un sous-groupe de Carter de V. Ainsi S,. normalise B,. (U)C. C étant un
sous-groupe de Carter de D(< V), C est un sous-groupe de Carter de U (corollaire 2.4.8),
ce qui prouve (x).

On choisit un sous-groupe de Carter C' de U comme dans (x). Soit # C P*. Si 7
contient p, alors A est contenu dans B, (U) puisque A est un p-groupe. Donc S, norma-
lise B-(U)CK. Soit L = B, (U)CK N B(U)DK. Si p ¢ 7, (*) montre que S normalise
L. Ona L = B:(U)CK(B,.(U)CK N A). Soit T/K le p-sous-groupe de Hall de CK/K.
Alors TB,,. (U)/B,. (U)K est un p-sous-groupe de Hall de B, (U)CK/B,. (U)K (corol-
laire 4.2.8). Comme B, (U)K /K est un pt-groupe, T/K est un p-sous-groupe de Hall de
B, (U)CK/K. En particulier, T' contient B, (U)CKNA et on obtient L = B, (U)CK. Ceci
finit la preuve de la proposition. [

Nous finissons notre étude des bases de Sylow généralisées en donnant une caractérisation
de celles-ci (proposition 4.3.14). La caractérisation que nous donnons est analogue au corol-
laire 2.6 de [33] et au lemme 2 de [4] :

Fait 4.3.10. - ([33], corollaire 2.6, Gardiner, Hartley, Tomkinson) Soient G un -
groupe et & = (Sp),ep une famille de sous-groupes ot, pour tout p € P, S, désigne un p-sous-
groupe de Sylow de G. Alors & est une base de Sylow de G si et seulement si SpSq = S¢Sp
pour tout entiers premiers p et q.

Fait 4.3.11. - ([4], lemme 2, Altinel, Cherlin, Corredor, Nesin) Soient G un groupe
de rang de Morley fini résoluble et & = (S,)pcp une famille de sous-groupes ot, pour tout
p € P, S, désigne un p-sous-groupe de Sylow de G. Alors & est une base de Sylow de G si
et seulement si SpSq = S¢S, pour tout entiers premiers p et q.

Fait 4.3.12. — ([74], Sysak) Si un groupe résoluble G s’écrit sous la forme G = AB avec
A et B des sous-groupes localement finis de G, alors G est aussi localement fini.

Lemme 4.3.13. — Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble et H et K deux
sous-groupes localement clos de G tels que HK = KH. Alors HK est localement clos.

Preuve. — La preuve est analogue a celle du lemme 3.1.11. Il suffit de remplacer 'utilisation
du fait 1.4.2 par celle du fait 4.3.12. [

Proposition 4.3.14. - Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble, H/K une
section localement close de G et & = (S /K ) cp+ une famille de sous-groupes ou, pour tout
m C P, 8. /K désigne un mw-sous-groupe de Hall de H/K. Alors & est une base de Sylow
généralisée de H/K si et seulement si Sr,Syr,/K = Sr,Sx, /K pour tout m C PT et tout
T2 - P+.

Preuve. — Supposons que & soit une base de Sylow généralisée de H/K. Soient m; C P+,
o C Pt et 1 = m U m2. Montrons que Sy, Sr,/K = Sp,S /K. On fait la preuve par
induction sur le rang de H~. On peut donc supposer K~ = 1. Pour tout ¢ C PT, on
a Srne < S, NS, puisque & est une base de Sylow généralisée de H/K, et on obtient
(Se NSz)/K = Szno/K. Donc ((S, N Sy)/K)ycp+ est une base de Sylow généralisée de
Sr/K. Supposons @ = Q(S;) # 1. Alors le corollaire 4.2.8 dit que (S, N S;)Q/QK est
un o-sous-groupe de Hall de S, /QK pour tout o C P*. L’hypothese d’induction donne le
résultat dans S /QK, et on obtient S;, Sz, = Sr,Sr,. On peut donc supposer @ = 1 et,
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comme K~ =1, S est abélien d’aprés la proposition 2.7.9. Soient O1/K = O, (S; K/K)
et Oy/K = O,,(S; K/K). Comme S est abélien, on déduit de la proposition 4.1.12 et du
corollaire 3.2.6 (i) que Sy, = O Sr)\{oc} €t Sy = Oy Sr,\ (o) Le fait 4.3.4 donne

Sevioo} = [Hpem (oo} Spr Smivioor = Ilpem\foo} Op €6 Smovfoor = [Lpem {00} Op

On en déduit Sﬂl\{oo}Sﬂ.Q\{oo} = S,T\{oo} = SWQ\{OO}SM\{OO}, d’ou le résultat.

Réciproquement, supposons Sy, Sx, /K = Sz, Sr, /K pour tout m; C PT et tout 1y C PT.
Soient 0 C PT et 1 C Pt avec o C 7. Montrons que S, contient S,. Soit S = S,S,. Comme
on a S;S, = 5555, le lemme 4.3.13 dit que S est un sous-groupe localement clos de H. Si
R/K est un m-sous-groupe de Hall de S/K contenant S,/K, alors le théoreme 4.1.18 dit
qu’il existe s € S tel que R = §2. Comme S = 5;5,, on a S, < R = 5,. Ceci prouve que &
est une base de Sylow généralisée de H/K. O

4.4 Sous-groupes couvrants de Hall

Nous considérons un autre analogue aux sous-groupes de Hall pour les groupes de rang
de Morley fini : les sous-groupes m-couvrants de Hall (définition 4.4.5). w désigne ici un sous-
ensemble de PT. Cette notion est & la base de la théorie des formations qui sera développée
dans le chapitre 5. En effet, la théorie des sous-groupes de Hall généralisés s’avere inefficace
pour développer la théorie des formations des sections localement closes. Cela est principale-
ment di au fait qu’en général, les sous-groupes de Hall généralisés ne se préservent pas par
quotientement (exemple 4.2.7).

L’idée est basée sur le fait que, pour m C P, un m-sous-groupe de Hall d’un groupe fini
résoluble G est un sous-groupe minimal parmis ceux qui couvrent chaque w-section normalisée
par G. En fait, il s’agit de voir les sous-groupes de Hall comme étant des objets minimaux.
D’autre part, si H est un m-sous-groupe de Hall d’un groupe fini résoluble G, alors H vérifie
deux propriétés duales 'une de I'autre :

(¢) HN A est un m-sous-groupe de Hall de A pour tout sous-groupe normal A de G;

(14) HK/K est un m-sous-groupe de Hall de G/K pour tout sous-groupe normal K de G.
Or, les sous-groupes de Hall généralisés vérifient (i) et pas (i7) (corollaire 4.1.19 et exemple
4.2.7), tandis que, pour les sous-groupes m-couvrants de Hall, c’est I'inverse (corollaire 4.4.10
et exemple 4.4.13). Finalement, les deux notions sont équivalentes lorsque oo ¢ 7 (lemme
4.4.7). Dans cette section, nous montrons des propriétés des sous-groupes m-couvrants de
Hall, en particulier I’existence et la conjugaison (théoréme 4.4.9). Toutefois, pour étudier les
sous-groupes m-couvrants de Hall, nous utilisons fortement I’étude des sous-groupes de Hall
généralisés (cf. preuve du théoreme 4.4.17).

Nous commencgons cette section par un rappel sur les 7*-groupes. Ces sous-groupes ont
été introduits dans [12] par A. V. Borovik et A. Nesin. Cette notion a d’abord constitué un
outil important pour établir les faits 4.2.2 et 4.2.3. Les m*-groupes auront un role crucial
dans I’étude des sous-groupes couvrants de Hall.

Définition 4.4.1. — ([12]) Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble et m C P.
G est un m*-groupe si G est connexe et si ses sections définissables, abéliennes et connezes
sont m-divisibles.

Fait 4.4.2. — ([12], Borovik, Nesin) Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble
et connexe et 1 C P. Alors les m*-sous-groupes mazimauzr de G sont conjugués. Si K est l'un
d’euz, alors G = Br(G)K et B;(G)N K est un sous-groupe fini.

Lemme 4.4.3. — Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble et connexe et m C P.
Alors les w* -sous-groupes maximauzx de G sont exactement les sous-groupes de G de la forme
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B,1(G)D ou D désigne un sous-groupe définissable et divisible mazimal d’un sous-groupe de
Carter de G.

Preuve. — Soient D un sous-groupe définissable et divisible maximal d’un sous-groupe de
Carter C de G (C existe d’apres le théoreme 2.2.9 (ii)). Alors B, (G)D est un m*-sous-
groupe de G. Montrons la maximalité de B, (G)D. Soit K un m*-sous-groupe maximal de
G qui contient B, (G)D. Alors K N B;(G) est fini d’apres le fait 4.4.2, donc B,1(G) est
d’indice fini dans KNQ(G). La proposition 2.7.9 dit que G/Q(G) est abélien et divisible, donc
le corollaire 2.4.8 dit que G = CQ(G). Soit B le sous-groupe d’exposant borné définissable
et connexe maximal de C'. Comme C' est définissable et connexe d’apres le théoreme 2.4.7, le
fait 1.3.13 montre que C' = B * D, en particulier G/Q(G) = (BQ(G)/Q(G))(DQ(G)/Q(Q)).
Comme G/Q(G) est divisible, on obtient G = DQ(G) = KQ(G). On en déduit que B, (G)D
est d’indice fini dans K, donc B, (G)D = K puisque K est connexe. Ainsi, B, (G)D est
bien un 7*-sous-groupe maximal de G. Par conjugaison des 7*-sous-groupes maximaux de
G (fait 4.4.2), tous les m*-sous-groupes maximaux de G sont de cette forme, ce qui prouve le
lemme. O

Lemme 4.4.4. — Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble tel que G = G et
7 CP. SiT est un n*-sous-groupe marimal de G, alors T =TT.

Preuve. — Le fait 4.4.2 montre que G = B;(G)T, en particulier B,(G)Tt est normal dans
G. Or T/T™ est localement fini, donc G/B,(G)T" aussi. Ainsi on a GT < B.(G)T™, et
G = B.(G)T*. Mais le fait 4.4.2 dit que B(G) N T est fini, donc T/T" est fini. T étant
connexe, on a le résultat. [

Définition 4.4.5. — Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble, H/K une section
localement close de G, R/K wune section localement close de H et 1 C P*. Si R couvre
toutes les w-sections localement closes normales de H, on dit que R/K est un sous-groupe
m-couvrant de H/K. De plus, si R/K est un sous-groupe m-couvrant minimal de H/ K, alors
R/K est un sous-groupe m-couvrant de Hall de H/K.

Pour tout # € P*, on notera 7~ = 7 \ {oo}. Dans toute cette partie, G désigne un
groupe de rang de Morley fini résoluble, H/K une section localement close de G et 7 un
sous-ensemble non vide de PT.

Lemme 4.4.6. — Si R/K est un sous-groupe m-couvrant de H/K et si S/K est un sous-
groupe w-couvrant de R/ K, alors S/K est un sous-groupe m-cowvrant de H/K.

Preuve. — Soit E//D une m-section localement close et normale de H. Alors E = (RN E)D
puisque R/K est un sous-groupe m-couvrant de H/K. Or (RN E)/(RN D) est une 7-section
localement close et normale de R, donc on a RN E = (SN E)(RN D). Ceci prouve que
E = (SNE)D, et on en déduit le résultat. O

Lemme 4.4.7. — Siw C P, alors les sous-groupes w-couvrants de Hall de H/K sont exac-
tement les m-sous-groupes de Hall de H/K. De plus, tout sous-groupe m-couvrant de H/K
contient un mw-sous-groupe de Hall de H/K.

Preuve. — Soit R/K un m-sous-groupe de Hall de H/K. Montrons que R/K est un sous-
groupe m-couvrant de Hall de H/K. D’apres le corollaire 3.2.6 (ii), R/K est un sous-groupe
m-couvrant de H/K. Supposons que R/K contienne strictement un sous-groupe m-couvrant
S/K de H/K. D’apres la proposition 3.5.7, il existe un ordinal « et une suite croissante
(H;)i<a de sous-groupes normaux et localement clos de H avec Hy = K, H, = H, H, =
Ui<,H; pour tout ordinal limite p et, pour tout i < «, la section H,y1/H; est H/K-djoc-
minimale. Comme on a S < R, il existe un plus petit j < « tel qu'on ait SN H; < RN Hj.
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j est nécessairement un ordinal successeur, donc il existe un ordinal k tel que j = k4 1. Par
minimalité de j, on a SN Hy = RN Hj. Ainsi S ne couvre pas H;/Hj. Comme R n’évite pas
H;/Hy et comme H;/H) est H/K-dj,.-minimal, H;/Hj, est une p-section pour un p € .
Ceci contredit le fait que S/K soit un sous-groupe m-couvrant de H/K, et R/K est bien un
sous-groupe m-couvrant de Hall de H/K.

Supposons maintenant que R/K soit un sous-groupe w-couvrant de H/K. Soit S/K un
m-sous-groupe de Hall de R/K. Le corollaire 3.2.6 (i) montre que S/K est un sous-groupe
m-couvrant de R/K. On déduit alors du lemme 4.4.6 que S/K est sous-groupe m-couvrant
de H/K. Soit T/K un m-sous-groupe de Hall de H/K qui contient S/K. Alors T'/K est un
sous-groupe m-couvrant de Hall de H/K d’aprés ce qui précede, donc T = S. Ceci finit la
preuve du lemme. [

Lemme 4.4.8. — On suppose co € . Si L/K est un sous-groupe w-couvrant de H/K et si
(KN H*)™ =1, alors L contient un (7)*-sous-groupe mazimal de H.

Preuve. — Montrons H™ = LYQ(H™"). HTK/Q(H ™)K étant abélien (proposition 2.7.9),
HYK/Q(H")K possede un unique P-sous-groupe de Hall V/Q(H1)K. Alors HYK/V est
sans torsion et LV contient HT K, dou HYK = L*V. LTV/LTQ(H 1)K est localement fini,
donc (LTV)* est contenu dans LTQ(H'T)K. Mais on a (LTV)TK/K = (HYK)*K/K =
HTK/K = LTV/K, ce qui prouve LTV = LTQ(H')K. Comme H™T centralise K puisque
(KNH*)™ =1, LYQ(H™) est normal dans L*V. Comme (KNH*')~™ =1, K est localement
fini, donc L*V/LTQ(H™") aussi. Ainsi on obtient H* = (HTK)* = (LTV)T < LTQ(H™)
et on a bien H™ = LTQ(H™).

B, (H™) étant un w-groupe, L contient B (H™T). On en déduit que H* = B . (H")(L N
H7*)~. Soit U un (7+)*-sous-groupe maximal de (L N HT)~. Alors (LN H*)™ = B, ((LN
H1)7")U d’apres le fait 4.4.2. Mais B, ((L N H")™) est contenu dans B, (H™") puisque
0o € et HY/Q(HT) est divisible et abélien (proposition 2.7.9), donc H* = B, . (H)U.
Soit Uy un (7+)*-sous-groupe maximal de HT qui contient U. Alors Uy N B, (H™) est fini
d’apres le fait 4.4.2, donc U est d’indice fini dans Uy et U = U;. Ceci prouve que L contient
un (71)*-sous-groupe maximal de H+. O

Théoréme 4.4.9. — Tout sous-groupe m-couvrant de H/K contient un sous-groupe -
couvrant de Hall de H/K et les sous-groupes m-couvrants de Hall de H/K sont conjugués
dans H/K. De plus, si R/K est un sous-groupe m-couvrant de Hall de H/ K, alors :

(i) R/K contient un m-sous-groupe de Hall de H/K ;

(ii) si oo € T, il existe un (71)*-sous-groupe mazimal T de H et un m~ -sous-groupe de
Hall S de H qui normalise T tel que R =TKS et SNHT < T, en particulier RNHTK = TK ;

(iii) si 0o € 7 et si Ry est un sous-groupe de H de la forme TKS ou T est un (7+)*
sous-groupe mazimal de H et S un 7~ -sous-groupe de Hall de H qui normalise TK, Ry /K
est un sous-groupe -cowvrant de Hall de H/ K.

Preuve. — D’apres le lemme 4.4.7 et le théoreme 3.2.5, il suffit de prouver le théoreme

lorsque oo € 7. Donc, durant toute la preuve, on supposera co € w. On va d’abord prouver

ceci :

Soient T un (7+)*-sous-groupe mazimal de H' et R/TK un 7~ -sous-groupe de
Hall de Ng(T)K/TK. Alors R/K est un sous-groupe m-couvrant de Hall de H/K

(¥) et tout sous-groupe w-couvrant de Hall de H/K est de cette forme. De plus, RN
HTK = TK et tout sous-groupe m-couvrant de H/K contient un sous-groupe -
couvrant de Hall de H/ K.

Notons Ky = (KNH")", K = K/K,, T = TK,/K, et H = H/K;. Supposons I'asser-
tion (%) vraie quand K; = 1. D’aprés le fait 4.4.2, T est un (7+)*-sous-groupe maximal
de HT/K;. Aussi T est un (71)*-sous-groupe maximal de TK;, donc Ng(T)K;/K, =



4.4. SOUS-GROUPES COUVRANTS DE HALL 85

N#(T) d’apres le fait 4.4.2 et P'argument de Frattini. On en déduit que (Ng(T)K)/(TK) =
(Ng(T)K/K;)/(TK). Ce qui précede montre que (R/K1)/(TK) est un m -sous-groupe de
Hall de (Nz(T)K)/(TK). Comme (K N HT/K;)~ = 1 et comme on suppose (*) vraie
lorsque K7 = 1, on a montré que (R/K;)/K est un sous-groupe m-couvrant de Hall de H/K
et tout sous-groupe m-couvrant de Hall de H/K est de cette forme. Aussi, tout sous-groupe
m-couvrant de H /K contient un sous-groupe mw-couvrant de Hall de H/K. De plus, on a
R/KiNHYK/K, = TK. Donc I'assertion () est toujours vraie, et on peut alors supposer
K, = 1. Ainsi H' centralise K, donc K normalise 7.

On va d’abord montrer que R/K contient un 7 -sous-groupe de Hall de H/K. R/TK
étant un 7 -sous-groupe de Hall de Ny (T)/TK, le corollaire 3.2.6 (i) dit que R contient
un 7~ -sous-groupe de Hall S de Ny (T'). D’apres le fait 4.4.2 et Pargument de Frattini on
a H=B,.(H")Ng(T). Alors, d’apres le corollaire 3.2.6 (i), SB,1.(H')/B,.(H™") est un
7~ -sous-groupe de Hall de H/B, . (H"). Comme B, (H?") est un m-groupe, on a montré
que S est un 7~ -sous-groupe de Hall de H. En particulier SK/K est un 7~ -sous-groupe de
Hall de H/K d’apres le corollaire 3.2.6 (ii) et, ainsi, R/K contient un 7~ -sous-groupe de
Hall de H/K.

Montrons que R/K est un sous-groupe m-couvrant de H/K. Soit E/D une m-section
localement close et normale de H avec K < D. Comme, d’apres ce qui précede, R/ K contient
un 7~ -sous-groupe de Hall de H/K, R couvre E/E™D. Donc on peut supposer £ = ETD.
Par le fait 4.4.2, les (71)*-sous-groupes maximaux de H* sont conjugués, donc 7' contient
un (7+)*-sous-groupe maximal V de E*. Or, comme E*/(E* N D) est un 7-groupe, E* N D
contient B, (E™) et ET = V(E* N D) d’apres le fait 4.4.2. On en déduit que £ = ETD =
VD <TD < RD et R couvre E/D.

Montrons que RN HTK = TK et que R/K est un sous-groupe m-couvrant de Hall de
H/K.Comme R/TK est un m~ -groupe et comme H* = B, (H")T d’apres le fait 4.4.2, on a
RNHTK = TK. Soit S/K un sous-groupe 7-couvrant de H/K contenu dans R/K. Le lemme
4.4.8 dit que S contient un (WL)*—sous-groupe maximal U de H™, lequel est nécessairement
contenu dans (RN HT)~. Comme T est aussi un (7+)*-sous-groupe maximal de HT, il
existe z € (RNHT)™ tel que U® =T d’apres le fait 4.4.2. Comme R normalise T, on obtient
T =U < S. Comme R/(RNHTK) est un 7~ -groupe, le lemme 4.4.7 et le corollaire 3.2.6
(i7) donnent R = S(RN HTK). Or on a vu que RN HTK = TK, donc on a montré que
R =S et que R/K est bien un sous-groupe m-couvrant de Hall de H/K.

Finissons la preuve de assertion (x). Soit L/K un sous-groupe m-couvrant de H/K.
Montrons que L/K contient un sous-groupe de H/K conjugué & R/K. Par le lemme 4.4.8, L
contient un (7+)*-sous-groupe maximal U de H*. Le fait 4.4.2 permet de supposer U = T.
Alors T est un (71)*-sous-groupe maximal de (LNH*)~. Soit @ un 7~ -sous-groupe de Hall de
NL(T).Ona L =B, (LNH"Y)")NL(T) d’apres le fait 4.4.2 et argument de Frattini, donc
QB ((LNH')")/Bs((LNH")") est un 7 -sous-groupe de Hall de L/B,. (LN H")™)
d’aprés le corollaire 3.2.6 (ii). Comme B, ((L N H*)™) est un 7wt-groupe, on en déduit
que @ est un 7~ -sous-groupe de Hall de L. Le lemme 4.4.7 dit que L contient un 7~ -sous-
groupe de Hall de H, donc le théoréme 3.2.5 dit que Q) est un 7w~ -sous-groupe de Hall de H.
Par le corollaire 3.2.6 (i1), QT'K/TK est un 7~ -sous-groupe de Hall de Ny (T)/TK. Ainsi,
QTK/TK est conjugué a R/K (théoreme 3.2.5) et, comme L contient QT K, L/K contient
un sous-groupe de H/K conjugué & R/K. Comme on a vu que R/K est un sous-groupe
m-couvrant de Hall de H/K, ceci finit la preuve de Passertion (x).

Montrons que les sous-groupes m-couvrants de Hall de H/K sont conjugués. Soient Ry /K
et Ry/K deux sous-groupes 7-couvrants de Hall de H/K. D’apres (%), il existe deux (w+)*-
sous-groupes maximaux 1) et Tb de HT contenus respectivement dans R; et Ry et telles que
Ry /Th K et Ry /T K soient des m~-sous-groupes de Hall de Ny (T7)K/Th K et Ny (To)K/To K
respectivement. Le fait 4.4.2 permet de supposer T7 = T5 et le théoréme 3.2.5 donnent la
conjugaison de R;/T1 K et de Ry/T1 K dans Ny (T1)K/T1 K. 1l reste donc & montrer (7), (i7)
et (7).

Montrons d’abord (#i). Soit R/K un sous-groupe de H/K de la forme TKS/K ou T est
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un (71)*-sous-groupe maximal de H* et S un 7~ -sous-groupe de Hall de H qui normalise
TK. Alors R normalise (TKNH™)™. Mais le fait 4.4.2 et "argument de Frattini montrent que
Ng((TKNH")") < (TKNH")"Ng(T) < KNy (T), donc R est contenu dans KNy (T')
et R/TK est un m -sous-groupe de Hall de Ny (T)K/TK d’apres le corollaire 3.2.6 (ii).
L’assertion (*) permet de conclure.

Montrons (i) et (#). Soit Q/K un m-sous-groupe de Hall de H/K. D’apres la proposition
4.1.17 il existe un sous-groupe de Carter C' de H™T tel que @ normalise B,(HT)CK. Soient
D le sous-groupe définissable et divisible maximal de C' et T'= B,(H")D. On va montrer
que TK contient QT K N HT K. Par le fait 1.3.13, D(CNB,(HT)K)/(CNB:(H")K) est le
sous-groupe divisible maximal de C'/(CNB,(H")K), donc TK/B,(H")K est le sous-groupe
divisible maximal de CB,(H")K/B,(H")K. Alors TK est normal dans Ny (B.(H")CK)
et Q normalise TK. Le lemme 4.4.3 dit que T est un (7+)*-sous-groupe maximal de H+ et le
fait 4.4.2 donne H+ = B, . (H*)T. Donc (QTKNH*K)/TK (= (QTKNB,.(H*))TK/TK)
est a la fois un 7m-groupe et un 7wt-groupe et, par conséquent, est trivial. Ainsi TK contient
QTKNH'K.

Comme QTK N HTK < TK, QTK/TK est localement fini et QT K/TK est un -
groupe. Le fait 4.4.2 et Pargument de Frattini donnent Ny(TK) = Ngy(TK N H*)™) =
(TKNH")"Ng(T) = KNy (T), donc QTK est contenu dans KNy (T'). Par le théoréme
4.1.18, Q/K contient un 7~ -sous-groupe de Hall de H/K, donc le corollaire 3.2.6 (ii) dit que
QTK/TK est un 7 -sous-groupe de Hall de Ng(T)K/TK. Puisque T est un (7+)*-sous-
groupe maximal de H™, l'assertion (*) montre que QT K /K est un sous-groupe m-couvrant
de Hall de H/K. Comme les sous-groupes m-couvrants de Hall de H/K sont conjugués, on
peut supposer R = QT K et on a donc prouvé (i). De plus, on a prouvé que RN HTK =
(QNHTK)TK = TK. D’apreés le théoreme 4.1.18, Q/K contient un 7~ -sous-groupe de Hall
de H/K et, donc, le corollaire 3.2.6 (i) montre que @) contient un =~ -sous-groupe de Hall Sy
de H. Le corollaire 3.2.6 (i) dit que R = QTK = SyTK puisque QTK/TK est localement
fini. Comme Sy normalise TK, Sy normalise (T K N H")~. Notons B = B, (TKNH™)™).
Alors le fait 4.4.2 dit que (TKNH ™')™ = BT. Soit S un 7~ -sous-groupe de Hall de Nprg, (T).
D’aprés argument de Frattini, on a BT'Sy = BNprs,(T). SB/B est un 7~ -sous-groupe de
Hall de BT'Sy/B d’apres le corollaire 3.2.6 (ii). Comme B est un w--groupe, on en déduit
que S est un 7~ -sous-groupe de Hall de BT'Sy. Le théoreme 3.2.5 dit alors que S est un
7~ -sous-groupe de Hall de H donc, comme R/TK est un nw~ -groupe, on a R = TK S d’apres
le corollaire 3.2.6 (77). Comme on a T(SNH') = (B, (H")NT(SNH'))T d’apres le fait
4.4.2, T(SN H*)/T est a la fois un m-groupe et un w--groupe, donc SN H+ < T. Ceci finit
la preuve de (i7). O

Corollaire 4.4.10. - Si A/K est une section localement close et normale de H et si R/ K
est un sous-groupe w-couvrant de Hall de H/ K, alors RA/A est un sous-groupe m-couvrant
de Hall de H/A.

Preuve. — Si 7 C P, le lemme 4.4.7 et le corollaire 3.2.6 (i7) donnent le résultat. Sinon
c’est le théoréme 4.4.9 (i4) et (ii4) qui permet de conclure. O

Corollaire 4.4.11. - Si R/K est un sous-groupe m-couvrant de Hall de H/K, et si U/K
est une section localement close de H qui contient R/K, alors R/K est un sous-groupe
m-couvrant de Hall de U/K.

Preuve. — Si 7w C P, le lemme 4.4.7 donne le résultat. Sinon le théoreme 4.4.9 (i4) dit qu’il
existe T un (71)*-sous-groupe maximal de Ht et S un 7 -sous-groupe de Hall de H qui
normalise T tel que R =TKS. Comme R < U, on a T <U donc Tt < UT. Alors le lemme
4.4.4 dit que T est un (71)*-sous-groupe maximal de U+, donc le théoreme 4.4.9 (iii) donne
le résultat. O

Corollaire 4.4.12. — Si H/K est localement nilpotent, H/K posséde un unique sous-groupe
m-couvrant de Hall.
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Preuve. — On peut supposer K~ = 1 et oo € 7. Alors HT est nilpotent et divisible d’apres
la proposition 3.3.6. En particulier, H+ est un (7+)*-groupe. Soit S;/K l'unique 7~ -sous-
groupe de Hall de H/K. Par le corollaire 3.2.6 (i7), il existe S un 7~ -sous-groupe de Hall
de H tel que S; = SK. D’apres le théoreme 4.4.9, H/K posseéde un sous-groupe m-couvrant
de Hall R/K et on a R = HTKS = H*S;. Ainsi, R/K est normal dans H/K donc, par
conjugaison des sous-groupes m-couvrants de Hall de H/K (théoreéme 4.4.9), R/ K est I'unique
sous-groupe m-couvrant de Hall de H/K. O

L’exemple 4.4.13 montre que l'intersection d’un sous-groupe m-couvrant de Hall (x C PT)
d’un groupe de rang de Morley fini résoluble G avec un sous-groupe normal et localement
clos T de G n’est pas nécessairement un sous-groupe m-couvrant de Hall de T'. La proposition
4.4.14 donne une information sur les intersections des sous-groupes mw-couvrants de Hall
(m C PT) des sections localement closes des groupes de rang de Morley fini résolubles avec
les sous-groupes normaux.

Exemple 4.4.13. — Si G est un pur groupe isomorphe a C* et si on choisit 7" un sous-groupe
non trivial et localement fini de G, alors G est un sous-groupe oco-couvrant de Hall de G.
Pourtant {1} est 'unique sous-groupe oo-couvrant de Hall de T, et GNT # 1.

Proposition 4.4.14. - Si A/K est une section localement close et normale de H et si
R/K est un sous-groupe m-couvrant de Hall de H/K, alors (RN A)/K contient un unique
sous-groupe w-couvrant de Hall de A/K.

Preuve. — Si 7 C P, le lemme 4.4.7 et le corollaire 3.2.6 (i) donnent le résultat. Donc on
peut supposer co € m. On peut aussi supposer K~ = 1. Le théoréme 4.4.9 (i7) montre qu’il
existe un (m+)*-sous-groupe maximal 7' de H* et un 7 -sous-groupe de Hall S de H qui
normalise T tels que R = TKS. Alors (T'N A*)° est un (71)*-sous-groupe maximal de A+
d’apres le fait 4.4.2 et, d’apres le corollaire 3.2.6 (i), S N A est un 7~ -sous-groupe de Hall
de A qui normalise (7'M A™)°. Donc le théoréme 4.4.9 (iiz) dit que (TN AT)°K(SNA)/K
est un sous-groupe m-couvrant de Hall de A/K, en particulier (RN A)/K est un sous-groupe
m-couvrant de A/K.

Supposons que (RN A)/K ait un unique sous-groupe m-couvrant de Hall V/K. Comme
(RN A)/K est un sous-groupe m-couvrant de A/K, le lemme 4.4.6 et le corollaire 4.4.11
montrent que V/K est un sous-groupe m-couvrant de Hall de A/K. Or V/K est 'unique
sous-groupe 7-couvrant de Hall de (RN A)/K, donc le corollaire 4.4.11 dit que (RN A)/K
ne contient pas d’autre sous-groupe m-couvrant de Hall de A/K. 1l suffit donc de démontrer
le résultat pour H = R.

Soit U/K un sous-groupe m-couvrant de Hall de A/K. Le théoreme 4.4.9 (i) montre
qu’il existe un (7+)*-sous-groupe maximal T de H7T tel que R normalise TK et, aussi,
RNHTK =TK. Maison a R= H, donc H" K = TK et, comme H™ centralise K puisque
K~ =1 (fait 1.2.6), T centralise K et T' est normal dans H . K étant localement fini, H/T est
aussi localement fini, donc H* (= R*) = T. Ainsi Rt est un (71)*-groupe, donc (AN R*)~
aussi. En particulier (ANR™)™ K/K est contenu dans tout sous-groupe m-couvrant de Hall de
A/K. Par le corollaire 4.4.10, il suffit de montrer que U/(ANR™)™ K est I'unique sous-groupe
m-couvrant de Hall de A/(A N RT)™K, c’est-a-dire qu’on peut supposer (AN RT)” < K.
Comme K~ =1,ona (ANRT)™ =1 et le fait 1.2.6 montre que A centralise R*. Comme
AT < (ANR*T)™, A est localement fini. D’apres le lemme 4.4.7, U/K est un 7~ -sous-groupe
de Hall de A/K. Soit O/K = O,(R/K). Alors UO/O est un 7~ -sous-groupe de Hall de
AO/O d’apres le corollaire 3.2.6 (i7). Comme A est localement fini, U/K et UO/O sont des
m-sous-groupes de Hall de A/K et de AO/O respectivement, en particulier U = UO N A.
Si UO/O est 'unique m-sous-groupe de Hall de AO /O alors tout sous-groupe w-couvrant de
Hall de A/K est contenu dans (UO N A)/K = U/K, donc on a le résultat et on peut alors
supposer O/K = 1.
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U/K est un m-sous-groupe de Hall de A/K, donc URT/RTK est un m-sous-groupe de
Hall de ART /R K. Comme R/R*K est un 7-groupe, on en déduit que URT = AR™. Ainsi
ona A/K =U/K «x(ANRYK)/K et U/K est 'unique m-sous-groupe de Hall de A/K et,
donc, U/K est normal dans R/K. Comme O/K =1, on a montré que U/K =1, donc A/K
n’a qu'un seul m-sous-groupe de Hall (c’est le sous-groupe trivial). O

Lemme 4.4.15. — Si U/K est une section localement close de H/K et si U/K n'a pas
de sous-groupe m-couvrant (de U/K ) propre, alors U/K est contenu dans un sous-groupe
m-couvrant de Hall de H/ K.

Preuve. — Si oo ¢ , le lemme 4.4.7 donne le résultat, donc on peut supposer co € w. On
peut aussi supposer K~ = 1. On fait la preuve par induction sur le rang de H". Soit B/K
I'intersection des sous-groupes m-couvrants de Hall de H/K. Alors B est un sous-groupe lo-
calement clos et normal de H. U/K étant sans sous-groupe m-couvrant propre, U/(UNB~K)
est aussi sans sous-groupe m-couvrant propre, donc UB~ /B~ K et (UB~/B~)/(B~K/B™)
aussi. Si B~ # 1, I'hypothese d’induction dit qu’il existe un sous-groupe m-couvrant de Hall
(S/B7)/(B~K/B~) de (H/B™)/(B-K/B~) avec UB~ < S. D’apres le corollaire 4.4.10, il
existe un sous-groupe m-couvrant de Hall Sy/K de H/K avec S = SoB~. Par le choix de B,
Sp contient B, donc S/K est un sous-groupe w-couvrant de Hall de H/K qui contient U/K,
et on peut supposer B~ = 1.

D’apreés le fait 1.3.13, on a F(HT)° = B, (H')* D o D est I'unique (7)*-sous-groupe
maximal de F(H*)°. Mais D est normal dans H* et, donc, D est contenu dans tout (7)*-
sous-groupe maximal de Ht. D’apres le théoréme 4.4.9 (i7), D est contenu dans B, donc
D =1 puisque B~ = 1. En particulier, si H' est nilpotent alors HT et H sont localement
finis, et le lemme 4.4.7 donne le résultat. Ainsi on peut supposer H+ non nilpotent et on a
F(HY)° =B,.(H") = Q(H") et F(HT) ne contient pas de (71)*-sous-groupe non trivial.
Donc, d’apres le fait 1.3.19, tout (71)*-sous-groupe de H* est abélien. Si U+ = 1, le lemme
4.4.7 donne le résultat, donc on peut supposer UT # 1. Soit T un (ﬂl)*—sous-groupe maximal
de U™. Le théoréme 4.4.9 (i) donne UTK = UNUTK = TK. Comme K~ = 1, T centralise
K. Alors TK/T est un groupe localement fini et on obtient Ut < (UTK)* = (TK)* < T,
et UT =T est un (71)*-groupe. Comme F(H™") ne contient pas de (71)*-sous-groupe non
trivial, U" intersecte finiment F(H') et U est abélien (fait 1.3.19). Alors, comme U™ # 1,
Ep+(UT) est un sous-groupe définissable, anormal et propre de HT d’apres les corollaires
2.4.5 et 2.6.2, donc Ny(Ey+(UT))T < HT. Aussi, comme K centralise H* du fait que
K= =1,ona K < Ny(Eyz+(UT)). Donc I'’hypothese d’induction dit que U/K est contenu
dans un sous-groupe m-couvrant de Hall R/K de Ny (Ey+(U"))/K. Par le théoreme 4.4.9
(ii), on a R =Ty KS; ot Ty est un (71)*-sous-groupe maximal de Ny (Eg+(UT))" et S; un
7~ sous-groupe de Hall de Ng(Eg+(U™)) qui normalise T;. Comme H™T centralise K, T}
centralise K et R normalise T7.

Eg+(UT) étant un sous-groupe anormal de H™, la proposition 2.7.9 et le corollaire 2.6.2
donnent H* = Q(H")Ey+(U™T), dot H" = B, (H")Ey+(U™"). Comme B, (H™) est
normal dans Ht, on obtient H* = B, . (H")Ey+(UT)" = Bru(HY)Ny(Eg+(U™))". Le
fait 4.4.2 donne alors H* = B,.(H')T;. Ceci prouve que T; est un (7%)*-sous-groupe
maximal de H*. Soit Sy un 7 -sous-groupe de Hall de Ny (T}) qui contient S;. Comme
H = B, (H")Ny(T1) d’apres le fait 4.4.2 et I'argument de Frattini, le corollaire 3.2.6 (i)
montre que S est un 7~ -sous-groupe de Hall de H. Le théoréme 4.4.9 (iii) montre que
T, K S2/ K est un sous-groupe mw-couvrant de Hall de H/K. Comme T1 K So /K contient U/ K,
on a finit la preuve. [O

Définition 4.4.16. — Une base de Sylow couvrante de H/K est une famille (Ry/K) cp+
ot Ry /K est un sous-groupe m-couvrant de Hall de H/K pour tout m C Pt et ot Ry < Ry
pour tout o C .

Théoréme 4.4.17. — (i) H/K posséde une unique classe de conjugaison de bases de Sylow
couvrantes.
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De plus, si (Rx/K)rcp+ est une base de Sylow couvrante de H/K , alors :

(1) il existe une base de Sylow généralisée (Sx/K)p.cp+ de H/K et un sous-groupe de
Carter C de HY tels que, pour tout m C P+, S, normalise B.(H"CK, R, =S, sico g m
et, si on note D le sous-groupe définissable et divisible mazimal de C, Ry = S;D si 0o € 7.
De plus on a RyR, = Rru, pour tout 1 C P et tout 0 C PT;

(i74) la base de Sylow généralisée (Sx /K ) cp+ de (ii) est l'unique base de Sylow généralisée
de H/K telle que Sy < Ry pour tout m C 2

Preuve. — On va d’abord montrer I'existence d’une base de Sylow couvrante (Rr/K) cp+
de H/K qui vérifie (i7). D’apres le théoreme 4.3.8, H/ K possede une base de Sylow généralisée
(Sx/K)rcp+. Aussi, la proposition 4.3.9 dit qu’il existe un sous-groupe de Carter C' de H™ tel
que Sy normalise B, (HT)CK pour tout 7 C P*. C a un unique sous-groupe D définissable
et divisible maximal. Alors S; normalise B,(H*)DK pour tout 7 C P*. Pour tout # C P,
on note T = B(H")D. Le lemme 4.4.3 montre que, pour tout # C P tel que co € T,
Ty est un (71)*-sous-groupe maximal de H*. Alors, pour tout 7 C P+ tel que oo € T,
R,/K = T;S;- /K est un sous-groupe m-couvrant de Hall de H/K d’apres le théoréme
4.4.9 (7i1). De méme, si co € 7, le lemme 4.4.7 dit que R, /K = S, /K est un sous-groupe 7-
couvrant de Hall de H/K . Soient # C PT et 0 C P+.Sico € nUo, alorson a R Ry, = S;S, =
Srus = Rrus. Sioco € m\ o, alors on a R;R, = B;(H")DS,-S, = B.(H")DS,-_, =
Brus (H+)DS(7FUC,)7 = Ryuo-. De fagon analogue on a R; R, = Rru, si 00 € o\ 7. De méme,
sioco € mNo, alors on a RrRy = (Br(H")DSy-)(By(HT)DS,-) = Brug(HT)DS(ru0)- =
Ruo. On en déduit que (R;/K),cp+ est une base de Sylow couvrante de H/K qui vérifie
(it).

Montrons que toute base de Sylow couvrante (Ur/K),cp+ de H/K est conjuguée a
(Rx/K)rzcp+. On va montrer cela par induction sur le rang de HT. On peut supposer K~ =
1. Supposons d’abord HT abélien. Alors H™' est divisible (corollaire 3.3.5). Le théoréme
4.4.9 (i) dit que HTK/K est 'unique sous-groupe oo-couvrant de Hall de H/K, et on a
Ro = H'K = Uy. Comme (Up/K)pep et (Rp/K)pep sont deux bases de Sylow de H/K
et sont conjuguées d’apres la proposition 4.3.3, on peut supposer U, = R, pour tout m C P.
Ainsi, sicoer C Pt ona R, = H"R,- = U,. On en déduit qu'on peut supposer H™ non
abélien. Par la proposition 2.7.9, Q(H™) contient un sous-groupe H-minimal A. D’apres le
corollaire 4.4.10 (Rr A/AK) cp+ et (UrAJ/AK) cp+ sont des bases de Sylow couvrantes de
H/AK, et elles sont conjugués par hypotheése d’induction. Donc on peut supposer R;A =
UrA pour tout 7 C P*. Soit p € P tel que A soit un p-groupe. Alors R,. /K et U,. /K
sont deux sous-groupes p--couvrants de Hall de R,. A/K (= U,. A/K) d’apres le corollaire
4.4.11. Le théoreme 4.4.9 dit alors que R,. et U,1 sont A-conjugués. Donc on peut supposer
R,. =U,..

Montrons que DK contient AN R,.. Si p = oo alors R,. /K est un pt-groupe d’apres
le lemme 4.4.7 et AN R,. est contenu dans K. Donc on peut supposer p # oo. Soit S
un p-sous-groupe de Sylow de D. Le corollaire 3.2.6 (ii) dit que SKB,. (H")/KB,.(H")
est un p-sous-groupe de Sylow de DK B,,. (H*)/KB,. (H"). Comme B,. (H")K/K est un
pt-groupe, on en déduit que SK/K est un p-sous-groupe de Sylow de B,.(HT)DK/K.
Mais B, (H")D est un p*-sous-groupe maximal de H* d’aprés le lemme 4.4.3, donc on a
R,. = B,.(H")DS, et R,y NHTK = B,.(H*)DK d’aprés le théoreme 4.4.9 (ii). En
particulier, (AN R,.)K/K est un p-sous-groupe normal de B,. (HT)DK/K et on obtient
ANR, <SK < DK.

On déduit de I'inégalité AN R,. < DK que, pour tout m C pt tel que co € 7, on
a R, = R:AN R, = U.AN Up.. Donc U./K est un sous-groupe m-couvrant de Hall
de H/K contenu dans R;/K, d’ott U = R;. Comme on a Ry, 11 A = Ugy 31 A, on
a Ripooyrt (AN R, ) = Uy (AN Uy). Done le lemme 4.4.7 dit que Ry 31 /K et
Ufp,ooy+ /K sont des p'-sous-groupes de Hall de Ry, 31 (AN R, )/K et le théoreme 3.2.5
dit qu’il existe a € AN R+ tel que R?p,oo}L = Ufp,0c}+- Comme on a a € A, a appartient a

R, pour tout m C P+ tel que p € 7. Aussi, comme on a a € AN R, < DK, a appartient
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A R, pour tout 7 C p* tel que oo € 7. Ainsi, on a R¢ = R, = U, pour tout 7 C P+ qui
contient p ou co. Si  C {p, 00}, alors on a

R:=REARANR], 1 = RENUANUgpe = RENUR(ANUpy oy

Comme A/K est un p-groupe et comme Uy, 31 /K est un p’-groupe (lemme 4.4.7), on
obtient R: = R2NU, et R%/K est un sous-groupe w-couvrant de Hall de H/K contenu dans
U./K, dou R% = U,. On a donc prouvé la conjugaison des bases de Sylow couvrantes de
H/K.

Il reste & montrer I'unicité de (Sr/K)rcp+. Soit (Vi /K ) cp+ une base de Sylow généralisée
de H/K telle que V; < R, pour tout 7 C P*. Soit # C P*. Montrons que ((R,NH"K)/K)’
est un m-groupe. Si co € 7 le lemme 4.4.7 donne le résultat. Sinon, comme B, (H™)D est un
(m1)*-sous-groupe maximal de H*, le théoreme 4.4.9 donne R, NH* K = (B,(H*)D)K. Or
D’ est sans torsion (fait 1.3.13) et est contenu dans Q(H™) (proposition 2.7.9), donc D’ est
contenu dans B, (H ™). Ceci prouve que (R, NH"K)" < B,(H")K, donc (R,NHTK)/K)'
est bien un m-groupe. On en déduit que (R, N HYK)/K a un unique m-sous-groupe de Hall
O/K. En particulier O =V, NH*K = S, N HYK et, aussi, les m-sous-groupes de Hall de
H/O sont localement fini. Ainsi, d’apres le corollaire 3.2.6 (ii), on a S;O0/0 = S,-O/O et
Va0/O =V,-0O/O. Mais, par le lemme 4.4.7, on a nécessairement S,- = R,- = V-, donc
Sy = V. Ceci finit la preuve du théoreme. [

On dira que la base de Sylow généralisée (Sx/K),cp+ du théoreme ci-dessus est la base
de Sylow généralisée de H/K associée d (Ry/K) cp+.

L’exemple ci-dessous dit que, si 7 et o sont deux sous-ensembles de P+, on n’a pas
nécessairement R, N R, = Ryno-

Exemple 4.4.18. — On considére un pur groupe G isomorphe a C*. Pour tout # C P, on
note Sy le m-sous-groupe de Hall de G. Pour tout 7 € P+, on note R, = S, si oo € 7 et
R, = G sinon. Alors (R;).cp+ est une base de Sylow couvrante de G. Or, si 7 C P n’est
pas vide,on a Ry N R,1 = S; # 1(= Rynps)-

Nous finissons ce chapitre en donnant une caractérisation des bases de Sylow couvrantes.
Cette caractérisation est analogue a la proposition 4.3.14 :

Proposition 4.4.19. — Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble, H/K une
section localement close de G et & = (R /K) cp+ une famille de sous-groupes ot, pour tout
m C Pt, Ry/K désigne un sous-groupe m-couvrant de Hall de H/K. Alors & est une base
de Sylow couvrante de H/K si et seulement si Ry, Rry/K = Ry,Ry, /K pour tout my C Pt
et tout my C PT.

Preuve. — Le théoreme 4.4.17 (i) dit que, si & est une base de Sylow couvrante de H/K,
alorson a Ry, Ry, /K = Ry Uny/K = Rypy Ry, /K pour tout m; C P et tout mo C P*. Donc
il suffit de montrer la réciproque. Supposons Ry, Rr,/K = Ry, Rr, /K pour tout m; C P
et tout 13 € P*. Soient ¢ C Pt et 1 C P+ avec 0 C w. Montrons que R, contient R,.
Soit R = R;R,. Comme on a R;R, = R, R, le lemme 4.3.13 dit que R est un sous-groupe
localement clos de H. Le lemme 4.4.6 montre que R,/K ne contient pas de sous-groupe o-
couvrant (de R,/K) propre. Donc R, /K ne contient pas de sous-groupe w-couvrant propre
puisque o C 7. Le lemme 4.4.15 dit que R, /K est contenu dans un sous-groupe m-couvrant
de Hall S/K de R/K. Le théoreme 4.4.9 dit qu’il existe r € R tel que S = R’. Comme
R = R;R,,on a R, <S5 = R,. Ceci prouve que & est une base de Sylow couvrante de
H/K. O



Chapitre 5

Théories des formations

W. Gaschiitz a introduit dans [34] la théorie des formations pour les groupes finis résolubles.
Cette théorie unifie, et généralise considérablement, les notions de sous-groupes de Carter
et de sous-groupes de Hall. Elle a ensuite été généralisée a beaucoup de classes de groupes
localement finis et localement résolubles : groupes (localement nilpotents)-par-finis [72], F'C-
groupes [75], groupes localement finis linéaires [82] et U-groupes [33]. Tout ces travaux ont
été unifiés dans [48]. Mais des théories des formations ont été établies pour d’autres classes
de groupes : classe des groupes polycycliques ([59] et [60]), groupes localement finis et locale-
ment résolubles satisfaisant min-p pour tout entier premier p [22].... Ces théories permettent
de mieux comprendre la structure des groupes appartenant & ces classes en fournissant une
approche générale a certains phénomeénes de recouvrements. On rappelle qu’il existe une
théorie des formations pour les sous-groupes localement finis des groupes de rang de Morley
fini résolubles (voir [4]). Elle utilise fortement les résultats connus sur les il-groupes. Dans
ce chapitre, nous établissons deux théories des formations : la premiere concerne les sections
localement closes résolubles et généralise la théorie des formations de [4], la seconde s’établit
dans le contexte des groupes de rang de Morley fini résolubles et connexes.

Pour ce qui concerne la théorie des formations des sections localement closes résolubles,
I'idée de départ était de suivre l’approche de [33] pour la théorie des formations des iI-
groupes. La difficulté est que la classe de groupes que nous étudions n’est pas une classe de
groupes localement finis. Toutefois, I’étude semblait étre rendue possible par I'introduction
des notions d’co-élément et de sous-groupe de Hall généralisé (définition 4.1.1). Finalement,
il n’a pas été possible de concrétiser 'idée du départ, la principale raison étant que les sous-
groupes de Hall généralisés ne se préservent pas, en général, par quotientement (exemple
4.2.7). A Dlinverse des sous-groupes de Hall généralisés, les sous-groupes m-couvrants de Hall
(pour 7 C PT) sont préservés par quotientement (corollaire 4.4.10). C’est essentiellement
grace a cette propriété que nous pouvons établir une théorie des formations pour les sections
localement closes.

A partir de la notion de sous-groupe couvrant de Hall, nous introduisons une notion de
M-normalisateur (définition 5.1.6) similaire & celle de [33]. On montre que ces sous-groupes
sont préservés par quotientement (théoreme 5.1.9). Ce résultat est similaire au lemme 2.13 de
[33], mais la preuve est trés différente. Le point qui va marquer notre différence avec [33] est
I'impossibilité de trouver un théoreme de ”couverture et d’évitement” analogue au théoreme
3.4 de [33] (exemples 5.1.11 et 5.1.12). Ceci aura des conséquences importantes sur I’étude
des projecteurs (définition 5.3.7). Pour remédier & ce probleéme, nous introduisons la notion
de M*-normalisateur (définition 5.1.21). Ce sont des sous-groupes des M-normalisateurs qui
ne sont pas tres loin de vérifier la propriétés de couverture et d’évitement. Nous montrons
alors des propriétés des M*-normalisateurs qui vont nous permettre de suivre la stratégie de
[33] pour la fin de la preuve du théoréme principal (théoréme 5.3.14).

De fagon analogue & [33], nous définissons des fonctions de préformation f sur w C P~
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auxquelles on associe des classes de groupes F(f) et §*(f) (définition 5.2.2). La classe F(f)
est une R-formation (définition 5.2.14, proposition 5.2.26) a la différence de F*(f) (exemple
5.2.27). Par contre, c’est la classe F*(f) qui permet de travailler et d’arriver & des résultats
généraux, puisque les projecteurs en rapport avec F(f) n’existent pas toujours (exemple
5.3.8). Les fonctions f les plus intéressantes sont celles pour lesquelles tout 7-groupe dans
F*(f) est un F(f)-groupe. Le théoréme 5.2.12 donne un critére pour que f vérifie cette
propriété. Nous arrivons au théoréme principal concernant les formations (théoreme 5.3.14).
Il concerne I'existence et la conjugaison des projecteurs. Ce théoreme unifie plusieurs résultats
importants concernants les groupes de rang de Morley fini résolubles : conjugaison des sous-
groupes de Hall et des sous-groupes de Hall généralisés, le théoréme 5 de [4] (qui concerne
les formations), existence et conjugaison des sous-groupes m-couvrants de Hall, existence et
conjugaison des sous-groupes de Carter (proposition 5.3.18).

Ensuite, on donnera une application du théoreme 5.3.14 a la superrésolubilité. On montre
I’existence d’une fonction de préformation fs qui détermine quelles sections localement closes
sont localement superrésolubles (proposition 5.4.19). Comme cette fonction vérifie les hy-
potheéses du théoreme 5.2.12, on a F(fs) = F*(fs) et on en déduit un théoreme sur les
projecteurs localement superrésolubles (théoréeme 5.4.21). Cette section est aussi 'occasion
d’étudier plus précisément les sous-groupes localement superrésolubles des groupes de rang de
Morley fini et, notamment, de montrer qu’ils sont toujours (localement nilpotents)-par-(finis,
abéliens) (proposition 5.4.7).

Dans la section 5.5, on établit une théorie des formations pour les groupes de rang de
Morley fini connexes et résolubles : la théorie des formations connexes. La méthode utilisée
pour développer cette théorie des formations est tres différente de celle utilisée pour les
sections localement closes. En effet, nous n’utilisons plus la théorie des sous-groupes de Hall.
Nous avons juste besoin de l'existence d’une notion de sous-groupe de Frattini (définition
2.3.1). Il est intéressant de remarquer que nous traitons notre cas de la méme fagon qu’est
traité le cas fini dans [69] p. 269 & 274. Le résultat principal de cette section (théoréme
5.5.5) est alors indépendant des chapitres 3 et 4, et de la théorie des formations des sections
localement closes. Seuls la section 2.1 et quelques faits biens connus (inscrits au chapitre 1)
sont nécessaires.

Nous illustrons cette théorie par deux exemples de formations connexes saturées : les
groupes de rang de Morley fini connexes et nilpotents (formation connexe N°) et les 7*-
groupes. Nous montrons que, si G désigne un groupe de rang de Morley fini connexe et
résoluble alors, les sous-groupes N°-couvrants de G sont exactement les sous-groupes de
Carter de G (corollaire 5.5.14). La seconde formation permet de retrouver un théoréeme de
Borovik et Nesin sur les 7*-groupes (fait 4.4.2, corollaire 5.5.17).

Nous finissons ce chapitre en établissant un lien entre les deux théories des formations
que nous avons étudiées (proposition 5.6.5).

5.1 M-normalisateurs

Pour étudier les groupes résolubles finis, P. Hall avait introduit la notion de normalisateur
de systéme [37]. L'usage de notions analogues s’avére nécessaire pour 1’étude de certaines
théories des formations de classes de groupes infinis ([33], [72]). La théorie des formations
des sections localement closes nécessite de bonnes connaissances des M-normalisateurs et
M*-normalisateurs (définitions 5.1.6 et 5.1.21), qui sont des analogues des normalisateurs de
systeme des groupes finis. Le résultat principal de cette section dit que les M-normalisateurs
sont préservés par quotientement (théoréme 5.1.9).

Pour commencer, on montre un résultat concernant les normalisateurs des sous-groupes
de Hall des sections localement closes des groupes de rang de Morley fini (corollaire 5.1.4). Le
contrexemple suivant montre qu'un normalisateur d’un p-sous-groupe (p € P) d’un groupe
de rang de Morley fini n’est pas nécessairement localement clos.
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Exemple 5.1.1. — On considere K un pur corps de caractéristique non nulle, algébriquement
clos, indénombrable, et G = K x K™ ot K* agit linéairement sur K. Si u désigne un élément
non trivial de K4, x un élément d’ordre infini de K* et V' = (u, x), alors Ng(V N K ) contient
x et pas d(z). En particulier, Ng(V N K1) n’est pas localement clos.

Dans toute cette section G désigne un groupe de rang de Morley fini résoluble et H/K
une section localement close de G.

Lemme 5.1.2. — Soit V/K une section localement close de H qui intersecte trivialement
(H/K)EN . Alors Ny (V/K) est une section localement close et V/K est hypercentral dans

loc

Nyk(V/K).

Preuve. — Soit L/K = (H/K)FN. Pour tout ordinal i, on note Z; /L = Z;(H/L) et V; = Z;N
V. Z; et V; sont localement clos pour tout ordinal ¢ (corollaire 3.1.34). H/L étant hypercentral
(proposition 3.4.18), il existe un ordinal x tel que V' =V,,. Soit N/K = Ng i (V/K). Alors
N/K centralise V;11/V; pour tout i < p. Donc V/Vp est contenu dans Zo,(N/Vp). Comme
V/K intersecte trivialement L/K,ona Vo = LNV = K, et V/K est hypercentral dans N/K.
On note Cy = H ; pour tout ordinal i < u, Ciy1/V; = Cg, v, (Viy1/Vi) et, pour tout ordinal
limite v < p, C, = ,., C;. Alors C,/K normalise V/K et, comme N/K est contenu dans
C,/K,C, = N.Mais C, est localement clos d’apres la proposition 3.1.33, donc on a prouvé
le lemme. O

Proposition 5.1.3. — Si V/K est une section localement close de H telle que V/K N
(HTK/K)EN soit normal dans H/K, alors Ny, (V/K) est une section localement close
de H.

Preuve. — Supposons V/K N HYK/K normal dans H/K. Soient N/K = Ny (V/K),
U/K = V/KNH"K/K et C/U = Cyyy(V/U). Alors C est localement clos d’apres la
proposition 3.1.33. Mais on a [Ng+x/x(V/K),V/K] < U/K, donc Ng+ g x(V/K) = (CN
HT)K/K et, comme H/HT K est localement fini, on en déduit que N est localement clos.
Finissons la preuve de la proposition. Soit B/K = V/K N (HTK/K)EN. Quitte a
considérer H/B au lieu de H/K, on peut supposer B/K = 1. Le lemme 5.1.2 montre que
Ny+x/k(V/KNHTK/K) est une section localement close. Comme H/H T K est localement
fini, Ny/x(V/K N HTK/K) est une section localement close. Soit N/K = Nk (V/K N
HYK/K). Alors, V/K N NTK/K étant contenu dans H"K/K, V/K N NTK/K est nor-
mal dans N/K. Ce qui précede dit que Ny, (V/K) est une section localement close. Mais
Nk (V/K) est contenu dans N/K, donc Ny, i (V/K) est une section localement close. [J

Corollaire 5.1.4. — Soient L/K une section normale et localement close de H/K, = C PT
et R/K un m-sous-groupe de Hall de L/K. Alors Ny x(R/K) est une section localement
close de G.

Preuve. — Soit A/K = (HTK/K)FN. D’apres le corollaire 4.1.24 et la proposition 5.1.3, il
suffit de montrer que R/KNA/K est normal dans H/K. A/K est un sous-groupe nilpotent de
H/K d’apres le fait 1.3.18, donc A/K NL/K posséde un unique m-sous-groupe de Hall Ry/K
(proposition 4.1.12). De plus, Ry/K est normal dans H/K. Commeona R/KNA/K = Ry/K
d’apres le corollaire 4.1.19, on a prouvé le corollaire. [J

Corollaire 5.1.5. — Si L/ K est une section localement close et normale de H/K et si R/ K
est un sous-groupe T-couvrant de Hall de L/K (m C P*), alors Ny (R) est localement clos.

Preuve. — Si oo ¢ 7 le lemme 4.4.7 et le corollaire 5.1.4 donnent le résultat. Donc on
peut supposer oo € 7. Alors, d’aprés le théoreme 4.4.9 (i), il existe un (7+)*-sous-groupe
maximal T'de H* et un m~ -sous-groupe de Hall de S de H qui normalise T tel que R = TK S
et RNHYK = TK. T étant contenu dans (TK NH")",ona TK = (TKNH") K, en
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particulier Ny (TK) = Ny ((TKNH')™) est localement clos. Ainsi R/TK (= STK/TK) est
un 7~ -sous-groupe de Hall de Ny (T'K)/TK d’apres le corollaire 3.2.6 (i7). Le corollaire 5.1.4
dit alors que Ny, (rk)(R) est localement clos. Comme RN HTK = TK, Ny(R) normalise
TK et, ainsi, Ng(R)(= Ny, (rk)(R)) est localement clos. [

Ce résultat est essentiel pour la suite. Notamment, il montre que les M-normalisateurs
(définition 5.1.6) sont des sections localement closes.

Définition 5.1.6. — Pour tout 1 C Pt, M = (M,/K)scr est un w-systeme de H/K si,
pour tout o C m, M, est un sous-groupe normal et localement clos de H et si My, < M,,
des que o9 C o07.

Soit P = (Ry/K),cp+ une base de Sylow couvrante de H/K. D’aprés la proposition
4.4.14, pour tout o C P+, il existe un unique sous-groupe o--couvrant de Hall R, /K de
My/K contenu dans (R,» N M,)/K. Alors Ry/K N\ c, Nu/x(R:./K) est appelé M-
normalisateur de H/K associé a ‘P.

Remarque 5.1.7. — Par le théoréme 4.4.17, pour tout # € P+ et tout w-systéme M
d’une section localement close H/K d’un groupe de rang de Morley fini résoluble, les M-
normalisateurs de H/K sont conjugués. De plus, le corollaire 5.1.5 montre que ce sont des
sections localement closes de H.

On peut remarquer que les M-normalisateurs dans le sens ”classique” (cf. [33]) corres-
pondent exactement aux noétres si H/K est localement fini. Ainsi le fait 5.1.8 peut se déduire
du lemme 2.13 de [33] (ou il est donné pour les U-groupes) et du fait qu'un M.-groupe
résoluble de torsion est un 4-groupe [16].

Fait 5.1.8. — ([33], lemme 2.13, Gardiner, Hartley, Tomkinson) On suppose H/K
localement fini. Soient A/K un sous-groupe normal de H/K, m C P, M = (My/K)ocr
un m-systeme de H/K, M = (MyA/A)scr, (Rs/K)ycp+ une base de Sylow couvrante de
H/K et N/K le M-normalisateur de H/K associé & (R,/K),cp+. Alors NAJA est le M-
normalisateur de H/A associé a (RyAJA),cp+ et tout M-normalisateur de H/A est de cette
forme.

Théoréme 5.1.9. — Soient A/K une section localement close et normale de H, m C PT,
M = (M,/K)ocr un m-systétme de H/K, M = (MyA/A)ocr, B = (Ry/K),cp+ une base
de Sylow couvrante de H/K et N/K le M-normalisateur de H/K associé a PB. Alors NA/A
est le M-normalisateur de H/A associé a (ReAJA),cp+ et tout M-normalisateur de H/A
est de cette forme.

Preuve. — Par conjugaison des M-normalisateurs dans H/A (remarque 5.1.7), il suffit
de montrer que NA/A est le M-normalisateur de H/A associé & (RyA/A),cp+. On peut
supposer K~ = 1. Pour tout o C 7, on note R, /K 'unique sous-groupe o+-couvrant de Hall

de M, /K contenu dans R,. /KNM,/K. Alors, pour tout o C m, R* , (ANM,)/(ANM,) est
un sous-groupe o---couvrant de Hall de M, /(AN M,) d’apres le corollaire 4.4.10. Donc, pour
tout o C 7, R, A/A est un sous-groupe o>-couvrant de Hall de M,A/A. Soit M/A le M-
normalisateur de H/A associé a (R, A/A),cp+. Comme, pour tout o C 7, R,. A/ANM,A/A
contient R, A/A, la proposition 4.4.14 donne M/A = R A/AN(\,c. Nuja(R:. AJ/A), en
particulier AN < M. Montrons l'inclusion inverse. Pour cela on va d’abord montrer le résultat
lorsque m = PT (partie I). Ensuite, dans la partie II, on traitera le cas général.

I.1) Si A/K est un p-groupe pour un p € PT.

Soient Ny = Ny (R;L) et Ny = Ny, (REP oo}L)' R;L /K étant un sous-groupe p*-couvrant
de Hall de M, /K, il n’a pas de sous-groupe pr-couvrant propre. Mais R; 1 /K est un sous-
groupe pt-couvrant de AR; . /K donc, par le lemme 4.4.15, R; /K est un sous-groupe
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pr-couvrant de Hall de AR; 1 /K. Par le théoréme 4.4.9 et argument de Frattini on obtient

M = AN,. D’autre part on a ARL)’OO}L N R;L =(AN R;L)R?p,m}i et le lemme 4.4.7 dit

que R{p oo}L/K est un {p, co}+-sous-groupe. Donc R?p oo}t /K est un {p, co}*-sous-groupe

de Hall de (AN R;L)R?p oo}i/K et le théoreme 3.2.5 et 'argument de Frattini montrent

que No = (AN Ry )Ni. On en déduit que M = ANy. I suffit donc de montrer que Ny est
contenu dans N. Soit ¢ C Pt.

Sip¢o, R:, contient AN M,. Donc, comme M/A normalise R*, A/A, M/K normalise
e

Sipeoetoo €o,0na R?pm}L NR: A= R[’;L(l’%f{‘pm}L NA) = R’ puisque R*p,oo}L/K
est un {p, oo} *-groupe d’aprés le lemme 4.4.7. En particulier N;/K normalise R*, /K.

On peut donc supposer p € o et oo € o (donc p € P). Pour tout v C PT, on note U, /K
l'unique sous-groupe v-couvrant de Hall de M, /K contenu dans R, /KNM, /K (donc U,. =
R*.). Alors (U,/K),cp+ est une base de Sylow couvrante de M, /K. D’aprés le théoreme
4.4.17, il existe un sous-groupe définissable et divisible maximal D d’un sous-groupe de Carter
de M} tel que D < U, pour tout v C P qui contient oo et tel que U, normalise B, (M )DK
pour tout v C P*. Comme Ny/K normalise R;L/K et comme p € o, No/K normalise
U,+ /K. En particulier N;/K(< No/K) normalise R* , A/KNU,. /K = R: (ANU,.)/K.
Sion note B = B, (M), alors BD est un p*-sous-groupe maximal de M (lemme 4.4.3) et
le théoreme 4.4.9 (i) montre que U,. = (BD)KU,,. Comme BDK est normal dans U,. (par
le choix de D) et comme A/K est un p-groupe, ceci montre que ANU,» = ANBDK (corollaire
3.2.6 (i)). Soit D; = AB N DK. Comme tous les p-éléments de AB/K sont contenus dans
A/K, (D1 NA)/K est 'unique p-sous-groupe de Sylow de D; /K. En particulier le corollaire
3.2.6 (4i) montre que, comme D1 /(BN D;)K est un p-groupe, D1 = (D1 NA)(BNDy). Ainsi
on obtient ANU,. = ANB(ABNDK) =ANBD,NA)(BND;) = (DiNA)(ANDB).
Or AN B < K puisque A/K est un p-groupe, donc on a ANU,. = AN DK. Mais DK est
contenu dans U, (= R}, ) d’apres le choix de D, donc on a montré que N;/K normalise
R’ /K. On en déduit que N; est contenu dans N, d’'out M = AN.

1.2) On peut supposer Q(HT) =1, A localement fini. De plus, on peut supposer qu’on a
soit AK HTK, soit ANHTK =K.

D’apres 1.1) on peut supposer A = A°K et ANQ(d(H)®) < K, en particulier A/K est
abélien et central dans H°K /K (proposition 2.7.9). On peut méme supposer que, si Q(d(H)°)
possede un g-élément non trivial pour ¢ € P, A/K ne possede pas de g-élément non trivial.
Soit Ag/K le sous-groupe de torsion maximal de A/K. Alors A/A¢ est sans torsion, donc on
peut supposer A = Ay et A est localement fini puisque K~ = 1. De plus, on peut supposer
A<HTKouANHVtK =K.

Montrons que Q(H )N M est contenu dans N. Il suffit de montrer que, pour tout p € P+
et tout o € PT, B,(H™)N M normalise R*,. Soient p € P*, z € B,(Ht)N M et 0 C PT.
Sipgo,onalz, R, ] < B,(HY)N M, < R*,.Sipe€oetooc o, alors R, /K est
un ot-groupe d’aprés le lemme 4.4.7. Donc, comme on a AN Q(d(H)°) < K, [z, R’ ] est
contenu dans B,(HY)NR*, A< B,(H")NA < Q(d(H)°)N A < K. On peut donc supposer
pEoetoogo.

Le théoreme 4.4.9 (i7) dit qu’il existe un o*-sous-groupe maximal 7' de M} et un o’-
sous-groupe de Hall S de M, tels que TK soit normal dans R}, et R*, = TKS. On
en déduit que (B,(HY)TAN R:, A)/TA est a la fois un o’-groupe et un p-groupe, d’out
B,(H")NR:,A<TA.Or,si ANH"K = K, TANH™ est contenu dans TK et on obtient
B,(HT) NR,A<STK < R’,.Sinon ona A < HYK et A= (ANH")K. Comme A/K
est central dans H°K/K et comme K~ =1, AN H" est central dans HT, donc AN HY est
contenu dans tout sous-groupe de Carter de HT. Soient C' un sous-groupe de Carter de H™
et D son sous-groupe définissable et divisible maximal. Comme C' est définissable et connexe
d’apres le théoreme 2.4.7, le fait 1.3.13 montre que C = (CN Bp(H™)) * D. Comme A/K ne
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posseéde pas de g-6lément non trivial (¢ € P) si Q(d(H)°) en posséde un, et comme AN H™T
est contenu dans C, on a (AN HT)K/K = (AN D)K/K. Or B, (H")D est un o*-sous-
groupe maximal de H™ d’apres le lemme 4.4.3. Donc, d’aprés le fait 4.4.2 et comme C est un
sous-groupe de Carter quelconque de H™, on peut supposer T'= B, (H")D. En particulier
ona ANH" < TK, ce qui donne B,(HT)NR:, A= B,(H")NTA = B,(H")NTK <
R*.. On a montré que [z, R’ ] est contenu dans R’, pour tout o C P*. On a donc bien
Q(H*)NM < N.

Supposons le résultat vrai lorsque Q(H') # 1. Par 1.1, on a MQ(H") = ANQ(H™).
Mais Q(H ™) N M est contenu dans N, donc M = AN(M NQ(H™")) = AN et, ainsi, on peut
supposer Q(HT) = 1.

1.3) MNH'K est contenu dans AN .

Comme Q(H™') = 1, la proposition 2.7.9 montre que H™ est divisible et abélien, donc
Ry/K = HYK/K. En particulier H"K normalise R*, dés que co ¢ 0. On a donc M N
HtK = ﬁggpNH+K(RUIA N MUU{OO}A) et, de méme, N N HTK = ﬂggpNH+K(Rgl N
My{ocy)- En particulier on obtient

RN HYKNM = ﬂggpNRmeH-*—K(RU/A N (Mau{oo} NR1)A)

et, aussi,
Rt NHTKNN = NocPNr_, na+K(Ror N (Moufooy N Root))

Supposons A < HTK. Alors le fait 5.1.8 montre que NocPNr_, (Ror AN (Myygocy N
R 1)A) = A(ﬁggp]\/v}{ooL (Ryr N (Mou{oo} N Ry1))), donc on a Ro1 N HYKNM =
A(Rw1 NHTK N N). Mais, si 0 C P* contient oo, le lemme 4.4.7 montre que R’ /K
est un ot-sous-groupe de Hall de (AN M,)R*, /K. Par I'argument de Frattini on ob-
tient M N HYK = (AN M;)Nynp+r(R:.). En particulier, comme A est localement
fini et comme H™T est abélien, (M N H"K)/Nynp+x(R:.) est localement fini. Or on a
NNH'K = Nycp+ oo Nvnu+x (R:L), donc (M NHTK)/(NNHTK) est localement fini
et MNHYK = (R NHTKNM)(NNHTK) d’apres le corollaire 3.2.6 (ii). Ce qui précede
montre qu’on a bien M N HTK = A(N N HTK).

Donc, par 1.2), on peut supposer AN HYK = K. Soit ¢ C P qui contient co. Alors
[MNHTK,R?,] est contenu dans HK N R%, A. Or R?, A/A est un o--groupe d’aprés le
lemme 4.4.7, donc (HYKNR*, A)/K = (HTKNR?, A)A/A est aussi un o-groupe puisque
ANHTK = K. (R, NHTK)/K étant le o*-sous-groupe de Hall de H" K /K, on en déduit
que HFKNR:, A= HTKNR*,, donc [MNHTK, R ] est contenu dans R*, et MNHTK
normalise R*, . Ceci étant vrai pour tout o C P+ qui contient co, M N HTK est contenu
dans N.

1.4) Argument final (lorsque m = PT ).

Montrons que, pour tout o € P, ona R, = M} (R, NM,). Comme 1.2) donne Q(H*) =
1, H* est abélien (proposition 2.7.9). Donc M est abélien, et le corollaire 3.3.5 dit que M}
est divisible. Le théoréme 4.4.9 (ii) donne R*, = M} KS pour un o’-sous-groupe de Hall S
de M,. Comme (R, N M,)/K est un o’-sous-groupe de Hall de M, /K (corollaire 3.2.6 (7))
et comme (R, N M,)/K est contenu dans R’ , /K puisque Ryr < R, 1, (RyyNM,)/K est un
o’-sous-groupe de Hall de R?, /K. Comme SK/K est un ¢’-sous-groupe de Hall de M, /K
(corollaire 3.2.6 (ii)), SK/K est un o’-sous-groupe de Hall de R’ /K, et le théoreme 3.2.5
dit que (Ry» N M,)/K et SK/K sont conjugués dans R* /K, d’ott R, = M} (Rs N M,).

Pour finir la preuve du théoréme (lorsque m = PV), il reste & montrer que MHT =
ANHT*. En effet, on aura alors M = AN(M N H') = AN d’aprés 1.3). Notons X =
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NocPNR_, (Ror N M) et Y = NocPNr_, (Ry»AN M,A). On peut appliquer le fait 5.1.8 &
X et Y, et on obtient

X(ROOL N H+A) . ﬂ N (Rg/(ROOL N H+A) MU(ROOL N H+A)
(Rogr MHTA) | ] P et /et DN (R U HTA) (Roor NHTA)

)

et, de méme, Y (Ryor N HTA) = Nycp Nr_, (Ro/(Roor N HYA) N My(Roor N HTA)). Or
R, couvre H/H* A d’apres le corollaire 3.2.6 (ii), donc le fait 5.1.8 donne

XHYA/HYA=YHYA/H" A= NocpNy s a(Ro HYAJHY AN M, HY A/HT A)

Comme on a R*, = M} (R, NM,) pour tout 0 C P, N et M normalisent (R, NMy)HtA =
Ry HYAN M, H™A pour tout ¢ C P. Donc M et N sont contenus dans XHTA =Y HTA.

Montrons que X est contenu dans N et que Y est contenu dans M. Soit ¢ C PT qui
contient co. Alors on a R, = R~y N M, d’apres le lemme 4.4.7 et le corollaire 3.2.6 ().
Comme X normalise R,y N M,- et comme on a M, < M,-, X normalise R” . Aussi on
a Ro-yANM;A = (Ro-y NMs)A = R:, A, et Y normalise R,y AN M,-A. Comme
ona M, < M,-, Y normalise R}, A. Si on a o C P alors, comme R}, = M} (Ry N M),
X normalise R?, et, comme on a (Ro» N M,)A = Ry AN MyA, Y normalise R>, A On a
montré que, pour tout ¢ C P+, X normalise R’ et Y normalise R”, A. Ceci prouve que X
est contenu dans N et que Y est contenu dans M.

On déduit de ce qui précede que ANHY = XHYA=YHTA= MHT, ce qui permet de
conclure.

I1.Cas général (m quelconque).

On suppose A # K. Alors, d’apres le corollaire 3.1.26, il existe n € N* et une suite
croissante (A;)i=o,....n de sous-groupes normaux et localement clos de H avec 49 = K,
A, = A et, pour tout i = 0,...,n — 1, A;11/A; est soit un 7w-groupe, soit un 7-groupe.
On peut donc clairement supposer que A/K est soit un m-groupe, soit un m*-groupe. En
particulier, si on note U/K = NycxNp/x (R}, /K), alors A est contenu soit dans Ry, soit
dans U.

Soit V/A = NocaNpja(R:LA/A). On définit M, = K pour tout o 7 et on note
N = (My/K)ycp+ et N = (MyAJA),cp+ des PF-systemes de H/K et H/A respectivement.
Alors U/K est le N-normalisateur de H/K associé a P et V/A est le N-normalisateur de
H/A associé a (R,A/A),cp+. La partie I prouve que V= UA. Oron a N = R, NU
et M = R ANV, dou M = R;ANUA. Comme on a A < R, ou A < U, on obtient
M = (R NU)A = NA. Le résultat est donc prouvé. [

L’exemple 5.1.11 montre qu’il est impossible de trouver un théoreme de couverture et
d’évitement analogue au théoreme 3.4 de [33] :

Fait 5.1.10. — ([33], th. 3.4, Gardiner, Hartley, Tomkinson) Soient G un -groupe,
T C P, M = (My)ocr un m-systéme de G, S une base de Sylow de G et D le M-
normalisateur de G associé a S. Alors D évite tous les facteurs chefs de G, sauf les p-facteurs
chefs centralisés par M, pour p € 7, lesquels sont couverts.

Exemple 5.1.11. — Si G est un pur groupe isomorphe & C* et si m = {oo}, on note M =
(@)ocr un m-systeme de G. Alors G est 'unique M-normalisateur de G et G couvre des
p-sections G-dj,.-minimales non triviales de G pour p ¢ 7.

Aussi, comme le montre I’exemple suivant, il est possible, en présence d’un mauvais corps,
qu’il existe une section H/K-dj,.-minimale de H qui ne soit ni couverte, ni évitée par les
M-normalisateurs de H/K (ot M désigne un m-systeme de H/K pour 7 C PT).
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Exemple 5.1.12. — On suppose qu’il existe un mauvais corps oK de caractéristique nulle
avec T un sous-groupe de oK * définissable, infini et sans torsion. On considere U = (oK | %
T) x (0K, xT) (ou T agit linéairement sur oK) et i l'automorphisme involutif de U
qui, & tout (u,v) € U associe (v,u). On forme le produit semi-direct G = U x (i). Soit
M = (G)ycp+ un Pt-systeme de G. Si M est un M-normalisateur de G associé & une base
de Sylow couvrante (S,),cp+ de G avec Sy = (i), alors M = Cg(i). On en déduit que
oK x oK, est un sous-groupe G-d;,.-minimal de G' qui n’est ni couvert, ni évité par M.

On peut ajouter & ce qui précede que 'exemple 1.1.4 (qui donne un oo-groupe non nil-
potent) donne un groupe G de rang de Morley fini avec un sous-groupe K, sans torsion
et minimal normal avec O (Ag(K+)) # 1. Ceci nous empéche de trouver un analogue au
corollaire 3.3 de [33] :

Fait 5.1.13. - ([33], cor. 3.3, Gardiner, Hartley, Tomkinson) Soit p € P. Si G est
un groupe localement fini et localement résoluble et si H/K est un p-facteur chef de G, alors

Op(Ac(H/K)) = 1.

Le corollaire 5.1.14 dit que, pour tout p € m, toute p-section H/K-dj,.-minimale centrale
de H est couverte par les M-normalisateurs H/K.

Corollaire 5.1.14. - Soient 1 C PT, M = (M,/K),cr un mw-systéme de H/K et N/K
un M-normalisateur de H/K. Alors, pour tout p € m, N couvre toute p-section normale de
H/K centralisée par M,.

Preuve. — Soient p € 7 et U/A une p-section normale de H/K centralisée par M,/K.
On reprend les notations du théoréme 5.1.9. Comme U/A est une p-section et comme U/A
centralise M,A/A, U/A est contenu dans M /A = NA/A. Ceci prouve le résultat. O

Lemme 5.1.15. — Soient 0 C P+, R/K un sous-groupe o-couvrant de Hall de H/K et
U/K un sous-groupe oo-couvrant de R/K. Alors U/K contient un o+-sous-groupe de Hall
de R/K. En particulier, tout sous-groupe oo-couvrant de Hall de H/K contenu dans R/K
contient un o -sous-groupe de Hall de R/K .
Preuve. — Montrons que U/K contient un o*-sous-groupe de Hall de R/K. D’apres le
lemme 4.4.7, on peut supposer co € o. On peut supposer U/K sous-groupe oo-couvrant
de Hall de R/K. Le lemme 4.4.6 dit que U/K est un sous-groupe oco-couvrant de Hall de
H/K. D’apres le théoreme 4.4.17, il existe une base de Sylow couvrante f = (R, /K),cp+
de H/K. Par conjugaison des sous-groupes o-couvrants de Hall de H/K et des sous-groupes
oo-couvrants de Hall de R/K (théoréme 4.4.9), on peut supposer R = R, et U = R.
Par le théoréme 4.4.17 (i4), il existe un sous-groupe de Carter C' de H™ tel que, pour tout
7 C P+, R, normalise B,(HT)CK et tel que, si co € m, Ry = R~ D ol D est le sous-
groupe définissable et divisible maximal de C. Or T = B,(H*)D est un (o1)*-sous-groupe
maximal de HT (lemme 4.4.3) et R, normalise TK, donc R, = B,(HT)DKR,- d’apres le
théoreme 4.4.9 (4ii). De méme, on a Ry, = Boo(HT)DK. Soit S/K un ot-sous-groupe de
Hall de DK/K. Alors S(DKNB,(HT)K)/(DKNB,(H*)K) est un o+-sous-groupe de Hall
de DK/(DK N B,(H%)K) (corollaire 3.2.6 (ii)). On en déduit que SB,(H")K/B,(H")K
est un o*-sous-groupe de Hall de B, (H")DK/B,(H")K. Mais B,(HT)K/K est sans o-
élément non trivial, donc S/K est un o+-sous-groupe de Hall de B,(HT)DK/K. Comme
R = R, = B,(H")DKR,-, S/K est un o‘-sous-groupe de Hall de R/K. Comme S <
DK < U, on a le résultat.

Si L/K est un sous-groupe oo-couvrant de Hall de H/K contenu dans R/K, alors le
corollaire 4.4.11 dit que L/ K est un sous-groupe oo-couvrant de Hall de R/K. Ce qui précede
dit que L/K contient un o*-sous-groupe de Hall de R/K. Ceci finit la preuve. [
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Corollaire 5.1.16. — Soient v C P+, R/K un sous-groupe v-couvrant de Hall de H/K et
S/K un vt-sous-groupe de Hall de R/K. Alors S/K est abélien et divisible.

Preuve. — On peut supposer co € v. Soit B = (Ry/K),cp+ une base de Sylow couvrante
de H/K avec R = R,. D’apres le théoréeme 3.2.5 et le lemme 5.1.15, on peut supposer S/K
contenu dans Ro/K. Le théoreme 4.4.9 (i) dit qu’il existe un P*-sous-groupe maximal T’
de HY tel que Ry, = TK et la proposition 2.7.9 dit que T’ est sans torsion. Ainsi Re./R., K
est abélien et divisible et, comme SNR. K = K, SR._/R._ K est isomorphe & S/K. Mais le

corollaire 3.2.6 (ii) dit que SR’ /R’ K est un v*-sous-groupe de Hall de R.,/R. K, donc
S/K est abélien et divisible. O

Lemme 5.1.17. — Soient U/V une section H/K-djoc-minimale de H, # C Pt et R/K un
sous-groupe w-couvrant de Hall de H/K. Alors R couvre ou évite U/V .

Preuve. — On peut supposer K~ = 1, en particulier H™ centralise K. On peut aussi
supposer que U/V est une p-section pour un p € 7 et que U/V n’est pas évité par R. Si
oo € 7, R/K est un m-sous-groupe de Hall de H/K d’apres le lemme 4.4.7. Alors R évite
U/V, ce qui est contradictoire. Donc on a co € m. Le théoréme 4.4.9 dit que R/K contient
un sous-groupe oo-couvrant de Hall Ry, /K de H/K. Mais le lemme 5.1.15 dit alors que
Ro/K contient un 7t-sous-groupe de Hall Ry/K de R/K. Comme p € m* et comme R
n’évite pas U/V, Ry n’évite pas U/V, donc R non plus. On peut alors supposer m = {oc},
en particulier R = R.. D’aprés le théoreme 4.4.9 (i4), R = TK pour un P*-sous-groupe
maximal 7" de H™, en particulier T n’évite pas U/V .

Notons B = Bp(H™). Supposons U/V non couverte par B. Alors B évite U/V et on a
[B,(UNT)V] < BNU < V. Comme le fait 4.4.2 donne H™ = BT, on obtient [HT, (UNT)V] <
VIT,(UNT)V] < (UNT)V et H" normalise (UNT)V. Par conjugaison des P*-sous-groupes
maximaux dans HT (fait 4.4.2), on a (UNTy)V = (UNT)V pour tout P*-sous-groupe
maximal 77 de HT. On en déduit que (U NT)V est normal dans H. Par minimalité de U/V
et comme T n’évite pas U/V, on a (UNT)V = U. Mais (UNT)V = (UN R)V, donc R
couvre U/V et on en déduit qu’on peut supposer que B couvre U/V. Quitte & remplacer
U/V par (UNBK)/(V N BK), on peut supposer U < BK.

Soit Ty un p-sous-groupe de Sylow de T'. Par le corollaire 3.2.6 (i¢), Ty n’évite pas U/V. De
plus, comme 7" est un P*-groupe, on a B,(T)=1 et ToNQ(T) = 1. Mais ToQ(T')/Q(T) est un
p-sous-groupe de Sylow de T'/Q(T) (corollaire 3.2.6 (ii)), et T/Q(T) est abélien et divisible
(proposition 2.7.9), donc Ty = ToQ(T)/Q(T) est un p-tore. Comme on a B(KNH') < F(H™T)
puisque KNHT < Z(H"), TyN BK = TyNB(KNH™) est central dans Ht (lemme 4.1.20).
On en déduit que (ToK N BK)/K est central dans H*K/K. Par conjugaison des p-sous-
groupes de Sylow de T et par conjugaison des P*-sous-groupes maximaux de H™ (fait 4.4.2),
on en déduit que To K N BK est normal dans H. Ceci prouve que ToK NU est normal dans
H et, comme Ty n’évite pas U/V, Ty couvre U/V par minimalité de U/V. On en déduit que
R couvre U/V. O

Lemme 5.1.18. — Soit H/K est une section localement close abélienne et divisible. Alors
les sous-groupes d’exposant bornés de H/K sont finis.

Preuve. — 1l suffit de montrer que, pour tout p € P, les p-sous-groupes d’exposant bornés
de H/K sont finis. Soient p € P, B/K un p-sous-groupe d’exposant borné de H/K et S/K
un p-sous-groupe de Sylow de H/K. Alors S/K est un p-tore. Le corollaire 3.2.6 (i) et le
fait 1.4.7 (i) montrent qu’il existe un p-tore T' de H qui couvre S/K. Le fait 1.4.5 dit que T
est de taille finie. Donc S/K est aussi de taille fini et B/K, par conséquent, est fini. O

Lemme 5.1.19. - Soient U/V une p-section H/K -djo.-minimale de H (p € P), M/K une
section normale et localement close de H qui ne centralise pas U/V et R/K un sous-groupe
pt-couvrant de Hall de M/K. Alors, soit Ny (R) évite U/V, soit R* couvre U/V. De plus,
si RT couvre U/V, alors UV est finie.
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Preuve. — On suppose que Ny (R) n’évite pas U/V. Montrons d’abord que R n’évite pas
U/V. Soit D = M/Cp(U/V), on a D # 1 par hypothése. D agit sur U/V par conjugaison.
Soit S7 un p-sous-groupe de Sylow de M. Alors, d’apres le corollaire 3.2.6 (i), S; couvre U/V
et S; couvre Op(D). De plus, S; est hypercentral (proposition 3.4.18), donc U/V x Op(D)
aussi et Cy/y (Op(D)) # 1. Or Cy v (Op(D)) est une section localement close (proposition
3.1.33) normalisée par H, donc O, (D) centralise U/V par minimalité de U/V. On en déduit
que Op(D) = 1. Comme D # 1, on a O, (D) # 1. Si R évite U/V, alors Ny, (RV/V) est
centralisé par R et, comme R couvre O, (D), on obtient 1 # Ny (R)V/V < Ny, (RV/V) <
Cuyv(R) < Cyv(O,e(D)). Ainsi, par minimalité de U/V, O,. (D) centralise U/V, ce qui
est contradictoire. Donc R n’évite pas U/V.

Montrons maintenant que Rt couvre U/V. D’aprés le lemme 5.1.15, si S/K est un sous-
groupe oo-couvrant de Hall de R/K, S/K contient un p-sous-groupe de Sylow de R/K.
En particulier S n’évite pas U/V (corollaire 3.2.6 (ii)). D’apres le lemme 4.4.6, S/K n’a
pas de sous-groupe oo-couvrant propre et, d’apres le lemme 4.4.15, il existe un sous-groupe
oo-couvrant de Hall Sy/K de H/K qui contient S/K. Mais S/K est un sous-groupe oo-
couvrant de H/K (lemme 4.4.6), ce qui prouve que S/K = Sy/K. Alors S couvre U/V
d’apres le lemme 5.1.17. Comme S/K n’a pas de sous-groupe co-couvrant propre et comme
S/STK est localement fini, on a S = STK et ST couvre U/V. En particulier R™ couvre
Uu/v.

Montrons que U/V est finie. Soient Ro, /K un sous-groupe oo-couvrant de Hall de R/K et
P/K un p-sous-groupe de Sylow de R, /K. Par le lemme 5.1.15, P/K est un p-sous-groupe
de Sylow de R/K. Comme R couvre U/V, le corollaire 3.2.6 (i7) montre que P couvre U/V.
Mais le corollaire 5.1.16 dit que P/K est un p-tore et PV/V est un p-tore. Or U/V est une
p-section H/K-dj,.-minimale de H/K. Donc U/V est un sous-groupe d’exposant p de PV/V
et le lemme 5.1.18 dit que U/V est finie. O

Lemme 5.1.20. — Soient H/K une section localement close d’un groupe de rang de Morley
fini résoluble et U/K une section localement close de H qui couvre ou évite chaque section
H/K-djo.-minimale de H. Si un sous-groupe L/K de U/K couvre les mémes sections H/K -
dioc-minimales de H que U/K, alors L = U.

Preuve. — Supposons L < U. D’apres la proposition 3.5.7, il existe un ordinal p et une
suite croissante (H;);<, de sous-groupes normaux et localement clos de H tels que Hy = K,
H, = H, Hi11/H; soit H/K-dj,.-minimal pour tout i < p et H, = Uj<oH; pour tout
ordinal limite o < p. 11 existe un plus petit ordinal v < u tel que H,NL # H,NU. v ne peut
pas étre un ordinal limite, donc il existe un ordinal 3 tel que f+1=wv. Ona HgNU # H,NU,
donc U n'évite pas H,/Hg et U couvre H,/Hg. On en déduit que L couvre aussi H,/Hg.
Soit w € (H,NU)\ L. Alors il existe l € LN H, et h € Hg tels que u = lh. Comme [ € U, h
appartient & Hz NU(= Hg N L), ce qui est contradictoire. O

Définition 5.1.21. - Soient 71 C PT, M = (My/K)ocr un w-systéme de H/K, N/K un
M-normalisateur de H/K et N*/K une section localement close de N qui, pour tout p € 7,
couvre toutes les p-sections normales de H/K centralisées par M,. Si N*/K est minimale
pour ces conditions, alors N*/K est appelé M*-normalisateur de H/K.

Lemme 5.1.22. — Soient 1 C Pt contenant co et M = (M,/K)scx un w-systéme de
H/K. On suppose que My, centralise les oo-sections H /K -djo.-minimales de My,. Alors

les M*-normalisateurs de H/K sont exactement les sous-groupes m-couvrants de Hall des
M-normalisateurs de H/ K.

Preuve. — Soient B = (R,/K),cp+ une base de Sylow couvrante de H/K et N/K le
M-normalisateur de H/K associé¢ & B. Pour tout o C 7, on note R}, /K l'unique sous-
groupe ot-couvrant de Hall de M,/K contenu dans R,./K N M,/K. Si M/K est une
section localement close de N qui, pour tout p € 7, couvre toutes les p-sections localement
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closes normales de H/K centralisées par M, alors tout sous-groupe m-couvrant R/K de
Hall de M/K possede la méme propriété. Comme R/K est contenu dans un sous-groupe
m-couvrant de Hall de N/K d’apres les lemmes 4.4.6 et 4.4.15, on en déduit qu’il suffit, pour
prouver le lemme, de montrer que les sous-groupes m-couvrants de Hall de N/K sont des
M*-normalisateurs de H/K.

D’apres le corollaire 5.1.14, pour tout p € m, tout sous-groupe w-couvrant de Hall de
N/K couvre toutes les p-sections localement closes normales de H/K centralisées par M,
Soit L/K une section localement close d'un sous-groupe m-couvrant de Hall R/K de N/K
telle que, pour tout p € 7, L couvre toutes les p-sections localement closes normales de H/K
centralisées par M,. On va montrer qu’'on a nécessairement L/K = R/K, ce qui finira la
preuve du lemme.

Soit U/V une g¢-section H/K-dj,.-minimale de H (¢ € 7~ ) qui n’est pas évitée par N.
Montrons que L couvre U/V. D’apres le choix de L, on peut supposer U/V non centralisée
par My. Comme N n’évite pas U/V, Ny (R;.) n’évite pas U/V et R}, couvre U/V (lemme
5.1.19). Alors le lemme 5.1.15 et le corollaire 3.2.6 (i7) disent que U/V est couverte par R,
donc, par conjugaison des sous-groupes oo-couvrants de Hall de H/K (théoréme 4.4.9), tout
sous-groupe oo-couvrant de Hall de H/K couvre U/V. Or L couvre toutes les oo-sections
H/K-dj,.-minimales de H d’aprés I'hypothese faite sur M. Done, par le théoréme 4.4.9,
L/K contient un sous-groupe co-couvrant de Hall de H/K, ce qui prouve que L couvre U/V.
De plus, on a montré que N couvre ou évite chaque 7~ -section H/K-dj,.-minimale de H.

Montrons que L/K = R/K. Soient P/K un 7w~ -sous-groupe de Hall de L/K et P; /K un
7w -sous-groupe de Hall de R/K qui contient P/K. Par ce qui précede et par le corollaire
3.2.6 (i1), P et Py couvrent chaque 7 -section H/K-dj,.-minimale de H non évitée par N.
Comme P et P; sont contenus dans N, P et P; évitent les 7~ -sections H/K-dj,.-minimales
de H évitées par N. Alors le lemme 5.1.20 donne P = P;. Aussi, L/K contient un sous-
groupe oo-couvrant de Hall Q/K de H/K d’apres le théoreme 4.4.9. D’apres le corollaire
4.4.11, Q/K est un sous-groupe oco-couvrant de Hall de R/K. Le théoreme 4.4.17 (i) montre
que R = PQ; pour un sous-groupe oco-couvrant de Hall Q1/K de R/K. Par conjugaison des
sous-groupes oo-couvrants de Hall de R/K (théoréme 4.4.9), on obtient R = PQ < L. Ceci
finit la preuve du lemme. [

Proposition 5.1.23. — Soient 1 C P+ contenant oo et M = (M, /K)ycr un w-systéme de
H/K. On suppose que H/K est un M-normalisateur de lui-méme. Alors il existe N*/K un
M*-normalisateur de H/ K. De plus, il existe un sous-groupe de Carter C/K de MI K/K tel
que N* = Bp(MI )Ny (C). En particulier les M*-normalisateurs de H/K sont conjugués.

Preuve. — Montrons qu'un sous-groupe N*/K de H/K de la forme N* = Bp(MZL )Ny (C),
ou C désigne un sous-groupe de Carter de M}, est un sous-groupe localement clos de H/K
qui, pour tout p € , couvre toutes les p-sections localement closes normales de H/K centra-
lisées par M,,. Par le théoreme 2.4.7 et Pargument de Frattini, H = Mt Ny (C) = MEIN*.
Notons By = By (MZ). Par la proposition 2.7.9 et le corollaire 2.4.8, C couvre M T /Q(MYL),
donc N* couvre ML /Bg. On en déduit que H = ByoN*. Mais, par le corollaire 2.4.8, C couvre
chaque section M T -minimale centrale de MY . Donc, comme By est sans torsion, N* couvre
chaque oco-section H/K-dj,.-minimale centrale de M, et on en déduit que N* est un sous-
groupe (localement clos) de H/K qui, pour tout p € 7, couvre toutes les p-sections normales
de H/K centralisées par M,.

Montrons maintenant la minimalité de N*/K. Soit M /K un sous-groupe localement clos
de H/K qui, pour tout p € m, couvre toutes les p-sections normales de H/K centralisées par
M,,. Soient By = Boo (M) et B = ByK. Comme H normalise un sous-groupe co*-couvrant
de Hall de M, /K et comme (MF)'B/B est d’exposant borné d’aprés la proposition 2.7.9,
toutes les oo-sections H/B-dj,.-minimales de H sont centralisées par M,,B/B. Donc, par
le théoreme 5.1.9 et le lemme 5.1.22, M B/B est un sous-groupe m-couvrant de Hall de
H/B. Comme H/B n’a pas de sous-groupe m-couvrant propre puisque H/K est un M-
normalisateur de lui-méme, on a H = M B. Soit L = M N MZ. Alors on a M} = LBy et,
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donc, ML = LT By. By étant sans torsion, on en déduit que L = LT et L est définissable et
connexe.

Montrons que L est anormal dans MJ. Soit (Ai)i=1,...,n une suite croissante de sous-
groupes normaux de ML tels que Ag = 1, A, = By et A;11/A; soit M -minimal pour
tout ¢ < m. De plus on suppose qu’il existe une sous-suite (Ag)k=i,,...;; de (A;)i=1,...n telle
que A;,,.,/A;, soit H-minimale pour tout m < I. Si A; ., /A;, (pour m < ) n’est pas
centralisée par MT, le corollaire 2.6.7 appliqué & Q = A; ., /A;,, x ML /(MX)" muni de
'action naturelle montre que MF /(MZ)’ est un sous-groupe de Carter de Q. Donc Ay11/Ax
n’est pas centralisée par MY pour tout k = 4., ..., i1 — 1. En particulier L couvre chaque
section A;41/A; qui est centralisée par M. On note Ly = L et, si on suppose L; construit
pour un j € Net L; # M}, onnote Lj11 = L; jAi(jy ot i(j) est le plus petit entler de 1,.
tel que Al(j) £ Lj. Soit j; l’entler tel que L;, = MZE. Comme M} = LBy alors, pour tout
i=1,..,n, Ait1 /A est L-minimale puisque By est mlpotent On en déduit que, pour tout
j= 1, .., J1, Lj—1 est un sous-groupe propre, définissable et connexe maximal de L;. De plus,
comme L couvre chaque section A;41/A; qui est centralisée par ML, L;_1 ne centrahse pas
Ai(j)/Ai(j,l) et L;_; n'est pas normal dans L; pour tout j = 1,...,]1 Le théoreme 2.5.1
(i73) dit alors que L est anormal dans M} et que L contient un sous-groupe de Carter Cy
de MF. Soit C*/K = CoK/K.

Alors C* /K est un sous-groupe de Carter de M K/K d’apres le corollaire 2.4.8. Comme
M/K normalise LK /K et comme LK /K est anormal dans M K/K,ona Ny x(LK/K) =
M/K puisque H = M B. Par 'argument de Frattini, Ny, x(LK/K) = LNp(C*)/K, donc
on obtient H = MZE Ny /(C*) et Ny(C*) = Ny (C*). Soit S le P-sous-groupe de Hall de
LNQ(ME). Comme MI = LBy, on a QML) = (LN Q(MEL))By et, comme Q(MF)/By
est localement fini, le corollaire 3.2.6 (i7) donne SBy/By = Q(MZ)/By. On en déduit S =
Bp(MZ) et on obtient Bp(ME)Ng(C*) < M. La conjugaison des sous-groupes de Carter
de M K/K donne la minimalité de N*/K, ce qui permet de conclure. [J

Corollaire 5.1.24. -~ Soient 7 C P contenant oo et M = (My/K)ycr un w-systéme de
H/K. On suppose que H/K est un M*-normalisateur de lui-méme. Alors Mo, /K centralise
les oco-sections H /K -djoc-minimales de H.

Preuve. — Soit U/V une oo-section H/K-djo-minimale de H. Montrons que M., /K cen-
tralise U/V. On peut supposer que My, couvre U/V, et méme que U soit contenu dans
M. Comme H/K est un M*-normalisateur de H/K, H/K est, en particulier, un M-
normalisateur de H/K et la proposition 5.1.23 montre que H = Bp(ML)Ng(C) ou C/K
est un sous-groupe de Carter de M K/K. En particulier on a ML K = Bp(MXL)C. Soit
R/K un P-sous-groupe de Hall de M /K. Alors R contient Bp(MT ) et couvre My, /MT
d’apres le corollaire 3.2.6 (ii), et on obtient Mo, = RC. Comme H/K est un M-normalisateur
de H/K, R est normal dans H. Alors, comme R/K est localement fini et comme U/V est
sans torsion, R évite U/V, et R centralise U/V. Mais M /R(= C/(C N R)) est localement
nilpotent. Donc M., /R est hypercentral (proposition 3.4.18) et, d’apres la proposition 3.1.33,
Mo, centralise ses sections H/R-dj,.-minimales. On en déduit que M., centralise U/V. O

Lemme 5.1.25. — Soit 1 C P*. On suppose que, pour tout p € w7, H/K posséde un sous-
groupe pt-couvrant de Hall normal Uyr /K. Alors H/K a un sous-groupe 7wt -couvrant de
Hall normal R/ K.

Preuve. — Soit R/K un sous-groupe 7---couvrant de Hall de H/K. Notons X le plus petit
cardinal strictement supérieur & Card (H/K). Nous allons construire une suite décroissante
(L;/K);<x de sous-groupes localement clos et normaux de H/K telle que Ly = R, ce qui
prouvera le résultat. Soit Ly = H. Supposons que, pour un ordinal ¢ < X, on ait construit L;
pour tout j < i et que R soit toujours contenu dans L; pour j < 4. Alors, si ¢ est un ordinal
limite, on note L; = Ng<;Ls et on a bien R < L;. Sinon, soit j un ordinal tel que i = j + 1.
D’apres la proposition 4.4.14, pour tout p € m, U, /KNL;/K contient un unique sous-groupe
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pt-couvrant de Hall U,,. ;/K de L;/K. On note L; = NperU,. ;. Comme R est contenu dans
L;, alors R/K est un sous-groupe m--couvrant de Hall de L;/K (corollaire 4.4.11). Par le
théoreme 4.4.9, pour tout p € m, U,. ;/K contient un sous-groupe mt-couvrant de Hall de
L;/K. Aussi, les sous-groupes 7*-couvrants de Hall de L;/K sont conjugués et Upr i/ K
est normal dans L;/K, donc U,. ;/K contient R/K. En particulier R/K est contenu dans
Upv ;/K pour tout p € m, donc R < L;. Ceci prouve que R est contenu dans Ly.

Montrons que R contient Lyx. Par le choix de R, il existe un ordinal pu < XN tel que
L, = Lyy1,doncona L, = Lyet L,/K =U,. ,/K pour tout p € 7. Supposons d’abord
oo € m. Alors Uy, /K est localement fini (lemme 4.4.7), donc L, /K est localement fini et
Uy /K est un p/-groupe pour tout p € 7. On en déduit que L, /K (= L, 4+1/K) est un 7*-
groupe, et R contient Ly. Donc on peut supposer co & 7. Soient p € P+ et U/V une p-section
de H/K couverte par L,. Montrons que R couvre U/V. On peut supposer p € m. D’apres le
théoreme 4.4.9, R/K contient un sous-groupe oo-couvrant de Hall Ry /K de L, /K. Comme
L,/K =U,. ,/K,lelemme 5.1.15 dit que R, /K contient un p-sous-groupe de Sylow S/K
de L, /K. Le corollaire 3.2.6 (i) dit que S couvre U/V, donc R couvre U/V. Comme L,, est
normal dans H, L, couvre ou évite chaque section H/K-dj,.-minimale de H. Alors le lemme
5.1.20 donne le résultat. 0O

Proposition 5.1.26. - Soient 7 C Pt et M = (M, /K)ocr un w-systéeme de H/K. Alors
H/K est un M-normalisateur de H/K si et seulement si H/K n’a pas de sous-groupe -
couvrant propre et si, pour tout p € w, l'une des deux conditions suivantes est réalisée :

(i) p=o0 et Moo/K a un P-sous-groupe de Hall normal;

(i) p € ©~ et toute p-section U/V H/K-dj,.-minimale de H est soit centralisée par M,
soit couverte par un sous-groupe oo-couvrant de Hall de H/ K.

Preuve. — Supposons que H/K soit un M-normalisateur de H/K. Soit P = (R, /K),cp+
une base de Sylow couvrante de H/K tel que H/K soit le M-normalisateur de H/K associé
a . Soit p € 7. Supposons p = co. D’apres le lemme 4.4.7 et le corollaire 3.2.6 (i), Roor N
My /K est un P-sous-groupe de Hall de M, /K normalisé par H/K, donc H/K vérifie
(7). Supposons maintenant p € 7. Soit U/V une p-section H/K-dj,.-minimale de H non
centralisée par M,. Montrons que U/V est couverte par un sous-groupe oo-couvrant de Hall
de H/K. Notons R/K l'unique sous-groupe p*-couvrant de Hall de M, /K contenu dans
(R,. N M,)/K (proposition 4.4.14). Alors H/K normalise R/K puisque H/K est le M-
normalisateur de H/K associé & . Aussi, M,/R est un p-groupe. Ainsi M, /R est localement
nilpotent, donc hypercentral (proposition 3.4.18), ce qui montre que M, centralise les p-
sections H/K-dj,.-minimales de H non couvertes par R. En particulier R couvre U/V. Par
le lemme 5.1.15, Ry /K contient un p-sous-groupe de Sylow S/K de R,. /K, donc Ry /K
contient (SN R)/K qui est un p-sous-groupe de Sylow de R/K (corollaire 3.2.6 (i7)). Comme
SN R couvre chaque p-section normale de H/K couverte par R (corollaire 3.2.6 (i7)), alors
R couvre U/V. On a montré que H/K vérifie (ii).

Réciproquement supposons que H/K n’ait pas de sous-groupe m-couvrant propre et que,
pour tout p € m, 'une des conditions (7) et (4¢) soit réalisée. Montrons que H/K est un M-
normalisateur de H/K. Il suffit de montrer que, pour tout o C 7, M,/K a un sous-groupe
o+-couvrant de Hall normal. Supposons que, pour tout p € m, M,/K ait un sous-groupe
pr-couvrant de Hall normal Sy /K. Alors, pour tout p € o, My /K a un unique sous-groupe
pt-couvrant de Hall U,. /K, lequel est contenu dans (S,. N M,)/K (proposition 4.4.14).
Comme U,. /K est normal dans M,/K pour tout p € o, le lemme 5.1.25 dit que M, /K
possede un sous-groupe o-couvrant de Hall normal. On en déduit que pour montrer que
H/K est un M-normalisateur de H/K, il suffit de montrer que, pour tout p € 7, M,,/K a un
sous-groupe pt-couvrant de Hall normal. Par (i), on peut supposer p # oo. Soient p € 7,
R/K un sous-groupe p-couvrant de Hall de M,,/K et U/V une section H/K-dj,.-minimale
de M,. Montrons que Ny (R) couvre U/V. On peut supposer U/V non couverte par R, donc
U/V est une p-section. De plus, comme p € P, U/V est centralisée par M, d’apres (ii), en
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particulier U/V normalise RV/V. Mais le théoréme 4.4.9 et I'argument de Frattini montrent
que Ngv(RV/V) = Ny(R)V/V, donc Ny(R) couvre U/V. On a prouvé que, M, /K a un
sous-groupe p-couvrant de Hall normal, ce qui finit la preuve de la proposition. [

5.2 Formations

Nous introduisons la notion de fonction de préformation f sur # C PT, puis nous
définissons les classes de groupes de la forme F(f) et F*(f) (définition 5.2.2). Ce sont des
analogues des classes de groupes étudiées dans la section 4 de [33] (lesquelles sont notées
F(f))- Nous étudions les liens entre F(f) et §*(f). Le résultat principal de la section donne
un critére pour que tout m-groupe dans F*(f) appartienne a F(f) (théoreme 5.2.12). Aussi,
nous cherchons & savoir si F(f) et F*(f) sont des formations (définition 5.2.14). Il s’avere
que F(f) est toujours une formation (proposition 5.2.26), mais pas F*(f) (exemple 5.2.27 et
proposition 5.2.29).

Définition 5.2.1. — On désignera par Dloc la classe des sections localement closes résolubles
des groupes de rang de Morley fini.

Soit © une sous-classe de Dloc. D est dite I-dj,.~close si, pour tout H/K € Dloc et pour
tout U sous-groupe localement clos de H, les trois conditions suivantes sont équivalentes :
()WUK/Ke®; (2 U/(UNK)eD; (3) UNK/K €D pour tout h € H.

Soit © une sous-classe I-djo.-close de Dloc. © est dite Q-dj,.~close si, pour tout H/ K € D
et tout U/K € Dloc sous-groupe normal de H/K, H/U € D.

Soit © une sous-classe de Dloc. D est dite S-djpe-close, si pour tout H/K € D, tout sous
groupe U/K € Dloc de H/K appartient ¢ D.

Dans toute la suite, R désignera une sous-classe de Dloc qui est S-djo.-close et Q-djoe-
close. Le corollaire 3.4.12 nous permet de supposer, pour les démonstrations, que les éléments
de R sont des sections localement closes de groupes de rang de Morley fini résolubles.

Définition 5.2.2. — Soient p € P, H/K € Dloc et € une classe de groupes. On note
Ch/k (€, p) lintersection des centralisateurs dans H/K des p-sections H/K-dj,.-minimales
U/V de H telles que Ag(U/V) € €. Si H/K n’a pas de telles sections, Cr (€, p) = H/K.
Soit C/K = Cyk(€,p). Alors on note Ay (€,p) = H/C.

Soit X une sous-classe Q-djoc-close de R. X est une (R, p)-préformation pour p € PT si,
pour tout H/K € R, Ap/k(X,p) € X.

Soient ™ un sous-ensemble non vide de Pt et f une application qui, o chaque p € T,
associe une (R, p)-préformation f(p) (on dit que f est une fonction de R-préformation sur
7). On note §(f) la classe des m-groupes H/K € R telle que Ag/x(R,p) € f(p) pour tout
pem.

Soient H/K € R, m un sous-ensemble non vide de PT, f une fonction de R-préformation
sur w, p € w et U/V une p-section H/K-djpc-minimale de H. On dit que U/V est une f-
section de H/K si Ag(U/V) € f(p). Un sous-groupe L/K € R de H/K est un sous-groupe
f-couvrant de H/K si L couvre toutes les f-sections de H/K. On note F*(f) la classe des
groupes H/K € R sans sous-groupe f-couvrant propre.

Remarque 5.2.3. — Soient 7 un sous-ensemble non vide de P*, f une fonction de R-
préformation sur 7w et H/K € R. Alors H/K € §(f) si et seulement si chaque section H/K-
djoc-minimale de H est une f-section. En particulier, le lemme 5.1.20 donne F(f) C F*(f).

Remarque 5.2.4. — Contrairement & [33], nous ne supposons pas les classes de groupes

considérées closes par isomorphismes. Nous les supposons seulement I-d;,.-closes.
Cependant, nous pouvons quand méme appliquer les résultats de [33] aux sections locale-

ment finies résolubles des groupes de rang de Morley fini. En effet, les résultats de [33] restent
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vrais si on remplace la condition “toutes les classes de groupes comsidérées sont closes par
isomorphismes” par : "un groupe de la forme UK/K appartient d une classe D de groupes
si et seulement s’il en est de méme pour U/(U N K)”.

Le lemme 5.2.5 constitue une remarque importante, puisque c’est grace a son existence,
que lon pourra appliquer les résultats de [33] & notre contexte.

Lemme 5.2.5. — Soient m un sous-ensemble non vide de PT et f une fonction de R-
préformation sur . Alors F*(f) NU=F(f) N4.

Preuve. — Par la remarque 5.2.3, on a §(f) N4 C F*(f) NU. Soit H/K € F*(f) N4l. Pour
tout p € 7 on note M,/K = Cy/k(f(p),p). Alors H/M, € f(p) pour tout p € m. Soient
M= (M,/K)per et M/K un M-normalisateur de H/K. D’apres le fait 5.1.10, M/K est un
sous-groupe f-couvrant de H/K. On en déduit M = H, en particulier H/K est un m-groupe
et, pour tout p € m, Ag/x(Dloc,p) € f(p). Ceci montre que H/K est un §(f)-groupe. [

Lemme 5.2.6. — Soit f une fonction de R-préformation sur 1 C PT. Alors F*(f) est Q-
djoc-close.

Preuve. — F*(f) est I-dj,.-close. Montrons que §*(f) est Q-djoc-close. Soient H/K € F*(f)
et M /K un sous-groupe normal de H/K dans Dloc. Soient L/M un sous-groupe f-couvrant
de H/M et U/V une f-section de H/K. Montrons que L couvre U/V. On peut supposer
UM # VM. Alors UM/VM est une f-section de H/M et UM = (LN UM)V. Ainsi
U={UNL)V et L couvre U/V. On en déduit que L/K est un sous-groupe f-couvrant de
H/K, donc L = H puisque H/K € §*(f). Ceci montre que H/M € §*(f) et que F*(f) est
Q-djpe-close. [

Nous nous intéresserons particulierement aux fonctions de R-préformations f sur 7 C
P pour lesquelles tout m-groupe dans §*(f) est un F(f)-groupe. Nous donnons un critere
permettant de reconnaitre certaines d’entre elles (théoreme 5.2.12).

Définition 5.2.7. — Soient f une fonction de R-préformation sur # C Pt et H/K € Dloc.
Le m-systeme My i (f) = (MpeoaCr/x (f(p),p))ocr de H/K est appelé f-systeme de H/K.

Lemme 5.2.8. — Soient f une fonction de R-préformation sur m C P+ et H/K € R. Alors
H/K € §*(f) si et seulement si les deux conditions suivantes sont réalisées :

(1) H/K est un My k(f)-normalisateur de H/K ;

(#i) si 0o € m, Ci(f(00),00) centralise les co-sections H /K -djo.-minimales de H.

Preuve. — Pour tout o C 7, on note M, /K = NpesCry/ i (f(p), p). Supposons H/K € F*(f).
D’apres le corollaire 5.1.14, tout My, g (f)-normalisateur de H/K est un sous-groupe f-
couvrant de H/K. Donc H/K est un My, g (f)-normalisateur de H/K et on peut supposer
oo € m. D’apres la proposition 5.1.23, H/K possede un My i (f)*-normalisateur N*/K.
H/K étant sans sous-groupe f-couvrant propre, on a H = N* et le corollaire 5.1.24 montre
que M, centralise les co-sections H/K-dj,.-minimales de H.

Réciproquement, supposons que H/K soit un Mgk (f)-normalisateur de H/K et que,
si 0o € 7, My, centralise les oo-sections H/K-dj,.-minimales de H. Alors H/K est un sous-
groupe m-couvrant de Hall de H/K. Soit L/K un sous-groupe f-couvrant de H/K. On va
montrer que L = H. Montrons d’abord que L/K est un sous-groupe oo-couvrant de H/K.
Si oo & m, alors H/K est localement fini et L/K est un sous-groupe oo-couvrant de H/K,
donc on peut supposer co € m. Comme M, centralise les oo-sections H/K-djo.-minimales
de H et comme H/My, € f(c0), L/K couvre toutes les oco-sections H/K-dj,.-minimales de
H et L/K est donc un sous-groupe oo-couvrant de H/K.

Soient p € P*, U/V une p-section H/K-dj,c-minimale de H et C/K = Cy/x(U/V).
Montrons que L couvre U/V. Ce qui préceéde permet de supposer p # oo. Comme L/K est
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un sous-groupe oo-couvrant de H/K et comme H/K est un sous-groupe m-couvrant de Hall
de H/K, le lemme 5.1.15 dit que L/K contient un 71-sous-groupe de Hall de H/K. Donc
le corollaire 3.2.6 (i) permet de supposer p € 7. Si M, < C alors, comme H/M, € f(p), on
a H/C € f(p) et U/V est une f-section de H/K, donc L couvre U/V. On va donc supposer
M, & C. Alors la proposition 5.1.26 dit qu'un sous-groupe oo-couvrant de Hall de H/K
couvre U/V. Mais le théoréme 4.4.9 donne 'existence d’un sous-groupe oo-couvrant de Hall
S/K de H/K contenu dans L/K. Par conjugaison des sous-groupe co-couvrants de Hall de
H/K (théoreme 4.4.9), S couvre U/V, donc L couvre U/V. On en déduit que L couvre
chaque p-section H/K-dj,.-minimale de H/K pour p € P*, donc L = H (lemme 5.1.20) et
H/K g (f). O

Proposition 5.2.9. — Soient f une fonction de R-préformation sur # C PT et H/K € R.
Alors HIK € §*(f) si et seulement si H/K n’a pas de sous-groupe T-couvrant propre et si,
pour tout p € T et toute p-section H/K-djo.-minimale U/V de H, (i) ou (ii) est vérifiée :
(i) UJV est une f-section;
(i) p € 7~ et un sous-groupe co-couvrant de Hall de H/K couvre U/V .

Preuve. — Tout sous-groupe m-couvrant de H/K est f-couvrant donc, si H/K € §F*(f),
H/K n’a pas de sous-groupe m-couvrant propre. Le lemme 5.2.8 dit que les co-sections H/ K-
djo.-minimales de H/K sont des f-sections. Aussi, le lemme 5.2.8 montre que H/K est un
Mk (f)-normalisateur de H/K, donc la proposition 5.1.26 montre que, si p € 7~, alors
toute p-section H/K-dj,-minimale de H vérifie (i) ou (ii).

Réciproquement, supposons que H/K n’ait pas de sous-groupe m-couvrant propre et que,
pour tout p € m, toute p-section H/K-dj,.-minimale de H vérifie (i) ou (ii). Soit R/K un
P-sous-groupe de Hall de C/K = Cpk(f(o0),00). Montrons que No(R) couvre chaque p-
section H/K-dj,.-minimale de C pour tout p € P*. Soit U/V une telle section. Si p # oo, le
corollaire 3.2.6 (i7) dit que R couvre U/V, donc N¢(R) couvre U/V. Donc on peut supposer
p = oo. Le théoréme 3.2.5 et 'argument de Frattini donnent N¢ /v (RV/V) = Nc(R)V/V.
Mais U/V est centralisée par C/K d’apres (i), donc No(R) couvre U/V.

Montrons que H/K appartient & §*(f). No(R) est localement clos d’apres le corollaire
5.1.4. Donc, par le lemme 5.1.20 et par ce qui précede, C' normalise R. Alors la proposition
5.1.26 dit que H/K est un My (f)-normalisateur de H/K. Le lemme 5.2.8 permet de
conclure. [

Lemme 5.2.10. — Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble, H un sous-groupe
définissable et connexe de G qui normalise une section H-dj,.-minimale finie U/V de G.

Alors H centralise U/V .

Preuve. — Le fait 1.2.6 montre que [H,U] et [H,V] sont des sous-groupes définissables
et connexes. En particulier, [H,U] est contenu dans U~ et [H,V] est contenu dans V.
On peut donc supposer U~ & V, ce qui donne U/V = U~V/V puisque U/V est H-djoc-
minimale. Quitte & considérer U~ /(U™ NV) au lieu de U/V, on peut supposer U définissable
et connexe. Alors H centralise un sous-groupe d’indice fini de la section définissable U/V ™.
Donc H centralise U/V ~, et on peut conclure. [

Proposition 5.2.11. — Si f est une fonction de R-préformation sur m1 C Pt et si H/K est
un §*(f)-groupe, si il existe U/V une p-section H/K -djoc.-minimale de H (p € P) couverte
par un sous-groupe oo-couvrant de Hall de H/ K, alors on a 0o € m et Ag(U/V) € f(o00).

Preuve. — Montrons co € 7. Comme un sous-groupe oo-couvrant de Hall de H/K couvre
U/V, H/K possede un sous-groupe oco-couvrant de Hall non trivial. Alors H/K posséde un
élément d’ordre infini. Si S/K désigne un P-sous-groupe de Hall de H/K, le corollaire 3.2.6
(44) dit que S couvre toutes les sections localement finies H/K-djoc-minimales de H. Comme
on a H/K € §*(f) et comme H/K posséde un élément d’ordre infini, S/K ne couvre pas
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toutes les f-sections de H/K. Donc H/K posséde une f-section sans torsion, ce qui prouve
oo €.

Montrons Ay (U/V) € f(o0). On suppose le contraire. Soient C/K = Cp i (f(00),00),
R/K un sous-groupe oo-couvrant de Hall de H/K qui couvre U/V et Ry/K un sous-groupe
pt-couvrant de Hall de H/K qui contient R/K (Ry/K existe d’aprés les lemmes 4.4.6 et
4.4.15). D’apres la proposition 4.4.14, Ry/K N C/K contient un unique sous-groupe p=-
couvrant de Hall R§/K de C/K. En particulier, Ry normalise R}/K et Ng(Rf) couvre
U/V. Comme C ne centralise pas U/V puisque Ay (U/V) & f(00), le lemme 5.1.19 dit que
U/V est fini. En particulier (CR)" centralise U/V (lemme 5.2.10).

Soit U;/V une section CR/K-dj,-minimale contenue dans U/V. Montrons que CR
centralise U;/V. R/K est un sous-groupe oo-couvrant de Hall de R/K (lemme 4.4.6),
donc R = RTK puisque R/RTK est localement fini. Alors R/K est un sous-groupe oo-
couvrant de Hall de (CR)" K/K (corollaire 4.4.11). Par I'argument de Frattini et par conju-
gaison des sous-groupes oo-couvrants de Hall de (CR)*K/K (théoréme 4.4.9), on obtient
CR = (CR)"N¢gr(R). Notons N = Neg(R) et montrons que N centralise Uy/V. Soit
(L;)i<a (o ordinal) une suite croissante de sous-groupes localement clos de R normalisés par
N avec Ly = K, Ly, = R, Liy1/L; est N-djp,.-minimale pour tout ¢ < o et Lg = U;j<gL;
pour tout ordinal limite 8 < «. De plus, on construit cette suite de telle facon que, si L;
évite Uy /V et si il existe une section N-dj,.-minimale M/L; de R avec M qui évite Uy /V,
alors L; ;1 évite U1 /V. Alors il existe un plus petit ordinal j tel que L; n’évite pas Uy /V. j
est nécessairement un ordinal successeur et il existe k < a avec j = k + 1. Ly est un sous-
groupe localement clos de R maximal parmis ceux qui évitent Uy /V et qui sont normalisés
par N. Comme (CR)™ centralise U/V et comme CR = (CR)TN, U1 /V est N-dj,.-minimal.
Donc tout sous-groupe localement clos de R qui est normalisé par N et qui contient stric-
tement Ly couvre U;/V. Comme R/K est un sous-groupe oco-couvrant de Hall de R/K, il
existe un P*-sous-groupe maximal 7' de R tel que R = TK (théoréme 4.4.9 (ii)). T" étant
sans torsion (proposition 2.7.9), R'Ly /Ly est aussi sans torsion, donc R'Lj ne couvre pas
U1/V dou R' < Ly. Ainsi R/Lj est abélien. Soient W/Lj le plus grand sous-groupe de
torsion de R/Lg. Comme R = RYK = RT Ly, R/Lj n’est pas localement fini et W < R.
C centralise chaque oo-section H/K-dj,.-minimale de H (lemme 5.2.8) donc, en particulier,
N¢(R) centralise chaque oo-section N/K-djo.-minimale de R et on a Cr/w(Nc(R)) # 1.
Comme N = Ng(R)R et comme R/W est abélien, on en déduit Cr/w (N) # 1. Notons
X/W = Cgrw(N). Pour tout g € N/Ly, on note

adg: X/L, — W/Ly

z —  [7.9]

C’est un homomorphisme de groupe et Imadg est localement fini pour tout g € N/Ly, donc
(X/Ly)/Cx/1, (N) est localement fini et Cx/r, (N) # 1. Par maximalité de Ly, Cx/r, (V)
couvre Uy /V, donc N < Cy(Uy/V) et CR centralise Uy /V.

On a montré Cy,y(C) # 1, donc C centralise U/V par minimalité de U/V, ce qui est
contradictoire. [

Théoréme 5.2.12. — Soient f une fonction de R-préformation surm C P+ et H/K € F*(f).
Si 0o € 7, on suppose que H/K wvérifie

Pour tout p € P et toute p-section H/K-dj,.-minimale U/V de H couverte par un
(¥)  sous-groupe co-couvrant de Hall de H/K, si on a Ag(U/V) € f(0), alors p € 7
et Ap(U/V) € f(p).

Alors HIK € §(f).

Preuve. — On peut supposer co € 7. Soient p € P et U/V une p-section H/K-dj,.-minimale
de H. Montrons que U/V est une f-section. On suppose le contraire. Montrons d’abord que
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U/V est couverte par un sous-groupe oo-couvrant de Hall de H/K. Sip € 7, le lemme 5.1.15
dit que U/V est couverte par un sous-groupe oo-couvrant de Hall de H/K. Sinon, on a
p € m et, comme H/K est un §*(f)-groupe, la proposition 5.2.9 (i7) dit qu'un sous-groupe
oo-couvrant de Hall de H/K couvre U/V.

La proposition 5.2.11 donne Ay (U/V) € f(o0), et on obtient p € w et Ay (U/V) € f(p)
d’apres (x). Donc U/V est une f-section, ce qui est contradictoire. [

Corollaire 5.2.13. - Soit f une fonction de R-préformation sur # C PT. Si oo € , on
suppose f(00) C Nperf(p). Alors F(f) est la classe des mw-groupes appartenant o F*(f).

Preuve. — La remarque 5.2.3 dit que §(f) est contenu dans §*(f). Donc il suffit de montrer
que tout m-groupe appartenant & §*(f) est un §(f)-groupe. Or, si H/K est un tel groupe,
alors H/K vérifie la propriété (x) du théoréme 5.2.12, dott H/K € §(f). O

Définition 5.2.14. — Une sous-classe © de Dloc est dite R-dj,.-close si, pour tout H/K €
Dloc et toute famille (U;/K)icr1 de Dloc-sous-groupe normauz de H/K avec H/U; € ® pour
touti € I, ona H/ Nic U; €D.

Une sous-classe R-dj,.-close de R est appelée une R-formation.

Par exemple, la proposition 3.5.14 montre que la classe des sections localement closes et lo-
calement nilpotentes est une Dloc-formation. Nous allons généraliser ce résultat en montrant
que, si f est une fonction de R-préformation sur # C PT, alors F(f) est une R-formation
(proposition 5.2.26). La preuve utilise la proposition 5.2.23, qui est un analogue au fait sui-
vant :

Fait 5.2.15. — ([33], th. 3.8, Gardiner, Hartley, Tomkinson) Soient p € P, G un
groupe localement fini et localement résoluble et Op ,(G)/Oy (G) = O,(G/Oy (G)). Alors
on a Op ,(G) = C ou C désigne Uintersection des centralisateurs des p-sections minimales
normales de G.

Définition 5.2.16. — Soient G un groupe et N un sous-groupe normal de G. Si N est
hypercentral, on note Hz(N) = (U <G : N < Z(U)).

Lemme 5.2.17. - Soient H/K € Dloc et L/K un Dloc-sous-groupe normal de H/K. On
suppose L/K localement nilpotent. Alors Hyr(L/K) est égal a lintersection des centra-
lisateurs dans H/K des sections H/K-dj,.-minimales de L. De plus, Hy/x(L/K) est un
Dloc-sous-groupe normal de H/K contenant L/K, et on a L/K < Zoo(Hp x(L/K)).

Preuve. — On note C/K lintersection des centralisateurs dans H/K des sections H/K-
djoe-minimales de L. Montrons que Hp i (L/K) est contenu dans C/K. Soient U/K un
sous-groupe normal de H/K avec L/K < Z,(U/K) et A/B une section H/K-dj,.-minimale
de L. Comme L/K est hypercentral dans U/K, A/B est hypercentral dans U/B et on a
Ca/B(U/B) # 1. Mais C4,p(U/B) est un Dloc-sous-groupe de H/B (proposition 3.1.33), et
Ca/B(U/B) est normal dans H/B. Donc, par minimalité de A/B, U centralise A/B et on
en déduit que Hp g (L/K) est contenu dans C/K.

Montrons que C/K est un Dloc-sous-groupe normal de H/K contenant L/K. Comme
L/K est normal dans H/K, C/K est normal dans H/K. Comme L/K est hypercentral
(proposition 3.4.18), Hy/k(L/K) contient L/K, d’on L/K < C/K. Aussi, la proposition
3.1.33 dit que C/K est une section localement close.

Il reste & montrer que L/K est un sous-groupe hypercentral de C'/K. En effet, on aura
donc C/K < Hy)x(L/K), dot C/K = Hy/x(L/K) et L/K < Zoo(Hp/k(L/K)). D’apres
la proposition 3.5.7 il existe un ordinal « et une suite croissante (A;/K)i<o de Dloc-sous-
groupes de H/K tels que Ag/K =1, Ay, = L, A;+1/A; soit H/K-dj,.-minimale, pour tout
i < « et, pour tout i < « ordinal limite, A; = Uj<i A;. Alors C/K centralise A;11/A; pour
tout ¢ < «, et on obtient L/K < Z,(C/K). On a prouvé le résultat. O
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Lemme 5.2.18. — Soit G un groupe résoluble avec HP(G) groupe hypercentral. Alors on a
Hq(HP(G)) = HP(G).

Preuve. — Comme HP(G) est hypercentral, on a HP(G) < Hg(HP(QG)), et il suffit de prou-
ver 'inclusion inverse. Soit U un sous-groupe normal de G avec HP(G) < Zo.(U). Comme
G est résoluble, il existe un plus petit entier k tel que U**1D) soit contenu dans HP(G).
D’apres le choix de U on a HP(G) < Zoo (UM HP(Q)) et, comme UX HP(G)/HP(G) est
abélien, U®) HP(G) est hypercentral. Donc U®*) HP(G) est localement nilpotent d’apres les
faits 1.5.2 et 1.5.3. On en déduit que HP(G) contient U®*) ce qui prouve que k = 0 et
U< HP(G),don Hz(HP(G)) < HP(G). O

Définition 5.2.19. — Soient 1 C P, H/K € Dloc et U/K un sous-groupe de H/K. On dit
quun U/K est un 7 -sous-groupe de H/K si U/K ne posséde pas de m*-élément.

Par exemple, le pur groupe C* est un P#-groupe.

Remarque 5.2.20. - Un m-sous-groupe d’un Dloc-groupe est un 7#-sous-groupe et, réciproquement,
un 7#-sous-groupe localement fini est un 7-sous-groupe. Aussi, si on a co € 7, un 7#-sous-
groupe est la méme chose qu'un m-sous-groupe.

Lemme 5.2.21. - Soient H/K € Dloc, 1 C P et U/K un Dloc-sous-groupe localement
nilpotent et normal de H/K. On suppose que U/K est un 7% -groupe. Alors UT K~ /K~
est abélien et divisible et, si R/K est le m-sous-groupe de Hall de U/K, Cy/x(R/K) =

Cu/x(U/K).

Preuve. — Quitte & quotienter H par K, on peut supposer K~ = 1, en particulier Ut
centralise K d’apres le fait 1.2.6. Comme on a m C P et comme U/K est un 77 groupe, R/ K
est I'unique P-sous-groupe de Hall de U/K. La proposition 3.3.6 dit que U™ est nilpotent
et divisible et que U = U * R. Alors (U™)’ est sans torsion d’apres le fait 1.3.13 et, comme
(UT)" est définissable et connexe (fait 1.2.6), (UT)' K/K est un oo-sous-groupe de U/K.
Comme U/K est un 7#-groupe, on obtient (U+)’ < K. On en déduit que (U™')’ est contenu
dans K~ = 1, ce qui montre que U™ est abélien.

Montrons que Cp/x(R/K) = Cy/x(U/K). Soient C/K = Cp/x(R/K), c € C et C sa
classe modulo K. Notons

ad: UYK/K — U'K/K

U — [¢, 1)

Alors ad est un homomorphisme définissable de groupes puisque U™ est abélien. On a donc
(UTK/K)/Ker(ad) = [c,UT]K/K. Mais R/K contient toute la torsion de U/K et, comme
¢ centralise R/K, on en déduit que Ker(ad) = Cy+x/x(C) contient toute la torsion de
UTK/K. Alors (UTK/K)/Ker(ad) et [¢c,UT]K/K sont sans torsion. Comme [c,U™] est
définissable et connexe (fait 1.2.6), on obtient [c, UT]K/K = 1 puisque U/K est un 7#-
groupe. On a prouvé que ¢ centralise UM K/K, d’ot Cy/x(R/K) = Cy/(U/K). O

Lemme 5.2.22. — Soient 1 C PT, H/K € Dloc, O/K = O, .(H/K) et P/O le n-sous-
groupe de Hall de HP(H/O). Alors Hy /o (P/O) est un 7% -sous-groupe nilpotent-par-fini de
H/O.

Preuve. — Notons U/O = HP(H/O). Montrons que U/O est une section localement
close hypercentrale et nilpotente-par-finie, et que U/O est un 7#-groupe. Le corollaire 4.1.26
dit que O est un sous-groupe localement clos, et le corollaire 3.3.3 et la proposition 4.1.12
montrent que U/O est une section localement close. Aussi, la proposition 3.4.18 dit que U/O
est hypercentrale et nilpotente-par-finie. Comme on a O/K = O, (H/K), H/O n’a pas de
m--sous-groupe normal, et la proposition 4.1.12 montre que U/O est un n#-groupe.
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Supposons co € m. Alors U/O est un w-groupe (remarque 5.2.20), et on obtient P/O =
U/O. Donc le lemme 5.2.18 donne Hy /0 (P/O) = U/O, et Hy /o (P/O) est bien un n#-sous-
groupe nilpotent-par-fini de H/O. On peut donc supposer oo & .

Quitte a quotienter H par O™, on peut supposer O~ = 1. Donc tous les sous-groupes
normaux et quasiunipotents de H sont des 7-groupes. Notons L/O = Hy;o(P/O). L contient
U puisque U/O est hypercentral. On va montrer que L/O est nilpotent-par-fini. Comme
[L°, U] est quasiunipotent d’apres le fait 1.2.6 et la proposition 2.7.9, [L°, U] est un -
groupe, et on obtient [L°, U] < P. La proposition 3.3.6 donne U = UT x P. Comme on a
P/O < Z(L/O) (lemme 5.2.17), on en déduit que U/O est contenu dans Z,,(L°U/O). On
a prouvé que Hp o (U/O) contient L°O/O. Alors le lemme 5.2.18 dit que L° est contenu
dans U. Comme U/Q est nilpotent-par-fini, on en déduit que L/O est nilpotent-par-fini.

Il reste & montrer que L/O est un 7% -sous-groupe de H/O. Comme U/O est un 77-
groupe, il suffit de montrer que L/U est un m-groupe. Supposons le contraire. Comme L/O
est nilpotent-par-fini, L/U est fini et L/U contient un n’-élément non trivial z. Alors (z) P/O
est hypercentral puisqu'on a P/O < Z(L/O) (lemme 5.2.17). Donc (z) P/O est localement
nilpotent d’apres les faits 1.5.2 et 1.5.3. Comme P/O est un m-groupe et comme (z)O/O
est un 7'-élément, on en déduit que (2)O/O centralise PO/O. Or on a Cpg /i (P/O) =
Ch/k(U/O) d’apres le lemme 5.2.21, donc (Z)O/O centralise U/O. Alors le lemme 5.2.18
donne z € U/O, ce qui contredit le choix de z. O

Nous obtenons un analogue au fait 5.2.15 :

Proposition 5.2.23. — Soient p € P*, H/K € Dloc, C/K = Cyi(Dloc,p), O/K =
O, (H/K) et F/O = F(H/O). Alors on a C/F = O,(H/F) et C/F est fini.

Preuve. — Notons U/O = HP(H/O) et V/U = O,(H/U). Montrons que C contient V.
Soit A/B une p-section H/K-dj,.-minimale de H. Si V ne couvre pas A/B, alors V évite
A/B et on obtient [V, A]B/B < (VN A)B/B = 1. Donc on peut supposer que V couvre
A/B. Alors, comme O évite A/B puisque O/K est un pt-groupe, (AN V)O/(B N V)O
est une p-section H/O-djoe-minimale de V. Si V' centralise (A NV)O/(B N V)O, alors on
a[A,VIB/B =[ANV,VIB/B < OB/BNA/B =1 et V centralise A/B. Donc on peut
supposer A/B = (ANV)O/(BNV)O. U/O étant hypercentral (proposition 3.4.18), on
a Ca/p(U) # 1. Comme A/B est une section H/O-dj,.-minimale, la proposition 3.1.33
montre que U centralise A/B. Soit R/B un p-sous-groupe de Sylow de V/B. Alors R/B
est hypercentral (proposition 3.5.7), et on a donc Cy,p(R) # 1. Comme le corollaire 3.2.6
(it) donne V' = UR et comme U centralise A/B, on obtient Cy,5(V) = Ca/p(R) # 1.
Par H/O-dj,.-minimalité de A/B, on en déduit que V centralise A/B. Ceci prouve que C
contient V.

On note L/O = Hy;0(P/O) et P/O le p-sous-groupe de Sylow de U/O. Montrons les
égalités L=V = C. On a P <V < C et la proposition 3.5.7 montre que P/O est contenu
dans U'hypercentre de C/O. Donc L contient C. Montrons l'inclusion inverse. Le lemme
5.2.22 dit que L/O est un p#-groupe nilpotent-par-fini, donc L/U est un p-groupe fini. En
particulier, L est contenu dans V' < C. On a donc bien L =V = C et, de plus, C/O est un
p#-groupe nilpotent-par-fini.

Comme on a F < U, V/F contient O,(H/F). Donc C contient F et C'/F contient
O,(H/F). Réciproquement, comme C/O contient F/O = F(H/O), on a F(C/O) = F/O.
Mais, C'/O étant nilpotent-par-fini, F(C/O) est d’indice fini dans C/O et C/F est fini.
Comme C/O est un p*-groupe, on en déduit que C/F est un p-groupe. Donc on a bien
C/F <O,(H/F). O

Lemme 5.2.24. — Soit 1 C P*. Alors la classe des Dloc-groupes qui sont des m-groupes est
une Dloc-formation.
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Preuve. — Soit H/K un Dloc-groupe avec une famille (U;/K);c; de Dloc-sous-groupes
normaux tels que H/U; soit un w-groupe pour tout i € I. Montrons que H/ N;cr U; est un
m-groupe. On peut supposer K = N;c;U;. Il faut donc montrer que H/K ne possede pas
d’élément non trivial d’ordre p pour p € 7. Supposons qu’il existe p € 7+ et un élément
non trivial A d’ordre p de H/K. Si p = oo, alors H/U; est localement fini pour tout i € I et,
donc, on a HT < U; pour tout ¢ € I. En particulier K contient H et H/K est localement
fini. Ceci est contradictoire et on a p # co. Mais il existe ¢ € I tel que U;/K ne contienne
pas h. Donc H/U; posséde un élément non trivial d’ordre p, ce qui contredit le fait que H/U;
soit un m-groupe. Ceci finit la preuve du lemme. O

Lemme 5.2.25. - Soit p € P*. Alors la classe des Dloc-groupes H/K tels que H/K =
Ch/k(Dloc,p) est une Dloc-formation.

Preuve. — Soit H/K un Dloc-groupe avec une famille (U;/K);c; de Dloc-sous-groupes
normaux tels qu’on ait H/U; = Cyy, (Dloc,p) pour tout i € I. On note L = N;crU;. Mon-
trons que H/L = Cp /1 (Dloc, p). On note A/ K 'intersection des Dloc-sous-groupes normaux
H,/K de H/K tel que H/H; soit un p-groupe, B/K = (A/K)" et C/K Dintersection des
Dloc-sous-groupes normaux By /K de B/K tel que B/B; soit un p-groupe.

Montrons que H/C = Cg/c(Dloc,p). Le lemme 5.2.24 dit que H/A est un p-groupe et
que B/C est un p-groupe. Aussi, A/B est nilpotent d’aprés la proposition 3.5.12. Donc la
proposition 5.2.23 montre que H/C = Cy/c(Dloc, p). En particulier C' contient L.

Il suffit donc de montrer que L contient C'. Soit i € I. Alors on a H/U; = Cyy,(Dloc, p).
On note O/U; = O, (H/U;) et F/O = F(H/O). La proposition 5.2.23 dit que H/F est un p-
groupe, et A est contenu dans F. Mais F'/O est nilpotent (corollaire 3.4.20), donc A/(ANO)
aussi, et B est contenu dans @. Comme O/U; est un p-groupe, on en déduit que C est
contenu dans U;. Ceci prouve que L contient C', d’ou le résultat. [I

Nous pouvons alors prouver que, si f est une fonction de SR-préformation sur # C P+,
alors §(f) est une R-formation. Un résultat identique a été prouvé dans le contexte des
$l-groupes ([33], lemme 4.2), et les preuves sont similaires.

Proposition 5.2.26. — Si f est une fonction de R-préformation sur m C PT, alors F(f) est
une R-formation.

Preuve. — Soit H/K un R-groupe avec une famille (U;/K);c; de Dloc-sous-groupes nor-
maux tels qu'on ait H/U; € F(f) pour tout i € I. On note L = N;e;U;. 1l faut montrer
que H/L est un §(f)-groupe. Le lemme 5.2.24 montre que H/L est un m-groupe. Soient
p € met C/L = Cyy(f(p),p). Alors H/C est un f(p)-groupe. Mais, pour tout i € I,
toutes les p-sections H/U;-dj,.-minimales de H sont des f-sections puisque H/U; est un
§(f)-groupe. Donc on a CU;/U; < Cgyy,(R,p) pour tout i € I. En particulier, CU;/U;
centralise toutes ses p-sections CU; /U;-djo.-minimales et il en est de méme pour C/(C'NT;).
Alors on a C/(C NU;) = Ceycnu,)(Ploc,p) pour tout i € I. On déduit de ceci et du
lemme 5.2.25 que C/L = Cgyr(Dloc,p). On note O/L = O,.(H/L), F/O = F(H/O)
et P/F = Oy(H/F). La proposition 5.2.23 montre que C est contenu dans P puisque
C/L = C¢,r(Dloc,p), et que P/L = Cy/r(Dloc,p) = Cp/r(R,p). Comme Cg,1,(Dloc, p)
est contenu dans C/L = Cy/(f(p),p), on a C = P et Ay, (R,p) = H/C € f(p). On a
prouvé que H/L est un §(f)-groupe. O

La R-formation §(f) sera appelée R-formation saturée définie par f.
L’exemple 5.2.27 montre qu'en général, les classes de groupes de la forme §*(f) ne sont
pas des R-formations.

Exemple 5.2.27. — On considére le pur groupe C* et ' un groupe isomorphe a un sous-
groupe fini de C*. On note m = {oo} et G = C* x F. G posséde un sous-groupe U du méme
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ordre que F qui intersecte trivialement C* U F'. Si f est une fonction de Dloc-préformation
sur 7, alors G/F et G/U sont des §*(f)-groupes. Pourtant, G(= G/(F NU)) n’est pas un
§*(f)-groupe. Donc §*(f) n’est pas une Dloc-formation.

Il s’avere que l'exemple 5.2.27 est générique. En effet, pour chaque fonction de Dloc-
préformation f avec F*(f) # F(f), on peut construire un Dloc-groupe H/K qui n’est pas
un §*(f)-groupe avec deux Dloc-sous-groupes normaux Li/K et Lo/K qui s’intersectent
trivialement et tels que H/Lq et H/Ly soient des §*(f)-groupes (proposition 5.2.29).

Lemme 5.2.28. — Soient f une fonction de R-préformation surm C P et H/K € F*(f). Si
R/K est un sous-groupe co-couvrant de Hall de H/ K, alors Ng(R)/K est un §*(f)-groupe.

Preuve. — On peut supposer co € 7. Comme Ny (R)/K est un Dloc-sous-groupe de H/K
(corollaire 5.1.5), Ng(R)/K est un fR-groupe. Montrons que Ny(R)/K n’a pas de sous-
groupe w-couvrant propre. Soit Rg/K un sous-groupe w-couvrant de Ny (R)/K. Comme
o0 €7, (RgN R)/K est un sous-groupe oco-couvrant de R/K (proposition 4.4.14). R/K n’a
pas de sous-groupe oo-couvrant propre (lemme 4.4.6). Donc Ry contient R. Mais H/K n’a
pas de sous-groupe m-couvrant propre puisque H/K € F*(f). Le lemme 5.1.15 dit que R/K
contient un 7+-sous-groupe de Hall S/K de H/K. Alors S/K est un m*-sous-groupe de Hall
de Ng(R)/K et tout 71-élément de Ny (R)/K est dans R/K. On en déduit que Ny (R)/R
est un m-groupe et Ny (R) = RoR = Ry. Ceci prouve que Ny (R)/K n’a pas de sous-groupe
m-couvrant propre.

Soient p € w et U/V une p-section Ny (R)/K-djo.-minimal de Ny (R). On suppose que
soit p € 7, soit U/V n’est pas couverte par R. D’aprés la proposition 5.2.9, il suffit de
montrer que U/V est une f-section. Comme U/V n’est pas couverte par R, on peut supposer
R <V puisque U/V x Ag(U/V) et UR/VR x Ag(UR/V R) sont isomorphes. Mais il existe
une section H/K-dj,.-minimale Uy /V; de H telle que Vy évite U/V et Uy n’évite pas U/V.
Par minimalité de U/V, Uy couvre U/V. Supposons que U;/V; ne soit pas une f-section
de H/K. La proposition 5.2.9 dit qu’on a p € 7~ et, par conjugaison des sous-groupes oo-
couvrants de Hall de H/K (théoréme 4.4.9), R couvre U;/V;. Alors on a Uy = (U; N R)W;
et, comme V contient R, on obtient Uy = (Uy NV)Vy. Ainsi, U = (UNU,)V =({UNV)V et
Vi couvre U/V, ce qui est contradictoire. Donc Uy /V; est une f-section.

Le théoreme 4.4.9 (i) et le fait 4.4.2 donnent H+ = Q(H*)R. Par 'argument de Frattini,
on obtient H = Q(H )Ny (R). Comme Q(H™) centralise U; /V7, on en déduit Cy (U /V1) =
Q(H")CnN,(r)(Ur/V1). Mais U1 /Vy est une f-section et H/Cy(Uy/V1) est un f(p)-groupe.
Donc Ng(R)/Cny(ry(Ur/V1) est un f(p)-groupe. On a Cy, gy (U1/V1) < Cny(r)(U/V)
puisque U; couvre U/V et Vi évite U/V. Donc Ag(U/V') est un f(p)-groupe et U/V est une
f-section de Ny (R)/K. O

Proposition 5.2.29. - Si f est une fonction de Dloc-préformation sur m C PT, alors F*(f)
est une Dloc-formation si et seulement si F*(f) = F(f).

Preuve. — Si §*(f) = §(f), la proposition 5.2.26 dit que F*(f) est une Dloc-préformation.
Réciproquement, supposons §*(f) # §(f). La remarque 5.2.3 dit qu’il existe un §*(f)-groupe
H/K quin’est pas un §(f)-groupe. Le théoréme 5.2.12 montre qu’on a co € 7, qu'il existe p €
P et L/M une p-section H/K-dj,.-minimale de H couverte par un sous-groupe oo-couvrant
de Hall R/K de H/K, et qu’on a soit p & , soit Ag(L/M) € f(oo) \ f(p). Montrons qu’on
peut supposer H = Ny (R). La proposition 5.2.28 dit que Ny (R)/K est un §*(f)-groupe.
D’aprés le corollaire 4.4.11, R/K est un sous-groupe oo-couvrant de Hall de Ny (R)/K.
11 reste & montrer que Ny (R)/K n’est pas un F(f)-groupe. Comme R couvre L/M, on a
NL(R)/Npy(R) # 1. Le théoreme 4.4.9 (i7) et le fait 4.4.2 donnent H*K = Q(H1)R. Par
l'argument de Frattini et le théoréme 4.4.9, H = Q(H")Ng(R). Comme Q(H™) centralise
L/M et comme H = Q(H")Ng(R), NL(R)/Na(R) est une section Ny (R)/K-djoc-minimale.
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Sip & m, Np(R)/Ny(R) n’est pas une f-section et Ny (R)/K n’est pas un §(f)-groupe. Donc
on peut supposer Ay (L/M) € f(c)\ f(p). Comme on a

Cu(L/M) = Q(H")Cny ) (L/M) = Q(H")Cy,, (1)(NL(R) /Ny (R)),

on obtient Ay, (r)(NL(R)/Na(R)) € f(o0)\ f(p) et NL(R)/Na(R) n’est pas une f-section.
Ceci prouve que Ny (R)/K n’est pas un §(f)-groupe et on peut supposer H = Ny (R).

Comme R/K n’a pas de sous-groupe co-couvrant propre (lemme 4.4.6) et comme R/RTK
est localement fini, on a R = RTK. La proposition 2.7.9 dit que R'K/K est sans torsion
et le lemme 3.1.25 dit que R'K/K est un Dloc-groupe. Alors LR'/M R’ est une p-section
H/R'K-dj,-minimale de H et on a Cy(LR'/MR') = Cy(L/M). Ainsi, on a soit p & , soit
Ag(LR'/MR') € f(c0) \ f(p) et R/R'K n’est pas un §(f)-groupe. On peut donc supposer
R/K abélien. De plus, on a H/M € F*(f) \ §(f) et on peut supposer K = M.

Soient D; et Dy deux groupes définissablement isomorphes & d(H) et ¢1 et ¢o les iso-
morphismes de d(H) sur D; et Do respectivement. Soit Gy = (Dy x Dy) x d(H) ou d(H)
agit sur Dy x Do par conjugaison et, pour tout u € d(H) et (¢1(u1),d2(uz)) € Dy X Do,
(P1(u1), pa(u2))* = (P1(uy), p2(uy)). Alors Gy est un groupe de rang de Morley fini. On
note HO = (¢1(K> X ¢2(K)) X I‘I7 R() = (¢1(K) X d)g(R)) X K, L() = (¢1(L) X d)g(K)) X K,
K, = (¢1(K> X ¢2(K)) x K, H = LoRyHy et L, = {(¢1(l),(b2(l),k) :le Lk e K}
Lo/K; et Ly/K; sont des Dloc-sous-groupes normaux de H;/K; qui s’intersectent triviale-
ment. Ly/K; est une section Hi/K1-djo-minimale de Hy et Lo/K; n’est pas une f-section
de H1/K;. Alors RyoHy/K; est un sous-groupe f-couvrant propre de Hy/K; et Hy/K; n’est
pas un §*(f)-groupe.

Montrons que RoHy/ K est un §*(f)-groupe. D’apres la proposition 5.2.9, les co-sections
H/K-dj,.-minimales de H sont des f-sections de H/K. Donc les co-sections RoHo/K1-djoe-
minimales de RyHy sont des f-sections de RyHy/K;. Soit Fy/ K7 un sous-groupe f-couvrant
de RoHy/K. Alors Fy couvre RoHy/Ro(=2 H/K € §*(f)). Soit Uy /Vi = ¢2(U)/p2(V') une
oo-section RoHo/Ki-djoc-minimale de Ry/K;. Ro/K; étant abélien, on a Ag,p,(U1/V1) =
HoRy/Cr, (Ui /V1)Ry = H/Cy(U/V), et Aryr,(U1/V1) est un f(oo)-groupe. En particulier,
toutes les oco-sections RoHg/K1-djoc-minimales de Ro/K; sont des f-sections de RoHy/Kj.
Comme R/K n’a pas de sous-groupe oco-couvrant propre (lemme 4.4.6), Ry/K; n’a pas de
sous-groupe oo-couvrant propre. On en déduit que Fj contient Ry, d’ou Fy = RoHy et
RoHy/K; est un §*(f)-groupe.

Comme RyHy couvre Hy /Lo et Hy/L1, Hi/Lo et Hy/Ly sont des §*(f)-groupes. Mais
ona Lyg/KyNLi/Ky =1 et, pourtant, H;/K; n’est pas un §*(f)-groupe. Donc F*(f) n’est
pas une Dloc-formation. [

5.3 Projecteurs

Dans cette section, nous montrons le théoreme principal de la théorie des formations des
sections localement closes résolubles (théoréme 5.3.14). Il concerne I'existence et la conjugai-
son des projecteurs (définition 5.3.7).

Lemme 5.3.1. — Soient f une fonction de R-préformation sur 1 C Pt, H/K € R et
A/K une section localement close et normale de H telle que H/A € F*(f). Si D/K est un
sous-groupe f-couvrant de H/K, alors H = AD.

Preuve. — Soit U/V une f-section de H/A. Alors U/V est aussi une f-section de H/K, et
U/V est couverte par D. On en déduit que DA/A est un sous-groupe f-couvrant de H/A,
d’ou le résultat. [

Lemme 5.3.2. — Soient H/ K une section localement close d’un groupe de rang de Morley fini
résoluble, A/K une section localement close, abélienne et normale de H, D/K une section
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localement close de H telle que H = AD, o C P*, R,/K un sous-groupe o-couvrant de
Hall de D/K et S, /K le sous-groupe o-couvrant de Hall de AJK. Alors RyS,/K est un
sous-groupe o-couvrant de Hall de H/ K.

Preuve. — Soit U/V une o-section normale et localement close de H/K. (UND)/(UNV AN
D) est une o-section normale de D/K, donc R, couvre (UND)/(UNVAND) et, comme D
couvre U/(UNV A), R, couvre U/(UNV A). Aussi, (UNA)/(VNA) est une o-section de A,
donc S, couvre (UNA)/(VNA), ce qui montre que S, couvre (UNV A)/V. On en déduit que
R,;S, couvre U/V, donc R,S,/K est un sous-groupe o-couvrant de H/K. Soit U,/K un
sous-groupe o-couvrant de Hall de H/K contenu dans RS, /K (U,/K existe par le théoreme
4.4.9). Alors (U, N A)/K contient un sous-groupe o-couvrant de Hall de A/K (proposition
4.4.14), et on a S, < U,. U, /K est un sous-groupe o-couvrant de Hall de DS, /K (corollaire
4.4.11). Donc U, /S, est un sous-groupe o-couvrant de Hall de DS, /S, (corollaire 4.4.10).
Mais, d’apres le corollaire 4.4.10, R,/(S, N D) est un sous-groupe o-couvrant de Hall de
D/(S, N D), donc R,S,/S, est un sous-groupe o-couvrant de Hall de DS, /S, et on a le
résultat. 0O

Lemme 5.3.3. — Soient f une fonction de R-préformation sur m CPT, H/K € R et A/K
une section localement close, normale et abélienne de H telle que H/A € F*(f). St H/K a
un My (f)*-normalisateur D/K, alors D/K € §*(f).

Preuve. — Soit Dy/K un sous-groupe f-couvrant de D/K. Supposons D # Dy. D/K étant
un My, g (f)*-normalisateur de H/K, il existe une f-section U/V de H/K non couverte
par Dy. Soit p € P* tel que U/V soit une p-section. A/K étant abélien, A/K centralise
U/V. On en déduit que U/V est D/K-djo.-minimale et D/Cp(U/V) € f(p). Ceci prouve
que (UND)/(VND) est une f-section de D/K, en particulier Dy couvre (U N D)/(V N D).
Ainsi, Dy couvre U/V, ce qui est contradictoire. O

La proposition 5.3.4 et les corollaires 5.3.5 et 5.3.6 sont des analogues du théoreme 4.9
de [33] :

Proposition 5.3.4. — Soient f une fonction de R-préformation sur # C P, H/K € R
et A/K une section localement close, normale et abélienne de H telle que H/A € F*(f). Si
un sous-groupe E/K € §*(f) de H/K est tel que H = AE, alors E/K est contenu dans un
Mk (f)-normalisateur de H/K.

Preuve. — Soient B = ((NpeoCr/x (f(0),p)A/K)ocr, B = (Rs/K)scp+ une base de
Sylow couvrante de E/K et & = (S5/K),cp+ la base de Sylow couvrante de A/K. Le
lemme 5.3.2 montre que T = (RySs/K),cp+ est une base de Sylow couvrante de H/K.
Montrons que E/K est contenu dans E;/K le B-normalisateur de H/K associé & T. La
proposition 4.4.14 dit que, pour tout 0 C 7, Ry1/K N (NpeoCr/x(f(p),p)) contient un
unique sous-groupe o+-couvrant de Hall R, /K de NpeoCr/k(f(p),p). Comme E/K €
$*(f), E/K est un My, g (f)-normalisateur de E/K (lemme 5.2.8), donc E/K normalise
R, /K pour tout o C 7. Mais R’ S,1/K est un sous-groupe o+-couvrant de Hall de
(MpeoCr K (f(p),p))A/K pour tout o C 7 (lemme 5.3.2), donc E/K < E1/K.

Soient 0 C et B = AN E. On appelle o-f-section de H/K (resp. E/K) une f-section
de H/K (resp. E/K) qui est une o-section. Montrons :

(*)  Mpeo Cayr(f(p),p) < (MpeoCryr(f(p),p)A/K

Si U/V est une o-f-section de £/ K évitée par A, alors Cg /g (U/V)A/K = Cy/x(UA/V A),
en particulier UA/V A est une o-f-section de H/K. Si U/V est une o- f-section de E/K non
évitée par A, alors U/V est couverte par A et Cp/x(U/V)A/K = Cr/x((UNA)/(VNA)), en
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particulier (UNA)/(VNA) est une o-f-section de H/K. On en déduit que Ny, Crry i (f(p), p)
est contenu dans Nyeo (Cp/k (f(p),p)A/K). Donc, pour montrer (x), il suffit de montrer :

(1) Npeo (Cp/x(f(),P)A/K) = (MpesCr/x (f(p), p) A/ K

A étant abélien, si on note B = AN E, alors B < Cg(U/V) pour toute U/V o-f-section de
E/K. Donc montrer (1) revient & montrer :

U/V o—f—section de E/K U/V o—f—section de E/K

Comme E/BN A/B =1, égalité (2) est vérifiée et on a démontré ().

Soit ¢ C 7. (%) montre que R; 1S, /K contient un unique sous-groupe ot-couvrant
de Hall P, /K de NpeoCryx (f(p),p) (proposition 4.4.14). Alors P, /K est I'unique sous-
groupe o*-couvrant de Hall de Nye,Cr/x (f(p), p)) contenu dans R,1S,. /K et Pr, /K est
normalisée par E1 /K. On en déduit que E; /K est contenu dans un Mg, i (f)-normalisateur
de H/K, ce qui finit la preuve de la proposition. O

Corollaire 5.3.5. — Soient f une fonction de R-préformation sur m C P, H/K € R
et A/K wune section localement close, normale, abélienne et localement finie de H telle que
H/A € §*(f). Alors H/K posséde un My k(f)*-normalisateur. Si un sous-groupe E/K €
$*(f) de H/K est tel que H = AE, alors E/K est contenu dans un Mg, i (f)*-normalisateur
de H/K.

Preuve. — Comme A/K est localement fini et comme on a H/A € F*(f), le lemme 5.2.8 dit
que Cp/i(f(00),00) centralise les oco-sections H/K-djo.-minimales de H. Le lemme 5.1.22
montre que H/K possede un My, i (f)*-normalisateur et que, de plus, les My, p(f)*-
normalisateurs de H /K sont exactement les sous-groupes m-couvrants de Hall des Mg /g (f)-
normalisateurs de H/K.

Supposons qu'il existe un sous-groupe E/K € §*(f) de H/K est tel que H = AE. La
proposition 5.3.4 dit qu’il existe D/K un My (f)-normalisateur de H /K qui contient £/ K.
Comme E/K € §*(f), E/K n’a pas de sous-groupes m-couvrant propre et E/K est contenu
dans un sous-groupe m-couvrant de Hall R/K de D/K (lemme 4.4.15). Comme R/K est un
My (f)*-normalisateur de H/K d’apres ce qui précede, on a fini la preuve du corollaire.
O

Corollaire 5.3.6. — Soient f une fonction de R-préformation sur m C PT, H/K € R,
A/K une section localement close, normale, abélienne et localement finie de H telle que
H/A € 3*(f) et D/K un My i (f)*-normalisateur de H/K. Si un sous-groupe localement
clos L/K de H/K contient D/K, alors D/K est un My (f)*-normalisateur de L/K.

Preuve. — D’apres le lemme 5.3.3, D/ K est un §*(f)-groupe. Le lemme 5.3.1 donne L = (LN
A)D et le corollaire 5.3.5 dit que D/K est contenu dans un M g/ (f)*-normalisateur D; /K
de L/K. D’apres le lemme 5.3.3, on a D1/K € §*(f). Comme H = AL, L/(LNA) € §*(f)
et le lemme 5.3.1 donne L = (LN A)Dy, d'ott H = AD;. Le corollaire 5.3.5 dit que D;/K
est contenu dans un Mgk (f)*-normalisateur Dy/K de H/K. Comme D < Dy, on obtient
D=D,(=D,). O

Définition 5.3.7. — Soient § une classe de groupes, 0 C PT, H/K € Dloc et F/K € § un
o-sous-groupe de H/ K. Si, pour tout R/K € Dloc o-sous-groupe de H/K contenant F/K et
tout AJ/K € Dloc sous-groupe normal de R/K tel que R/A € F, on a R = FA, alors F/K
est appelé (F,o)-projecteur de H/K.

L’exemple 5.3.8 dit que les (F(f), o)-projecteurs n’existent pas toujours. C’est pourquoi
nous étudierons seulement les (F*(f), o)-projecteurs. Toutefois, il suffit qu'une fonction f
vérifie les hypotheses du théoréme 5.2.12, pour que 'on obtienne F(f) = F*(f), et nous
pouvons alors appliquer les résultats des (F*(f), o)-projecteurs aux (F(f), o)-projecteurs.
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Exemple 5.3.8. — On considere G un pur groupe isomorphe a C*. Si f désigne une fonction
de Dloc-préformation sur {oco} et T' le sous-groupe localement fini maximal de G, alors
l'unique F(f)-sous-groupe de G est {1}. Mais G/T est un F(f)-groupe, donc G n’a pas de
(F(f), PT)-projecteur.

Le fait 5.3.9 est le résultat principal de [33]. Ici, nous I’énongons pour les sections lo-
calement closes et localement finies des groupes de rang de Morley fini résolubles. Cela est
possible grace au lemme 5.2.5.

Fait 5.3.9. - ([33], th. 5.4, Gardiner, Hartley, Tomkinson) Soient 0 C P*, f une
fonction de R-préformation sur m C Pt et H/K € R. On suppose H/K localement fini.
Alors H/ K posséde une unique classe de conjugaison de (F*(f),o)-projecteurs.

Remarque 5.3.10. — Soient 0 C PT, F une sous-classe Q-dj,.-close de Dloc, H/K € Dloc,
A/K une o-section localement close et normale de H et F//K un (§,0)-projecteur de H/K.
Alors FA/A est un (§,0)-projecteur de H/A.

Lemme 5.3.11. — Soient ¢ C PT, §F une sous-classe Q-djoc-close de Dloc, H/K € Dloc,
A/K une o-section localement close et normale de H et F/A un (§,0)-projecteur de H/A.
Alors tout (§,0)-projecteur de F/K est un (§,0)-projecteur de H/ K.

Preuve. — Soient E/K un (§,o)-projecteur de F/K, R/K € Dloc o-sous-groupe de H/K
contenant F/K et B/K € Dloc un sous-groupe normal de R/K tel que R/B € §. F//A étant
un (§,0)-projecteur de H/A, F'/K est un o-sous-groupe de H/K et F/A € §, donc on a
F = AFE, en particulier F' < AR. Or RA/AB est un §-groupe et RA/K est un o-groupe,
donc on obtient RA = F'B, en conséquence, R = (RNF)B. On en déduit que (RNF)/(BNF)
est un F-groupe, donc RN F = (BN F)E puisque E/K est un (§,o0)-projecteur de F/K.
Ceci prouve que R = FEB. [

Les deux lemmes suivants sont des analogues du théoréme 5.1 de [33] :

Lemme 5.3.12. — Soient f une fonction de R-préformation sur 1 C P*, H/IK € R
et A/K wune section localement close, normale, abélienne et localement finie de H telle que
H/A € §*(f). Alors les Mgk (f)*-normalisateurs de H/ K sont exactement les (§*(f), PT)-
projecteurs de H/ K.

Preuve. — Si E/K est un (§*(f), PT)-projecteur de H/K, alors H = EA puisque H/A €
$*(f)- Le corollaire 5.3.5 donne I'existence d'un Mg/ (f)*-normalisateur D/K de H/K qui
contient /K. Mais D/K € §*(f) (lemme 5.3.3) et les (§*(f), P*)-projecteurs de H/K sont
des §*(f)-sous-groupes maximaux de H/K, donc E = D.

Réciproquement, soit D/K un My, i (f)*-normalisateur de H/K. Le lemme 5.3.3 dit que
D/K est un §*(f)-groupe. Soient L/K € Dloc un sous-groupe de H/K qui contient D/K
et N/K € Dloc un sous-groupe normal de L/K tel que L/N € F*(f). D’apres le corollaire
5.3.6, D/K est un My (f)*-normalisateur de L/K. Alors L = ND d’apres le lemme 5.3.1,
donc D/K est un (§*(f), P*)-projecteur de H/K. O

Lemme 5.3.13. — Soient f une fonction de R-préformation surm C PT, H/K € R et A un
sous-groupe H-minimal de H avec AK/K sans torsion et tel que H/AK € §*(f). Alors les
My (f)*-normalisateurs de H/K sont exactement les (F*(f), P*)-projecteurs de H/K.
De plus, les (F*(f), P*)-projecteurs de H/K sont conjugués dans H/K.

Preuve. — On peut supposer H/K & §*(f), en particulier AK/K n’est pas une f-section
de H/K et on a AK/K # 1. Alors, comme A est H-minimal et comme AK/K est sans
torsion, AK/K est un sous-groupe H/K-dj,.-minimal de H/K. Montrons d’abord que tout
My i (f)*-normalisateur E/K de H/K est un (§*(f), P*)-projecteur de H/K. Par le lemme
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5.3.3, E/K est un §*(f)-groupe. On a H = AFE d’aprés le lemme 5.3.1. Par H/K-djc-
minimalité de AK/K, toute section localement close U/K de H qui contient F/K couvre ou
évite AK/K, en particulier E évite AK/K. Soient U/K une section localement close de H
qui contient E/K et B/K une section localement close normale de U telle que U/B € §*(f).
11 faut montrer que U = BE. Si AK/K est contenu dans B/K, alors on a H = AE = U
et U = BE. Donc on peut supposer AK/K ¢ B/K. Ainsi on a AK/K N B/K =1 et
Cy(AK/K) = Cy(AB/B). Alors, comme AK/K n’est pas une f-section de H/K, AB/B
n’est pas une f-section de H/B. Comme le lemme 5.2.8 (i) dit que toute co-section U/B-
djoc-minimale de U/B est une f-section puisque U/B € F*(f), on en déduit U # H. Alors U
évite AK/K puisque H = AE et E <U.Doncon a U = E. Ainsi, E/K est un (§*(f), P")-
projecteur de H/K.

Montrons que tout (§*(f), PT)-projecteur F/K de H/K est un My (f)*-normalisateur
de H/K. On a H = AF puisque H/AK € §*(f). Comme A est un sous-groupe H-minimal
avec AK /K sans torsion, on obtient H/K = AK/K x F/K puisque H/K & §*(f). Ainsi, F
couvre toutes les f-sections de H/K. Si F//K contient un sous-groupe f-couvrant Fy/K de
H/K, alors H = AF; (lemme 5.3.1). On en déduit que F/K est un sous-groupe f-couvrant
minimal de H/K. Aussi, la proposition 5.3.4 dit que F/K est contenu dans un Mg, g (f)-
normalisateur £/K de H/K, donc F/K est un My, i (f)*-normalisateur de H/K.

Montrons la conjugaison des (F*(f), P*)-projecteurs de H/K. Si H/K est un My k(f)-
normalisateur de H/K, alors la proposition 5.1.23 donne le résultat. Sinon, soit E/K un
(&*(f),PT)-projecteur de H/K. Comme E/K est un My k(f)*-normalisateur de H/K,
E/K est contenu dans un My k(f)-normalisateur D/K de H/K. Mais on a H/K =
AK/K x E/K puisque H/K ¢ §*(f). Donc, par H-minimalité de A, on a H = D ou
E = D. Comme H # D puisque H/K n’est pas un My, (f)-normalisateur de H/K, on a
montré que les (F*(f), PT)-projecteurs de H/K sont des My (f)-normalisateurs de H/K,
en particulier ils sont conjugués (remarque 5.1.7). O

Théoréme 5.3.14. — Soient 0 C P, H/K € R et f une fonction de R-préformation sur
7 CP*. Alors H/K posséde une unique classe de conjugaison de (§*(f),o)-projecteurs.

Preuve. — 1) Sio =P% et si H a un sous-groupe H-minimal A tel que H/AK € §*(f).

Soit T'/ K le sous-groupe de torsion maximal de AK /K. Montrons d’abord 'existence des
(F*(f), Pt)-projecteurs. H/T a un (F*(f), PT)-projecteur Fy/T d’aprés le lemme 5.3.13.
Le lemme 5.3.12 dit que Fy/K possede un (F*(f), P*)-projecteur Fy/K. Fi/K est un
(&*(f), PT)-projecteur de H/K (lemme 5.3.11).

Montrons maintenant la conjugaison des (F*(f), PT)-projecteurs de H/K. Soient E;/K
et F2/K deux (F*(f), P*)-projecteurs de H/K. Alors E1T/T et ExT/T sont des (§*(f), P1)-
projecteurs de H/T (remarque 5.3.10). D’aprés le lemme 5.3.13, on peut supposer ENT =
E>T. Mais le lemme 5.3.12 dit que F1/K et Ey/K sont des M*-normalisateurs de E1T/K,
et le lemme 5.1.22 montrent qu’il existe M1/K et My/K des M-normalisateurs de F1T/K
tels que E1/K et Ey/K soient des sous-groupes m-couvrants de Hall de M;/K et My/K
respectivement. Par conjugaison des M-normalisateurs de F1T/K (remarque 5.1.7), on peut
supposer M1 = Ms. Le théoreme 4.4.9 dit que F1/K et E;/K sont conjugués dans M /K,
ce qui finit la preuve.

2) Sio="PT.

Par induction sur le rang et le degré de d(H). Si H/K est localement fini, le fait 5.3.9
donne le résultat, donc on peut supposer H+ # 1. Soit A un sous-groupe H-minimal de
HT. Alors H/AK posséde une unique classe de conjugaison de (F*(f), PT)-projecteurs par
hypotheése d’induction. Montrons d’abord que H/K possede un (F*(f), PT)-projecteur. Soit
F/AK un (§*(f),P")-projecteur de H/AK. Si d(H) = d(F), alors A est F-minimal et 1) dit
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que F/K a un (§*(f), P*)-projecteur. Sinon, par hypothese d’induction, F//K possede un
(&*(f), PT)-projecteur. Alors le lemme 5.3.11 donne 'existence d'un (F*(f), P*)-projecteur
de H/K.

Soient F1 /K et Ey/K deux (§*(f), PT)-projecteurs de H/K. E1A/AK et E2AJAK étant
des (F*(f), PT)-projecteurs de H/AK (remarque 5.3.10), 'hypotheése d’induction permet de
supposer E1A = EyA. E1/K et Ey/K sont des (F*(f), PT)-projecteurs de E3A/K. L'hy-
pothese d’induction permet de supposer d(E1A) = d(H). Alors A est Ej A-minimal et 1) dit
que E1/K et Ey/K sont conjugués.

3) Si o est un sous-ensemble quelconque de PT.

Par induction sur le rang et le degré de d(H). Par le fait 5.3.9, on peut supposer HT # 1.
Montrons d’abord ’existence des (F*(f), o)-projecteurs de H/K. Supposons H™ non abélien.
D’aprés la proposition 2.7.9, H™ posséde un p-sous-groupe quasiunipotent H-minimal A
(p € P*). Par hypothése d’induction, H/AK posséde un (§*(f),o)-projecteur E/AK. Si
p € o, soit F/K un (§*(f),PT)-projecteur de E/K (il existe d’aprés 2)). F/K étant un
o-groupe, F/K est un (§F*(f),o)-projecteur de E/K. Le lemme 5.3.11 montre que F/K est
un (§*(f),o)-projecteur de H/K. Donc on peut supposer p ¢ o. Soient F//K un o-sous-
groupe de Hall de F/K, U/K une o-section localement close de H qui contient F/K et
B/K une section localement close normale de U telle que U/B € §*(f). U/K intersecte
trivialement AK/K et on a E/K = AK/K x F/K (corollaire 4.2.8). Aussi on a E < UA
et UA/BA € §*(f), donc UA = BE puisque E/AK est un (§*(f), o)-projecteur de H/AK.
Ainsi, on obtient U = B(U N E) = BF et F/K est un (§*(f), o)-projecteur de H/K.

On peut donc supposer HT abélien. Soit O = O,(H T K/K). Supposons que H/QO possede
un (§*(f), o)-projecteur E/O. E/K possede un (§*(f), PT)-projecteur F/K d’apres 2). E/K
étant un o-groupe, F/K est un (F*(f), o)-projecteur de E/K. Le lemme 5.3.11 dit que F/K
est un (§*(f),0)-projecteur de H/K. Ainsi, on peut supposer O/K = 1, en particulier les
o-sous-groupes de H/K sont localement fini. Soit F/K un (F*(f),o)-projecteur d’'un o-
sous-groupe de Hall R/K de H/K (F/K existe d’apres le fait 5.3.9). Comme R/K est un
o-groupe et comme R/KNHTK/K = 1 puisque O = 1, FH' /K est un (§*(f), o)-projecteur
de RH" /K. Comme H/HTK est localement fini, le fait 5.3.9 montre que FH*/K est un
(§*(f),0)-projecteur de H/H" K. Soient U/K un o-sous-groupe de H/K qui contient F'/K
et B/K un sous-groupe normal de U/K avec U/B € §*(f). Alors on a UHT/BH™* €
§*(f), donc UH* = BHTF puisque FHT/K est un (§*(f),o)-projecteur de H/H'K.
Mais U/KNHTK/K = 1 puisque U/K est un o-groupe, donc U = BF(UNH™') = BF. On
en déduit que F/K est un (§*(f),o)-projecteur de H/K.

Montrons que les (§*(f), o)-projecteurs de H/K sont conjugués dans H/K. Soient F; /K
et Fy /K deux (§*(f),o)-projecteurs de H/K. Le théoréme 4.1.18 permet de supposer qu’un
o-sous-groupe de Hall R/K de H/K contient Fy /K et F5/K. Alors Fy /K et Fy/K sont des
(&*(f), PT)-projecteurs de R/K et 2) donne le résultat. [

Corollaire 5.3.15. — Soient 0 C P*, f une fonction de R-préformation sur m C PT et
H/K € R. Sioco € oNm, on suppose o C 7 et f(oo) C Npesf(p). Alors H/K posséde une
unique classe de conjugaison de (F(f),o)-projecteurs.

Preuve. — Le corollaire 5.2.13 dit que tout o-sous-groupe de H/K qui est dans §*(f)
appartient a §(f). Le théoréme 5.3.14 donne le résultat. [

Corollaire 5.3.16. - On suppose H/K localement nilpotent. Soient o C PT, f une fonction
de R-préformation sur # C PT, R/K lunique o-sous-groupe de Hall de H/K (proposition
4.1.12) et S/K lunique sous-groupe mw-couvrant de Hall de R/K (corollaire 4.4.12). Alors
S/K est Uunique (§*(f),o)-projecteur de H/K. De plus, si U/K € §*(f) est un o-sous-
groupe de H/ K, alors U/K est contenu dans S/K.
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Preuve. — Montrons que S/K est un §*(f)-groupe. Comme S/K est localement nil-
potent, S/K est hypercentral (proposition 3.4.18) et centralise toutes ses sections S/K-
djo.-minimales. En particulier, les m-sections S/ K-dj,.-minimales de S sont des f-sections de
S/K. Comme S/K n’a pas de sous-groupe m-couvrant propre (lemme 4.4.6), on a montré
que S/K est un §*(f)-groupe.

Montrons que tout o-sous-groupe V/S € F*(f) de H/S est trivial. D’apres le corollaire
4.4.11, S/K est 'unique sous-groupe w-couvrant de Hall de V/K. On en déduit que V n’a
pas de m-section V/S-djo.-minimale non triviale. Mais V/S est un §*(f)-groupe, donc V/S
n’a pas de sous-groupe m-couvrant propre, ce qui prouve que V/S est trivial.

Ainsi, comme F*(f) est une classe Q-djo.-close (lemme 5.2.6), tout o-sous-groupe U/K €
$*(f) de H/K est contenu dans S/K.

D’apres le théoreme 5.3.14, H/K possede un (§*(f), o)-projecteur L/K. Alors LS/S est
un o-groupe et un §*(f)-sous-groupe de H/S (lemme 5.2.6). Ce qui préceéde montre que L/K
est contenu dans S/K. Comme S/K est a la fois un o-groupe et un §*(f)-groupe, on obtient
L/K =S/K. O

Proposition 5.3.17. - Soient 0 C PT, f une fonction de R-préformation sur = C PT,
H/K € R un o-groupe et F/K un (§*(f),0)-projecteur de H/K. Alors Ny(F)/F est une
section localement close qui ne contient pas de (o N m)-€élément non trivial.

Preuve. — Montrons que Ny (F)/F est une section localement close. Par induction sur
le rang de HT. On peut supposer K~ = 1 et H/K non localement fini, donc H* # 1.
Soit Ny le plus grand sous-groupe normal et localement clos de H contenu dans Ny (F).
Alors F/K est un (§*(f),o)-projecteur de NoF'/K, donc le théoreme 5.3.14 et I'argument
de Frattini donnent Ny (NoF) = NoNy(F) = Ny (F). Quitte & considérer H/Ny au lieu de
H/K, on peut supposer No = K. Comme H* # 1, H* posséde un sous-groupe H-minimal
A. (FAJ/A)/(AK/A) est un (§*(f),0)-projecteur de (H/A)/(AK/A) et, par hypotheése d’in-
duction, Ny (FA)/FA est une section localement close. Comme Ny (F) < Ny(FA), on
peut supposer F'A normal dans H. Par le théoreme 5.3.14 et argument de Frattini, on ob-
tient H = ANg(F), en particulier A N F est normal dans H, donc ANF < Ny = K et
H/K = AK/K x Ny(F)/K.

Soit C/K = Cp/x(AK/K). Alors C N F est un sous-groupe localement clos et normal
de H, donc CNF < Ny = K. Ainsi [N¢(F),F] < CNF = K, donc on a No(F)/K =
Ce/x (F/K) et, comme Co i (F/K) est localement clos (proposition 3.1.33) et est normal
dans H/K puisque H = ANy (F), No(F) < Ny = K. Mais H = ANy (F), donc on obtient
C = AN¢(F) = AK. En particulier, comme Q(H ™) centralise A, on a Q(H") < A(H*NK)
et la proposition 2.7.9 donne Ny+(F) < Ny+(F)NQ(H') < Ng+(F)NA(H" N K). Or
N4(F) < K, donc Ny+(F)/(H" N K) est abélien. Comme K~ = 1, H* centralise K (fait
1.2.6), ce qui prouve que HTNK est central dans HT et que N+ (F) est nilpotent. Soit £ =
Eg+(Ng+(F)). 1l s’agit d’un sous-groupe de H™ définissable, connexe et autonormalisant
(corollaires 2.4.5 et 2.6.2), et Ny (F) normalise E. Comme E est définissable, Ny (FE) est
localement clos. Donc, si Ng(E)t < HT, I’hypothese d’induction donne le résultat. Sinon,
comme on a Ny(E)T™ < Ny+(F) = E, E = H* et le corollaire 2.4.5 donne Ny+(F) <
F(H™T). Or F(H™") centralise A, donc on obtient F(H') < C = AK et Ny+(F) < AK N
Ny (F) = K. Comme H/K = AK/K x Ny (F)/K,ona H* K/K = AK/K x Ny+ (F)K/K =
AK/K. Alors Ny (F)/K est localement fini, et Ny (F') est donc un sous-groupe localement
clos de H.

Il reste & montrer que Ny (F)/F ne contient pas de (o N m)-élément non trivial. On
suppose le contraire. Alors Ny (F)/F possede un (o N)-sous-groupe localement clos abélien
U/F # 1. En particulier, U/F est un §*(f)-groupe, et U/K est un o-groupe. Comme F/K
est un (§*(f), o)-projecteur de H/K contenu dans U/K, F couvre U/F, ce qui contredit
U/F#1. O
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Le corollaire 5.3.15 permet de retrouver le théoreme 5 de [4] (pour les groupes de rang
de Morley fini), en prenant 0 = P, K = 1, R = Dloc et 1 C P, puis en appliquant la
conjugaison des (F(f), o)-projecteurs de H/K.

On peut aussi remarquer que le théoreme 5.3.14 contient, dans son énoncé, plusieurs
résultats déja connus :

- la conjugaison des u-sous-groupes de Hall pour tout ;1 C P (théoréme 3.2.5), en prenant
o=u, m=P" R =Dlocet f(p) = Dloc pour tout p € Pt ;

- I’existence et la conjugaison des sous-groupes p-couvrants de Hall pour tout u C P+
(théoreme 4.4.9), en prenant o = P, 7 = u, R = Dloc et f(p) = Dloc pour tout p € p.

On obtient une nouvelle démonstration et une généralisation du théoréeme 3.6.6, il s’agit
aussi d’une généralisation du théoréme 6 de [4] :

Proposition 5.3.18. — Soient H/K € Dioc, f la fonction de Dloc-préformation surm C P+
qui, & tout p € m, associe le singleton {{1}}. Alors les (§*(f), n)-projecteurs de H/K sont
exactement les w-sous-groupes localement nilpotents de H/K qui contiennent tous les -
éléments de leur normalisateur.

Preuve. — Soient C'/K un (§*(f), w)-projecteur de H/K et R/K un m-sous-groupe de Hall
de H/K qui contient C/K. Alors C'/K est autonormalisant dans R/K d’apres la proposi-
tion 5.3.17. Aussi, d’apres le corollaire 5.2.13, C'//K est un §(f)-groupe, donc C/K centralise
chacune de ses sections C'/K-dj,-minimales. Ainsi, C/K est hypercentral, donc localement
nilpotent d’apres la proposition 3.4.18. On en déduit que C/K est un m-sous-groupe locale-
ment nilpotent de H/K qui contient tous les m-éléments de son normalisateur.

Réciproquement, soit C'/K un w-sous-groupe localement nilpotent de H/K qui contient
tous les m-éléments de son normalisateur. Soit R/K un w-sous-groupe de Hall de H/K qui
contient C/K. Alors C'/K est un sous-groupe localement nilpotent maximal de R/K (propo-
sition 3.4.18) et C/K € Dloc (proposition 3.3.1). De plus, C'// K est hypercentral (proposition
3.4.18), donc le corollaire 3.1.34 montre que C centralise ses sections C'/K-dj,.-minimales, et
C/K est un §(f)-groupe.

On montre que, si L est un sous-groupe localement clos de R et normalisé par C' tel
qu’on ait I € dj,.(C!,C) pour tout | € L, alors C/K est un (F(f), r)-projecteur de LC/K.
Soit U/V € F(f) une section de LC avec K <V et C < U. Alors on a U = (UN L)C et,
pour tout u € Ny (CV), il existe | € U N L avec u € IC. Donc on a | € dj,.(C',C) < CV,
et u € CV. On en déduit que CV/V est un sous-groupe autonormalisant de U/V. Mais
U/V est hypercentrale puisque U/V € F(f). Donc U/V vérifie la condition de normalisateur
(proposition 3.4.18). Ainsi on a U = CV, ce qui prouve que C/K est un (F(f), 7)-projecteur
de LC/K.

Montrons que C'/K est un (F*(f), 7)-projecteur de H/K. D’apres le théoreme 5.3.14, il
suffit de montrer que C/K est un (F*(f), 7)-projecteur de R/K. Donc, d’apres le paragraphe
précédent, il suffit de montrer que, pour tout € R, x € djo.(C*, C). Supposons le contraire.
Soit (R;)i<a (o ordinal) une suite croissante de sous-groupe localement clos de R qui vérifie :

(i) Ro =K et Ry, = R;

(i1) pour tout n € N, il existe un ordinal B(n) tel que Rg,) = RMWK (RMWK est
localement clos d’apres le corollaire 3.1.26) ;

(7i1) Rit1/R; est C'/K-djp.-minimal pour tout i < «;

(iv) R, = U;<,U; pour tout ordinal limite p.

Alors il existe un plus petit ordinal v < « tel qu'il existe € R, 411\ Ry, avec © & djo.(C*,C).
Le paragraphe précédent montre que C/K est un (F(f), 7)-projecteur de R, C/K.

Supposons & € R,dj,.(C%,C). Alors il existe u € R, et y € djo.(C%,C) tels que = = uy.
Donc on a u € djp(C*,C) = dloc(Cwy717C’) et, comme y € dio.(C*,C), u € djpe(C*,C).
Ainsi on obtient = € dj,.(C*, C), ce qui est contradictoire. On en déduit = € R, dj,.(C*,C).

On a montré R, < R,y1 N Rydjo.(C*,C) < R,41 et, par C/K-dj,.-minimalité de
R,4+1/R,, on obtient R, = R,y1 N Rudioe(C*,C) et R,C = R,d;pe.(C*,C). Donc on a
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C® < R,C. Alors, si x ne normalise pas R,C, on a c=! % R, C. Le raisonnement précédent
appliqué & z~! au lieu de = donne 2z~ ! € dloc(C’fl,C), dotlz € dloc(Cafl,C) = djoe(C,C%)
ce qui est contradictoire. On a montré que x normalise R, C et, donc, C* /K est un (F(f), w)-
projecteur de R,C/K. Le corollaire 5.3.15 dit qu’il existe r» € R, tel que C* = C". Alors on
ax € Nrp(C)r =Cr C CR, = R,dio.(C*,C), ce qui est contradictoire. On en déduit que
C/K est un (§*(f), n)-projecteur de H/K. O

5.4 Groupes superrésolubles

Dans cette section, nous étudions les sous-groupes superrésolubles (définition 5.4.1) et
localement superrésolubles des sections localement closes des groupes de rang de Morley fini.

Définition 5.4.1. — Un groupe G est dit étre superrésoluble s’il possede une série normale
finie avec des facteurs cycliques.

Remarque 5.4.2. — Tout sous-groupe et tout quotient d’un groupe superrésoluble est su-
perrésoluble.

On note § la classe des groupes localement superrésolubles. Le résultat principal de cette
section donne, pour tout H/K € Dloc, 'existence et la conjugaison des (§s, 7)-projecteurs de
H/K pour tout # C P* (théoréme 5.4.21). Il s’agit d’une conséquence du théoreme 5.3.14.

La proposition 5.4.7 et le corollaire 5.4.11 sont analogues a des résultats de Wehrfritz sur
les groupes linéaires localement superrésolubles [83)].

Fait 5.4.3. — ([69], 5.4.8 p.145, Zappa) Si G est un groupe superrésoluble, alors G
possede une série normale
1=Go<G1<..<G, =G

dans laquelle chaque facteur est cyclique d’ordre premier ou cyclique d’ordre infini et l’ordre
des facteurs a partir de la gauche est ceci : facteurs impairs d’ordres décroissants, facteurs
infinis, facteurs d’ordre 2.

Fait 5.4.4. — ([69], 5.4.10 p.146) Si G est un groupe superrésoluble, alors F(G) est
nilpotent et G/F(G) est un groupe fini et abélien. En particulier, G' est nilpotent.

Lemme 5.4.5. — Soit H/K une section superrésoluble d’un groupe de rang de Morley fini
conneze et résoluble G avec K localement fini. Soient p1,pa,...,pn (n € N) les entiers pre-
miers distincts de 2 tels que Q(G) possede un élément non trivial d’ordre p; (i = 1,...,n).
Alors il existe un entier | divisant h = 2(p1 — 1)...(pp, — 1) tel que (H/K)/F(H/K) soit
d’exposant 1.

Preuve. — D’apres le fait 5.4.3, il existe une suite croissante (H;);=o,....m (m € N) formée
de sous-groupes normaux de H avec Hy = K et H;y1/H; d’ordre premier ou bien isomorphe
a Z pour tout ¢ = 0,...,m — 1. De plus, on peut supposer qu’il existe j € {0,...,m} tel que
tous les éléments non triviaux de H;/K soient d’ordre impair et tel que, si j < m, alors,
Hy.11/Hy, est soit d’ordre 2 soit d’ordre infini pour tout k& € {j,...,m — 1}. En particulier,
comme K est localement fini, H; est localement fini.

Soit i € {0, ...,m—1}. Montrons que Ay (H;y1/H;) est d’exposant divisant h. Si H;1/H;
est d’ordre impair p € {p1,...,0n}, Hitr1/H; n’est pas couvert par Q(G) N H. Donc la
proposition 2.7.9 donne [H, H;11] < Q(G) N H;y1 < H; et H centralise H;11/H;. Si on
a |H;y1/H;| € {p1,....,0n}, alors |Ag(H;4+1/H;)| divise ps — 1 pour un s € {1,...,n}. Si
|H;+1/H;| = 2, alors H centralise H;y1/H;. Enfin, si H;11/H; est isomorphe & Z, on a
|Apr(Hiy1/H:)| < 2 puisque |Aut(Z)| = 2. Notons C' = (/" Cr(Hi11/H;). Alors on a
(C/K)™™ ! =1, et C/K est un sous-groupe nilpotent et normal de H/K. En particulier
C/K est contenu dans F(H/K). Mais ce qui précede montre que H/C est d’exposant o
pour un entier /g qui divise h. Donc on obtient le résultat. [J
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Lemme 5.4.6. — Soient H/K une section localement close d’un groupe de rang de Morley
fini résoluble et U/K un sous-groupe de H°K/K normalisé par un sous-ensemble X/K de
H°K/K. Si, pour tout T € X/K, Ey/x(Z) = U/K, alors l'action de (X/K) sur U/K est
nilpotente.

Preuve. — Comme H°K/K et H°/(H° N K) sont isomorphes, on peut supposer K < H°.
On fait la preuve par induction sur le rang de d(H°). Soit A un sous-groupe H°-minimal
de d(H?). Par hypothése d’induction, l'action de (XA/AK) sur UA/AK est nilpotente. Si
U/KNAK/K =1, on conclut que action de (X/K) sur U/K est nilpotente. On peut donc
supposer U/K N AK/K # 1.

On va montrer que (X/K) centralise AK/K. Ainsi, on aura démontré que laction de
(X/K) sur UA/K est nilpotente, ce qui prouve le lemme. Soient T € X/K et C,/K =
Cak/k(T). Comme Ey/k(T) =U/K et U KNAK/K # 1,ona E gk (T) # 1et Cp /K # 1.
D’apreés le fait 1.3.18, (H°)" centralise A et (H°/K)' centralise AK/K. On en déduit que
H°/K normalise C, /K et que H° normalise (C;, N A)/(ANK). La proposition 3.1.33 montre
que (C, NA)/(AN K) est un Dloc-groupe et ce groupe n’est pas trivial puisque C, /K # 1.
Comme T centralise (C; N A)/(AN K), le lemme 3.5.1 dit que T centralise AK/K et X/K
centralise AK/K. Ceci prouve le lemme. O

Proposition 5.4.7. — Soit R/K wun sous-groupe localement superrésoluble d’une section
localement close H/K d’un groupe de rang de Morley fini G. Alors R/K est (localement
nilpotent)-par-(fini, abélien).

Preuve. — On peut supposer K~ = 1. En particulier K est localement fini. Comme R/K
est localement résoluble, le corollaire 3.4.12 permet de supposer G résoluble. Nous montrons
d’abord que R/K est nilpotent-par-fini. Pour cela, il suffit de montrer que R°/(K N R°)
est nilpotent-par-fini. Donc on peut supposer R et G connexes. Soient p1, pa,...,pn (n € N)
les entiers premiers distincts de 2 tels que Q(G) posseéde un élément non trivial d’ordre p;
(i=1,...n), h=2(p1 —1)...(pp — 1) et F/K = (7" : T € R/K).

Montrons que F/K est nilpotent. Soit T € R/K. Si § est un élément de R/K, (T,7)
est superrésoluble. Le lemme 5.4.5 dit que (Z,7)/F ((Z, 7)) est d’exposant | pour un diviseur
I de h. Ainsi, " appartient & F((Z,7)). Comme F((Z,7)) est nilpotent (fait 5.4.4), on en
déduit (Z,7) C ER/K(E}‘). Ceci étant vrai pour tout ¥ € R/K, on obtient ER/K(Eh) = R/K.
Comme ceci est vrai pour tout Z € R/K, le lemme 5.4.6 dit que l'action de F/K sur R/K
est nilpotente. Ceci prouve la nilpotence de F/K.

D’apres le choix de F', RQ(G)/Q(G)F est d’exposant borné. G/Q(G) étant divisible (pro-
position 2.7.9), RQ(G)/Q(G)F est un sous-groupe d’exposant borné de la section localement
close divisible G/Q(G)F. Le lemme 5.1.18 dit que RQ(G)/Q(G)F et R/(RN Q(G)F) sont
finis. Comme (RNQ(G)K)/K et F/K sont deux sous-groupes nilpotents qui se normalisent,
(RNQ(G)F)/K est nilpotent et R/K est nilpotent-par-fini.

Montrons que R/K est (localement nilpotent)-par-(fini, abélien). Par ce qui précede et le
fait 1.3.3, il suffit de montrer que R'K/K est localement nilpotent. Soit X une partie finie
de R'. Alors il existe une partie finie Y de R telle que X soit contenu dans (Y)'. Le fait 5.4.4
dit que (Y)'K/K est nilpotent puisque (Y') est superrésoluble. Donc (X K/K) est nilpotent.
O

Comme le montrent les faits 5.4.9 et 5.4.10, la notion de groupe localement superrésoluble
est tres liée a celle de groupe hypercyclique (définition 5.4.8). Nous montrons que les deux
notions sont méme équivalentes pour ce qui concerne les sous-groupes des sections localement
closes (corollaire 5.4.11).

Définition 5.4.8. — On appelle série ascendante d’un groupe G une suite croissante (U;)i<a
(a étant un ordinal) de sous-groupes de G telle que Uy = 1, U, = G, U; soit un sous-groupe
normal de U; 11 pour tout i < « et, pour tout ordinal limite p < o, U, = U<, U;.
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Un groupe G est dit étre hypercyclique si il posséde une série ascendante mnormale avec
des facteurs cycliques.

Fait 5.4.9. — ([81], lemme 11.19 p.168) Si un groupe G est localement superrésoluble
et est une extension d’un groupe hypercentral par un groupe finiment engendré, alors G est
hypercyclique.

Fait 5.4.10. — ([6], Baer) Tout groupe hypercyclique est localement superrésoluble.

Corollaire 5.4.11. — Soit U/K un sous-groupe d’un Dloc-groupe. Alors U/K est localement
superrésoluble si et seulement si U/K est hypercyclique.

Preuve. — Supposons U/K localement superrésoluble. Les propositions 5.4.7 et 3.4.18
montrent que U/K est nilpotent-par-fini. Le fait 5.4.9 donne ’hypercyclicité de U/ K.
Le fait 5.4.10 donne la réciproque. [

Lemme 5.4.12. — Soient H/K une section localement close d’un groupe de rang de Morley
fini résoluble G et A/K une section H/K-djo.-minimale de H telle que H'K/K centralise
A/K. Alors, si R désigne le sous-anneau de End(A/K) engendré par Ag(A/K), R est un
anneau intégre.

Preuve. — Supposons d’abord A/K localement fini. Alors, pour tout r € R, Ker(r) et
r(A/K) sont normalisés par H/K puisque R est abélien. De plus, pour tout r € R, Ker(r)
et r(A/K) sont des sections localement closes puisque A/K est localement fini. Comme
A/K est H/K-djp-minimale, on en déduit que, pour tout » € R\ {0}, Ker(r) est trivial et
r(A/K) = A/K. Autrement dit, r est un automorphisme de A/K. Ceci prouve que R est un
anneau integre.

Donc on peut supposer A/K sans torsion, en particulier A = AT K. On peut aussi suppo-
ser K~ = 1. Soit r # 0 un élément de R. Montrons que r(A/K) = A/K. 1l existe un couple
d’entiers (m,n) € Nx N\ {(0,0)} et des éléments hq, ..., hy, et k1,..., k, de H tels que, pour
tout @ € A/K, on ait r(@) = a™...a"a*..a % Soit

ro: At — AT

a —  alalmaTR g7 Rn

C’est un homomorphisme définissable de groupe et Ker(rg) et Im(rg) sont définissables.
Aussi, on a r(A/K) = Im(ro)K/K. Donc r(A/K) est une section localement close de H.
De plus, r(A/K) est normalisé par H puisque R est abélien. Comme A/K est H/K-djoc-
minimale et comme 7 # 0, on obtient r(4/K) = A/K.

Soit U/K = Ker(r). Supposons U/K # 1. Montrons que U/K = A/K. Comme K est
localement fini puisque K~ = 1, 7y '(K N A%)/Ker(ro) est localement fini. Ker(ry) étant
définissable, ry ' (K N AT) est localement clos. Mais on a r5 ' (K N AT)K/K = U/K puisque
A = ATK. Donc U est un sous-groupe localement clos. R étant abélien, Ker(r) est normal
dans H/K et U/K = A/K par minimalité de A/ K. Ceci est contradictoire. Ainsi, Ker(r) =1
et R est integre. 0O

Corollaire 5.4.13. — Soient H/K une section localement close d’un groupe de rang de Mor-
ley fini résoluble G et L/ M une section H/K -djoc-minimal de H. Si Ag(L/M) est d’exposant
au plus 2, alors Ay (L/M) est d’ordre au plus 2 et L/M posséde une série ascendante avec
des facteurs cycliques dont les termes sont normalisés par H.

Preuve. — Si Ay(L/M) =1, le corollaire est trivial. On peut donc supposer que Ay (L/M)
posséde une involution ¢. Montrons que A (L/M) est d’ordre 2. Supposouns le contraire. Alors
Ap(L/M) posseéde un sous-groupe A d’ordre 4 et A est abélien. Le lemme 5.4.12 dit que A
engendre un anneau integre. Donc A posseéde au plus une involution, ce qui est contradictoire.
Ainsi, Ag(L/M) est d’ordre 2 et Ay (L/M) est engendré par i.

Comme le lemme 5.4.12 dit que Ag(L/M) engendre un anneau integre, ¢ inverse L/M.
On en déduit que H normalise chaque sous-groupe de L/M. Ceci prouve le corollaire. [
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Proposition 5.4.14. - Soit U/K un sous-groupe localement superrésoluble d’une section
localement close H/K. Alors dj,.(U)/K est localement superrésoluble. De plus, si L/M est
une section dioe(U) /K -djoc-minimale de UT K, alors Ag,, w)(L/M) est d’ordre au plus 2.

Preuve. — Le corollaire 3.4.12 permet de supposer H résoluble. On peut aussi supposer
K~ = 1. En particulier, K est localement fini. Soit Uy/K = HP(U/K). C’est un sous-groupe
localement nilpotent (fait 1.3.3). D’aprés la proposition 5.4.7, Uy est d’indice fini dans U et
U/Uy est abélien. On note V /Uy le sous-groupe de U /U, engendré par les carrées des éléments
de U/Uy. Alors U/V est d’exposant au plus 2. La proposition 3.3.1 dit que djo.(Up)/K est
localement nilpotent et la proposition 3.3.6 donne dje(Ug) = dioe(Uog)™ * T ot T/K est le
sous-groupe de torsion maximal de djo.(Up)/K et djoe(Ug)™ est nilpotent.

Montrons que dj,.(V)/T est hypercentral. Supposons le contraire. Soit Z/T 'hypercentre
de djoc(V)/T. Le corollaire 3.1.34 montre qu’il s’agit d’une section localement close. De plus,
la proposition 3.1.33 donne 1 = Z(dioc(V)/Z) = Cq,,.cvy)z(VZ/Z), dou Z(VZ/Z) = 1.
Comme V/Uy est abélien, on obtient UyZ/Z # 1. D’apres la proposition 3.4.18, djoc(Up)/ K
et Up/K sont hypercentraux. Ainsi, UpZ/Z a un centre non trivial. Le corollaire 5.4.11
dit que UZ/Z est hypercyclique. On en déduit que UZ/Z posséde un sous-groupe cyclique
normal et non trivial L/Z dans Z(UyZ/Z). Mais Z est un sous-groupe localement clos de
Uy et Z contient T. Donc L/Z est sans torsion et L/Z est infini cyclique. Ceci prouve que
UZ/Cyz(L/Z) est d’ordre au plus 2. On a montré que U/Cy(L/Z) est d’ordre au plus 2 et
V centralise L/Z. Ceci contredit Z(VZ/Z) = 1. Donc djoc(V')/T est hypercentral.

Montrons que UTK/K est hypercentral dans djo.(V)/K. dioe(V)/K posséde un sous-
groupe de Carter C/K (théoréme 3.6.6 (¢)). Comme d;o.(V)/T est hypercentral, djo.(V)/T
est localement nilpotent (proposition 3.4.18) et le théoréme 3.6.6 (ii) donne djo.(V) = TC.
Comme Ut = dj,o(V)T (lemme 3.1.24), CT est contenu dans UT. On en déduit que CTT
est un sous-groupe normal de UTT. Comme C/C™ est localement fini (corollaire 3.1.7 (4)),
UTT/CHT est localement fini. Ceci montre que U™ /(UTNT)C™ est localement fini et, comme
(UT)T =UT (lemme 3.1.5 (i7)), on amontré que UT = (UTNT)CT. Comme U™ = dj,.(Up) ™+
(lemme 3.1.24), U™ centralise T et CT est normal dans UT. K étant localement fini, 7" est
localement fini. Alors, UT/CT est localement fini et UT = C*. C'/K est hypercentral d’apres
la proposition 3.4.18. Comme U™ centralise T et comme dj,.(V) = TC, on en déduit que
Ut K/K est hypercentral dans dj,.(V)/K.

Soit L/M une section djoe(U)/K-djpe-minimale de U+ K. Montrons :

(1) Adyooy(L/M) est d’ordre au plus 2. De plus, L/M posséde une série ascendante

avec des facteurs cycliques et dont les termes sont normalisés par dioe(U).
Comme UK /K est hypercentral dans djoc(V) /K, on a Cp, jp(dioe (V') /M) # 1. Mais djoc(U)
normalise Cp, /s (dioc(V))/M) et la proposition 3.1.33 dit que Cf,/ar(dioc(V)/M) est une sec-
tion localement close. Donc djo.(V') centralise L/M par minimalité de L/M. Le corollaire
3.1.17 et le lemme 3.1.24 donnent

d1oc(U) /dioe(V) = UUY [dioe (V) Z U/ (U N dioe(V))

Comme V < U N djoe(V), ceci prouve que dioe(U)/dioe(V) est d’exposant au plus 2. On a
montré que Ay, ()(L/M) est d’exposant au plus 2, et le corollaire 5.4.13 donne (1).

Il reste & montrer que dj,.(U)/K est localement superrésoluble. D’apres le fait 5.4.10, il
suffit de montrer que dj,.(U)/K est hypercyclique. Comme on a dj,.(U) = UU* (corollaire
3.1.17), dioe(U)/UT K est hypercyclique. Mais, par la proposition 3.5.7 et (1), il existe une
série ascendante de UTK/K avec des facteurs cycliques et dont les termes sont normalisés
par dioe(U). Donc djo.(U)/K est hypercyclique. O

Définition 5.4.15. — On note fs la fonction de Dloc-préformation qui, a tout p € P, associe
la classe des Dloc-groupes abéliens d’exposant divisant p — 1, et telle que fs(00) = f4(3).
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Fait 5.4.16. — ([51], McLain) Les facteurs chefs d’un groupe localement résoluble G sont
abéliens.

Fait 5.4.17. — ([24], ex. f, p.358) Si un groupe fini G a un p-facteur chef U/V (p € P)
avec Ag(U/V') groupe abélien d’exposant divisant p — 1, alors U/V est d’ordre p.

Corollaire 5.4.18. — Si un groupe G a un p-facteur chef U/V (p € P) avec Ag(U/V') groupe
abélien d’exposant divisant p — 1, alors U/V est d’ordre p.

Preuve. — Soient A = Ag(U/V) et H = (U/V) x A. H est un groupe localement fini et
localement résoluble. Le fait 5.4.16 dit que U/V est abélien. Montrons d’abord que A est
fini. Supposons le contraire. A possede un sous-groupe Ay d’ordre n € N avec n > p — 1.
Soient w € U/V \ {1}, Uy la cloture normale de (%) dans (U/V) x Ag et Hy = Uy x Ay.
Hy est fini puisque H est localement fini. Soient U; un sous-groupe minimal normal de H
dans Uy et C' = Cy,(Uy). Hy/C est un groupe abélien d’exposant divisant p — 1 et le fait
5.4.17 dit que U est d’ordre p. On en déduit que AgC/C est d’ordre au plus p — 1. Ay étant
d’ordre n > p — 1, on obtient C'N Ay # 1. A étant abélien, A normalise Cy /v (C N Ap), donc
H aussi. La minimalité de U/V donne Cy,y(C'N Ag) = 1, ce qui est contradictoire puisque
U1 < Cyyv(CN Ap). On en déduit la finitude de A.

Alors A normalise un sous-groupe fini Uy # 1 de U/V et, U/V étant abélien, Us est
normal dans H. Par minimalité de U/V, on obtient U/V = Us et H est fini. Le fait 5.4.17
donne le résultat. [

Proposition 5.4.19. - F(fs) = s N Dloc.

Preuve. — Montrons que tout §(fs)-groupe est localement superrésoluble. Par le fait 5.4.10,
il suffit de montrer que tout F(fs)-groupe est hypercyclique. Supposons le contraire. Alors
il existe un F(fs)-groupe F/K qui n’est pas hypercyclique. D’aprés la proposition 3.5.7,
F/K possede une série croissante normale (F;/K);< (o ordinal) formée de sous-groupes
localement clos avec des facteurs F/K-dj,.-minimaux et telle que Fy = K, F, = F et
F,, = U<, F; pour tout ordinal limite p < «. Il existe un plus petit ordinal v < « tel que
F,1/F, ne possede pas de série ascendante avec des facteurs cycliques et dont les termes
sont normalisés par F'. D’apres le corollaire 5.4.18, les p-sections F'/K-dj,.-minimales de F'
pour p € P sont cycliques. Donc F,11/F), est une co-section et Ap(F,11/F,) est d’exposant
2. Le corollaire 5.4.13 donne une contradiction, d’ott F(fs) € Fs N Dloc.

Réciproquement, soit S/K € §s N Dloc. Montrons que S/K est un §F(fs)-groupe. Il faut
montrer que, si L/M est une section S/K-dj,.-minimale de S, alors L/M est une fs-section.
Comme S/K est hypercyclique (corollaire 5.4.11), on peut supposer L/M oo-section. Alors
(LNSTK)/(MNSTK)(2 L/M) est une section S/K-dj,.-minimale de ST K. La proposition
5.4.14 dit que (LNSTK)/(M NSTK) est une fs-section, donc L/M est aussi une f-section.
Ceci prouve que S/K est un §(fs)-groupe, ce qui permet de conclure. [

Fait 5.4.20. - ([69], 12.1.6 p.346, Mal’cev, McLain) Un facteur chef d’un groupe
localement nilpotent G est central.

Théoreme 5.4.21. — Soient 1 C PT et H/K une section localement close d’un groupe de
rang de Morley fini résoluble G. Alors les (F(fs), m)-projecteurs de H/K sont exactement les
(85, m)-projecteurs de H/K. De plus, on a §(fs) = F*(fs), en particulier H/K posséde une
unique classe de conjugaison de (Fs,T)-projecteurs.

Preuve. — Soient F/K un (F(fs), 7)-projecteur de H/K, R/K € Dloc un w-sous-groupe
de H/K contenant F/K et A/K € Dloc un sous-groupe normal de R/K avec R/A € §,. La
proposition 5.4.19 donne R/A € §(fs) et on en déduit R = FA. On a montré que F/K est
un (§s, m)-projecteur de H/K.
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Réciproquement, soient V/K un (§s, m)-projecteur de H/K, R/K € Dloc un m-sous-
groupe de H/K contenant F'/K et A/K € Dloc un sous-groupe normal de R/K avec R/A €
5(fs). Comme R/A est localement superrésoluble d’apres la proposition 5.4.19, V' couvre
R/A. Pour montrer que V/K est un (F(fs), m)-projecteur de H/K, il reste a montrer que
V/K est un §(fs)-groupe. Le corollaire 4.1.24 dit que djoe(V)/K est un w-groupe et la
proposition 5.4.14 dit que dj,.(V)/K est localement superrésoluble. Donc V' est localement
clos. La proposition 5.4.19 dit que V/K est un §(fs)-groupe.

Montrons que F(fs) = §*(fs). D’apres la remarque 5.2.3, il suffit de montrer F*(f,) C
F(fs)- On va montrer que tout F*( fs)-groupe vérifie les hypotheses du théoreme 5.2.12. Soient
H/K € §*(fs), p € P et U/V une p-section H/K-dj,.-minimale de H couverte par un sous-
groupe oo-couvrant de Hall de H/K avec Ag(U/V) € fs(00). Sip # 2, on a fs(c0) C fs(p)
et on obtient Ag(U/V) € fs(p). Sinon, A = U/V x Ax(U/V) est un 2-groupe. Donc A est
localement nilpotent. Comme U/V est & la fois localement fini et H/K-dj,.-minimal, U/V
est un sous-groupe minimal normal de H/V. Alors U/V est minimal normal dans A et le
fait 5.4.20 dit que A centralise U/V, d’ott Ay (U/V) =1 € f,(2). Le théoreme 5.2.12 dit que
H/K est un §(fs)-groupe. On en déduit §*(fs) C F(fs)-

Le théoreme 5.3.14 permet de conclure. [

W. Gaschiitz a montré que, pour tout groupe fini et résoluble G, les projecteurs su-
perrésolubles de G sont exactement les §s-sous-groupes E de G tels que, pour toute pair
(U, V) de sous-groupes de G avec E < U <V, |V : U| n’est pas premier [34].

Comme le montre 'exemple 5.4.22, les (Fs, PT)-projecteurs des groupes de rang de Morley
fini résolubles ne peuvent étre caractérisés de la méme fagon.

Exemple 5.4.22. — Considérons C; x C* ou C* agit linéairement sur C;. Si u désigne un
élément d’ordre 4 de C* et si on note G = C x {(u), alors les (Fs, PT)-projecteurs de G' sont
exactement les conjugués de (u). Pourtant, il existe une pair (U,V) de sous-groupes de G
avec (u) < U < Vet |V : U| = 2. En effet, si on choisit x € C; \ {1} et si on note X la cléture
normale de z dans G et Y le sous-groupe engendré par les carrées de X, alors X/Y x (u)
est un 2-groupe. On peut choisir 7 € Cx/y (u) \ {1}. En prenant U = Y (u) et V = U(y), on
obtient bien |V : U| = 2.

5.5 Théorie des formations connexes

En théorie des groupes finis, il y a deux fagons distinctes d’approcher la théorie des
formations. D’une part il y a les formations localement définies, ce qui correspond a la théorie
des formations que 'on a établie pour les sections localement closes. D’autre part, il y a la
théorie des formations établie par W. Gaschiitz [34], laquelle est basée sur la notion de sous-
groupe de Frattini. Ces deux approches sont équivalentes en théorie des groupes finis [70]. En
général, la seconde se généralise mal au groupes infinis. Toutefois, nous pouvons avoir une
telle approche dans le cas des groupes de rang de Morley fini résolubles et connezxes. En effet,
en certaines circonstances, les groupes connexes se comportent comme des groupes finis.

5.5.1 La théorie

La théorie des formations connexes se traite de la méme fagon qu’est traité le cas fini
dans [69] p. 269 & 274. L’approche n’utilise pas la théorie des sous-groupes de Hall, mais
seulement le sous-groupe de Frattini® (définition 2.3.1).

Définition 5.5.1. — Une formation connexe est une classe F de groupes de rang de Morley
fini connezes et résolubles qui vérifie les conditions suivantes :
(i) limage d’un F-groupe par un homomorphisme définissable de groupe est un F-groupe ;
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(ii) si G est un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble avec deux sous-groupes
normauz et définissables Ny et Ny tels que G/Ny et G/Ny soient des F-groupes, G/(N1NN3)°
est un F-groupe.

On dira que F est saturée si, pour tout groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble

G, G/Fratc(G) € F implique G € F.

Le principal exemple de formation connexe est celle des groupes de rang de Morley fini
connexes et nilpotents. Le lemme 2.3.4 montre que cette formation est saturée.

Lemme 5.5.2. — Soient F une formation connexe saturée, G un groupe de rang de Morley
fini conneze et résoluble et N un sous-groupe G-minimal de G. On suppose G/N € F et
G & F. Alors il existe un sous-groupe M € F tel que G = NM et tel que N N M soit fini.
De plus, deux tels sous-groupes sont conjugués.

Preuve. — Comme G/N € F et G ¢ F, N n’est pas contenu dans Fratc(G) puisque F est
saturée. Donc il existe un sous-groupe définissable, connexe et propre maximal M de G qui
ne contient pas N. Par maximalité de M, G = NM. Alors M N N est normal dans G et,
N étant G-minimal, M N N est fini. Aussi, comme M /(M N N) = G/N appartient & F, M
aussi.

On va montrer, par induction sur le rang de G, que deux F-sous-groupes K7 et K» tels
que G = NK| = NK5 et tels que N N K; et N N Ky soient finis sont conjugués. K, et
K5 sont deux sous-groupes définissables, connexes et propres maximaux de G puisque N est
G-minimal. Si G a un sous-groupe G-minimal B distinct de N, alors G/B n’appartient pas
a F puisque G = G/(N N B)° nappartient pas & F. Par maximalité de K7 et de Ks, B est
contenu dans K et Ks. L’hypothese d’induction donne alors le résultat et on peut supposer
que N est 'unique sous-groupe G-minimal de G. Si G avait un centre infini, N serait alors
central dans G. K; et K serait donc normaux et, par conséquent, triviaux. On peut donc
supposer le centre de G fini. Comme les intersections K1 NN et Ko NN sont finis et normales
dans G, donc centrales, elles sont triviales d’apres le fait 1.3.17. Aussi N centralise G’ d’apres
le fait 1.3.18, donc K7 et K sont triviaux. On en déduit que G’ est contenu dans N. Mais
G’ n’est pas trivial puisque G a un centre fini, donc G’ = N par G-minimalité de N. Le fait
1.3.21 donne alors le résultat. O

Définition 5.5.3. — Soient F une formation conneze et G un groupe de rang de Morley
fini connexe et résoluble. On note G* le plus petit sous-groupe normal et définissable de G
tel que G/G7 appartienne a F.

Un sous-groupe H de G est un sous-groupe F-couvrant de G si H appartient a F et si
S = ST H pour tout sous-groupe définissable et connere S de G qui contient H.

D’apres la définition 5.5.1, le sous-groupe G existe toujours et est définissable et connexe.

Lemme 5.5.4. — Soient F une formation connexe, G un groupe de rang de Morley fini
conneze et résoluble et N un sous-groupe définissable et normal de G.

(i) Si H est un sous-groupe F-couvrant de G, alors HN/N est un sous-groupe F-couvrant
de G/N.

(i) Si K/N est un sous-groupe F-couvrant de G/N et si H est un sous-groupe F-couvrant
de K°, alors H est un sous-groupe F-couvrant de G.

Preuve. — (i) Soient S/N un sous-groupe définissable et connexe de G/N qui contient
HN/N et R le sous-groupe de S qui vérifie R/N = (S/N)”. Comme S°/(S°NR) = S°R/R =
S/R € F, S°/R° = 58°/(S° N R)° € F. Donc, comme S° contient H, S° = R°H. Ainsi
S/N = (R°H)N/N = (R/N)(HN/N) et c’est fini.

(#4) Soit S un sous-groupe définissable et connexe de G qui contient H. Comme K°/(K°N
N)=2 K°N/N =K/N € F, K° = H(K°NN) et K = HN. Alors SN/N contient K/N. Aussi
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SN/(S7 N) est isomorphe & S/(SNSTN) qui appartient & F, donc SN = K(S7N) = KS*
et on obtient S = S¥(SNK) =S7(SNK)°.Or H < (SNK)° < K°et (SNK)°/(ST NK)°
est un F-groupe, donc (SN K)° = (S¥ N K)°H et on conclut S = S (SNK)°=S"H. O

Théoréme 5.5.5. — Soit F une formation connexe.

(i) Si tout groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble a un sous-groupe F-couvrant,
F est saturée.

(i) Si F est saturée, tout groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble G a un
sous-groupe F-couvrant et deuz tels sous-groupes sont conjugués dans G.

Preuve. — Montrons (i). Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble
tel que G/Fratc(@) appartienne & F et H un sous-groupe F-couvrant de G. Alors G =
Frate(G)H et G = H € F, d’ou le résultat.

Montrons (i) par induction sur le rang de G. On peut supposer que G n’appartienne
pas & F. Soit N un sous-groupe G-minimal de G. Par hypotheése d’induction G/N a un
sous-groupe F-couvrant K/N.

Si G/N n’appartient pas & F, alors K est distinct de G et K a un sous-groupe F-couvrant
H d’apres 'hypothese d’induction. Le lemme 5.5.4 (ii) dit qu’alors H est un sous-groupe F-
couvrant de G. Soient K et L deux sous-groupes F-couvrants de G. Par le lemme 5.5.4 (i)
KN/N et LN/N sont des sous-groupes F-couvrants de G/N et sont donc conjugués d’apres
I'hypothese d’induction. Aussi K N/N est distinct de G/N puisque G/N n’appartient pas &
F. Donc, K et LY étant des sous-groupes F-couvrants de KN pour un g € G, K et L sont
conjugués par hypothese d’induction.

On peut donc supposer que G/N appartient & F. Le lemme 5.5.2 dit qu’alors il existe un
sous-groupe K de G tel que K soit un F-groupe, G = NK et K N N soit fini. Comme G
n’est pas un F-groupe et comme N est G-minimal, N = G7. Aussi, K est un sous-groupe
définissable, connexe et propre maximal de GG, donc K est un sous-groupe F-couvrant de G.
Si H est un autre sous-groupe F-couvrant de G alors G = NH et N N H est fini puisque
N est G-minimal et G n’est pas un F-groupe. Le lemme 5.5.2 dit que H et K sont donc
conjugués. [

Corollaire 5.5.6. — Soient F une formation conneze saturée, G un groupe de rang de Morley
fini connexe et résoluble et N un sous-groupe définissable et normal de G. Alors tout sous-
groupe F-couvrant de G/N est de la forme HN/N ou H est un sous-groupe F-couvrant de
G.

Preuve. — Soient K/N (resp. L) un sous-groupe F-couvrant de G/N (resp. G). Alors
LN/N est un sous-groupe F-couvrant de G/N d’apres le lemme 5.5.4 (i). Donc LN/N est
conjugués & K/N par le théoréme 5.5.5. O

Corollaire 5.5.7. — Soient F une formation connezxe saturée et G un groupe de rang de
Morley fini connexe et résoluble. Alors le normalisateur de tout sous-groupe F-couwvrant H
de G est anormal.

Preuve. — Soient g € Get K = (Ng(H), Ng(H)?). Alors (H, HY) est définissable et connexe
d’apres le fait 1.2.5, et H et HY sont deux sous-groupes F-couvrants de (H, H?). D’apres le
théoreme 5.5.5 il existe u € (H, H9) < K tel que H* = HY. Ainsi gu™' € Ng(H) < K et g
appartient a K. [

Corollaire 5.5.8. — Soient F une formation connexe saturée. Alors tout groupe de rang de
Morley fini conneze et nilpotent a un unique sous-groupe JF-couvrant.

Preuve. — Suit directement du corollaire précédent. [
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Proposition 5.5.9. — Soient F une formation conneze saturée et G un groupe de rang de
Morley fini conneze et résoluble. Si H est un F-groupe tel que G = F(G)H, alors H est
contenu dans un sous-groupe F-couvrant de G.

Preuve. — Par induction sur le rang de G. On peut supposer que G n’est pas un F-
groupe. Soit N un sous-groupe G-minimal de G. Alors HN/N est un F-groupe et G/N =
(HN/N)F(G/N), donc HN/N est contenu dans un sous-groupe F-couvrant de G/N d’apres
I'hypotheése d’induction. Ce sous-groupe est de la forme KN/N avec K sous-groupe F-
couvrant de G d’apres le corollaire 5.5.6.

Si KN est distinct de G alors, comme KN = F(KN)H, ’hypotheése d’induction dit que
H est contenu dans un sous-groupe F-couvrant M de KN. Or M est conjugué a K dans
KN donc M est un sous-groupe F-couvrant de G. Ainsi on peut supposer G = KN et GF
contenu dans V.

Comme N centralise F'(G), K N F(G) est normal dans G. Si K N F(G) est infini, alors
par hypothese d’induction, H est contenu dans 7" ou 7' désigne un sous-groupe de G tel
que T/(K N F(G))° soit un sous-groupe F-couvrant de G/(K N F(G))°. Comme G7 est
contenu dans N, T7 est aussi contenu dans N. Ainsi T7 est contenu dans (K N N)° qui
est trivial puisque N est G-minimal et puisque G n’appartient pas a F. On en déduit que
T est un F-groupe d’out le résultat. On peut alors supposer K N F(G) fini. Ceci donne
F(G)° = N(KNF(G))° = N et on obtient G = NH. N étant G-minimal, H est un
sous-groupe définissable, connexe et propre maximal de G et G = G¥ H, donc H est un
sous-groupe F-couvrant de G. [

Définition 5.5.10. — Soient F une formation connexe, G un groupe de rang de Morley
fini connexe et résoluble et H un F-groupe. H est un F-projecteur de G si HN/N est un
F-sous-groupe mazimal de G/N pour tout sous-groupe normal et définissable N de G.

Théoréme 5.5.11. — Soient F une formation connezre et G un groupe de rang de Morley
fini conneze et résoluble.

(i) Tout sous-groupe F-couvrant de G est un F-projecteur de G.

(ii) Si F est saturée, tout F-projecteur de G est un sous-groupe F-couvrant de G.

Preuve. — (i) Soient N un sous-groupe normal et définissable de G et H un sous-groupe
F-couvrant de G. Si HN/N est contenu dans un F-sous-groupe K/N de G/N, alors K° /(NN
K°) >~ K°N/N = K/N est un F-groupe. On en déduit que K = K°N = HN, ce qui donne
le résultat.

(#4) Par induction sur le rang de G. On peut supposer G non trivial. Soient N un sous-
groupe G-minimal de G et H un F-projecteur de G. Alors HN/N est un F-projecteur de
G/N. Par hypothese d’induction, HN/N est un sous-groupe F-couvrant de G/N. D’apres
le corollaire 5.5.6, il existe un sous-groupe F-couvrant H* de G tel que HN = H*N. Aussi
HN = F(HN)H et la proposition 5.5.9 dit que H est contenu dans un sous-groupe F-
couvrant K de HN. Mais H est un F-sous-groupe maximal de GG, donc H = K. Alors H et
H* sont conjugués dans HN d’apres le théoreme 5.5.5. [

5.5.2 Applications

Dans la suite on désignera par A/° la formation connexe des groupes de rang de Morley fini
connexes et nilpotents. Comme premiere application des résultats ci-dessus nous donnons une
autre démonstration de I'existence et de la conjugaison des sous-groupes nilpotents, connexes
et autonormalisants dans un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble (corollaire
5.5.13). Cette preuve utilise seulement la section 2.1 et les lemmes 2.3.2 et 2.3.4. En fait on
montre qu’on a affaire aux sous-groupes A °-couvrants (proposition 5.5.12).
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Proposition 5.5.12. - N° est une formation connexe saturée. De plus, si G est un groupe
de rang de Morley fini conneze et résoluble, alors les sous-groupes N°-couvrants de G sont
exactement les sous-groupes nilpotents, autonormalisants et connexes de G.

Preuve. — N° est une formation connexe saturée d’aprés le lemme 2.3.4. Le théoréme
5.5.5 dit alors que G a un sous-groupe N °-couvrant C. G = F(G)C d’apres le fait 1.3.19.
On en déduit que Ng(C)° = Np(e)(C)°C est nilpotent et est égal a C' puisque C est N°-
couvrant. Le corollaire 5.5.7 et la proposition 2.1.7 disent que Ng(C') est connexe, donc C
est un sous-groupe nilpotent, connexe et autonormalisant de G. Il suffit alors de montrer
qu’un sous-groupe nilpotent, connexe et autonormalisant K de G est A/°-couvrant. On peut
supposer G contrexemple de rang minimal. D’apres le fait 1.3.19, la minimalité du rang
de G, le théoreme 5.5.5 et 'argument de Frattini, on a G = F(G)°Ng(K) = F(G)°K. La
proposition 5.5.9 dit alors que K est contenu dans un sous-groupe N °-couvrant de G. Comme
Ng(K) = K, K est alors N°-couvrant dans G. [

Corollaire 5.5.13. — Soit G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble. Alors
les sous-groupes nilpotents, connexes et autonormalisants de G existent et sont conjugués.

Preuve. — Suit de la proposition 5.5.12 et du théoreme 5.5.5. O

En utilisant le théoreme 2.4.7, nous obtenons le résultat suivant :

Corollaire 5.5.14. — Les sous-groupes N°-couvrants d’un groupe de rang de Morley fini
connexe et résoluble G sont exactement les sous-groupes de Carter de G.

La seconde application concerne la classe des 7m*-groupes. Le lemme 5.5.15 montre que la
classe des m*-groupes est une formation connexe saturée.
Dans ce qui suit nous nous permettons 'usage de ’ensemble des résultats du chapitre 2.

Lemme 5.5.15. - La classe des m*-groupes est une formation connezxe saturée pour tout
ensemble ™ d’entiers premiers.

Preuve. — Soient m un ensemble d’entiers premiers et F la classe des m*-groupes. Il est clair
que F est une formation connexe et on va montrer qu’elle est saturée. Soit H un groupe de
rang de Morley fini connexe et résoluble avec B, (H) non trivial. Il suffit de trouver un sous-
groupe propre, définissable et connexe maximal de H qui ne contient pas B, (H). D’apres le
fait 1.3.13, F(H)° a un m*-sous-groupe caractéristique C tel que F(H)® = C * B, (H). Soit
K un sous-groupe de Carter de H. Le théoreme 2.4.7 dit que K est nilpotent, définissable
et connexe. Donc le fait 1.3.13 dit que K a un m*-sous-groupe caractéristique D tel que
K = D x B;(K). Comme H = F(H)°K d’apres le fait 1.3.19 et la remarque 2.1.2, H =
B.(H)(DC). Comme Br(H) est non trivial et comme DC N B;(H) est fini puisque DC
est un 7w*-sous-groupe, DC est contenu dans un sous-groupe propre, définissable et connexe
maximal M de H. Alors M ne contient pas B;(H) et la démonstration est achevée. O

L’objet du théoreme suivant est de caractériser les sous-groupes F-couvrants des groupes
de rang de Morley fini connexes et résolubles ou F désigne la formation des m*-groupes.
Notons que ce théoreme permet une nouvelle démonstration du théoreme de Borovik et
Nesin sur les 7m*-groupes (fait 4.4.2, corollaire 5.5.17).

Théoréme 5.5.16. — Soient F la classe des m*-groupes et G un groupe de rang de Morley
fini résoluble et connexe. Alors les sous-groupes F-couvrants de G sont exactement les m*-
sous-groupes mazimauz de G.
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Preuve. — On déduit du théoreme 5.5.5 et du lemme 5.5.15 que G a un sous-groupe
F-couvrant L et que deux sous-groupes F-couvrants de G sont conjugués. Alors, comme
G/B,(G) est un F-groupe, G = B,(G)L et, comme un m*-sous-groupe de G intersecte
finiment B;(G), L est un 7*-sous-groupe maximal de G. Pour finir la preuve du théoréme, il
suffit donc de montrer qu’un 7*-sous-groupe maximal U de G est un sous-groupe F-couvrant
de G. Comme U N B, (Q) est fini, il est suffisant de prouver G = B,(G)U. Supposons que G
soit un contrexemple de rang minimal au théoréme. D’apres le fait 1.3.13, F(G)° a un 7*-
sous-groupe caractéristique C' tel que F(G)° = C * B,(G). Alors CU est un m*-sous-groupe
de G, donc U contient C et Br(G)U contient F(G)°. Le fait 1.3.19 dit alors que B(G)U
est normal dans G. Soit N = Ng(U). Montrons que N est anormal dans G. Soient g € G
et F = d(N,NY9).Si F =G, g € F sinon, par minimalité de G, il existe a € F° tel que
U* = UY. Ainsi g € Ng(U)a C F. Le théoréme 2.5.1 dit que N contient un sous-groupe
de Carter D de G. Le fait 1.3.13 donne l’existence d’un 7*-sous-groupe V de D tel que
D = B;(D)*V. Or B;(D) est contenu dans B,(G) et UV est un 7*-sous-groupe de G
puisque V' normalise U, donc V' est contenu dans U et D est contenu dans B, (G)U. Comme
D est anormal dans G d’aprés le théoréme 2.4.7, B, (G)U est anormal dans G. Le fait que
B, (G)U soit un sous-groupe normal propre de G est contredit. [

Le théoreme de Borovik et Nesin sur les 7*-groupes (fait 4.4.2) devient alors un corollaire
du théoreme ci-dessus et du théoreme 5.5.5.

Corollaire 5.5.17. — ([12], Borovik, Nesin) Soit G un groupe de rang de Morley fini
résoluble et connexe et m un ensemble de nombres premiers. Alors les T -sous-groupes maxi-
maux de G sont conjugués. Si K est l'un d’euz, alors G = B(G)K et B,(G) N K est un
sous-groupe fini.

5.6 Conclusion

Dans cette derniere section, nous cherchons les liens entre les deux théories des formations
que nous avons établies (proposition 5.6.5 et exemple 5.6.6).

Définition 5.6.1. — Un sous-groupe L/K d’une section localement close H/K est dit djoc-
anormal dans H/K si h € djp.(L, L") pour tout h € H.

On remarque que, dans les groupes de rang de Morley fini, tout sous-groupe anormal est
djoc-anormal, et tout sous-groupe dj,.-anormal est déf-anormal. Dans le contexte des groupes
de rang de Morley fini connexes et résolubles, les notions d’anormalité, de déf-anormalité et
de d;,.~anormalité sont fortement liées :

Lemme 5.6.2. — Si G est un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble, alors les
conditions suivantes sont équivalentes pour tout sous-groupe H de G :

(i) H est anormal ;

(i) H est définissable et déf-anormal ;

(i3) H est localement clos et djoe-anormal.

Preuve. — Supposons H anormal. Alors H est déf-anormal et dj,.-anormal. De plus, H est
définissable d’apres la proposition 2.1.7. En particulier, H est localement clos. On a montré
que (7) implique (i4) et (ii7).

Supposons H définissable et déf-anormal. Alors le corollaire 2.1.8 dit que H est anormal.
Donc (i) et (i7) sont équivalent.

Il reste & montrer que (#47) implique (i7). Soit H un sous-groupe localement clos et djoc-
anormal. Montrons que H est définissable et déf-anormal par induction sur le rang de G.
Comme H est dj,.-anormal, H et d(H) sont déf-anormaux, et il suffit de montrer H est
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définissable. Comme d(H) est déf-anormal, la proposition 2.1.7 dit que d(H) est connexe.
Par hypothese d’induction, on peut supposer G = d(H). En particulier, G normalise H~.
Quitte a quotienter G par H ", on peut supposer H~ = 1. Supposons G # 1. Alors G possede
un sous-groupe G-minimal A. Par hypotheése d’induction, HA/A est définissable et G = H A.
En particulier, AN H est normal dans G. Comme H- =1, ona G # H et A £ H. Donc
A ne peut pas étre central dans G. Le fait 1.3.17 donne AN Z(G) = 1. Alors, si on avait
ANH # 1, on aurait A < H d’apres le fait 1.2.13, ce qui est contradictoire. Donc H est un
complément de A dans G. Le lemme 2.1.3 dit que H est un sous-groupe anormal de G. Donc
H est définissable (proposition 2.1.7) et G = H. Ceci contredit H~ = 1, et on a montré que
(#i¢) implique (44). O

Dans la suite, R désignera une sous-classe de Dloc S-dj..-close et Q-djo.-close qui contient
tous les groupes de rang de Morley fini connexes et résolubles, et f désignera une fonction
de R-préformation sur un sous-ensemble 7 de P+.

Corollaire 5.6.3. — Soit G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble. Alors
N¢g(F) est anormal dans G pour tout (F*(f), w)-projecteur F de G. En particulier, Ng(F')
est définissable et connexe.

Preuve. — Si Ng(F) est anormal, la proposition 2.1.7 dit que Ng(F') est définissable
et connexe. Montrons que Ng(F') est anormal. La proposition 5.3.17 dit que Ng(F) est
localement clos. Donc, d’apres le lemme 5.6.2, il suffit de montrer que Ng (F') est dj,.-anormal.
Soit g € G. Alors F et F9 sont des (F*(f), 7)-projecteurs de djo.(Ng(F), Ng(F)9). D’apres
le théoreme 5.3.14, il existe h € dipe(Ng(F), Ng(F)9) tel que F* = F9. On obtient g €
Na(F)h C dipe(Ng(F), Ng(F)9). Ceci prouve que Ng(F) est djpe-anormal. [

Corollaire 5.6.4. — On suppose 7 = P*. Si G est un groupe de rang de Morley fini conneze
et résoluble, alors tout (F*(f), PT)-projecteur F de G est définissable et conneze.

Preuve. — La proposition 5.3.17 montre que F' est autonormalisant. Le corollaire 5.6.3
permet de conclure. [J

Proposition 5.6.5. — On suppose 7 = P*. Soient F*(f)° la classe des F*(f)-groupes
définissables et connezes et G un groupe de rang de Morley fini conneze et résoluble, alors :
(i) °(f)° est une formation connexe saturée contenue dans F(f) ;
(1) les sous-groupes F*(f)°-couvrants de G sont exactement les (§*(f), P1)-projecteurs

de G.

Preuve. — Montrons que §*(f)° est une formation connexe. Le lemme 5.2.6 montre que
limage d’un §*(f)°-groupe par un homomorphisme définissable de groupe est un F*(f)°-
groupe. Donc §*(f)° vérifie la condition (¢) de la définition 5.5.1. Montrons que §*(f)° vérifie
aussi la condition (4i) de la définition 5.5.1. Soient Ny et N2 deux sous-groupes normaux et
définissables de G tels que G/N; et G/Ny soient des F*(f)°-groupes. Il faut montrer que
G/(N1 N N3)° est un §F*(f)°-groupe. Soit U/V une section G/(N1 N N3)°-djpe-minimale
de G. Comme G est connexe, G centralise (N7 N Nz)/(N1 N N2)°. En particulier, si on a
(UNN1NN3)/ (VAN NNy) # 1, alors (UNN;NNo)/(VAN;NN2) 2 U/V est une f-section
de G. Donc on peut supposer N1 N Ny < V. Supposons que U/V ne soit pas une f-section.
Si UN;/V Ny # 1, alors UN;/V Ny est isomorphe & U/V et, comme G/Np est un §*(f)°-
groupe, la proposition 5.2.9 dit qu’il existe p € 7~ tel que UN;/V Ny soit une p-section
et qu'il existe un sous-groupe co-couvrant de Hall R/N; de G/N; qui couvre UN;/V Nj.
Comme UN;/V Ny n’est pas centralisé par G, le lemme 5.1.19 dit que UN;/VN; 2 U/V
est finie. Le lemme 5.2.10 montre que G centralise U/V, ce qui est contradictoire puisqu’on
a supposé que U/V n’est pas une f-section. Donc on peut supposer UN;/VN; = 1. De
la méme fagon, on peut supposer UNy/V Ny = 1. Alors on a (U N Nyp)/(V N Ny) # 1 et,
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quitte & considérer (U N Ny)/(V N Ny) au lieu de U/V, on peut supposer U < Nj. On en
déduit U = UNV Ny = V(U N Ny) et, comme on a U < Ny et Ny NNy <V, on obtient
U =V, ce qui est contradictoire. On a montré que U/V est une f-section. Ceci prouve que
G/(N1 N N2)° est un F(f)-groupe. En particulier, G/(N1 N N2)° est un §F*(f)°-groupe et
F*(f)° est une formation connexe. En fait, on a aussi prouvé §*(f)° C F(f). En effet, si G
est un §*(f)°-groupe et si on prend N7 = Ny = 1, alors ce qui précéde prouve que G est un
§(f)-groupe, d’ott §*(f)° € F(f).

Montrons que tout (F*(f), PT)-projecteur U de G est un sous-groupe F*(f)°-couvrant de
G. Le corollaire 5.6.4 montre que U est définissable et connexe. Donc U est un §*(f)°-groupe,
et U est un sous-groupe §*(f)°-couvrant de G.

Montrons que §*(f)° est saturée. Le théoréme 5.3.14 dit que G possede un (F*(f), PT)-
projecteur V. Le paragraphe précédent dit que V est un sous-groupe §*(f)°-couvrant de G.
Alors le théoreme 5.5.5 (i) dit que F*(f)° est une formation connexe saturée.

Il reste & montrer que les sous-groupes F*(f)°-couvrants de G sont des (F*(f),PT)-
projecteurs de G. Le théoréme 5.3.14 dit que G posséde un (F*(f), PT)-projecteur W, et
W est un sous-groupe §*(f)°-couvrant de G d’aprés ce qui précede. Par conjugaison des
sous-groupes §*(f)°-couvrants de G (théoréme 5.5.5 (i7)), les sous-groupes §*(f)°-couvrants
de G sont des (F*(f), PT)-projecteurs de G. 0

L’exemple suivant montre qu’il existe des formations connexes saturées qui ne peuvent
pas étre caractérisées par une fonction de préformation :

Exemple 5.6.6. — On considére, dans le pur langage des groupes, le p-groupe (p € P)
G = Zp~ x B ou B est un groupe abélien connexe d’exposant p. Le lemme 5.5.15 montre
que la classe V des p*-groupes est une formation connexe saturée. Aussi, Z,~ est le seul
sous-groupe V-couvrant de G.

Alors il n’est pas possible de choisir f de fagon a ce qu’il existe un sous-ensemble o de
Pt tel que Zp~ soit le (F*(f),o)-projecteur de G. En effet, si on a p ¢ 7 N o, alors {1}
est 'unique (§*(f), o)-projecteur de G puisque toutes les sections de G sont des p-groupes.
Sinon, on a p € w N o et, comme G est abélien, toutes ses section G-dj,.-minimales sont des
f-sections. Donc G est un §(f)-groupe, et G est 'unique (F*(f), o)-projecteur de G.



Chapitre 6

Questions

La théorie des groupes finis nous a fourni un bon modeéle pour étudier certains aspects
des groupes de rang de Morley fini résolubles. Nous avons vu que certains théoremes fon-
damentaux de la théorie des groupes finis résolubles ont des analogues pour les groupes
de rang de Morley fini résolubles, bien que ces derniers ne soient généralement pas loca-
lement finis. Cependant, nous pensons qu’il faut aller plus loin dans cette étude puisque
I’étude que nous avons faite souleve de nouvelles questions. D’autres théories concernant les
groupes finis résolubles pourraient avoir des analogues pour les groupes de rang de Morley
fini, par exemple la théorie des injecteurs ou celle des classes de Schunck. Aussi certaines
notions, telle que les M*-normalisateurs, n’ont été traitées que partiellement. D’autre part,
certains résultats peuvent peut-étre se généraliser aux groupes de rang de Morley fini non
nécessairement résolubles, par exemple 'existence des sections dj,.-minimales (proposition
3.5.7). Une autre question importante est celle concernant le choix de la classe de groupes
étudiée. En effet, modulo certaines complications modeles-théoriques qui peuvent étre im-
portantes, notre étude pourrait se généraliser a d’autres classes de groupes stables. Dans ce
dernier chapitre, nous détaillons les questions que nous nous posons a la suite de cette these.
Aussi, nous rappelons les conjectures importantes concernant les groupes de rang de Morley
fini résolubles. Ce chapitre peut aussi étre 'occasion de recevoir des critiques sur des sujets
susceptibles de faire I'objet d’un futur travail.

Classes de Schunck

Dans la section 5.6, nous avons pu créer un lien entre la théorie des formations connexes
(section 5.5) et la théorie des formations concernant les sections localement closes résolubles
(sections 5.1 & 5.3). Au regard de l'exemple 5.6.6 et de I'hypothese faite sur 7 dans la
proposition 5.6.5 (nous imposons m = PV), ce lien reste ténu. La question qui se pose est
celle de I'existence d’une théorie, nécessairement beaucoup plus générale, qui inclurait nos
deux théories des formations. La théorie des groupes finis nous laissent de sérieux espoirs.
En effet, pour les groupes finis et résolubles, Schunck a établi une théorie beaucoup plus
générale que la théorie des formations (cf. [71]). Si nous obtenions un analogue de cette
théorie pour les groupes de rang de Morley fini résolubles, il devrait étre possible d’unifier
nos deux théories des formations, ou au moins d’établir des liens plus sérieux que ceux que
nous avons déja.

Le théorie de Schunck [71] est celle des classes de Schunck. On rappelle qu’une classe
$ de groupes finis résolubles est une classe de Schunck si $) est close par isomorphismes et
sion a G € 9 si et seulement si G/Coreg(M) € $) pour tout sous-groupe maximal M de
G (Coreg(M) désigne l'intersection des conjugués de M dans G). Schunck a montré que,
pour toute classe de groupes $) close par isomorphismes, tout groupe fini et résoluble possede
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un $-projecteur ' si et seulement si § est une classe de Schunck. De plus, si tel est le cas,
alors les $-projecteurs d’un groupe fini et résoluble G sont conjugués. Le résultat de Schunck
est plus général que celui donné par la théorie des formations. Nous n’avons connaissance
que de deux généralisations de cette théorie a des classes de groupes infinis : celle de M. J.
Tomkinson [76] pour les groupes résolubles localement finis et abéliens-par-finis et celle de
B. Hofling [41] pour les groupes résolubles localement finis et nilpotents-par-finis.

Classes de Fitting

La notion de classe de Fitting dualise la notion de formations. Ainsi, comme nous avons
pu établir une théorie des formations pour les sections localement closes résolubles, il est
naturel de s’intéresser aux classes de Fitting. Une classe § non vide de groupes finis et close
par isomorphismes est appelée une classe de Fitting si tout sous-groupe normal d’un §-groupe
est un §-groupe et si un produit normal de deux §-groupes est un §-groupe. Lorsqu’on étudie
les classes de Fitting, on s’intéresse aux injecteurs. Pour une classe £ de groupes finis, un sous-
groupe V' d’un groupe G est un K-injecteur de G si VN N est un un K-sous-groupe maximal
de N pour tout sous-groupe sous-normal N de G. En fait, les injecteurs sont aux classes de
Fitting ce que les projecteurs sont aux formations. B. Fischer, W. Gaschgz et B. Hartley [26]
ont montré que si § est une classe de Fitting, tout groupe fini et résoluble G possede une
unique classe de conjugaison de §-injecteurs. Cette théorie a pu étre généralisée a certaines
classes de groupes infinis, dont les {-groupes [39]. Aussi, dans un travail en préparation [27],
on a généralisé le théoreme principal de [39]. Dans un travail soumis pour publication [28],
on a établi une théorie des classes de Fitting pour les sections localement closes. Le résultat
d’existence et de conjugaison a un analogue pour les sections localement closes résolubles.
La preuve, relativement proche de celle des groupes finis, nécessite fortement l'usage du
théoreme d’existence et de conjugaison des sous-groupes de Carter.

5*(f)-groupes

Pour établir la théorie des formations des sections localement closes résolubles, nous avons
eu besoin d’introduire les classes de groupes de la forme §*(f) ou f désigne une fonction de
préformation sur un ensemble 7 C P+. A Uinverse de F(f), *(f) n’est pas, en général, une
formation (exemple 5.2.27 et proposition 5.2.29). C’est I'une des raisons pour lesquelles on ne
s’intéresse & §*(f) qu’en tant qu’outil. Mais cet outil est vraiment fondamental pour I’étude
des classes de groupes de la forme §(f) et des projecteurs. C’est pourquoi, on aimerait que
les classes de la forme §*(f) puissent devenir des objets intéressants pour eux-mémes. On se
pose la question suivante :

Question 6.1. — R désigne une sous-classe de Dloc qui est S-dj,.-close et Q-djo.-close. Si f
est une fonction de R-préformation sur m C P, est-ce que F*(f) est une (R, p)-préformation
pour tout p € w7

On ne connait pas la réponse a cette question. Une réponse positive rendrait la notion §*(f)
plus intéressante.

1Un sous-groupe H d’un groupe fini G est un $-projecteur si HN/N est un $-sous-groupe maximal de
G/N pour tout sous-groupe normal N de G
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M*-normalisateurs

Nous avons pu trouver des analogues pour les sections localement closes de certains
résultats concernant les M-normalisateurs des i-groupes. En particulier, les M-normalisateurs
des sections localement closes résolubles existent et sont conjugués (remarque 5.1.7). De plus,
ils sont préservés par quotientement (théoréme 5.1.9). Par contre, nos connaissances sur les
M*-normalisateurs sont tres partielles. Nous aimerions une réponse a la question suivante :

Question 6.2. — H/K désigne une section localement close résoluble. Si M désigne un -
systeme de H/K pour m C PT, existe-t-il, dans H/K, une unique classe de conjugaison de
M*-normalisateurs ?

Si on donnait une réponse positive a la question ci-dessus, on pourrait se demander ce que
sont les images des M*-normalisateurs dans les groupes quotients :

Question 6.3. - H/K désigne une section localement close résoluble et A/K un Dloc-sous-
groupe normal de H/K. Si M désigne un w-systeme de H/K pour m C PT, est-ce que les
images des M*-normalisateurs de H/K dans H/A sont des M*-normalisateurs de H/A?

Sections minimales normales

Nous avons établi 'existence des sections dj,.-minimales dans toute section localement
close résoluble (proposition 3.5.7). Ce résultat est fondamental pour la suite de la these.
L’hypothese de résolubilité intervient tout au long de la preuve de la proposition 3.5.7.
Cependant, se poser la question de la véracité d’un tel résultat pour les sections localement
closes non nécessairement résolubles est naturel :

Question 6.4. - Si H/K désigne une section localement close (non nécessairement résoluble),
est-ce que H/K contient une section H/K-dj,.-minimale ?

D’une fagon schématique, la premiere partie de la preuve de la proposition 3.5.7 consiste a
se restreindre & un groupe localement fini. Cela devrait aussi étre possible dans le cas non
résoluble. Ensuite, ce qui donne la possibilité de conclure, c’est essentiellement la présence
d’un corps dans les groupes résolubles (fait 1.3.16). Si le groupe n’est pas résoluble, nous
éspérons maitriser les sections simples par un théoreme de Kegel qui montre, en particulier,
qu'un quotient simple d'un M -groupe localement fini est linéaire ([44], théoréme 2.7).

Comme il semble que les principales difficultés pour répondre a la question 6.4 se trouvent
au niveau des sections localement finies, 'existence des sections dj,.-minimales souleve la
question suivante concernant les M -groupes localement finis :

Question 6.5. — On considére G un M. -groupe localement fini et N un sous-groupe normal
de G. Est-ce que G/N posséde un sous-groupe minimal normal ?

Produit de groupes localement finis

Le lemme 3.1.11 dit que si H et K sont des sous-groupes localement clos d’'un groupe
de rang de Morley fini G et si H normalise K, alors HK est localement clos. On peut
se demander ce qui se passe lorsqu’on a seulement HK = K H. Le lemme 4.3.13 donne une
réponse partielle a ce probleme dans le cas oli on suppose G résoluble. Pour ce qui concerne le
cas général, on sait seulement que la preuve du lemme 3.1.11 permet de ramener le probleme
au cas ou H et K sont localement finis. La question devient donc :
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Question 6.6. — On considere H et K deux sous-groupes localement finis d’un groupe de
rang de Morley fini. Si HK = K H, est-ce que HK est localement fini?

On rappelle qu’il est connu que, si un groupe résoluble G s’écrit sous la forme G = AB avec
A et B localement finis, alors G est aussi localement fini (fait 4.3.12). Aussi, N. M. Suchkov
[73] a donné un exemple de groupe non périodique G qui s’écrit sous la forme G = AB avec
A et B localement finis.

Groupes stables

Il existe plusieurs classes de groupes stables qui généralisent la notion de groupe de rang
de Morley fini. Parmis elles, il y a les groupes w-stables, superstables, stables menus, les R-
groupes.... De nombreuses propriétés algébriques des groupes de rang de Morley fini sont
vérifiées par les groupes appartenant a ces classes. Par exemple, la conjugaison des sous-
groupes de Hall a été prouvée pour les groupes w-stables résolubles ([4], fait 1.4.11). Aussi,
I’existence des sous-groupes de Carter a été établie pour les R-groupes et la conjugaison de
ceux-1a pour les groupes stables menus (cf. [79], et les faits 1.5.4 et 1.5.6). Cependant, lorsque
lon étudie ces classes de groupes, les complications modeles-théoriques peuvent rendre tres
délicates la généralisation des théorémes connus pour les groupes de rang de Morley fini. Nous
nous posons la question de savoir si certains théoremes que nous avons énoncés se généralisent
a des classes plus générales de groupes stables. Du fait de I’étude de F. O. Wagner concernant
les sous-groupes de Carter des R-groupes, la généralisation des résultats du chapitre 2 nous
intéresse plus particulierement.

On finit ce chapitre en rappelant trois conjectures qui concernent directement les groupes
de rang de Morley fini résolubles, mais dont l'intérét peut étre beaucoup plus général.

Conjecture de Nesin

Il est bien connu que tout groupe algébrique résoluble et connexe sur un corps algébriquement
clos peut s’écrire sous la forme d’un produit semi-direct d’un groupe abélien T" agissant sur
un sous-groupe nilpotent U (cf. [42], p.123). Nous aimerions un tel résultat pour les groupes
de rang de Morley résolubles et connexes, avec au moins U définissable. Dans [56], A. Nesin
a conjecturé ceci :

Conjecture de Nesin : Si G est un groupe de rang de Morley fini résoluble et connexe,
alors F(G)° a un complément dans G.

Cette conjecture est établie dans [25] lorsque le groupe est 2-résoluble et sans centre. Pour
ce qui concerne le cas général, c’est surtout la possibilité d’avoir un mauvais corps et, par
exemple, un groupe résoluble sans torsion et non nilpotent qui rend le probleme tres difficile.

Conjecture de Borovik

Selon un théoreme de Mal’cev [53], les groupes linéaires sont localement résiduellement
finis. A. V. Borovik conjecture que I'on peut généraliser ce théoréme aux groupes de rang de
Morley fini :

Conjecture de Borovik : Tout groupe de rang de Morley fini est localement résiduellement
fini.
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Il semble que cette conjecture soit aussi difficile que la conjecture de Cherlin-Zil’ber. Mais
une réponse positive a la conjecture de Cherlin-Zil’ber n’est pas suffisant pour répondre a la
conjecture de Borovik. En effet, on ne sait méme pas si un groupe de rang de Morley fini
résoluble est localement résiduellement fini. On aimerait donc montrer qu'un groupe de rang
de Morley fini résoluble est localement résiduellement fini. Si on y parvenait, cela pourrait
engendrer de nombreuses questions sur les sous-groupes finiment engendrés des groupes de
rang de Morley fini résolubles.

Une question de Kegel

Un céleébre théoreme de O. H. Kegel [46] dit que si un groupe fini G s’écrit sous la forme
G = AB avec A et B des sous-groupes nilpotents, alors G est résoluble. Ce théoreme a
ensuite été généralisé & diverse classes de groupes infinis. En particulier, O. H. Kegel [45] a
étendu son résultat aux groupes linéaires. O. H. Kegel a posé la question suivante :

Question 6.7. - (Kegel) Si un groupe G de rang de Morley fini s’écrit sous la forme G = AB
avec A et B deux sous-groupes nilpotents de G, est-ce que G est résoluble 7

Notons que si il existait un groupe simple de rang de Morley fini qui s’écrit sous la forme
G = AB avec A et B nilpotents, alors G serait un contrexemple a la conjecture de Cherlin-
Zil’ber.

Il serait intéressant d’étudier les groupes de rang de Morley fini résolubles qui s’écrivent
sous la forme G = AB avec A et B nilpotents. En effet, O. H. Kegel [45] (en 1965) avait
conjecturé que, si un groupe fini G s’écrit sous la forme G = AB avec A et B nilpotents de
classes de nilpotence a et b respectivement, alors G(@t?) = 1. Un contrexemple a été donné
par J. Cossey et S. Stonehewer dans [21] (en 1998!).
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ETUDE DES GROUPES RESOLUBLES DE RANG DE MORLEY FINI

RESUME : Le chapitre 1 regroupe des définitions et résultats utiles pour la suite.
On étudie les groupes de rang de Morley fini résolubles et connexes dans le chapitre 2.
Cette étude se fait a partir des sous-groupes anormauz, et a pour objet 'analyse des sous-
groupes de Carter ainsi que celle des centralisateurs généralisés. En particulier, il est montré
que les sous-groupes de Carter d’un groupe de rang de Morley fini résoluble et connexe
sont exactement les sous-groupes anormaux minimaux. Dans le chapitre 3, on introduit
et on analyse les sous-groupes localement clos des groupes de rang de Morley fini. Cette
notion permet d’étudier les groupes de rang de Morley fini résolubles non nécessairement
connexes. On peut alors montrer que les sous-groupes de Carter d’'un groupe de rang de
Morley fini résoluble non nécessairement connexe forment une seule classe de conjugaison.
Dans le chapitre 4 on définit un oco-élément, et on donne deux généralisations des sous-
groupes de Hall des groupes résolubles de rang de Morley fini : les w-sous-groupes de Hall
généralisés et les sous-groupes m-couvrants de Hall avec m un sous-ensemble de P U {oo} o
P est 'ensemble des entiers premiers. On montre la conjugaison des m-sous-groupes de Hall
généralisés et 'existence et la conjugaison des sous-groupes m-couvrants de Hall. Dans le
chapitre 5 on donne une théorie des formations pour les sous-groupes localement clos des
groupes de rang de Morley fini résolubles. Cette théorie s’établit a partir des sous-groupes
m-couvrants de Hall. Le résultat final de la théorie unifie les résultats de conjugaison des
sous-groupes de Hall et d’existence et de conjugaison des sous-groupes de Carter. Ensuite
on donne une théorie des formations pour les groupes de rang de Morley fini résolubles et
connexes. Cette théorie est similaire a la théorie des formations des groupes finis résolubles
établie par W. Gaschiitz. On finit le chapitre 5 en donnant un lien entre les deux théories
des formations.

STUDY OF SOLVABLE GROUPS OF FINITE MORLEY RANK

SUMMARY : Chapter 1 contains definitions and results that we needed later. We study
solvable connected groups of finite Morley rank in chapter 2. This is done using abnormal
subgroups. The two main examples of abnormal subgroups which are closely analyzed are
Carter subgroups and generalized centralizers. In particular, it is shown that the Carter sub-
groups of a solvable connected group of finite Morley rank are exactly its minimal abnormal
subgroups. In chapter 3, we introduce and analyse the locally closed subgroups of groups of
finite Morley rank. This notion allows to study groups of finite Morley rank which are not
necessarily connected. We are thus able to show that a solvable group of finite Morley rank
has in general a single conjugacy class of Carter subgroups. In chapter 4 we define an oco-
element, and we give two generalizations of the Hall subgroups of solvable groups of finite
Morley rank : generalized Hall mw-subgroups and Hall m-covering subgroups with m a subset
of P U {oo} where P is the set of prime integers. We show conjugacy of the generalized
Hall m-subgroups and the existence and the conjugacy of the Hall 7-covering subgroups of
a solvable group of finite Morley rank. In chapter 5 we give a formation theory for the lo-
cally closed subgroups of solvable groups of finite Morley rank. This is done using the Hall
m-covering subgroups. The final result unifies the conjugacy results of the Hall subgroups
and the existence and conjugacy of Carter subgroups. Then we give a formation theory for
the solvable connected groups of finite Morley rank. This theory is similar to the formation
theory finite solvable groups established by W. Gaschiitz. We end chapter 5 by giving a link
between the two formation theories.



