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devant l’UNIVERSITÉ CLAUDE BERNARD - LYON 1

pour l’obtention
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2.5 Caractérisations des sous-groupes anormaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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3.8 Retour aux centralisateurs généralisés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
3.9 Les 2-Sous-groupes de Sylow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

4 Sous-groupes de Hall 66
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Chapitre 0

Introduction

Les groupes de rang de Morley fini sont, d’un point de vue modèle-théorique, les groupes
qui vérifient les conditions maximales de stabilité. En particulier, on peut leur associer une
notion de dimension abstraite : le rang de Morley. Les groupes de rang de Morley fini peuvent
aussi être vus comme une généralisation des groupes algébriques : un groupe de rang de
Morley fini est un groupe muni d’une dimension analogue à la dimension de Zariski, mais il
n’agit pas nécessairement sur un espace vectoriel. Notamment, il n’y a pas un corps donné
par avance qui permette de retrouver la structure du groupe.

L’étude des groupes de rang de Morley fini a commencé dans les années soixante-dix avec
les travaux de A. Macintyre sur les groupes abéliens [49] et sur la théorie des corps [50]. Les
années suivantes, la théorie s’est développée sous l’influence de Cherlin, Zil’ber, Poizat, Nesin,
Borovik.... Comme nous le verrons dans la section 1.1, B. Poizat a obtenu une axiomatisation
de la notion de groupe de rang de Morley fini. Il est donc désormais possible d’étudier les
groupes de rang de Morley fini d’une façon très algébrique, en utilisant essentiellement des
techniques provenant de la théorie des groupes finis.

La grande majorité des personnes qui travaillent sur le sujet essaient de classifier les
groupes simples et infinis de rang de Morley fini. Plus précisément, ils cherchent à savoir si
la conjecture de Cherlin-Zil’ber est vraie :

Conjecture de Cherlin-Zil’ber : Tout groupe simple et infini de rang de Morley fini est
un groupe algébrique sur un corps algébriquement clos.

Nous ne travaillons pas à cette conjecture, qui constitue habituellement le point central
des études concernant les groupes de rang de Morley fini. Cependant, certains résultats du
chapitre 2 ont déjà eu des applications dans des travaux concernant la conjecture de Cherlin-
Zil’ber (cf. travaux de Eric Jaligot, [43]). Il est prévisible que les résultats du chapitre 2 auront
beaucoup plus d’applications pour la conjecture de Cherlin-Zil’ber lorsque seront étudiés les
FT -groupes simples1 avec des 2-sous-groupes de Sylow finis, ce qui correspond à la recherche
d’un analogue du théorème de Feit-Thompson pour les groupes infinis de rang de Morley
fini.

Nous allons analyser les groupes de rang de Morley fini résolubles. Nous étudierons d’abord
ceux qui sont connexes (chapitre 2). Leur comportement est très particulier, et l’analyse des
groupes non connexes se fait de façon fort différente. Ceci s’illustre notamment par l’étude
des sous-groupes de Carter, lesquels sont définis comme étant les sous-groupes localement
nilpotents et autonormalisants. Un phénomène remarquable se produit : pour analyser les

1Groupe simple et infini de rang de Morley fini dont les sous-groupes définissables, connexes et propres
maximaux sont tous résolubles
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sous-groupes de Carter des groupes non connexes (et, plus généralement, la structure des
groupes non connexes), nous devons renoncer à rester dans un contexte définissable. Nous
introduisons la classe des sous-groupes localement clos (définition 3.1.1), ce qui correspond
à une notion de définissabilité locale, et nous pouvons alors mieux comprendre la structure
des groupes non connexes (chapitre 3). Ensuite, une analyse plus poussée des groupes non
connexes nous amènera à considérer de nouvelles notions de sous-groupes de Hall (chapitre
4). Finalement, nous pourrons développer deux théories des formations : une pour les groupes
connexes, et une pour les groupes non connexes. Ces théories unifient des résultats d’appa-
rence très différentes, qui sont énoncés plus tôt dans la thèse (chapitre 5). Nous présentons
brièvement le contenu de chaque chapitres.

Le chapitre 1 contient la liste de presque tous les résultats utilisés au cours de la thèse.
Toutefois, il y a quelques exceptions : certains faits utilisés seulement une ou deux fois dans
le texte n’avaient pas leur place dans ce chapitre, et sont donc énoncés à l’endroit où ils sont
utilisés. Dans la section 1.1, on explique en détail ce qu’est un groupe de rang de Morley fini.

Le chapitre 2 est consacré à l’analyse des groupes de rang de Morley fini résolubles et
connexes. Nous étudions notamment les sous-groupes de Carter. Dans le contexte des groupes
connexes, l’étude se fait à partir des sous-groupes anormaux : un sous-groupe H d’un groupe
G est anormal si g ∈ 〈H,Hg〉 pour tout g ∈ G. Nous donnons l’équivalence des sous-groupes
anormaux minimaux et des sous-groupes de Carter dans le contexte des groupes de rang de
Morley fini connexes et résolubles (théorème 2.4.7). Nous analysons aussi les centralisateurs
généralisés (définition 2.4.1) et le radical quasiunipotent (définition 2.7.4), qui constituent
des notions importantes pour la suite. Le contenu des sections 2.1 à 2.6 a fait l’objet d’une
publication à Journal of Algebra [31]. Aussi, la section 2.7 constitue une partie de l’article
[32].

Dans le chapitre 3, on introduit une nouvelle classe de sous-groupes des groupes de rang de
Morley fini : les sous-groupes localement clos. Cette classe de sous-groupes contient les sous-
groupes définissables. Son introduction va nous permettre une analyse assez fine des groupes
de rang de Morley fini résolubles non connexes. Notamment, nous allons pouvoir montrer
que tout groupe de rang de Morley fini résoluble possède une unique classe de conjugaison
de sous-groupes de Carter (théorème 3.6.6). Aussi, nous montrerons que les sous-groupes
localement clos non triviaux possèdent des sections localement closes minimales normales
(proposition 3.5.7). Cette propriété est fondamentale pour la suite. Par soucis de généralité,
mais aussi pour montrer que cette classe de sous-groupes pourrait être utile pour analyser
les groupes de rang de Morley fini non connexes et non résolubles, nous essayons de ne pas
toujours nous restreindre aux groupes résolubles. Les sous-groupes localement clos ont été
introduits dans [32], et l’essentiel des résultats du chapitre sont contenus dans l’article [30],
lequel a été soumis à Journal of Algebra.

Le chapitre 4 concerne deux généralisations de la notion de sous-groupe de Hall. Les π-
sous-groupes de Hall (ce sont les π-sous-groupes maximaux des groupes finis résolubles, pour
π un ensemble d’entiers premiers) sont des objets d’une importance fondamentale en théorie
des groupes finis résolubles. Leur conjugaison a été prouvée dans [4] pour les groupes de
rang de Morley fini résolubles (et même, dans le contexte plus général des groupes ω-stables
résolubles). Nous considérons∞ comme un entier premier, et nous introduisons les notions de
π-sous-groupe de Hall généralisés et de sous-groupes π-couvrants de Hall pour π un ensemble
d’entiers premiers contenant éventuellement ∞. Ces notions généralisent la notion habituelle
de sous-groupe de Hall. Les principaux résultats du chapitre 4 concernent la conjugaison des
π-sous-groupes de Hall généralisés (théroème 4.1.18), et celle des sous-groupes π-couvrants de
Hall (théorème 4.4.9). Nous montrerons aussi des analogues au théorème de Schur-Zassenhaus
pour les sous-groupes de Hall généralisés (théorèmes 4.2.4 et 4.2.6), ce qui nous permettra
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d’analyser les sous-groupes de Hall généralisés dans les groupes quotients (corollaire 4.2.8).
Nous poussons plus loin notre analyse des sous-groupes de Hall généralisés et des sous-groupes
couvrants de Hall, et nous étudions les bases de Sylow généralisés et les bases de Sylow
couvrantes. Celles-ci sont conjuguées (théorèmes 4.3.8 et 4.4.17). Le contenu des sections 4.1
à 4.3 sera publié à Journal of Algebra (article [32]), et la section 4.4 est une partie de [29].

La théorie des formations a eu un rôle très important dans le développement de la théorie
des groupes finis résolubles. En effet, elle a donné un langage commun pour des résultats
fondamentaux, mais aussi très distincts, de la théorie des groupes finis résolubles tels que le
théorème de conjugaison des sous-groupes de Hall (cf. [69], p.250 th. 9.1.7) et celui d’existence
et de conjugaison des sous-groupes de Carter (cf. [17]). Dans le chapitre 5, nous donnons
un analogue de cette théorie pour les sous-groupes localement clos des groupes de rang
de Morley fini résolubles. La plupart des résultats des chapitres précédents sont utilisés.
Le théorème 5.3.14 unifie plusieurs résultats prouvés plus tôt dans la thèse, notamment
le théorème d’existence et de conjugaison des sous-groupes de Carter et le théorème de
conjugaison des π-sous-groupes de Hall lorsque π est un ensemble d’entiers premiers.

Les fortes particularités des groupes connexes font que l’on peut obtenir une théorie des
formations spécifique aux groupes connexes, très différente de celle donnée pour les sous-
groupes localement clos. Cette théorie, appelée théorie des formations connexes, est similaire
à la théorie des formations des groupes finis établie par W. Gaschütz [34]. Dans la dernière
section, nous montrons que la théorie des formations connexes a des liens avec la théories
des formations des sous-groupes localement clos (proposition 5.6.5).

La théorie des formations pour les sous-groupes localement clos fait l’objet de [29]. La
théorie des formations connexes constitue une partie de [31].

Nous finissons par un chapitre où sont écrites des questions que l’on se pose à la suite
de cette thèse, ainsi qu’un rappel de certaines conjectures concernant les groupes de rang de
Morley fini (résolubles).



Chapitre 1

Prérequis

Les quatre livres auxquels nous nous réfèrerons le plus souvent sont [69] pour la théorie
des groupes en général, [10] et [64] pour les groupes de rang de Morley fini, et [80] pour
des résultats plus généraux, concernant notamment les Mc-groupes (définition 1.1.9) et les
groupes stables.

Les notions et notations de ce chapitre sont toujours empruntées à l’un de ces quatre
livres.

Pour tout groupe G, on note G0 = G(0) = G, pour tout ordinal i, Gi+1 = [G,Gi] et
G(i+1) = [G(i), G(i)] et, pour tout ordinal limite j, Gj =

⋂
i<j G

i et G(j) =
⋂

i<j G
(i). Aussi,

on note G′ = G1 = G(1) le sous-groupe dérivé de G.
Pour tout groupe G on note Z(G) = CG(G) le centre de G. Pour tout ordinal i on définit

Zi(G) : on note Z0(G) = 1, pour tout ordinal j, Zj+1(G)/Zj(G) = Z(G/Zj(G)) et, pour
tout ordinal limite µ, Zµ(G) =

⋃
j<µ Zj(G). Alors il existe un plus petit ordinal α tel que

Zν(G) = Zα(G) dès que ν est supèrieur ou égal à α. On note Z∞(G) = Zα(G) et Z∞(G)
est appellé l’hypercentre de G. Un groupe G qui est égal son hypercentre est dit hypercentral.
Si un sous-groupe H d’un groupe G est contenu dans l’hypercentre de G, on dit que H est
hypercentral dans G.

Si U/V est un quotient de deux sous-groupes normaux d’un groupe G, on note AG(U/V )
le groupe des automorphismes de U/V induits par G. Ainsi, AG(U/V ) est isomorphe à
G/CG(U/V ). Par abus de langage, on considèrera AG(U/V ) = G/CG(U/V ).

On dit qu’un élément x d’un groupe G est de torsion, s’il est d’ordre fini. Un groupe est
de torsion si chacun de ses élément est de torsion.

Pour toute classe G de groupe, on appelle G-groupe un élément de G.

1.1 Groupes de rang de Morley fini

Nous allons définir un groupe de rang de Morley fini à partir de la notion d’univers rangé.
Cette définition possède l’avantage de permettre un traitement axiomatique des groupes de
rang de Morley fini. Mais ce n’est pas la définition originelle, laquelle peut être trouvée dans
[63] (section 17.c, p.445). En effet, les groupes que nous définissons s’appelaient, au départ,
groupes de Borovik, ou groupes rangés, et B. Poizat a montré que ceux-ci sont exactement
les groupes de rang de Morley fini :

Fait 1.1.1. – ([64], corollaire 2.14 p.49 et théorème 2.15 p.54, Poizat) Les notions
de groupes rangés (aussi appelés groupes de Borovik) et de groupes de rang de Morley fini
cöıncident.

Un univers est une collection non vide U d’ensembles soumis à certaines conditions. Les
ensembles appartenant à U sont appelés ensembles définissables. Aussi, une fonction entre
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deux ensemble définissables est dite définissable si son graphe l’est. Les conditions que doit
satisfaire un univers sont les suivantes :

U1 − Clôture par opérations booléennes : Si A et B sont deux ensembles définissables,
alors A ∩B, A ∪B et A \B sont aussi définissables.

U2 − Clôture par produits : Si A et B sont deux ensembles définissables, alors leur produit
cartésien, les deux projections canoniques πA et πB de A × B sur A et B respectivement,
ainsi que les images de πA et πB des sous-ensembles définissables de A×B, sont définissables.
L’ensemble {(a, a) : a ∈ A} est aussi définissable.

U3 − Sous-ensembles finis : Si a est un élément d’un ensemble définissable A, alors le
singleton {a} est définissable.

U4 − Factorisation : Si E(x, y) est une relation d’équivalence définissable sur un ensemble
définissable A (i.e. l’ensemble E = {(x, y) ∈ A2 : E(x, y)} est un sous-ensemble définissable
de A2), alors l’ensemble A/E des classes d’équivalences et la surjection canonique A −→ A/E
sont définissables.

Si U est un univers, alors une fonction rk : U \ {∅} −→ N est appelée un rang si les
axiomes suivants sont satisfaits pour chaque ensembles définissables A et B de U :

R1 − Définition du rang : rk(A) ≥ n+ 1 si et seulement s’il existe une infinité de sous-
ensembles définissables et non vides de A, deux à deux disjoints et de rangs supèrieurs ou
égaux à n.

R2 − Définissabilité du rang : Si f est une fonction définissable de A dans B, alors
l’ensemble {b ∈ B : rk(f−1(b)) = n} est définissable pour chaque n ∈ N.

R3 − Additivité du rang : Si f est une surjection définissable de A dans B et si rk(f−1(b))
est égal à un entier n pour chaque b ∈ B, alors rk(A) = rk(B) + n.

R4 − Elimination des quanteurs infinis : Pour toute fonction définissable f de A dans B,
il existe un entier m tel que, pour tout b ∈ B, f−1(b) soit infini dès qu’il contient m éléments
distincts.

Un univers U est dit rangé s’il existe un rang qui satisfait les axiomes ci-dessus. On
remarque que la condition R1 détermine entièrement la fonction de rang. Signalons que B.
Poizat a montré que les conditions R1, R2 et R4 impliquent la condition R3 ([64], p.55).

Si L est un langage du premier ordre et si M est une L-structure, on dit que M est une
structure rangée si M est définissable dans un univers rangé. Le rang de M dépend alors de
l’univers dans lequel il est considéré.

Si M = 〈G, .,−1 , 1, ...〉 est à la fois une structure rangée et un groupe (éventuellement
avec une structure enrichie), on dit que M, ou simplement G, est un groupe rangé. On définit
de la même façon un corps rangé. Un groupe (resp. un corps) qui n’est considéré qu’avec sa
structure de groupe (resp. de corps) est dit pur.

L’exemple principal d’univers rangé est celui des ensembles constructibles sur un corps
algébriquement clos K, c’est-à-dire des combinaisons booléennes de fermés de Zariski des
puissances de K. L’axiome U4 est assuré car il y a dans ce cas élimination des imaginaires
selon un théorème de B. Poizat ([66] ou [63], théorème 16.21). Le fait que cet univers soit
rangé peut être démontré en géométrie algébrique (cf. [42]). Dans ce cas, le rang correspond
à la dimension de Zariski. Comme un groupe algébrique sur un tel corps K est construc-
tible, c’est un groupe de rang de Morley fini. Aussi, pour que notre univers soit rangé, nous
sommes obligés de considérer le corps de base K algébriquement clos. En effet, un théorème
fondamental de la théorie des groupes de rang de Morley fini affirme qu’un corps infini de
rang de Morley fini est algébriquement clos :

Fait 1.1.2. – ([50], Macintyre) Un corps infini de rang de Morley fini est algébriquement
clos.
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Bien entendu, les groupes de rang de Morley fini ne sont pas tous algébriques puis-
qu’un produit direct de deux groupes algébriques, sur deux corps algébriquement clos de
caractéristiques différentes, est de rang de Morley fini sans être algébrique. Si p désigne un
entier premier, le p-groupe de Prüfer

Zp∞ = {x ∈ C : xpn

= 1, n ∈ N}

est un autre exemple de groupe de rang de Morley fini non algébrique. A partir de tels
exemples, ou en utilisant des méthodes beaucoup plus compliquées [8], il est possible de
construire des groupes de rang de Morley fini non algébriques.

Cependant, les propriétés des groupes de rang de Morley fini se rapprochent tellement de
celles des groupes algébriques que l’on pense que tous ceux qui sont simples et infinis sont
algébriques. Nous en arrivons à la conjecture la plus importante concernant les groupes de
rang de Morley fini :

Conjecture de Cherlin-Zil’ber : Tout groupe simple et infini de rang de Morley fini est
un groupe algébrique sur un corps algébriquement clos.

De très nombreux travaux vont dans le sens de cette conjecture. Mais on est encore loin
de la solution. Les deux principaux obstacles à cette conjecture sont d’une part l’existence
possible d’un mauvais groupe simple1 ([19], [20], [13], [55]), d’autre part l’existence possible
d’un mauvais corps :

Définition 1.1.3. – Une structure 〈K,+, ., T 〉 de rang de Morley fini est un mauvais corps
si 〈K,+, .〉 est un corps et si T est un sous-groupe propre et infini de K∗.

On ne sait pas s’il existe ou non de telles structures. Pendant longtemps, il a été conjecturé
que de tels objets n’existent pas. Suite à certains travaux récents, B. Poizat a conjecturé
leur existence en caractéristique nulle [65]. Par contre, F. O. Wagner a effectué certains
travaux concernant les mauvais corps de caractéristique non nulle, et il conjecture qu’il
n’existe pas de tels objets [78]. Comme cette thèse concerne les groupes de rang de Morley
fini résolubles, les études sur les mauvais corps nous concernent directement. En effet, leur
existence fournirait des groupes résolubles avec des propriétés non algébriques, comme le
montre l’exemple suivant :

Exemple 1.1.4. – Si il existe un mauvais corps K de caractéristique nulle avec un sous-
groupe multiplicatif T , infini, propre, définissable et sans torsion, alors G = K+ o T (où T
agit linéairement sur K+) est un groupe de rang de Morley fini sans torsion et non nilpotent.

Nous donnons maintenant quelques propriétés de bases sur le rang. Un exposé plus détaillé
de ces propriétés peut être trouvé dans la section 4.2 de [10]. Fixons U un univers rangé avec
un rang rk.

Fait 1.1.5. – ([10], lemmes 4.8, 4.9 et 4.10) Soient A et B deux ensembles définissables
non vides de U . Alors :

i) rk(A) = 0 si et seulement si A est fini ;
ii) si A ⊆ B, alors rk(A) ≤ rk(B) ;
iii) rk(A ∪B) = max(rk(A), rk(B)).

Un ensemble définissable et non vide A est dit de degré 1 si rk(B) < rk(A) ou rk(A \B) <
rk(A) pour chaque sous-ensemble définissable et non vide B de A. On dit que A est de degré
d s’il est réunion de d sous-ensembles définissables de rang égal à rk(A) et de degré 1. Chaque
ensemble définissable et non vide A a un unique degré que l’on note deg(A) ([10], lemmes
4.12 et 4.14).

1Groupe simple et infini de rang de Morley fini dont tous les sous-groupes propres et définissables sont
nilpotents-par-fini
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Fait 1.1.6. – ([10], lemmes 4.15, 4.16 et 4.17) Soient A et B deux ensembles définissables
et non vides de U . Alors :

i) si rk(A) > rk(B), alors deg(A ∪B) = deg(A) ;
ii) si A ⊆ B et rk(A) = rk(B), alors deg(A) ≤ deg(B) ;
iii) si f : A −→ B est une bijection définissable, alors A et B ont même rang et même

degré.

Les rangs et degrés des produits cartésiens sont aussi donnés de façon naturelle.

Fait 1.1.7. – ([10], lemme 4.18) Soient A et B deux ensembles définissables et non vides
de U . Alors rk(A×B) = rk(A) + rk(B) et deg(A×B) = deg(A)deg(B).

Un cas particulier des égalités précédentes sera souvent utilisé. Si G est un groupe de rang
de Morley fini avec un sous-groupe définissable H, alors l’ensemble des cosets à gauche (ou
à droite) G/H de H dans G est définissable et rk(G/H) = rk(G)− rk(H). Cette égalité est
appelée l’égalité de Lascar. En particulier, si φ : G −→ H est un homomorphisme définissable
de groupe, on obtient rk(G) = rk(φ(G)) + rk(Ker(φ)).

L’existence d’un rang et d’un degré implique des contraintes algébriques aux groupes de
rang de Morley fini. La plus fondamentale est la condition de châıne descendante sur les
sous-groupes définissables, ce qui veut dire que toute châıne descendante de sous-groupes
définissables est stationnaire.

Fait 1.1.8. – ([49], Macintyre) Un groupe de rang de Morley fini satisfait la condition de
châıne descendante sur ses sous-groupes définissables.

La condition de châıne descendante sur les sous-groupes définissables s’applique aux cen-
tralisateurs des sous-ensembles des groupes de rang de Morley fini. Les groupes de rang de
Morley fini sont donc des Mc-groupes :

Définition 1.1.9. – Un Mc-groupe est un groupe qui vérifie la condition de châıne descen-
dante sur ses centralisateurs.

Nous finissons cette section par une remarque sur les Mc-groupes :

Remarque 1.1.10. – Tout sous-groupe d’un Mc-groupe est un Mc-groupe. En effet, si X
est un sous-ensemble d’un Mc-groupe G, alors il existe une partie finie X0 de X tel que
CG(X) = CG(X0).

1.2 Théorèmes fondamentaux

Définition 1.2.1. – Une partie définissable A d’un groupe G de rang de Morley fini est dite
indécomposable si, pour tout sous-groupe définissable H de G, ou bien les éléments de A se
répartissent en une infinité de classes modulo H, ou bien sont tous contenus dans la même
classe modulo H.

Cette notion est liée à celle de groupe connexe :

Définition 1.2.2. – Pour tout groupe G de rang de Morley fini, on note G◦ sa composante
connexe, c’est-à-dire l’intersection de ses sous-groupes définissables d’indice fini. Par condi-
tion de châıne descendante sur les sous-groupes définissables de G, G◦ est un sous-groupe
définissable et d’indice fini de G. On dit qu’un groupe G de rang de Morley fini est connexe
si G = G◦.

Remarque 1.2.3. – Un sous-groupe définissable H d’un groupe de rang de Morley fini est
indécomposable si et seulement si il est connexe.
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Le théorème des indécomposables de Zil’ber est un résultat fondamental de la théorie des
groupes de rang de Morley fini :

Fait 1.2.4. – ([86], Théorème des indécomposables, Zil’ber) Soient G un groupe de
rang de Morley fini, I un ensemble et (Ai)i∈I une famille de parties indécomposables de G,
chacune contenant l’élément neutre. Alors le groupe H engendré par les Ai pour i ∈ I est
définissable et connexe. En fait, il existe un entier m ≤ rk(H) et un m-uple i1, ..., im de I
tel que H = (Ai1 ...Aim

)(Ai1 ...Aim
).

Nous donnons deux corollaires du théorème des indécomposables de Zil’ber :

Fait 1.2.5. – ([86], Zil’ber) Soit G un groupe de rang de Morley fini, alors un sous-groupe
de G engendré par un ensemble G de sous-groupes connexes et définissables de G est connexe
et définissable et engendré par un nombre fini d’éléments de G.

Fait 1.2.6. – ([86], Zil’ber) Soient G un groupe de rang de Morley fini, H un sous-groupe de
G définissable et connexe et X ⊆ G. Alors [H,X] est définissable et connexe. En particulier,
pour tout i ∈ N, Hi et H(i) sont définissables et connexes.

Fait 1.2.7. – ([10], cor. 5.32 p.87) Si G est un groupe de rang de Morley fini, alors Gi et
G(i) sont définissables pour tout i ∈ N.

Le fait suivant généralise le fait 1.2.7 :

Fait 1.2.8. – ([3], cor. 2.7, Altınel, Borovik, Cherlin) Soit G un groupe de rang de
Morley fini avec H et N deux sous-groupes définissables tels que H normalise N . Alors [H,N ]
est un sous-groupe définissable de G.

F. O. Wagner a donné une autre version du théorème des indécomposables de Zil’ber (fait
1.2.4) :

Fait 1.2.9. – ([78], Wagner) Soient G un groupe de rang de Morley fini, et X une famille
de sous-ensembles définissables de G. Alors il existe un entier n, des éléments X0, ..., Xn de
X et un sous-groupe définissable H de G contenu dans X±1

0 ...X±1
n , tels que XH/H soit fini

pour tout X ∈ X.

Définition 1.2.10. – Dans un groupe de rang de Morley fini G, la clôture définissable d’un
sous-ensemble X de G est l’intersection des sous-groupes définissables de G qui contiennent
X. On la note d(X). Par condition de châıne descendante sur les sous-groupes définissables
de G, c’est un sous-groupe définissable de G.

On peut alors étendre la notion de composante connexe aux sous-groupes des groupes
de rang de Morley fini. Si H est un sous-groupe d’un groupe de rang de Morley fini, la
composante connexe de H est H◦ = H ∩ d(H)◦.

Fait 1.2.11. – ([10], lemme 5.37 p.89, Zil’ber) Soient G un groupe de rang de Morley
fini et X et Y deux sous-groupes de G. Alors [d(X), d(Y )] ≤ d([X,Y ]).

On appelle section d’un groupe G un groupe de la forme A/B où B est un sous-groupe
de G et A un sous-groupe de NG(B). On définit les notions de sous-groupes G-minimaux et
de sections G-minimales :

Définition 1.2.12. – Si H est un sous-groupe d’un groupe de rang de Morley fini G, un
sous-groupe H-minimal de G est un sous-groupe de G définissable, infini, normalisé par H
qui est minimal pour ces conditions.

Si G est un groupe de rang de Morley fini, une section A/B de G est définissable si A
et B sont définissables. Si H est un sous-groupe de G, la section définissable A/B est dite
H-minimale si H normalise A et B et si A/B est infinie et ne contient pas proprement de
section définissable et infinie normalisée par H.
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Fait 1.2.13. – ([9], Belegradek) Soit G un groupe de rang de Morley fini. Si H est un
sous-groupe normal contenant un élément non central de G◦, alors H contient un sous-groupe
G-minimal.

On peut remarquer que les sous-groupes G-minimaux d’un groupe G de rang de Morley
fini résoluble sont abéliens. Le fait suivant précise le structure de ces sous-groupes :

Fait 1.2.14. – ([7], Baldwin-Pillay ; [9], Belegradek) Soient G un groupe de rang de
Morley fini résoluble, H un sous-groupe de G et A un sous-groupe H-minimal de G. Alors
A est soit un p-groupe élémentairement abélien, soit un groupe abélien divisible.

1.3 Groupes nilpotents et résolubles

Le fait suivant est un exercice de [10] :

Fait 1.3.1. – ([10], ex. 8 p.98) Soit U un groupe de rang de Morley fini nilpotent. Si φ un
endomorphisme définissable de U tel que CU (φ) = 1, alors U = {u−1φ(u) : u ∈ U}.

Preuve. – La preuve se fait par induction sur la classe de nilpotence de U . En quotientant
U par Z(U), nous nous ramenons au cas où U est abélien. L’application ψ : u 7−→ u−1φ(u)
est un isomorphisme définissable de U dans ψ(U). On en déduit que ψ(U) est un sous-groupe
de U de même rang et même degré que U . On obtient U = ψ(U) = {u−1φ(u) : u ∈ U}. �

Nous donnons les définitions de radical de Hirsch-Plotkin et de sous-groupe de Fitting pour
un groupe quelconque. Pour l’étude des groupes résolubles, ces notions sont très importantes.

Définition 1.3.2. – Le radical de Hirsch-Plotkin d’un groupe G est le sous-groupe de G
engendré par ses sous-groupes localement nilpotents normaux. On le note HP (G).

Le fait 1.3.3 montre que le radical de Hirsch-Plotkin est toujours un sous-groupe locale-
ment nilpotent :

Fait 1.3.3. – ([69], 12.1.2 p.343, Hirsch, Plotkin) Si deux sous-groupes A et B d’un
groupe G sont localement nilpotents et se normalisent, alors AB est localement nilpotent.

Définition 1.3.4. – Dans un groupe G, le sous-groupe de Fitting F (G) est le sous-groupe
de G engendré par ses sous-groupes normaux et nilpotents.

Pour un groupe résoluble quelconque, on a le résultat suivant :

Fait 1.3.5. – ([69], 5.4.4, p.144, Fitting) Pour tout groupe résoluble G, CG(F (G)) est
contenu dans F (G).

En général, le sous-groupe de Fitting n’est pas nilpotent. En effet, D. H. McLain a
construit un groupe infini, non abélien et caractéristiquement simple G qui est engendré
par ses sous-groupes normaux abéliens [52]. Le fait suivant montre que, dans le contexte des
groupes de rang de Morley fini, le sous-groupe de Fitting est nilpotent :

Fait 1.3.6. – ([54], Nesin) Si G est un groupe de rang de Morley fini, son sous-groupe de
Fitting F (G) est nilpotent et définissable.

Le fait 1.3.10 donne, en particulier, une condition nécessaire et suffisante pour qu’un
élément x d’un groupe résoluble quelconque G appartienne à HP (G).
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Définition 1.3.7. – Pour tout groupe G et tout éléments g0, ..., gn+1 (n ∈ N) de G, on note
[g0] = g0 et [g0, ..., gn+1] = [[g0, ..., gn], gn+1].

Si x et y sont deux éléments du groupe G, on note [x,0 y] = x et [x,n+1 y] = [[x,n y], y]
pour tout n ∈ N.

Si H0, ...,Hn+1 sont des sous-groupes de G (n ∈ N), on note [H0] = H0 et [H0, ...,Hn+1] =
[[H0, ...,Hn],Hn+1].

Remarque 1.3.8. – Soient G un groupe et c ∈ N. Si X ⊆ G engendre G, alors Gc est
engendré par les conjugués de ses éléments de la forme [x0, ..., xc] avec x0, ..., xc des éléments
de X. En particulier, G est nilpotent de classe au plus c si et seulement si [x0, ..., xc] = 1
pour tout éléments x0, ..., xc de X.

Définition 1.3.9. – Un élément g d’un groupe G est de Engel gauche si [x,n g] = 1 pour
tout x dans G, où n peut dépendre de x. Si n peut être choisi indépendemment de x, alors g
est dit n-Engel gauche, ou Engel gauche borné.

On note L(G) l’ensemble des éléments de Engel gauche de G et L(G) l’ensemble des
éléments de Engel gauche bornés de G.

Fait 1.3.10. – ([36], Gruenberg) Dans tout groupe résoluble G :
(i) pour tout x ∈ L(G), 〈x〉 est un sous-groupe sous-normal de G ;
(ii) L(G) cöıncide avec HP (G).

En fait, le résultat de Gruenberg dit plus que cela. Il dit que, pour tout groupe résoluble
G, L(G) cöıncide avec le radical de Baer de G. Celui-ci est défini comme étant le sous-groupe
de G engendré par les sous-groupes cycliques sous-normaux de G. Nous ne ferons pas d’étude
du radical de Baer puisque, dans notre contexte, ce sous-groupe cöıncide avec le sous-groupe
de Fitting. En effet, J. Derakhshan et F. O. Wagner ont montré ceci :

Fait 1.3.11. – ([80], lemme 1.4.1 p.90, Derakhshan, Wagner) Dans un Mc-groupe
résoluble G, L(G) = F (G).

Si A et B sont deux sous-groupes d’un groupe G et si A et B se centralisent, on note
A ∗B le produit central de A et B.

La structure des groupes abéliens de rang de Morley fini a été déterminée par A. Macin-
tyre :

Fait 1.3.12. – ([49], Macintyre) Soit G un groupe abélien de rang de Morley fini. Alors
G = D ⊕B, où D est un sous-groupe divisible et B un sous-groupe d’exposant borné.

Le fait suivant détérmine la structure des groupes nilpotents de rang de Morley fini, et
généralise le fait ci-dessus :

Fait 1.3.13. – ([57], Nesin) Soit G un groupe nilpotent de rang de Morley fini. Alors
G = D ∗ C, D = T ×N où

D est définissable, connexe, caractéristique et divisible,
C est définissable et d’exposant borné,
T est la partie de torsion de D et est abélien et divisible,
N est un sous-groupe sans torsion.
De plus, si G est connexe, alors T est central dans G et C peut être choisi connexe et

caractéristique.

En particulier, on remarque que, si G est un groupe de rang de Morley fini nilpotent
et divisible, alors G′ est sans torsion. Altınel, Borovik et Cherlin donnent un résultat plus
général :
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Fait 1.3.14. – ([2], prop. 5.3, Altınel, Borovik, Cherlin) Soit R un groupe connexe de
rang de Morley fini tel que F (R)◦ soit divisible. Alors [R,F (R)◦] est sans torsion.

Le fait suivant dit, en particulier, que tout sous-groupe résoluble (resp. nilpotent) d’un
groupe de rang de Morley fini est contenu dans un groupe de rang de Morley fini résoluble
(resp. nilpotent).

Fait 1.3.15. – ([88], Zil’ber) Soient G un groupe de rang de Morley fini et H un sous-
groupe de G. Si H est résoluble (resp. nilpotent) de classe n, alors d(H) est aussi résoluble
(resp. nilpotent) de classe exactement n.

Le fait 1.3.16 est un résultat fondamental de la théorie des groupes de rang de Morley
fini. Il permet de définir un corps infini dans tout groupe de rang de Morley fini résoluble et
connexe. Ajoutons à cela que le fait 1.1.2 dit que ce corps est algébriquement clos. L’énoncé
donné est celui de [64], théorème 3.7, p.79 :

Fait 1.3.16. – ([88], Zil’ber) Soit, dans une structure de rang de Morley fini, un groupe
abélien définissable A possédant un groupe abélien infini définissable M d’automorphismes.
Si A est M -minimal, il existe un corps K infini définissable, et une structure définissable
de K-espace vectoriel de dimension un sur A, tels que M agisse K-linéairement : A = K+,
M ⊆ K∗.

Par la suite on aura aussi parfois besoin d’un corollaire du fait ci-dessus :

Fait 1.3.17. – ([88], Zil’ber) Soient G un groupe de rang de Morley fini, connexe et
résoluble et A un sous-groupe G-minimal de G. Alors, pour tout a ∈ A\{1}, CG(a) = CG(A).

Le fait suivant donne une information cruciale sur la structure des groupes de rang de
Morley fini résolubles et connexes. Il sera sans cesse utilisé dans cette thèse.

Fait 1.3.18. – ([58], Nesin ; [87], Zil’ber) Si G est un groupe de rang de Morley fini,
connexe et résoluble, G′ est nilpotent. En particulier, G′ centralise tout sous-groupe G-
minimal de G.

Le fait 1.3.19 est un théorème de Nesin qui donne encore plus de renseignements sur les
groupes de rang de Morley fini connexes et résolubles. Il s’agit d’une conséquence du fait
1.3.18.

Fait 1.3.19. – ([56], Nesin) Soit G un groupe de rang de Morley fini, connexe et résoluble.
Alors G/F (G)◦ (et, donc, G/F (G)) est un groupe divisible et abélien.

Le fait 1.3.20, avec le fait 1.3.18, montre qu’un groupe de rang de Morley fini connexe et
résoluble G est nilpotent si et seulement si G/G(2) est nilpotent :

Fait 1.3.20. – ([69], th. 5.2.10 p.129, Hall) Si un groupe G a un sous-groupe normal et
nilpotent N tel que G/N ′ soit nilpotent, alors G est nilpotent.

On finit cette section par un résultat de Nesin qui détermine la structure de certains
groupes de rang de Morley fini résolubles et connexes :

Fait 1.3.21. – ([10], lemme 9.14 p.150, Nesin) Soit G un groupe de rang de Morley
fini, connexe, résoluble, tel que Z(G) soit fini et G′ soit G-minimal. Alors G = G′ o T pour
un sous-groupe abélien, divisible, définissable, connexe T qui contient Z(G). De plus, deux
compléments sont conjugués.
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1.4 Les sous-groupes de Hall

Nous commençons cette section par deux résultats généraux sur les groupes localement
finis :

Fait 1.4.1. – ([47], lemme 1.A.2 p.2) Les extensions des groupes localement finis par des
groupes localement finis sont localement finies.

Le fait 1.4.2 est un résultat de base sur les groupes résolubles de torsion. Il sera souvent
utilisé par la suite sans être mentionné explicitement.

Fait 1.4.2. – ([10], ex. 10 p.5) Soit G un groupe résoluble. Alors G est localement fini si
et seulement si il est de torsion.

Preuve. – Il suffit de montrer que, si G est de torsion, G est localement fini. Comme un
groupe abélien de torsion est localement fini, G(i)/G(i+1) est localement fini pour tout i ∈ N.
Le fait 1.4.1 permet de conclure. �

A partir de maintenant, nous noterons P l’ensemble des entiers premiers. Si π est un
sous-ensemble de P, on note π′ le complémentaire de π dans P. Aussi, pour tout p ∈ P, on
note p′ = {p}′.

Fait 1.4.3. – ([35], th. 2.3, p.177) Soient p ∈ P, P un p-groupe fini et abélien et A un
p′-groupe d’automorphisme de P . Alors nous avons P = CP (A)× [P,A].

Une preuve du fait suivant est donnée dans [3], fait 2.12 :

Fait 1.4.4. – ([10], ex. 10 p.93, Borovik, Nesin) Soit G un groupe de rang de Morley
fini. Alors la clôture définissable d’un sous-groupe cyclique de G est un produit direct d’un
groupe divisible par un groupe cyclique fini.

Pour tout π ⊆ P, on appelle π-tore tout π-groupe abélien et divisible. Pour un p-tore
T (p ∈ P), la dimension du groupe des éléments d’ordre p de T , considéré comme espace
vectoriel sur le corps premier, s’appelle la taille de T .

Fait 1.4.5. – ([14], Borovik, Poizat) Les sous-p-tores d’un groupe de rang de Morley fini
sont de taille finie, bornée par un certain entier m.

Fait 1.4.6. – ([14], Borovik, Poizat) Soient p ∈ P et T un p-tore dans un groupe G
de rang de Morley fini, alors [NG(T ) : CG(T )] < ∞ et même, il existe un entier c tel que
[NG(T ) : CG(T )] ≤ c pour tout p-tore T de G.

Fait 1.4.7. – ([14], Borovik, Poizat) Soient p ∈ P et P un p-sous-groupe localement fini
d’un groupe G de rang de Morley fini. Alors P satisfait les propriétés suivantes :

i) P ◦ est nilpotent et P ◦ = B ∗T est le produit central d’un groupe nilpotent B d’exposant
borné et d’un p-tore T .

ii) Si P 6= 1, Z(P ) 6= 1 et P satisfait la condition de normalisateur.
iii) Si P est infini et est d’exposant fini, alors Z(P ) contient une infinité d’éléments

d’ordre p et P est nilpotent.

Pour tout groupe G et tout entier premier p, un p-sous-groupe de Sylow de G est un
p-sous-groupe maximal de G. Notons que, si p désigne un entier premier, un p-sous-groupe
localement fini P d’un groupe de rang de Morley fini n’est pas nécessairement nilpotent :

Exemple 1.4.8. – Si on considère le groupe G = C∗ o 〈i〉 où i désigne une involution qui
inverse C∗. Alors les 2-sous-groupes de Sylow de G sont de la forme P = Z2∞ o 〈i0〉 où i0
est une involution qui inverse Z2∞ . Pourtant P est localement fini et P n’est pas nilpotent.
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Pour tout π ⊆ P et pour tout groupe localement résoluble G, on appelle π-sous-groupe
de Hall un π-sous-groupe maximal de G. Cette définition est différente de celle donnée habi-
tuellement pour les groupes finis, mais les deux définitions sont équivalentes dans le cas des
groupes finis résolubles ([69], p.245 et th. 9.1.7 p.250).

Fait 1.4.9. – ([11], Borovik, Nesin) Soient G un groupe de rang de Morley fini, connexe
et résoluble, p ∈ P et π ⊆ P. Alors les p-sous-groupes de Sylow de G et les π-sous-groupes
de Hall normaux de G sont connexes.

Fait 1.4.10. – ([4], Altınel, Cherlin, Corredor, Nesin) Soient π ⊆ P et G un groupe
avec un sous-groupe normal A tel que G/A soit un π-groupe localement fini. On suppose
A abélien, sans π-élément non trivial et π-divisible. Si A satisfait la condition de châıne
descendante sur les centralisateurs des sous-ensembles de G, alors :

1. A a un complément dans G ;
2. Deux compléments sont conjugués.
3. Tout sous-groupe H de G avec H ∩A = 1 est contenu dans un complément de A.

Les résultats de [4] sont énoncés, en général, pour les groupes ω-stables résolubles. Nous
énonçons ces résultats dans le contexte où nous allons les utiliser : les groupes de rang de
Morley fini résolubles.

Fait 1.4.11. – ([4], Altınel, Cherlin, Corredor, Nesin) Soit π un ensemble de nombres
premiers. Alors deux π-sous-groupes de Hall d’un groupe résoluble de rang de Morley fini
sont conjugués.

Fait 1.4.12. – ([4], Altınel, Cherlin, Corredor, Nesin) Soient G un groupe de rang de
Morley fini résoluble, N E G, et soit H un π-sous-groupe de Hall de G pour un ensemble π
de nombres premiers. Alors :

1. H ∩ N est un π-sous-groupe de Hall de N , et tous les π-sous-groupes de Hall de N
sont de cette forme.

2. Si N satisfait une des conditions suivantes :
(i) N est un π-groupe ;
(ii) N est un π′-groupe π-divisible satisfaisant la condition de châıne descendante sur les

centralisateurs dans G ;
(iii) N est définissable ;
alors HN/N est un π-sous-groupe de Hall de G/N , et tous les π-sous-groupes de Hall de

G/N sont de cette forme.

Fait 1.4.13. – ([11], Borovik, Nesin) Soient π un ensemble d’entiers premiers, A un
groupe abélien, H le π-sous-groupe de Hall de A et X un π′-groupe fini d’automorphismes
de A. Si H a un complément dans A, alors H a un complément X-invariant dans A.

1.5 Les sous-groupes de Carter

Les trois faits suivants montrent que, pour un Mc-groupe localement fini, être localement
nilpotent équivaut à être hypercentral. On rappelle qu’un groupe G vérifie la condition de
normalisateur si aucun sous-groupe propre de G n’est autonormalisant.

Fait 1.5.1. – ([15], Bryant) Soit G un Mc-groupe localement nilpotent et localement fini.
Alors G est nilpotent-par-fini et hypercentral.

Fait 1.5.2. – ([69], 12.2.4 p.351) Soit G un groupe hypercentral. Alors G vérifie la condi-
tion de normalisateur.
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Fait 1.5.3. – ([69], 12.2.2 p.350, Plotkin) Soit G un groupe qui vérifie la condition de
normalisateur. Alors G est localement nilpotent.

R. W. Carter a étudié dans [17] les sous-groupes nilpotents et autonormalisants des
groupes finis résolubles. Il a prouvé que tout groupe fini et résoluble possède une unique
classe de conjugaison de sous-groupes nilpotents et autonormalisants. Ces sous-groupes sont
désormais appelés sous-groupes de Carter. Leur étude s’est avérée fondamentale pour l’ana-
lyse des groupes finis résolubles. Cette notion a été généralisée, dans plusieurs directions,
à des classes de groupes infinies. Pour les groupes stables, F. O. Wagner a obtenu certains
résultats en utilisant la même définition de sous-groupes de Carter. Son travail sur les sous-
groupes de Carter s’établit dans un contexte plus général que celui des groupes de rang de
Morley fini : les <-groupes. Les <-groupes sont des groupes stables sur lesquels, en général,
il n’est pas possible de définir un rang, mais qui ont des propriétés proches de celles des
groupes munis d’un rang. La notion de <-groupe a été introduite par Frank O. Wagner.
Nous énonçons les résultats de F. O. Wagner dans notre contexte :

Fait 1.5.4. – ([79], Wagner) Soit G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble.
Alors G a un sous-groupe de Carter C. Si K est un sous-groupe définissable de G contenant
C◦, alors C ∩K est un sous-groupe de Carter de K. Si D est un sous-groupe nilpotent de
K d’indice fini dans le normalisateur de sa composante connexe D◦, alors D◦ est conjugué
à C◦ dans K. De plus K = K ′(C ∩K) et C = NG(C◦).

Fait 1.5.5. – ([79], Wagner) Soient G et C comme ci-dessus, et K un sous-groupe de G
contenant C. Alors K est autonormalisant, et pour tout sous-groupe définissable normal L
de K avec quotient nilpotent K/L le produit LC est égal à K.

Fait 1.5.6. – ([79], Wagner) Soit G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble.
Supposons que C soit un sous-groupe de Carter de G. Si K est un sous-groupe définissable
de G contenant C◦, alors tous les sous-groupes de Carter de K sont conjugués.

Ces trois résultats ne seront pas utilisés. Nous fournirons une autre approche que celle de
F. O. Wagner aux sous-groupes de Carter. Pour nous, la définition de sous-groupe de Carter
sera la suivante :

Définition 1.5.7. – Un sous-groupe de Carter d’un groupe est un sous-groupe localement
nilpotent et autonormalisant.

La notion de sous-groupe de Carter est l’un des thèmes centraux de la thèse. Nous avons
choisi la définition 1.5.7 plutôt que celle de R. W. Carter, car un groupe de rang de Morley fini
résoluble non connexe ne possède pas toujours de sous-groupe nilpotent et autonormalisant.
Ceci est illustré par les deux exemples suivants :

Exemple 1.5.8. – Considérons le pur groupe C∗ et G = C∗o 〈i〉 où i désigne une involution
qui inverse C∗. Alors les sous-groupes de Carter de G sont exactement ses 2-sous-groupes de
Sylow. Pourtant, les 2-sous-groupes de Sylow de G ne sont pas nilpotents, ni définissables.

F. O. Wagner avait donné dans [77] un exemple de groupe G résoluble, connexe et non
nilpotent de rang de Morley 3 avec un automorphisme φ d’ordre 4 tel que ggφgφ2

gφ3
= 1

pour tout g ∈ G. Ce groupe nous permet d’obtenir un exemple de groupe de rang de Morley
fini résoluble sans centre avec des sous-groupes de Carter non nilpotents :

Exemple 1.5.9. – ([77], Wagner) SoientK un corps algébriquement clos de caractéristique
distincte de 2 et U = (K+⊕K+)oK∗, où la multiplication de U est définie par (x, y, z).(a, b, c) =
(cx+ a, c−1y + b, zc). Alors φ : (x, y, z) 7−→ (−y, x, z−1) est un automorphisme d’ordre 4 de
U et, si on considère G = U o 〈φ〉, G est un groupe de rang de Morley fini résoluble sans
centre. Aussi les sous-groupes de Carter de G sont exactement les 2-sous-groupes de Sylow
de G, lesquels ne sont pas nilpotents.
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La définition 1.5.7 équivaut à celle de R. W. Carter dans un groupe de rang de Morley
fini résoluble et connexe (théorème 2.4.7). Elle permet de démontrer le théorème d’exis-
tence et de conjugaison des sous-groupes de Carter pour les groupes non nécessairement
connexes (théorème 3.6.6), et correspond à d’autres thèmes centraux de cette thèse qui se-
ront développés dans le chapitre 3.

1.6 U-groupes

La notion de U-groupe a été introduite par A. D. Gardiner, B. Hartley et M. J. Tomkinson
dans [33]. Cette classe de groupes sera très importante pour nous, car tout sous-groupe
localement fini d’un groupe de rang de Morley fini résoluble est un U-groupe (fait 1.6.3).
L’étude des groupes de rang de Morley fini résolubles faite dans [4] nécessitait aussi l’usage
des résultats concernant les U-groupes.

Définition 1.6.1. – Une classe S de groupes est dite S-close si, pour tout G ∈ S, tous les
sous-groupes de G appartiennent à S.

La classe U des U-groupes est la plus grande classe S-close de groupes localement finis
satisfaisant les conditions :

(U1) si G ∈ U, alors G possède une série 1 = G0 E G1 E ... E Gn = G avec des facteurs
localement nilpotents ;

(U2) si G ∈ U et si π ⊆ P, alors les π-sous-groupes de Hall de G sont conjugués dans G.

Signalons que B. Hartley a montré dans [38] que (U2) implique (U1).
Le fait suivant montre que tout quotient d’un U-groupe est un U-groupe.

Fait 1.6.2. – ([33], lemme 2.1, Gardiner, Hartley, Tomkinson) Soient π ⊆ P, G un
U-groupe, N un sous-groupe normal de G et S un π-sous-groupe de Hall de G. Alors SN/N
est un π-sous-groupe de Hall de G/N et tous les π-sous-groupes de Hall de G/N sont de cette
forme. En particulier, G/N est un U-groupe.

Fait 1.6.3. – ([16], Bryant, Hartley) Un Mc-groupe localement fini et résoluble est un
U-groupe. En particulier, si G est un Mc-groupe localement fini et résoluble, si N est un
sous-groupe normal de G et si S est un π-sous-groupe de Hall de G pour π ⊆ P, alors SN/N
est un π-sous-groupe de Hall de G/N et tous les π-sous-groupes de Hall de G/N sont de cette
forme.

Nous donnons le théorème concernant les sous-groupes de Carter dans les Mc-groupes
localements finis résolubles. Il provient de la section 5 de [33] (où il est donné pour les
U-groupes) et du fait qu’un Mc-groupe résoluble et localement fini est un U-groupe.

Fait 1.6.4. – ([33], section 5, Gardiner, Hartley, Tomkinson) Tout quotient d’un Mc-
groupe localement fini résoluble G a un sous-groupe de Carter C et deux tels sous-groupes
sont conjugués. De plus, si N est un sous-groupe normal de G tel que G/N soit localement
nilpotent, G = NC.



Chapitre 2

Groupes connexes

Dans l’étude des groupes de rang de Morley fini, il est important de bien connâıtre
ceux qui sont connexes et résolubles pour plusieurs raisons. D’abord, en ce qui concerne
cette thèse, notre étude des groupes de rang de Morley fini résolubles et non nécessairement
connexes demandera une bonne compréhension de la structure des groupes connexes. Nous
le verrons dans les chapitres suivants. Ensuite, et surtout, les applications concernant l’étude
des groupes connexes dépassent le cadre des groupes résolubles puisqu’il y a des applications
dans certains travaux concernant la conjecture de Cherlin-Zil’ber. En effet, certains résultats
démontrés ici (concernant notamment les centralisateurs généralisés, définition 2.4.1) sont
utilisés par Eric Jaligot dans [43]. Cela est dû au fait que l’étude des ”petits” groupes simples
demande de très bonnes connaissances des groupes résolubles. Les applications des résultats
concernant les groupes résolubles connexes devraient être encore plus importantes lorsque
seront étudiés les FT -groupes simples1 avec des 2-sous-groupes de Sylow finis.

Dans ce chapitre, on considère les sous-groupes anormaux : un sous-groupe H d’un groupe
G est anormal dans G si g ∈ 〈H,Hg〉 pour tout g ∈ G. Cette notion a été utilisée par R.
W. Carter dans [17] pour démontrer l’existence et la conjugaison des sous-groupes nilpo-
tents et autonormalisants des groupes résolubles finis. Ces sous-groupes, appelés désormais
sous-groupes de Carter (définition 1.5.7), ont largement contribué au développement de la
théorie des groupes résolubles finis. F. O. Wagner a démontré des analogues de ces résultats
pour certaines classes de groupes stables, dont les groupes de rang de Morley fini connexes
et résolubles (voir faits 1.5.4, 1.5.5 et 1.5.6). Nous montrons que, dans un groupe de rang de
Morley fini connexe et résoluble, les sous-groupes de Carter sont exactement les sous-groupes
anormaux minimaux (théorème 2.4.7). Ceci nous permet d’obtenir une nouvelle preuve de
l’existence et de la conjugaison de sous-groupes de Carter. De plus, comme un sous-groupe
anormal d’un groupe résoluble et connexe est connexe (proposition 2.1.7), nous montrons
qu’un sous-groupe de Carter est connexe. Ceci nous permet de montrer que les sous-groupes
de Carter sont préservés par quotientement (corollaire 2.4.8). Aussi, nous obtenons plu-
sieurs caractérisations des sous-groupes anormaux et des sous-groupes anormaux minimaux
(théorèmes 2.2.9, 2.4.7 et 2.5.1).

Nous étudions aussi les centralisateurs généralisés (définition 2.4.1). Cette notion a été
introduite par T. A. Peng dans [61]. Nous montrons qu’un centralisateur généralisé d’un sous-
groupe nilpotent d’un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble est définissable et
connexe (corollaire 2.4.5), et même, qu’il est anormal (corollaire 2.6.2). Aussi, nous mon-
trons qu’il n’y a qu’un nombre fini de classes de conjugaison de centralisateurs généralisés
de sous-groupes nilpotents (théorème 2.6.10). On déduit de cette analyse des résultats sur
les normalisateurs des sous-groupes de Hall (corollaires 2.6.13 et 2.6.14). Nous finissons ce
chapitre par une étude du radical quasiunipotent (définition 2.7.4).

1Groupe simple et infini de rang de Morley fini dont les sous-groupes définissables, connexes et propres
maximaux sont tous résolubles
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2.1 Sous-groupes anormaux

On donne les définitions des notions d’anormalité et de déf-anormalité :

Définition 2.1.1. – Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. On dit que H est anormal
dans G si, pour tout g ∈ G, g appartient à 〈H,Hg〉. Si G est de rang de Morley fini, on dit
que H est déf-anormal dans G si, pour tout g ∈ G, g appartient à d(H,Hg).

Remarque 2.1.2. – Si H est un sous-groupe anormal d’un groupe G, alors H est autonor-
malisant et H contient l’hypercentre de G. En particulier, si G est nilpotent, G n’a pas de
sous-groupe anormal propre.

De plus, si N est un sous-groupe normal de G, HN/N est anormal dans G/N . Donc, si
G/N est nilpotent, on a G = HN , en particulier G = G′H.

2.1.1 Existence des sous-groupes anormaux propres

Il suit directement de la définition que tout groupe est anormal dans lui-même. Ici, on
se pose la question de l’existence de sous-groupe anormal propre. Nous montrons qu’en fait,
un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble G possède un sous-groupe anormal
propre si et seulement si G n’est pas nilpotent (corollaire 2.1.5).

Lemme 2.1.3. – Si, dans un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble G, un sous-
groupe G-minimal A est non central et a un complément H, alors G = 〈H,Hg〉 pour tout
g ∈ G \H. En particulier, H est un sous-groupe anormal propre de G.

Preuve. – Par hypothèse, on a G = AoH. Remarquons d’abord queH est autonormalisant.
Il suffit de montrer que NA(H) = 1. Comme A n’est pas central dans G, le fait 1.3.17
donne A ∩ Z(G) = 1. En particulier, on a CA(H) = 1 et, comme NA(H) = CA(H), H est
autonormalisant.

Ainsi, si g ∈ G \ H, 〈H,Hg〉 ∩ A est un sous-groupe normal et non trivial de G. Donc,
puisque A∩Z(G) = 1, 〈H,Hg〉∩A contient un sous-groupe G-minimal d’après le fait 1.2.13.
A étant G-minimal, on a le résultat. �

Proposition 2.1.4. – Tout groupe G de rang de Morley fini connexe, résoluble et non nil-
potent a un sous-groupe normal, définissable et connexe W tel que (G/W )′ soit G/W -minimal
et Z(G/W ) fini.

Preuve. – Par induction sur le rang de G. Comme G(2) est définissable et connexe (fait
1.2.6) et comme G/G(2) n’est pas nilpotent (faits 1.3.18 et 1.3.20), l’hypothèse d’induction
permet de supposer G 2-résoluble. D’après le fait 1.2.6, Gi est définissable et connexe pour
tout i ∈ N, donc il existe k ∈ N tel que Gk = Gk+1. G n’étant pas nilpotent il existe un
sous-groupe normal, définissable et connexe A de G dans Gk tel que Gk/A soit G/A-minimal.
Comme G/A n’est pas nilpotent, l’hypothèse d’induction permet de supposer Gk G-minimal.
Aussi il existe l ∈ N tel que Zl(G)◦ = Zl+1(G)◦. Alors G/Zl(G)◦ n’est pas nilpotent et a
un centre fini donc, par hypothèse d’induction, on peut supposer le centre de G fini. Il suffit
alors de montrer G′ = Gk. Supposons que ce ne soit pas le cas. Alors il existe un sous-groupe
B/Gk G/Gk-minimal dans G′/Gk. G n’étant pas nilpotent, il existe g ∈ G\CG(Gk). Comme
G est 2-résoluble et comme B est contenu dans G′, CB(g) est normal dans G. Aussi

adg : B −→ Gk

b 7−→ [b, g]

est un homomorphisme définissable et CB(g) = Keradg. Mais CGk(g) = 1 d’après le fait
1.3.17 et G/Gk centralise B/Gk. Donc [G,CB(g)] ≤ Gk ∩ CB(g) = 1 et CB(g) est central
dans G. En particulier CB(g) est fini et rkB = rkB/CB(g) ≤ rkGk, ce qui est absurde
puisque B/Gk est infini. �
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Corollaire 2.1.5. – Un groupe de rang de Morley fini G connexe et résoluble possède un
sous-groupe anormal propre si et seulement si G n’est pas nilpotent.

Preuve. – Si G est nilpotent, la remarque 2.1.2 dit que G ne possède pas de sous-groupe
anormal propre. Réciproquement, soit W un sous-groupe de G comme dans la proposition
2.1.4. G/W a un sous-groupe anormal propre H/W d’après le fait 1.3.21 et le lemme 2.1.3.
H est alors un sous-groupe anormal propre de G. �

2.1.2 Connexité

Nous montrons qu’un sous-groupe anormal d’un groupe de rang de Morley fini connexe
et résoluble est toujours définissable et connexe (proposition 2.1.7). Cette information est
fondamentale pour l’étude des sous-groupes anormaux. C’est elle qui rend possible la plupart
des preuves par induction (sur le rang de G) que nous serons amenés à faire. De plus, cette
information donne un lien entre les notions d’anormalité et de déf-anormalité (corollaire
2.1.8).

Lemme 2.1.6. – Soit G un groupe de rang de Morley fini, connexe, résoluble, tel que Z(G)
soit fini et G′ soit G-minimal. Si H est un sous-groupe anormal ou définissable et déf-anormal
de G, alors H = G ou H est un complément de G′ dans G. En particulier, H est définissable
et connexe.

Preuve. – Si H est définissable et déf-anormal dans G alors, comme G′ est définissable
(fait 1.2.6), G′H est un sous-groupe de G définissable et normal. H étant déf-anormal dans
G, on obtient G = G′H. Si H est anormal dans G, on a encore G = G′H d’après la remarque
2.1.2. Dans les deux cas, comme G′ est abélien, on en déduit que G′ ∩ H est normal dans
G. Or G′ ∩ Z(G) = 1 d’après le fait 1.3.21. Donc, si H n’est pas un complément de G′ dans
G, G′ ∩ H contient un sous-groupe G-minimal d’après le fait 1.2.13. On en déduit que H
contient G′, donc H = G. Le fait 1.3.21 donne la connexité de H. �

Proposition 2.1.7. – Soit G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble avec
un sous-groupe H qui est anormal ou définissable et déf-anormal. Alors H est définissable et
connexe.

Preuve. – Par induction sur le rang de G. Soit A un sous-groupe G-minimal. HA/A est
soit définissable et déf-anormal soit anormal. Par hypothèse d’induction HA/A, donc HA,
est définissable et connexe. Donc l’hypothèse d’induction permet de supposer G = HA. Alors
H ∩ A est normal dans G. Si A est central dans G alors A est contenu dans H et G = H,
donc il n’y a rien à faire. Sinon A∩Z(G) = 1 d’après le fait 1.3.17 et on peut supposer Z(G)
fini. Si A ∩ H 6= 1, A ∩ H contient un sous-groupe G-minimal d’après le fait 1.2.13, donc
G = H et il n’y a rien à faire. On peut alors supposer A ∩H = 1. Si G′ = A, le lemme 2.1.6
donne le résultat. Sinon on a G′ ∩H 6= 1. G′ étant connexe, G′ ∩H est infini, en particulier
G′ ∩ H n’est pas central dans G. Mais G′ ∩ H est normal dans H et le fait 1.3.18 dit que
G′ centralise A, donc G′ ∩H est normal dans G. D’après le fait 1.2.13, G′ ∩H contient un
sous-groupe G-minimal B. Alors H/B est anormal ou définissable et déf-anormal dans G/B
et l’hypothèse d’induction donne le résultat. �

Corollaire 2.1.8. – Les notions d’anormalité et de déf-anormalité sont équivalentes pour
tout sous-groupe définissable d’un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble G.

Preuve. – D’après la proposition 2.1.7 il suffit de montrer qu’un sous-groupe définissable
et déf-anormal H de G est anormal. Soit g ∈ G. Alors 〈H,Hg〉 est définissable et connexe
d’après la proposition 2.1.7 et le fait 1.2.5. Donc g ∈ d(H,Hg) = 〈H,Hg〉 et H est anormal.
�
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2.2 Sous-groupes anormaux minimaux

Dans cette section, nous prouvons le théorème 2.2.9. Il donne l’existence d’une unique
classe de conjugaison de sous-groupes anormaux minimaux dans les groupes de rang de Mor-
ley fini connexes et résolubles. Il donne aussi des caractérisations des sous-groupes anormaux
minimaux et, surtout, un lien avec les sous-groupes de Carter.

Remarque 2.2.1. – Si G est un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble alors,
comme les sous-groupes anormaux de G sont définissables d’après la proposition 2.1.7, tout
sous-groupe anormal de G contient un sous-groupe anormal minimal.

Lemme 2.2.2. – Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble, A un
sous-groupe G-minimal non central de G et H un sous-groupe de G tel que G = HA. Alors
H est anormal dans G. De plus, soit G = H, soit A intersecte trivialement H.

Preuve. – Si A ∩ H = 1, le lemme 2.1.3 permet de conclure. Sinon, comme A n’est pas
central dans G, A ∩ Z(G) = 1 d’après le fait 1.3.17. Mais A ∩H est normal dans G puisque
G = HA, donc A ∩H contient un sous-groupe G-minimal d’après le fait 1.2.13. Alors A est
contenu dans H et G = H. �

Corollaire 2.2.3. – Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble, A un
sous-groupe G-minimal et H un sous-groupe de G tels que G = CG(A)H, Z(G)◦ ≤ H et
tel que HA soit définissable et connexe. Alors H est anormal dans HA. De plus, soit A est
contenu dans H, soit A intersecte trivialement H.

Preuve. – Si A est contenu dans H, il n’y a rien à démontrer. Sinon A n’est pas central
dans G puisque Z(G)◦ ≤ H. Alors A ne centralise pas H puisque G = CG(A)H. Donc A
n’est pas central dans HA. Mais, comme G = CG(A)H, A est HA-minimal. Alors le lemme
2.2.2 donne le résultat. �

Corollaire 2.2.4. – Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble et H un
sous-groupe définissable, connexe et propre de G qui est maximal pour ces propriétés. Alors
H est normal ou anormal dans G.

Preuve. – Par induction sur le rang deG. Soit A un sous-groupeG-minimal deG. Supposons
que H ne soit pas normal dans G. Si A est contenu dans H, l’hypothèse d’induction appliquée
à G/A donne le résultat. Sinon, Z(G)◦ est contenu dans H par maximalité de H et A n’est
pas central dans G. Alors le lemme 2.2.2 donne le résultat. �

Définition 2.2.5. – Un sous-groupe H d’un groupe G est sous-anormal si il existe n ∈ N et
des sous-groupes (Hi)0≤i≤n de G tels que H0 = G, Hn = H et, pour tout i ∈ {1, ..., n}, Hi

est un sous-groupe anormal de Hi−1.

Pour prouver la proposition 2.2.7, nous utilisons le fait suivant. Dans [69] il est donné
pour les groupes finis, mais la même démonstration marche pour tous les groupes.

Fait 2.2.6. – ([69], lemme 9.2.12 p.258, Taunt) Soient G un groupe, H un sous-groupe
de G et N un sous-groupe normal de G. Si H est anormal dans HN et si HN est anormal
dans G, alors H est anormal dans G.

Proposition 2.2.7. – Dans un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble G, tout
sous-groupe sous-anormal H est anormal.
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Preuve. – On remarque qu’un sous-groupe sous-anormal est définissable et connexe d’après
la proposition 2.1.7. On suppose que G est un contrexemple de rang minimal avec un sous-
groupe sous-anormal et non anormal H de rang maximal. Par maximalité du rang de H,
H est anormal dans un sous-groupe anormal K de G. Par la remarque 2.1.2, G = G′K et
K = K ′H, donc G = G′H. Soit A un sous-groupe G-minimal de G. Alors le fait 1.3.18 dit
que G = CG(A)H. Mais Z(G) est contenu dans K, donc dans Z(K), puisque K est anormal
dans G. Aussi Z(K) est contenu dans H et, ainsi, H contient Z(G). Par le corollaire 2.2.3, H
est anormal dans HA. Mais HA/A est anormal dans KA/A qui est lui-même anormal dans
G/A. Donc HA/A est anormal dans G/A d’après la minimalité du rang de G. En conséquence
HA est anormal dans G. Le fait 2.2.6 permet de conclure. �

Définition 2.2.8. – On dit qu’un sous-groupe H d’un groupe G couvre une section A/B de
G si (A ∩H)B/B = A/B et on dit que H évite A/B si A ∩H ≤ B.

Théorème 2.2.9. – Dans un groupe G de rang de Morley fini connexe et résoluble les sous-
groupes anormaux minimaux existent et sont conjugués.

De plus, pour tout sous-groupe H de G, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) H est un sous-groupe anormal minimal de G ;
(ii) H est un sous-groupe de Carter de G, et H est définissable et connexe ;
(iii) Il existe n ∈ N et une suite (Ai)i=0,...,n de sous-groupes de G tel que Ai+1/Ai soit

G/Ai-minimal pour tout i ∈ {0, ..., n−1} et tel que A0 = 1, An = G et H couvre un quotient
de la forme Ai+1/Ai (pour i ∈ {0, ..., n − 1}) si et seulement si Ai+1/Ai est central dans
G/Ai.

Preuve. – 1) (i) implique (ii).

La proposition 2.1.7 dit que H est définissable et connexe. La proposition 2.2.7 dit que
H est sous-anormal minimal. Donc H n’a pas de sous-groupe anormal propre et le corollaire
2.1.5 montre que H est nilpotent. On a montré que H est un sous-groupe de Carter de G.

2) Les sous-groupes anormaux minimaux de G existent et sont conjugués.

L’existence est donnée par la remarque 2.2.1. On montre la conjugaison par induction
sur le rang de G. Soient H1 et H2 deux sous-groupes anormaux minimaux de G. H1 et
H2 contiennent chacun Z(G), et H1/Z(G) et H2/Z(G) sont anormaux et nilpotents dans
G/Z(G). Donc H1/Z(G) et H2/Z(G) sont anormaux minimaux dans G/Z(G). Si Z(G) est
infini l’hypothèse d’induction donne le résultat. Donc on peut supposer Z(G) fini. Soit A
un sous-groupe G-minimal de G. Alors H1A/A et H2A/A sont des sous-groupes anormaux
et nilpotents de G/A. Donc ce sont des sous-groupes anormaux minimaux de G/A. Par
hypothèse d’induction ils sont conjugués et on peut supposer H1A = H2A. Aussi H1 et
H2 sont des sous-groupes anormaux nilpotents de H1A, donc des sous-groupes anormaux
minimaux de H1A. Par hypothèse d’induction on peut alors supposer G = H1A. Comme H1

est nilpotent et comme Z(G) est fini, CH1(A) est fini et, d’après le fait 1.2.6 et le fait 1.3.18,
G′ = A. Aussi les intersections A ∩H1 et A ∩H2 sont finies, donc centrales dans G. Le fait
1.3.17 dit que A ∩ Z(G) = 1. Ainsi A ∩H1 = A ∩H2 = 1 et le fait 1.3.21 donne le résultat.

3) (ii) implique (i).

Par induction sur le rang de G. Soient g ∈ G et U = 〈H,Hg〉. Montrons que g appartient
à U . On peut supposer U 6= G. Comme H est définissable et connexe, U est définissable et
connexe d’après le fait 1.2.5. L’hypothèse d’induction appliquée à U montre que H et Hg

sont des sous-groupes anormaux minimaux de U . D’après 2) il existe u ∈ U tel que Hu = Hg.
On obtient gu−1 ∈ NG(H) = H et g ∈ U , ce qui finit la preuve de 3).
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4) (i) implique (iii).

On va montrer que H couvre une section G-minimale de G si et seulement si elle est
centralisée par G. Soit A/B une section G-minimale de G centralisée par G. HB/B étant
anormal dans G/B, HB/B contient A/B. Ainsi H couvre toutes les sections G-minimales
centralisées par G. Supposons que H couvre une section G-minimale A/B non centralisée par
G. Comme G′ centralise A/B d’après le fait 1.3.18 et comme G = G′H d’après la remarque
2.1.2, A/B est H-minimale et n’est pas centralisée par H. Ceci contredit le fait que H soit
anormal minimal puisqu’un sous-groupe anormal minimal est nilpotent d’après 1).

5) (iii) implique (i).

Montrons que G/Ai = CG/Ai
(Ai+1/Ai)HAi/Ai pour tout i ∈ {0, ..., n − 1}. On peut

supposer i = 0. Supposons G distinct de CG(A1)H. Alors il existe j ∈ {0, ..., n − 1} tel que
Aj ≤ CG(A1)H et Aj+1 � CG(A1)H. CG(A1)H étant normal dans G d’après le fait 1.3.18,
(CG(A1)H ∩ Aj+1)◦ = Aj d’après la minimalité de Aj+1/Aj . Comme G′ centralise A1 (fait
1.3.18), le fait 1.2.6 donne

[G,Aj+1] ≤ (G′ ∩Aj+1)◦ ≤ (CG(A1) ∩Aj+1)◦ = Aj

Aj+1/Aj est donc centrale dans G/Aj et, par conséquent, couverte par H, ce qui contredit
le choix de j.

Montrons que H est nilpotent. Supposons le contraire. Alors il existe un plus grand
i ∈ {0, ..., n − 1} tel que la section (H ∩ Ai+1)Ai/Ai ne soit pas centralisée par H. En
particulier G ne centralise pas Ai+1/Ai et (H ∩ Ai+1)Ai/Ai < Ai+1/Ai d’après l’hypothèse
faite sur H. Comme G/Ai = CG/Ai

(Ai+1/Ai)HAi/Ai, (H ∩ Ai+1)Ai/Ai est normal dans
G/Ai. Comme Ai+1/Ai est G/Ai-minimal, (H ∩Ai+1)Ai/Ai est fini et central dans G/Ai, ce
qui est contradictoire.

Il suffit alors de montrer que H est anormal. On va le montrer par induction sur le rang
de G. Par hypothèse d’induction HA1/A1 est un sous-groupe anormal de G/A1, donc HA1

est définissable et connexe d’après la proposition 2.1.7. Supposons A1 central dans G. Alors
A1 est contenu dans H et H = HA1 est anormal. Donc on peut supposer A1 non central
dans G. Comme G = CG(A1)H, A1 n’est pas central dans HA1. D’après le lemme 2.2.2, H
est anormal dans HA1. Le fait 2.2.6 permet de conclure. �

2.3 Le sous-groupe de Frattini◦

Dans un groupe G, le sous-groupe de Frattini est défini comme étant l’intersection des
sous-groupes propres maximaux de G. Nous introduisons une version connexe du sous-groupe
de Frattini pour les groupes de rang de Morley fini connexes : le sous-groupe de Frattini◦.
Cette notion permettra d’établir une théorie des formations connexes dans les groupes de
rang de Morley fini connexes et résolubles (chapitre 5). Mais le sous-groupe de Frattini◦ va
aussi être un outil important pour étudier les centralisateurs généralisés dans la section 2.4.

Définition 2.3.1. – On définit le sous-groupe de Frattini◦ Fratc(G) d’un groupe de rang
de Morley fini connexe G comme l’intersection de ses sous-groupes propres, définissables et
connexes maximaux.

L’étude du sous-groupe de Frattini des groupes finis utilise beaucoup la théorie de Sylow.
Dans notre contexte, la théorie de Sylow est inefficace à cause des éléments d’ordre infini.
Il s’avère que nous pouvons remplacer la théorie de Sylow par la théorie des sous-groupes
anormaux, et nous obtenons des analogues de certains résultats concernant les groupes finis.

Les lemmes suivants montrent que, si G est un groupe de rang de Morley fini connexe
et résoluble, Fratc(G) vérifie les propriétés de base du sous-groupe de Frattini d’un groupe
fini.
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Lemme 2.3.2. – Dans un groupe de rang de Morley fini connexe G, pour tout sous-groupe
définissable H de G, l’égalité G = Fratc(G)H implique G = H.

Preuve. – Supposons H 6= G. H◦ est contenu dans un sous-groupe K propre, définissable
et connexe maximal de G. En particulier K contient Fratc(G) et on a G = Fratc(G)K = K,
ce qui est contradictoire. �

Lemme 2.3.3. – Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et N un sous-groupe
définissable et normal. Si N est contenu dans Fratc(G), alors Fratc(G/N) = Fratc(G)/N .

Preuve. – Si K/N (resp. U) est un sous-groupe propre, définissable et connexe maximal
de G/N (resp. G), alors il en est de même pour K◦ (resp. UN/N) dans G (resp. G/N). �

Lemme 2.3.4. – Soit G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble. Alors G est
nilpotent si et seulement si G/Fratc(G) est nilpotent.

Preuve. – Il suffit de montrer que, si G/Fratc(G) est nilpotent, alors G est nilpotent.
Supposons que ce ne soit pas le cas. Alors G a un sous-groupe anormal propre H d’après
la proposition 2.1.5 et G = Fratc(G)H d’après la remarque 2.1.2. Ainsi G = H d’après le
lemme 2.3.2 et le choix de H est contredit. �

Définition 2.3.5. – Si G est un groupe de rang de Morley fini connexe, on note FFratc(G)
le sous-groupe qui vérifie FFratc(G)/Fratc(G) = F (G/Fratc(G)).

Proposition 2.3.6. – Si G est un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble, F (G) =
FFratc(G).

Preuve. – Montrons que (FFratc(G))◦ est nilpotent. Par la remarque 2.2.1, (FFratc(G))◦

possède un sous-groupe anormal minimal C. Comme (FFratc(G))◦/(Fratc(G))◦ est nil-
potent, la remarque 2.1.2 dit que (FFratc(G))◦ = (Fratc(G))◦C. Par le théorème 2.2.9 et
l’argument de Frattini, on obtient G = Fratc(G)NG(C). Le lemme 2.3.2 dit alors que C est
normal dans G, en particulier dans (FFratc(G))◦. C étant anormal dans (FFratc(G))◦, on
trouve C = (FFratc(G))◦ et (FFratc(G))◦ est nilpotent puisque C l’est (proposition 2.1.5).

Pour prouver le lemme il suffit de montrer que FFratc(G) est nilpotent. Supposons le
contraire. Par ce qui précède, FFratc(G)/F (G) est fini et il existe p ∈ P qui divise l’ordre de
ce quotient. Soit S un p-sous-groupe de Sylow de FFratc(G). Alors SFratc(G)/Fratc(G) est
le p-sous-groupe de Sylow de FFratc(G)/Fratc(G) d’après le fait 1.4.12. S étant nilpotent
(faits 1.4.2, 1.4.7 et 1.4.9), d(S) l’est aussi (fait 1.3.15) et d(S) normalise S. Mais les p-sous-
groupes de Sylow de d(S)Fratc(G) sont conjugués dans d(S)Fratc(G) par le fait 1.4.11.
L’argument de Frattini montre qu’alors G = Fratc(G)NG(S). Mais NG(S)(= NG(d(S)))
est définissable, donc le lemme 2.3.2 dit que S est normal dans G. On en déduit que S est
contenu dans F (G). Mais ceci contredit le fait 1.4.12. �

Proposition 2.3.7. – Si G est un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble, alors on
a F (G)′ ≤ Fratc(G). En particulier G/Fratc(G) est 2-résoluble et F (G/G(2)) = F (G)/G(2).

Preuve. – Soit H un sous-groupe propre, définissable et connexe maximal de G. Il faut
montrer que H contient F (G)′. Si H est normal dans G, G′ est contenu dans H, donc on peut
supposer H anormal d’après le corollaire 2.2.4. Alors G = F (G)H d’après la remarque 2.1.2
et le fait 1.3.19. Donc H ∩ F (G) est d’indice infini dans F (G). H est donc un sous-groupe
propre deNF (G)(H∩F (G))◦H et la maximalité deH dans Gmontre queH∩F (G) est normal
dans G et, en particulier, dans F (G). Soit U le sous-groupe de G tel que U/(H ∩ F (G)) =
Z(F (G)/(H ∩ F (G))). Alors le groupe U/(H ∩ F (G)) est infini et UH = G par maximalité
de H. Ainsi F (G) = U(H ∩ F (G)) = U et le résultat suit de cette égalité. �



2.4. CENTRALISATEURS GÉNÉRALISÉS I 23

2.4 Centralisateurs généralisés I

Nous donnons d’abord la définition du centralisateur généralisé.

Définition 2.4.1. – Soient G un groupe et A un sous-groupe de G. Nous définissons le cen-
tralisateur généralisé EA(g) d’un élément g de NG(A) comme étant l’ensemble des éléments
x de A tels qu’il existe n ∈ N tel que [x,n g] = 1. Si X est un sous-ensemble de NG(A), on
note EA(X) l’intersection des EA(x) pour x ∈ X.

Cette notion a été introduite, sans être nommée, par T. A. Peng dans [61]. Dans un
groupe quelconque, ou même fini et abélien-par-nilpotent, un centralisateur généralisé n’a
aucune raison d’être un sous-groupe, comme le montre l’exemple 2.4.2.

Exemple 2.4.2. – ([62], Peng) Soient A = 〈a, b| a3 = b3 = 1, ab = ba〉 et D = 〈c, d, e| c2 =
d2 = e2 = 1, cd = dc, ce = d〉 (D est le groupe diédral d’ordre 8). On considère G = AoD
où D agit sur A de la façon suivante :

ac = a−1, bc = b, ae = b.

Alors G est un groupe abélien-par-nilpotent et EG(c) n’est pas un sous-groupe de G.
En effet, d’une part on a [ae, c, c] = [[a, c]e[e, c], c] = [bdc, c] = 1 et [e, c, c] = [dc, c] = 1.

D’autre part, pour tout k ∈ N, on a [ae.e,k c] = [a,k c] = a(−2)k 6= 1.

T. A. Peng a introduit dans [61] la notion de E-groupe, qui est un groupe G dans lequel
EG(x) est un sous-groupe de G pour tout x ∈ G. C’est un sujet qui dépasse le cadre des
groupes résolubles puisque H. Heineken ([40]) et C. Casolo ([18]) ont étudié les E-groupes
simples (finis). Le résultat qui nous intéresse le plus est le suivant :

Fait 2.4.3. – ([40], Heineken) Tout groupe (localement nilpotent)-par-abélien est un E-
groupe.

En particulier, d’après le fait 1.3.18, toute section d’un groupe de rang de Morley fini
connexe et résoluble est un E-groupe.

Nous allons voir qu’en fait, si G est un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble
alors, pour tout x ∈ G, EG(x) est un sous-groupe définissable et connexe de G.

Proposition 2.4.4. – Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble et g
un élément de G. Alors EG(g) est un sous-groupe définissable et connexe de G et g est un
élément de Engel gauche borné dans EG(g).

Preuve. – Nous faisons la preuve par induction sur le rang de G. Si g appartient à F (G),
il n’y a rien à faire. Donc on peut supposer g 6∈ F (G). Alors g(Fratc(G))◦ n’est pas contenu
dans F (G/(Fratc(G))◦) d’après la proposition 2.3.6. Supposons Fratc(G) infini. Par hy-
pothèse d’induction, E/(Fratc(G))◦ = EG/(Fratc(G))◦(g(Fratc(G))◦) est un sous-groupe
définissable et connexe de G/(Fratc(G))◦, et g(Fratc(G))◦ est un élément de Engel gauche
borné de E/(Fratc(G))◦. Le fait 1.3.11 donne g(Fratc(G))◦ ∈ F (E/(Fratc(G))◦), et E est
un sous-groupe propre de G. Comme EG(g) est contenu dans E, l’hypothèse d’induction
appliquée à E donne le résultat. On peut donc supposer Fratc(G) fini.

Soit A un sous-groupe G-minimal de G. Par hypothèse d’induction on peut supposer qu’il
existe un entier n tel que gA soit n-Engel gauche dans G/A. Mais il existe un sous-groupe
définissable et connexe propre maximal U de G qui ne contient pas A puisque (Fratc(G))◦ =
1. Alors G = AU et A ∩ U est fini, donc central puisque A est abélien. Si g centralise A,
g est (n+1)-Engel gauche dans G et g ∈ F (G) (fait 1.3.11), ce qui est contradictoire. Donc
CA(g) = 1 et A ∩ U est trivial d’après le fait 1.3.17. Or g = au pour un élément a de A et
un élément u de U . Comme CA(g) = 1, CA(u) est trivial et A = {[b, u−1] : b ∈ A} d’après le
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fait 1.3.1. Donc il existe b ∈ A tel que g = [b, u−1]u = ub ∈ U b et on peut supposer U = U b.
Comme EG/A(gA) = G/A, U est contenu dans EG(g) et G = AEG(g). Mais on a CA(g) = 1,
donc EA(g) = 1 et, comme EG(g) est un sous-groupe de G (faits 1.3.18 et 2.4.3), on obtient
U = EG(g). Comme G = A o U et comme gA est n-Engel gauche dans G/A, on en déduit
que g est n-Engel gauche dans EG(g). �

Le corollaire suivant dit, en particulier, qu’un sous-groupe localement nilpotent d’un
groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble est nilpotent.

Corollaire 2.4.5. – Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble et H
un sous-ensemble de G qui engendre un sous-groupe localement nilpotent. Alors EG(H) =
EG(d(H)) est définissable et connexe et H est contenu dans F (EG(H)). En particulier, d(H)
est nilpotent et l’ensemble des sous-groupes nilpotents de G est inductif.

Preuve. – Nous faisons la preuve par induction sur le rang de G. Si H est contenu dans
F (G), nous avons EG(H) = G = EG(d(H)) et il n’y a rien à faire. Sinon il existe h ∈
H \F (G). Mais h est un élément Engel gauche bornée de EG(h) d’après la proposition 2.4.4
et h ∈ F (EG(h)) d’après le fait 1.3.11. Donc on a EG(h) < G et, comme H ⊆ EG(h) puisque
H engendre un sous-groupe localement nilpotent, l’hypothèse d’induction s’applique à EG(h)
du fait que EG(h) est connexe d’après la proposition 2.4.4. �

Corollaire 2.4.6. – Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble, A un
sous-groupe définissable de G et H un sous-ensemble de NG(A) qui engendre un sous-groupe
localement nilpotent. Alors EA(H) = EA(d(H)) est un sous-groupe définissable de A et, si
H ≤ A, H est contenu dans F (EA(H)).

Preuve. – Suit directement du corollaire 2.4.5. �

Nous pouvons alors préciser un peu plus que le théorème 2.2.9 le rapport entre les sous-
groupes de Carter et les sous-groupes anormaux minimaux.

Théorème 2.4.7. – Dans un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble G, pour
tout sous-groupe H de G, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) H est anormal minimal ;
(ii) H est un sous-groupe de Carter de G ;
(iii) H est un sous-groupe définissable, nilpotent et d’indice fini dans son normalisateur.
En particulier, G possède une unique classe de conjugaison de sous-groupes de Carter et

les sous-groupes de Carter de G sont connexes.

Preuve. – Le théorème 2.2.9 montre que (i) implique (ii). Si H est un sous-groupe de
Carter de G, le corollaire 2.4.5 dit que d(H) est nilpotent. Par condition de normalisateur
dans d(H), on obtient H = d(H) et H est définissable, donc (ii) implique (iii).

Montrons que (iii) implique (i). EG(H) est définissable et connexe, et H est contenu dans
F (EG(H)) d’après le corollaire 2.4.5. On en déduit que EG(H) est nilpotent et égal à H. En
particulier, H est connexe et H est un sous-groupe de Carter de G. Le théorème 2.2.9 dit
que H est un sous-groupe anormal minimal de G.

Le théorème 2.2.9 permet de finir la preuve du théorème. �

Nous finissons avec un corollaire qui montre que les résultats d’existence et de conjugaison
des sous-groupes de Carter se généralisent à tous les quotients des groupes de rang de Morley
fini connexes et résolubles.

Corollaire 2.4.8. – Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble, C un
sous-groupe de Carter de G et N un sous-groupe normal (non nécessairement définissable) de
G. Alors CN/N est un sous-groupe de Carter de G/N et tous les sous-groupes de Carter de
G/N sont de cette forme. En particulier les sous-groupes de Carter de G/N sont conjugués.
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Preuve. – D’après le théorème 2.4.7, CN est anormal, donc autonormalisant. Alors CN/N
est aussi autonormalisant. Mais CN/N est nilpotent donc CN/N est un sous-groupe de
Carter de G/N .

Montrons, par induction sur le rang de G, que tout sous-groupe de Carter de G/N est
de cette forme. Si N est central, il n’y a rien a faire. Sinon N contient un sous-groupe
G-minimal A d’après le fait 1.2.13. Soit K/N un sous-groupe de Carter de G/N . Alors
(K/A)/(N/A) est un sous-groupe de Carter de (G/A)/(N/A) et, par hypothèse d’induction,
K/A = (L/A)(N/A) pour un sous-groupe de Carter L/A de G/A. D’après le théorème 2.4.7,
L/A est anormal dans G/A. Donc L est anormal dans G et la remarque 2.2.1 dit que L
contient un sous-groupe anormal minimal C de G. L = AC d’après la remarque 2.1.2, donc
K = LN = CN . Le théorème 2.4.7 permet de conclure. �

Dans la section 2.6, nous continuerons l’étude des centralisateurs généralisés.

2.5 Caractérisations des sous-groupes anormaux

Maintenant que nous avons caractérisé les sous-groupes anormaux minimaux des groupes
de rang de Morley fini connexes et résolubles, nous pouvons donner des caractérisations des
sous-groupes anormaux. Aussi, nous allons donner un résultat de connexité des sous-groupes
anormaux (proposition 2.5.5), lequel généralise la proposition 2.1.7.

Théorème 2.5.1. – Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble et H
un sous-groupe de G. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) H est anormal ;
(ii) H contient un sous-groupe de Carter de G ;
(iii) H est définissable et connexe et il existe n ∈ N et une suite décroissante (Hi)0≤i≤n de

sous-groupes de G tel que H0 = G, Hn = H et, pour tout i = 1, ..., n, Hi est un sous-groupe
propre définissable et connexe maximal de Hi−1 qui n’est pas normal dans Hi−1.

De plus, l’entier n de l’assertion (iii) ne dépend pas de la suite (Hi)0≤i≤n choisie.

Lemme 2.5.2. – Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble et H un
sous-groupe anormal de G. Alors H couvre ou évite toute section G-minimale A/B de G.

Preuve. – HB/B étant anormal dans G/B, on peut supposer B = 1. Le fait 1.3.18 et la
remarque 2.1.2 donnent G = CG(A)H. Comme H est définissable et connexe (proposition
2.1.7), le corollaire 2.2.3 donne le résultat. �

Lemme 2.5.3. – Soient G un groupe, k ∈ N∗ et (Ai)i=0,...,k une suite croissante de sous-
groupes normaux de G tels que A0 = 1 et Ak = G. Soit U la famille des sous-groupes H de
G qui vérifient l’assertion :

Pour tout i = 0, ..., k − 1, H couvre ou évite Ai+1/Ai.

Pour tout H ∈ U on note n(H) le nombre de sections Ai+1/Ai (i ∈ {0, ..., k − 1}) couvertes
par H. Soient H et K deux éléments de U tels que H < K. Alors il existe L ∈ U tel que
H ≤ L < K et n(L) = n(K)− 1.

Preuve. – Montrons que n(H) < n(K). Il faut trouver une section de la forme Ai+1/Ai

avec i ∈ {0, ..., k−1} qui est couverte par K et pas par H. Il existe un plus petit j ∈ {1, ..., k}
tel que H ∩Aj soit distinct de K ∩Aj . Alors H ∩Aj−1 = K ∩Aj−1, et (H ∩Aj)Aj−1/Aj−1

est strictement contenu dans (K ∩Aj)Aj−1/Aj−1. On en déduit que H évite Aj/Aj−1 et K
couvre Aj/Aj−1.

Montrons l’existence de L. Soit l le plus grand entier tel que K couvre Al/Al−1 et tel que
H évite Al/Al−1. Soit L = H(K∩Al−1). Alors, pour tout i ∈ {1, ..., l−1} (resp. i ∈ {l, ..., k}),
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L couvre Ai/Ai−1 si et seulement si K (resp. H) couvre Ai/Ai−1, et L évite Ai/Ai−1 si et
seulement si K (resp. H) évite Ai/Ai−1. En particulier, L appartient à U . Mais L couvre
toutes les sections Ai/Ai−1 (i ∈ {1, ..., k}) qui sont couvertes par K sauf pour i = l, donc
n(L) = n(K)− 1. �

Preuve du théorème 2.5.1. – Le théorème 2.4.7 dit que (i) et (ii) sont équivalents. Le
fait que (iii) implique (i) suit du lemme 2.2.4 et de la proposition 2.2.7.

Montrons que (i) implique (iii). Supposons que l’on ait une suite strictement décroissante
(Hi)i=0,...,n (n ∈ N) de sous-groupes de G avec H0 = G et Hn = H. Alors, pour tout
i = 1, ..., n, Hi est anormal dans Hi−1. En particulier, Hi n’est pas normal dans Hi−1. Aussi
la proposition 2.1.7 montre que Hi est définissable et connexe pour tout i = 0, ..., n. Par
finitude du rang de G on peut supposer n maximal, ce qui prouve (iii).

Nous montrons la seconde partie du théorème. Soient n et m deux entiers et (Hi)0≤i≤n

et (Kj)0≤j≤m deux suites décroissantes de sous-groupes de G tels que H0 = K0 = G et
Hn = Km = H et, pour tout i = 1, ..., n et tout j = 1, ...,m, Hi (resp. Kj) est un sous-
groupe propre, définissable et connexe maximal de Hi−1 (resp. Kj−1) qui n’est pas normal
dans Hi−1 (resp. Kj−1). Il faut alors montrer qu’on a nécessairement n = m. Soit (Ai)0≤i≤k

une suite croissante de sous-groupes normaux de G tels que Ai+1/Ai soit G-minimale pour
tout i = 0, ..., k − 1, A0 = 1 et Ak = G. On note A l’ensemble des sections de la forme
Ai+1/Ai avec i ∈ {0, ..., k − 1}. Montrons par induction sur i que, pour tout i ∈ {0, ..., n},
Hi évite exactement i sections de A. Comme on peut montrer le même résultat pour la suite
(Kj)0≤j≤m et comme Hn = Km = H, on aura montré le résultat. Soit i ∈ {0, ..., n − 1} tel
que Hi évite exactement i sections de A. Le lemme 2.5.2 dit que Hi couvre les autres sections
de A et le lemme 2.5.3 que Hi+1 évite exactement i+ 1 sections de A. Ainsi Hn = H évite
exactement n sections de A. �

Lemme 2.5.4. – On suppose que G est un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble
et que (Ai)i=0,...,n est une suite strictement croissante de sous-groupes définissables, connexes
et normaux de G telle que A0 = 1 et An = G. Si H est un sous-groupe définissable de G qui
vérifie :

Pour tout i = 0, ..., n− 1, H couvre ou évite Ai+1/Ai.

Alors H est connexe.

Preuve. – On fait la preuve par induction sur n. On peut supposer n ≥ 1. H ∩ An−1 est
connexe par hypothèse d’induction, donc H◦ ∩ An−1 = H ∩ An−1. Si H évite An/An−1, H
est contenu dans An−1, et H est connexe. Sinon on a An = HAn−1 = H◦An−1 et H◦ couvre
An/An−1. Ainsi, pour tout i = 0, ..., n− 1, H◦ couvre ou évite Ai+1/Ai. Aussi on a montré
que H◦ couvre autant de sections de la forme Ai+1/Ai (i = 0, ..., n − 1) que H. Le lemme
2.5.3 donne alors le résultat. �

Proposition 2.5.5. – Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble, H un
sous-groupe anormal de G et A un sous-groupe définissable, connexe et normal de G. Alors
A ∩H est définissable et connexe.

Preuve. – H est définissable d’après la proposition 2.1.7 donc A∩H aussi. Soit (Ai)i=0,...,n

une suite croissante de sous-groupes de G tel que A0 = 1, An = G et Ai+1/Ai soit G-minimal
pour tout i = 0, ..., n−1 et telle qu’il existe j ∈ {0, ..., n} pour lequel A = Aj . Alors le lemme
2.5.2 dit que H couvre ou évite Ai+1/Ai pour tout i = 0, ..., n − 1, donc A ∩ H aussi. Le
lemme 2.5.4 donne le résultat. �
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2.6 Centralisateurs généralisés II

Nous commençons cette section par la proposition 2.6.1 qui sera très utile pour ce qui
suit, notamment le corollaire 2.6.2 qui montre que les centralisateurs généralisés forment une
famille de sous-groupes anormaux.

Proposition 2.6.1. – Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble, N
un sous-groupe normal de G (non nécessairement définissable) et X un sous-ensemble de G
qui engendre un sous-groupe nilpotent H de G. Alors EG/N (XN/N) = EG(H)N/N .

Preuve. – Nous faisons la preuve par induction sur le rang deG. Soit E/N = EG/N (XN/N).
Il suffit de montrer E/N ≤ EG(H)N/N . Si N est central dans G, on a E/N = EG(X)/N .
Le corollaire 2.4.5 donne EG(X) = EG(H), d’où E/N = EG(H)/N . On peut donc supposer
N � Z(G). Le fait 1.2.13 dit que N contient un sous-groupe G-minimal A. Par hypothèse
d’induction, on peut supposerN = A. Le corollaire 2.4.5 dit que E est définissable et connexe.
Alors, si E 6= G, l’hypothèse d’induction donne le résultat. On peut donc supposer E/N =
G/N . Aussi, le corollaire 2.4.5 donne E/N = EG/N (HN/N), et on peut supposer X = H.
Si H ≤ F (G), il n’y a rien à faire. Donc on peut supposer H � F (G).

Soit F = (Fratc(G))◦. Montrons qu’on peut supposer F = 1. D’après la proposition 2.3.6,
HF/F n’est pas contenu dans F (G/F ). Le corollaire 2.4.5 donne EG/F (HF/F ) < G/F .
Comme EG/F (HF/F ) est définissable et connexe (corollaire 2.4.5), l’hypothèse d’induction
montre que EG/F (HF/F ) = EG(H)F/F . Si F 6= 1, l’hypothèse d’induction appliquée à G/F
donne

EG/F (HF/F )(NF/F )/(NF/F ) = E(G/F )/(NF/F )((HNF/F )/(NF/F ))

On en déduit

(EG(H)F/F )(NF/F )/(NF/F ) = E(G/F )/(NF/F )((HNF/F )/(NF/F )),

ce qui prouve EG(H)NF/NF = EG/NF (HNF/NF ) et E ≤ EG(H)NF . Comme on a E = G,
on obtient G = EG(H)NF . Donc le lemme 2.3.2 donne G = EG(H)N , et on peut supposer
F = 1.

Alors il existe un sous-groupe U de G définissable, connexe et propre maximal de G qui
ne contient pas N . Ainsi G = NU et N ∩ U est fini, donc central. Comme N est G-minimal
et non central, le fait 1.3.17 donne N ∩ U = 1. Si H centralise N , on a EG(H) = G puisque
EG/N (HN/N) = G/N . Le corollaire 2.4.5 contredit alors H � F (G), donc il existe h ∈
H \CG(N). Aussi, on a h = nu pour n ∈ N et u ∈ U . Comme CN (h) = 1, CN (u) est trivial
d’après le fait 1.3.17 et le choix de h. Le fait 1.3.1 dit qu’alors N = {[x, u−1] : x ∈ N}. Ainsi
il existe x ∈ N tel que n = [x, u−1], et h = [x, u−1]u = ux ∈ Ux. Comme EG/N (HN/N) =
G/N , EG(h) contient Ux. Mais CN (h) = 1, donc EG(h) = Ux et EG(H) est contenu dans
Ux. Comme EG/N (HN/N) = G/N , on a EG(H) = Ux et le résultat suit de cette égalité.
�

Corollaire 2.6.2. – Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble et H
un sous-groupe nilpotent de G. Alors EG(H) est anormal dans G.

Preuve. – On fait la preuve par induction sur le rang de G. Soit A un sous-groupe G-
minimal. Alors la proposition 2.6.1 donne EG(HA/A) = EG(H)A/A et EG(HA/A) est anor-
mal dans G/A par hypothèse d’induction. D’après le fait 2.2.6, il suffit de montrer que EG(H)
est anormal dans EG(H)A. Comme EG(H)A est définissable et connexe (corollaire 2.4.5),
on peut supposer G = EG(H)A par hypothèse d’induction. Si A est central dans G, alors
G = EG(H) et il n’y a rien à démontrer. Sinon le lemme 2.2.2 donne le résultat. �

Le fait 1.4.3 montre que, si P est un groupe abélien fini et si A est un groupe d’auto-
morphisme de P tel que (|P |, |A|) = 1, alors P = CP (A)× [P,A]. La proposition 2.6.4 peut
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être vu comme un analogue de ce résultat. Elle permet de mieux connâıtre la structure des
groupes 2-résolubles (corollaire 2.6.7).

Lemme 2.6.3. – Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble, A un
sous-groupe normal de G, définissable, abélien et centralisé par G′, g ∈ G et

adg : A −→ A
a 7−→ [a, g]

Alors il existe un entier n tel que A = (adg)n(A)×EA(g) et tel que (adg)n(A) soit connexe.

Preuve. – Nous faisons la preuve par induction sur le rang de G. Comme EG(g) est anormal
dansG d’après le corollaire 2.6.2, AEG(g) l’est aussi. Alors AEG(g) est définissable et connexe
d’après la proposition 2.1.7 et, par hypothèse d’induction, on peut supposer G = AEG(g).
Comme adg est un homomorphisme définissable de groupe, la suite ((adg)i(A))i∈N est une
suite décroissante de sous-groupes définissables de A. On en déduit qu’il existe m ∈ N
tel que (adg)m(A) = (adg)m+1(A). D’après la proposition 2.4.4 il existe un entier k tel
que (adg)k(EG(g)) = 1. Soient n = max(m, k) et I = (adg)n(A). Comme (adg)n

|I est un
homomorphisme définissable de groupe, rkI = rk(adg)n

|I(I)+rkKer(adg)n
|I = rkI+rkEI(g)

et EI(g) est fini.
Montrons que I est connexe. Comme G′ centralise A, I est normal dans G. Alors la

proposition 2.6.1 donne EG/I(gI) = EG(g)I/I. Comme I = (adg)n(A), A/I est contenu dans
EG/I(gI), et on en déduit G = IEG(g) puisque G = AEG(g). EG(g) étant définissable et
connexe (proposition 2.4.4), on aG = I◦EG(g). En particulier, on obtient I/I◦ = EI(g)I◦/I◦,
et la proposition 2.6.1 donne I/I◦ = EI/I◦(gI◦). Alors, d’après la proposition 2.4.4, il existe
k0 ∈ N∗ tel que (adg)k0(I) soit contenu dans I◦. Comme on a adg(I) = I par choix de I, on
obtient I = I◦ et I est connexe.

La proposition 2.5.5 donne la connexité de EI(g). EI(g) étant fini, on obtient EI(g) = 1.
Comme G = IEG(g), on a prouvé A = I × EA(g). �

Proposition 2.6.4. – Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble, A
un sous-groupe de G définissable, normal, abélien et centralisé par G′ et H un sous-groupe
nilpotent de G. Alors A = EA(H) × F où F désigne le plus petit groupe de la suite (Fi)i∈N
où F0 = A et Fi+1 = [F (EG(H)), Fi] pour tout i ∈ N. Aussi, F est un sous-groupe normal,
définissable et connexe de G.

Preuve. – Comme on a G = G′EG(H) (remarque 2.1.2 et corollaire 2.6.2), Fi est un sous-
groupe normal de G pour tout i ∈ N. De plus, le fait 1.2.7 montre que Fi est définissable pour
tout i ∈ N. Ceci montre, en particulier, l’existence de F . Comme F/F ◦ est fini, F/F ◦ est
central dans G/F ◦ et le choix de F montre que F est connexe. On fait la preuve par induction
sur le rang de G. Comme EG(H) est anormal dans G, AEG(H) est anormal dans G et, par
la proposition 2.1.7, AEG(H) est définissable et connexe. Alors, par hypothèse d’induction,
on peut supposer G = AEG(H). Comme on a H ≤ F (EG(H)) (corollaire 2.4.5), on a
A/F = EA/F (HF/F ) et G/F = EG/F (HF/F ). La proposition 2.6.1 donne G = FEG(H).
En particulier, on a A = FEA(H) et il reste à montrer EF (H) = 1. On peut donc supposer
A = F . Si H est contenu dans F (G), on a F = 1 et G = EG(H). Donc on peut supposer
qu’il existe h ∈ H \ F (G). D’après le fait 1.3.11, EG(h) est distinct de G. Soit

adh : A −→ A
a 7−→ [a, h]

Le lemme 2.6.3 dit que A = (adh)n(A) × EA(h) pour un certain entier n et (adh)n(A)
est connexe. Alors, comme on a G = AEG(H) = AEG(h) et comme G est distinct de
EG(h), (adh)n(A) n’est pas trivial et, par connexité de (adh)n(A), (adh)n(A) est infini. Soit
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I = (adh)n(A). Comme on a [F (EG(H)), A] = A et comme F (EG(H))I/I est contenu
dans F (EG/I(HI/I)), on obtient [F (EG/I(HI/I)), A/I] = A/I. L’hypothèse d’induction
appliquée à A/I donne EA/I(HI/I) = 1 et, comme EA/I(HI/I) = EA(H)I/I d’après la
proposition 2.6.1, EA(H) est contenu dans I. Mais EA(h) contient EA(H) et intersecte
trivialement I. Donc EA(H) est trivial. �

Définition 2.6.5. – Pour tout groupe G, on note GN l’intersection des sous-groupes nor-
maux H de G tels que G/H soit nilpotent.

L’opérateur défini ci-dessus s’avère particulièrement intéressant lorsque, pour un groupe
G, G/GN est nilpotent. Par exemple, par la remarque ci-dessous, c’est le cas si G est de
rang de Morley fini. Nous montrerons que c’est vrai pour une classe plus générale de groupes
(proposition 3.5.12).

Remarque 2.6.6. – Si G est un groupe de rang de Morley fini, le fait 1.2.7 et la condition
de châıne descendante sur les sous-groupes définissables de G montrent que Gi = GN pour
un certain entier i et que GN est définissable. De plus, si G est connexe, le fait 1.2.6 dit que
GN est connexe.

Corollaire 2.6.7. – Si G est un groupe de rang de Morley fini connexe et 2-résoluble, alors
G = GN o C pour tout sous-groupe de Carter C de G.

Preuve. – D’après la remarque 2.6.6, il existe i ∈ N tel que GN = Gi. Il suffit de prendre,
dans la proposition 2.6.4, A = Gi et H = C. Comme EG(C) = C puisque C est nilpotent et
autonormalisant, la proposition 2.6.4 et la remarque 2.1.2 donnent le résultat. �

Un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble peut avoir une infinité de classes
de conjugaisons de sous-groupes anormaux.

Exemple 2.6.8. – On noteG = (⊕n
i=0K

+)oK∗ (n ∈ N∗) oùK désigne un corps algébriquement
clos et où K∗ agit linéairement sur ⊕n

i=0K
+. On choisit H = (Hi)i∈I une famille infinie

de sous-espaces vectoriels, deux à deux distincts, de ⊕n
i=0K

+. Pour tout i ∈ I, on note
Ui = Hi oK∗. Alors, comme Hi est normal dans G pour tout i ∈ I, les sous-groupes (Ui)i∈I

de G sont deux à deux non conjugués. Pourtant, ils forment une famille de sous-groupes
anormaux de G puisque K∗ est anormal dans G.

Le théorème 2.6.10 montre que, par contre, il ne peut pas y avoir une infinité de classes
de conjugaisons de centralisateurs généralisés de sous-groupes nilpotents.

Lemme 2.6.9. – Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble, A un
sous-groupe G-minimal de G et E0 et E1 deux centralisateurs généralisés de sous-groupes
nilpotents de G tels que G = AE0 = AE1 et tels que A∩E0 et A∩E1 soient finis. Alors E0

et E1 sont conjugués et G = Ao E0 = Ao E1.

Preuve. – On fait la preuve par induction sur le rang de G. Les intersections A ∩ E0 et
A ∩ E1 sont triviales d’après la proposition 2.5.5 et le corollaire 2.6.2. Si F (G)◦ = A, alors
Z(G) est fini et G′ = A d’après le fait 1.3.19, donc le fait 1.3.21 donne le résultat. Ainsi
on peut supposer F (G)◦ 6= A. Alors E0 contient un sous-groupe G-minimal B. Soient X
un sous-ensemble de G tel que E1 = EG(X) et x ∈ X. Alors on a F (G/A) = F (E1)A/A
puisque G = Ao E1, et on en déduit, par le fait 1.3.11, que xA appartient à F (G/A). Mais
la section BA/A est G/A-minimale, donc centrale dans F (G/A) d’après le fait 1.3.19 et, en
particulier, est centralisée par xA. Alors [B, x] est contenu dans A∩B = 1 et x centralise B,
d’où B ≤ EG(x). Ceci prouve que B est contenu dans EG(X) = E1. L’hypothèse d’induction
donne le résultat dans le quotient G/B, donc dans G. �
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Théorème 2.6.10. – Un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble n’a qu’un
nombre fini de classes de conjugaisons de centralisateurs généralisés de sous-groupes nilpo-
tents. De plus, ce nombre est borné par 2rkGN .

Preuve. – Supposons que G soit un contrexemple de rang minimal au théorème. Alors
GN contient un sous-groupe G-minimal A. Par minimalité du rang de G, G/A a au plus
2rkGN−rkA classes de conjugaisons de centralisateurs généralisés de sous-groupes nilpotents.
Par la proposition 2.6.1, il existe un centralisateur généralisé E/A de G/A tel que E contienne
E0, E1 et E2 trois centralisateurs généralisés de sous-groupes nilpotents non conjugués deux
à deux et qui vérifient E = AE0 = AE1 = AE2. En particulier il y en a deux qui intersectent
finiment A. Le lemme 2.6.9 donne alors une contradiction. �

Nous donnons deux corollaires à ce théorème.

Corollaire 2.6.11. – Un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble G n’a qu’un
nombre fini de classes de conjugaisons de sous-groupes nilpotents maximaux.

Preuve. – Soit F un sous-groupe nilpotent maximal de G (il existe d’après le corollaire
2.4.5). Alors F = F (EG(F )) et le théorème 2.6.10 donne le résultat. �

Le corollaire 2.6.13 donne des renseignements concernant les sous-groupes de Hall. Avant
de l’énoncer nous donnons le lemme suivant.

Lemme 2.6.12. – Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble, π ⊆ P,
B le plus grand π-sous-groupe définissable, connexe et d’exposant borné de F (G), R un π-
sous-groupe de Hall de G et C un sous-groupe de Carter de R. Alors NG(R) = BEG(C).

Preuve. – R est localement fini d’après le fait 1.4.2. D’après le fait 1.3.19, R′ est contenu
dans F (G)◦, donc R′ est contenu dans B ∗ T , où T est la somme directe des p-tores de
F (G) pour p ∈ P, d’après le fait 1.3.13. Mais T est central dans G puisque G est connexe
(fait 1.4.6), donc R2 est contenu dans B et R = BC d’après le fait 1.6.4. Par l’argument
de Frattini, on a NG(R) = BNG(C). Il suffit alors de montrer EG(C) = NG(C). D’après
le corollaire 2.4.5, C est nilpotent. Donc, comme [C,NG(C)] ≤ C, NG(C) est contenu dans
EG(C), aussi C est contenu dans F (EG(C)). Soit S le π-sous-groupe de Hall de F (EG(C)),
nécessairement S contient C. Alors BS est un π-sous-groupe de G qui contient R, donc
R = BS et S est contenu dans R. On en déduit que NS(C) = C et, par la condition de
normalisateur dans S, C = S. Ceci prouve que C est normal dans EG(C), d’où le résultat.
�

Corollaire 2.6.13. – Un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble G n’a qu’un
nombre fini de classes de conjugaisons de normalisateurs de sous-groupes de Hall.

Preuve. – Suit directement du lemme 2.6.12 et du théorème 2.6.10. �

Le lemme 2.6.12 nous permet aussi d’obtenir la généralisation suivante du fait 1.4.9.

Corollaire 2.6.14. – Si G est un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble et si
R est un sous-groupe de Hall de G, alors NG(R) est anormal dans G. En particulier R est
connexe.

Preuve. – D’après le lemme 2.6.12 et le corollaire 2.6.2, NG(R) est anormal dans G. Alors
NG(R) est en particulier définissable et connexe d’après la proposition 2.1.7 et R est connexe
d’après le fait 1.4.9. �
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2.7 Le radical quasiunipotent

Le radical quasiunipotent (définition 2.7.4) a été introduit par Borovik et analysé par
Altseimer et Berkman dans [5]. Il constitue un outil très important pour l’étude des groupes
de rang de Morley fini résolubles. Il s’agit d’un sous-groupe définissable et connexe de F (G)
qui ne contient pas de P-tore. Comme en témoigne le fait 2.7.2, la notion de sous-groupe
quasiunipotent est une imitation de la notion de sous-groupe unipotent pour les groupes
algébriques.

Le fait 1.3.19 dit que, si G est un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble,
G/F (G) est abélien et divisible. Nous montrerons que nous avons le même résultat lorsque
l’on quotiente G par son radical quasiunipotent (proposition 2.7.9).

Définition 2.7.1. – ([5], déf. 2.1, Borovik) Soit G un groupe de rang de Morley fini. Un
sous-groupe définissable, connexe et nilpotent U de G est quasiunipotent si U ne contient
pas de P-tore.

Fait 2.7.2. – ([5], lemme 2.4, Altseimer, Berkman) Si G est un groupe algébrique
connexe qui n’interprète pas de mauvais corps, alors les sous-groupes quasiunipotents maxi-
maux de G sont les sous-groupes unipotents maximaux de G.

Fait 2.7.3. – ([5], lemme 2.3, Altseimer, Berkman) Un sous-groupe quasiunipotent U
d’un groupe de rang de Morley fini peut être écrit sous la forme U = B×D, où B et D sont
définissables, B est d’exposant borné et D est sans torsion.

Définition 2.7.4. – ([5], déf. 3.3) Soit G un groupe de rang de Morley fini. On définit
par Q(G) = 〈U |U E G,U est quasiunipotent 〉 le radical quasiunipotent de G.

Le fait 1.2.5 montre que le radical quasiunipotent d’un groupe de rang de Morley fini est
définissable et connexe. La remarque 2.7.6 dit même qu’il s’agit d’un sous-groupe quasiuni-
potent.

Dans [5], le fait suivant est donné avec l’hypothèse ”G n’interprète pas de mauvais corps”.
Or la preuve n’utilise pas cette hypothèse, nous donnons alors l’énoncé suivant :

Fait 2.7.5. – ([5], lemme 3.5, Altseimer, Berkman) Soit G un groupe de rang de Morley
fini nilpotent. Alors Q(G) est le seul sous-groupe quasiunipotent maximal de G.

Remarque 2.7.6. – Si G est un groupe de rang de Morley fini, on a Q(G) ≤ F (G), donc
Q(G) = Q(F (G)). On déduit alors du fait 2.7.5 que, pour tout groupe de rang de Morley fini
G, Q(G) est quasiunipotent.

Lemme 2.7.7. – Soit G un groupe de rang de Morley fini connexe et nilpotent. Alors G′ est
quasiunipotent.

Preuve. – Comme G′ est définissable et connexe (fait 1.2.6), il suffit de montrer que G′

ne contient pas de P-tore. D’après le fait 1.3.13, G = B ∗ D où B et D sont définissables
et connexes, B est d’exposant borné et D est divisible. Donc on a G′ = B′ ∗D′. Or D′ est
sans torsion d’après le fait 1.3.13 et, comme B′ est d’exposant borné, G′ ne contient pas de
P-tore. �

Lemme 2.7.8. – Soit G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble. Alors GN

est quasiunipotent.

Preuve. – D’après le fait 1.2.6, il suffit de montrer que GN ne contient pas de P-tore.
D’après le fait 1.3.13, F (G)◦ est un produit central de deux sous-groupesD et C définissables,
connexes et caractéristiques avec D divisible et C d’exposant borné. Soit F/C = F (G/C)◦.



32 CHAPITRE 2. GROUPES CONNEXES

Alors F contient F (G)◦ et F/F (G)◦ est un sous-groupe définissable et connexe de G/F (G)◦.
Comme G/F (G)◦ est abélien et divisible (fait 1.3.19), F/F (G)◦ est aussi abélien et divi-
sible. Comme F (G)◦/C(∼= D/(D ∩ C)) est divisible, on en déduit que F/C est divisible-
par-divisible. F/C étant nilpotent, F/C est divisible. Alors le fait 1.3.14 dit que [G/C,F/C]
est sans torsion. Or GNC/C est contenu dans G′C/C, donc dans F/C (fait 1.3.19). Alors
[G/C,GNC/C] = GNC/C est sans torsion. Mais GNC/C est isomorphe à GN /(GN ∩C) et
GN ∩ C est d’exposant borné. Donc GN ne contient pas de P-tore. �

Proposition 2.7.9. – Soit G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble. Alors
G/Q(G) est abélien et divisible.

Preuve. – Montrons que G/Q(G) est abélien. D’après le théorème 2.4.7, G a un sous-
groupe de Carter C et C est connexe. Alors le corollaire 2.4.8 donne G = GNC. On en
déduit que G′ = GNC ′. Or le fait 1.3.18 dit que G′ est nilpotent. Donc, d’après le fait
2.7.5, G′ a un unique sous-groupe quasiunipotent maximal Q(G′). Mais le lemme 2.7.7 dit
que C ′ est quasiunipotent, et le lemme 2.7.8 dit qu’il en est de même pour GN . Donc
G′ = GNC ′ = Q(G′) est quasiunipotent et normal dans G, et G′ est contenu dans Q(G).

Montrons que G/Q(G) est divisible. D’après le fait 1.3.13, F (G)◦ possède un sous-groupe
B définissable, caractéristique et d’exposant borné avec F (G)◦/B divisible. En particulier, B
est un sous-groupe quasiunipotent normal de G. On en déduit que F (G)◦/Q(G) est divisible.
Mais le fait 1.3.19 dit que G/F (G)◦ est divisible. Donc G/Q(G) est abélien et divisible-par-
divisible. Ceci prouve que G/Q(G) est divisible. �



Chapitre 3

Sous-groupes localement clos

La non connexité d’un groupe de rang de Morley fini rend souvent délicate la généralisation
des théorèmes connus pour les groupes connexes. Pour franchir les obstacles qui apparaissent,
il ne suffit pas voir ces groupes comme des extensions finies des groupes connexes. En ef-
fet, ils doivent être vus comme des groupes de rang de Morley fini où les propriétés glo-
bales d’un groupe connexe n’existent que localement. Pour étudier les propriétés structu-
relles des groupes connexes, nous introduisons donc les notions de sous-groupes localement
clos et de sections localement closes (définition 3.1.1). D’un point de vu modèle-théorique,
ces définitions correspondent à une notion de définissabilité locale (lemme 3.1.22). D’un
point de vu groupe-théorique, ce sont les quotients entre deux sous-groupes définissables-
par-localement finis (lemme 3.1.9). Il s’agit surtout d’une classe de groupes qui nous permet
d’analyser les groupes non connexes. L’utilité de ces notions est mieux comprise dans le
contexte résoluble. Toutefois, la section 3.9 sera consacrée à l’étude des 2-sous-groupes de
Sylow dans les sections localement closes non nécessairement résolubles.

L’étude des sous-groupes de Carter illustre bien le phénomène décrit ci-dessus. Nous les
avons définis comme étant les sous-groupes localement nilpotents et autonormalisants. Dans
un groupe connexe et résoluble, les sous-groupes de Carter sont nilpotents, et ils ont la parti-
cularité d’être définissables et connexes (théorème 2.4.7). Cependant, un groupe non connexe
peut avoir des sous-groupes de Carter non nilpotents et non définissables (exemple 1.5.8). A
priori, la non définissabilité des sous-groupes de Carter rend très délicate la généralisation du
théorème 2.4.7 aux groupes non connexes. L’introduction des sous-groupes localement clos
rend possible la généralisation de ce résultat aux groupes non connexes (théorème 3.6.6 (i)).
Cela tient au fait que les sous-groupes de Carter sont localement clos (corollaire 3.4.19).

Les sections localement closes sont un cadre de travail naturel pour l’étude des groupes de
rang de Morley fini. En effet, les deux classes de sous-groupes des groupes de rang de Morley
auxquels on est le plus souvent amené à s’intéresser sont les sous-groupes définissables et les
sous-groupes localement finis. Or, la classe des sections localement closes regroupe ces deux
classes de groupes et, de plus, possède l’avantage d’être close par produit normal (lemme
3.1.11). Aussi, l’essentiel des propriétés des groupes de rang de Morley fini résolubles ont un
analogue pour les sections localement closes des groupes de rang de Morley fini résolubles.
Par exemple, le théorème de conjugaison des sous-groupes de Hall (fait 1.4.11) reste vrai
pour les section localement closes résolubles (théorème 3.2.5). C’est d’ailleur un résultat
fondamental pour la suite. Un autre résultat important pour la suite est l’existence de sections
localement closes minimales normales dans les sections localement closes (proposition 3.5.7).
Ces sections, appelées sections dloc-minimales, sont analogues aux sous-groupes G-minimaux
pour les groupes G de rang de Morley fini.

Ce chapitre est organisé de la façon suivante. D’abord nous donnons les propriétés générales
des sous-groupes localement clos et des sections localement closes. Puis nous montrons
le théorème de conjugaison des sous-groupes de Hall pour les sections localement closes
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résolubles (théorème 3.2.5). Dans la section 3.3, nous montrons des propriétés des sections
localement closes et localement nilpotentes. Ensuite, nous analysons les sous-groupes lo-
calement résolubles des sections localement closes. Il s’avère que ce sont des sous-groupes
résolubles (corollaire 3.4.12). Dans la section 3.5, nous montrons l’existence de sections loca-
lement closes minimales normales (proposition 3.5.7). Le théorème d’existence et de conju-
gaison des sous-groupes de Carter pour les sections localement closes résolubles est donné
dans la section suivante (théorème 3.6.6 (i)). Dans la section 3.7, nous analysons les sections
localement closes qui ont leurs p-sous-groupes localement finis nilpotents pour tout entier
premier p. Il s’agit d’une condition de finitude qui confère des propriétés particulières aux
groupes qui la vérifient. En particulier, l’ensemble de leurs sous-groupes nilpotents est inductif
(proposition 3.7.5). Dans la section qui suit, nous donnons des informations supplémentaires
concernant les centralisateurs généralisés. Nous montrons que, dans une section localement
close et (localement nilpotente)-par-abélienne, ce sont des sections localement closes (propo-
sition 3.8.1). Nous finissons ce chapitre en montrant que la conjugaison des 2-sous-groupes
de Sylow tient, sans hypothèse de résolubilité sur les sections localement closes (proposition
3.9.7). Cette dernière section permet d’espérer que la notion de section localement close aura
des conséquences concrètes dans l’étude des groupes non résolubles.

3.1 Généralités et clôture locale

Définition 3.1.1. – Un sous-groupe H d’un groupe de rang de Morley fini G est dit loca-
lement clos si, pour toute partie finie X de H, d(X) ≤ H.

On appelle section localement close un groupe qui est un quotient de deux sous-groupes
localement clos.

Le lemme 3.1.9 caractérise les sous-groupes localement clos des groupes de rang de Morley
fini comme étant exactement les sous-groupes définissables-par-localement finis. Les appella-
tions ”sous-groupe localement clos” et ”clôture locale” (définition 3.1.14) ont été suggérées
par B. Poizat, en particulier suite à une remarque de sa part sur la clôture locale (lemme
3.1.22).

Remarque 3.1.2. – Une réunion croissante de sous-groupes définissables n’est, en général,
pas un sous-groupe définissable, sauf si chaque sous-groupe considéré est connexe. En effet,
si on considère le pur groupe C∗ et si, pour tout n ∈ N, on note An l’ensemble des racines
2n-ième de l’unité, alors la suite (An)n∈N est une suite croissante de sous-groupes finis de C∗
dont la réunion n’est pas définissable. Par contre, il suit directement de la définition d’un
sous-groupe localement clos, que toute réunion croissante de sous-groupes localement clos
est localement close.

Nous définissons trois opérateurs sur les sous-groupes d’un groupe de rang de Morley fini.
Ils se comportent parfois comme une composante connexe.

Définition 3.1.3. – Soit H un sous-groupe d’un groupe de rang de Morley fini G. On note
H+ = 〈d(h)◦ : h ∈ H〉, H± = 〈d(X)◦ : X partie finie de H〉 et H− = 〈U ≤ H : U est
définissable et connexe 〉.

En général, pour un sous-groupe H d’un groupe de rang de Morley fini, H+ n’est pas
contenu dans H :

Exemple 3.1.4. – Considérons le pur groupe C+. On choisit un élément x dans C+ \ {0} et
on note H = 〈x〉. Alors d(x) = C+, et on obtient H− = {0} et H+ = H± = C+.

Par contre, trouver un sous-groupe H d’un groupe de rang de Morley fini avec H+ 6= H±

est équivalent à trouver un sous-groupe d’un groupe de rang de Morley fini qui est de torsion
sans être localement fini (cf. lemme 3.1.6 (ii) et (iii)). Cette question est ouverte.
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Lemme 3.1.5. – Si H est un sous-groupe d’un groupe G de rang de Morley fini, alors :
(i) H+, H± et H− sont définissables, connexes et normalisés par H ;
(ii) (H+)+ = H+, (H±)± = H± et (H−)− = H− ;
(iii) si A est un sous-groupe définissable de G normalisé par H, alors (HA/A)+ = H+A/A

et (HA/A)± = H±A/A ;
(iν) H+ = d(u0, ..., un) pour des éléments u0, ..., un de H ∩H+ ;
(ν) HH+/H+ est un groupe de torsion ;
(νi) HH±/H± est un groupe localement fini ;
(νii) H± = d(X)◦ pour une partie finie X de H.

Preuve. – (i) est une conséquence du fait 1.2.5 et (i) montre que (H−)− = H−.
Montrons (iii). Pour tout h ∈ H, si on note h la classe de h modulo A, on a d(h)◦ =

d(h)◦A/A. On en déduit (HA/A)+ = H+A/A. Aussi, si X désigne un sous-ensemble fini de
H, alors on a d(XA/A)◦ = d(X)◦A/A, d’où (HA/A)± = H±A/A.

Montrons (H+)+ = H+ et (iν). Le fait 1.2.5 montre qu’il existe n ∈ N et des élément
h0, ..., hn de H tels que H+ = 〈d(h0)◦, ..., d(hn)◦〉. Pour tout i ∈ {0, ..., n}, il existe mi ∈ N∗
tel que hmi

i ∈ d(hi)◦. Notons ui = hmi
i pour tout i ∈ {0, ..., n}. Alors, pour tout i ∈ {0, ..., n},

d(ui) est d’indice fini dans d(hi), donc d(ui) = d(hi)◦ et H+ = 〈d(u0), ..., d(un)〉. On en
déduit que (H+)+ contient H+. H+ étant définissable d’après (i), on a (H+)+ ≤ H+, d’où
l’égalité. Le fait que H+ soit définissable montre aussi que H+ = d(u0, ..., un). Mais u0, ..., un

appartiennent à H ∩H+. Donc on a prouvé (iν).
Les assertions (ν) et (νi) suivent directement des définitions de H+ et H±.
Finissons la preuve de (ii). D’après (i), H± est définissable, donc H± contient (H±)±. Il

reste à montrer H± ≤ (H±)±. Comme (νi) dit que H±/(H±)± et HH±/H± sont localement
finis, HH±/(H±)± est aussi localement fini (fait 1.4.1). Alors, si X est une partie finie de
H, 〈X〉(H±)±/(H±)± = d(X)(H±)±/(H±)± est fini. On en déduit que d(X)◦ est un sous-
groupe de (H±)±, d’où H± ≤ (H±)±.

Il reste à montrer (νii). D’après le fait 1.2.5, H± est définissable et connexe, et il existe
l ∈ N∗ et des parties finies X1, ..., Xl de H telles que H± = 〈d(X1)◦, ..., d(Xl)◦〉. On note
X = ∪l

i=1Xi. Alors d(X)◦ est contenu dans H±. Comme d(Xi)◦ ≤ d(X)◦ pour tout i ∈
{1, ..., l}, on obtient H± = d(X)◦, ce qui prouve (νii). �

Le lemme suivant caractérise H+ et H± pour les sous-groupes localement clos.

Lemme 3.1.6. – Si H est un sous-groupe localement clos d’un groupe G de rang de Morley
fini, alors :

(i) H+ ≤ H± ≤ H− ≤ H ;
(ii) H± est le plus petit sous-groupe normal et localement clos de H tel que H/H± soit

localement fini ;
(iii) H+ est le plus petit sous-groupe normal et localement clos de H tel que H/H+ soit

de torsion.

Preuve. – Le lemme 3.1.5 (νii) dit qu’il existe une partie finieX deH telle queH± = d(X)◦.
Pour montrer (i), il suffit de montrer H± ≤ H−. Comme H contient d(X) puisque H est
localement clos, H− contient d(X)◦ = H±.

Montrons (ii). Le lemme 3.1.5 (νi) montre que H/H± est localement fini. Soit U un
sous-groupe localement clos et normal de H avec H/U localement fini. Montrons que U
contient H±. H normalise U± et, d’après (i), U contient U±. Comme U/U± est localement
fini d’après le lemme 3.1.5 (νi), H/U± est localement fini (fait 1.4.1). Alors 〈X〉U±/U± est
fini et 〈X〉U± est définissable. On en déduit que H±(= d(X)◦) est contenu dans U±. Ceci
prouve que U contient H±.

Montrons (iii). Le lemme 3.1.5 (ν) montre que H/H+ est de torsion. Soit U un sous-
groupe localement clos et normal de H avec H/U de torsion. Montrons que U contient H+.
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H normalise U+ et, d’après (i), U contient U+. Comme U/U+ est de torsion d’après le
lemme 3.1.5 (ν), H/U+ est aussi de torsion. Alors, pour tout h ∈ H, 〈h〉U+/U+ est fini et
〈h〉U+ est définissable. On en déduit que d(h)◦ est contenu dans U+ et H+ est contenu dans
U+. Ceci prouve que U contient H+. �

Le corollaire suivant dit que H+ = H± pour tout sous-groupe localement clos H d’un
groupe de rang de Morley fini résoluble. Par la suite nous étudierons essentiellement les
groupes résolubles. C’est pour cela nous allons si peu nous intéresser à H± par la suite.

Corollaire 3.1.7. – Si H est un sous-groupe localement clos d’un groupe G de rang de
Morley fini résoluble, alors

(i) H/H+ est localement fini ;
(ii) H+ = H±.

Preuve. – L’assertion (i) suit directement du lemme 3.1.5 (ν) et du fait 1.4.2. L’assertion
(ii) est conséquence de (i) et du lemme 3.1.6 (ii). �

Corollaire 3.1.8. – Si H est un sous-groupe localement clos d’un groupe G de rang de
Morley fini, alors H/H− est localement fini.

Preuve. – Le lemme 3.1.6 (i) dit que H− contient H±. Comme H/H± est localement fini
d’après le lemme 3.1.5 (νi), on a le résultat. �

La caractérisation suivante des sous-groupes localement clos est fondamentale pour tout
ce qui suit.

Lemme 3.1.9. – Soient G un groupe de rang de Morley fini et H un sous-groupe de G.
Alors H est localement clos si et seulement si H est définissable-par-localement fini.

Preuve. – Supposons H localement clos. Le lemme 3.1.5 (i) dit que H− est un sous-groupe
définissable et normal de H. Comme le corollaire 3.1.8 dit que H/H− est localement fini, on
a le résultat.

Réciproquement, supposons H définissable-par-localement fini. Soient X une partie finie
de H et U un sous-groupe normal et définissable de H avec H/U localement fini. Alors
〈X〉U/U est fini. Donc 〈X〉U est définissable. En particulier on a d(X) ≤ 〈X〉U ≤ H et H
est localement clos. �

Corollaire 3.1.10. – Si H est un sous-groupe d’un groupe G de rang de Morley fini, alors
H est localement clos si et seulement si H± ≤ H. En particulier, si G est résoluble, H est
localement clos si et seulement si H+ ≤ H.

Preuve. – Si H est localement clos, le lemme 3.1.6 (i) donne H± ≤ H.
Réciproquement, supposons H± contenu dans H. D’après le lemme 3.1.9, il suffit de

montrer que H est définissable-par-localement fini. H± est un sous-groupe définissable et
normal dans H d’après le lemme 3.1.5 (i). Le lemme 3.1.5 (νi) dit que H/H± est localement
fini, et H est localement clos.

Si G est résoluble, le corollaire 3.1.7 (ii) donne H± = H+, d’où le résultat. �

Lemme 3.1.11. – Soient G un groupe de rang de Morley fini et H et K deux sous-groupes
localement clos de G tels que H normalise K. Alors HK est localement clos.

Preuve. – Comme H(HK)−/(HK)− et K(HK)−/(HK)− sont localement finis d’après le
corollaire 3.1.8, HK/(HK)− est localement fini (fait 1.4.2). Alors HK est définissable-par-
localement fini et le lemme 3.1.9 dit que HK est localement clos. �
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Corollaire 3.1.12. – Soient G un groupe de rang de Morley fini, H un sous-groupe de G et
E un sous-groupe de H. Alors E possède un unique plus grand sous-groupe localement clos
normal dans H.

Lemme 3.1.13. – Dans un groupe de rang de Morley fini, toute intersection de sous-groupes
localement clos est localement close.

Preuve. – Soient I un ensemble, (Hi)i∈I une famille de sous-groupes localement clos d’un
groupe de rang de Morley fini G et H =

⋂
i∈I Hi. Si X est une partie finie de H, alors d(X)

est contenue dans Hi pour tout i ∈ I puisque Hi est localement clos pour tout i ∈ I et on
trouve d(X) ≤ H. On en déduit que H est localement clos. �

Nous pouvons alors définir la clôture locale.

Définition 3.1.14. – Soient G un groupe de rang de Morley fini et X une partie de G. La
clôture locale dloc(X) de X dans G est le plus petit sous-groupe localement clos de G qui
contienne X.

Remarque 3.1.15. – Si une partie Y d’un groupe G de rang de Morley fini normalise une
partie X de G, alors Y normalise dloc(X).

Lemme 3.1.16. – Soient G un groupe de rang de Morley fini et X une partie de G.
Alors dloc(X) = 〈X〉±〈X〉 et dloc(X)/〈X〉± est localement fini. En particulier, si X est
fini, dloc(X) = d(X).

Preuve. – Le lemme 3.1.5 (νi) dit que 〈X〉〈X〉±/〈X〉± est localement fini. Comme 〈X〉±
est définissable (lemme 3.1.5 (i)), on en déduit que 〈X〉〈X〉± est définissable-par-localement
fini. Alors 〈X〉〈X〉± est localement clos (lemme 3.1.9) et dloc(X) ≤ 〈X〉〈X〉±. Mais le lemme
3.1.6 (i) donne 〈X〉± ≤ dloc(X). Donc on obtient dloc(X) = 〈X〉〈X〉± et dloc(X)/〈X〉± est
localement fini. �

Comme la suite sera essentiellement consacrée aux groupes résolubles, on donne aussi la
version ”résoluble” du lemme 3.1.16.

Corollaire 3.1.17. – Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble et X une partie
de G. Alors dloc(X) = 〈X〉+〈X〉 et dloc(X)/〈X〉+ est localement fini.

Preuve. – Ceci suit du corollaire 3.1.7 (ii) et du lemme 3.1.16. �

Nous montrons qu’un sous-groupe localement clos H contient la clôture définissable d(X)
de toute partie définissable X de H (corollaire 3.1.20).

Lemme 3.1.18. – Si X est un sous-ensemble définissable d’un groupe G de rang de Morley
fini, alors X〈X〉−/〈X〉− est fini. En particulier, 〈X〉/〈X〉− est finiment engendré.

Preuve. – D’après le fait 1.2.9, il existe un sous-groupe définissable U de 〈X〉 tel que XU/U
soit fini. Donc XU◦/U◦ est fini et, comme on a U◦ ≤ 〈X〉−, X〈X〉−/〈X〉− est fini. �

Corollaire 3.1.19. – Si X est un sous-ensemble définissable d’un groupe G de rang de
Morley fini, alors d(X) = dloc(X).

Preuve. – On peut supposer G = d(X). Comme X normalise 〈X〉−, 〈X〉− normal dans G.
Quitte à quotienter G par 〈X〉−, on peut supposer 〈X〉− = 1. Alors le lemme 3.1.18 dit que
X est fini. Le lemme 3.1.16 permet de conclure. �



38 CHAPITRE 3. SOUS-GROUPES LOCALEMENT CLOS

Corollaire 3.1.20. – Si H est un sous-groupe localement clos d’un groupe de rang de Morley
fini, alors H contient la clôture définissable d(X) de toute partie définissable X de H.

Preuve. – Comme H est localement clos, dloc(X) est contenu dans H. Le corollaire 3.1.19
donne le résultat. �

On obtient aussi un résultat sur les sous-groupes localement finis et engendrés par un
sous-ensemble définissable :

Corollaire 3.1.21. – Soit X un sous-ensemble définissable d’un groupe G de rang de Morley
fini. Si 〈X〉 est localement fini, alors 〈X〉 est définissable.

Preuve. – Le lemme 3.1.18 dit que 〈X〉/〈X〉− est finiment engendré. Comme c’est un
groupe localement fini, 〈X〉/〈X〉− est fini et 〈X〉 est définissable. �

Le lemme 3.1.22 a été démontré par B. Poizat. Il permet de voir la clôture locale comme
une réunion de sous-groupes plutôt que comme une intersection de sous-groupes.

Lemme 3.1.22. – (B. Poizat) Si G est un groupe de rang de Morley fini et si A est une
partie de G alors, pour toute partie finie U de dloc(A), il existe une partie finie XU de A
telle que U ⊆ d(XU ). En particulier,

dloc(A) =
⋃

X partie finie de A

d(X)

Preuve. – Le lemme 3.1.16 donne dloc(A) = 〈A〉±〈A〉. Donc il existe une partie finie A0

de A telle que 〈A〉±〈A0〉 contienne U . Le lemme 3.1.5 (νii) dit qu’il existe une partie finie
A1 de 〈A〉 telle que 〈A〉± = d(A1)◦. Mais chaque élément de A1 s’écrit comme un produit
fini d’éléments de A et d’inverses d’éléments de A. Donc il existe une partie finie A2 de A tel
qu’on ait A1 ⊆ 〈A2〉. On note XU = A0 ∪A2. Alors U est contenu dans d(XU ). �

Corollaire 3.1.23. – Soit X un sous-ensemble définissable d’un groupe G de rang de Morley
fini. Si toute partie finie de X engendre un sous-groupe nilpotent (resp. résoluble), d(X) est
localement nilpotent (resp. localement résoluble).

Preuve. – Le corollaire 3.1.19 donne d(X) = dloc(X). Soit U une partie finie de d(X). Le
lemme 3.1.22 dit qu’il existe une partie finie XU de X avec U ⊆ d(XU ). Comme le fait 1.3.15
dit que d(XU ) est nilpotent (resp. résoluble), on obtient le résultat. �

Lemme 3.1.24. – Soient U un sous-groupe d’un groupe G de rang de Morley fini et V un
sous-groupe d’indice fini de U . Alors V ± = dloc(V )± = U± = dloc(U)±. En particulier, si G
est résoluble, V + = dloc(V )+ = U+ = dloc(U)+.

Preuve. – U normalise un sous-groupe V0 de V d’indice fini dans U . Alors on a V ±0 ≤
V ± ≤ U± et dloc(V0)± ≤ dloc(V )± ≤ dloc(U)±. Donc on peut supposer V = V0 et il suffit de
montrer que dloc(U)± est contenu dans V ±.

Comme U normalise V , U normalise V ±. Mais V V ±/V ± est un sous-groupe d’indice fini
de UV ±/V ± et V V ±/V ± est localement fini (lemme 3.1.5 (νi)). Donc UV ±/V ± est aussi
localement fini et UV ± est localement clos. Ceci prouve que dloc(U) est contenu dans UV ±.
Le lemme 3.1.6 (ii) donne dloc(U)± ≤ V ±.

Si G est résoluble, le corollaire 3.1.7 (ii) donne V + = dloc(V )+ = U+ = dloc(U)+. �

Voici l’analogue localement clos du fait 1.2.8.

Lemme 3.1.25. – Soient G un groupe de rang de Morley fini et H et K deux sous-groupes
de G localement clos. Si H normalise K, alors [H,K] est localement clos.
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Preuve. – On fait la preuve par induction sur le rang et le degré de G. On peut supposer
G = d(HK). Alors [H,K]− est normal dans G et, si [H,K]− 6= 1, [H,K]/[H,K]−, donc
[H,K], est localement clos par hypothèse d’induction. Donc on peut supposer [H,K]− = 1.
Comme, d’après le fait 1.2.6, [H,K−] et [H−,K] sont définissables, connexes et contenus dans
[H,K], [H,K−] = [H−,K] = 1. Montrons que [H,K] est localement fini. Soient n ∈ N et
u0, ..., un des éléments de [H,K]. Alors il existe des entiers m et l et des éléments h0, ..., hm de
H et k0, ..., kl de K tels que, si U = 〈h0, ..., hm〉 et si V = 〈k0, ..., kl〉, u0, ..., un appartiennent
à [U, V ]. H/H− et K/K− étant localement fini, UH−/H− et V K−/K− sont finis. On en
déduit que l’ensemble {[u, v] : u ∈ U, v ∈ V } est fini et, comme il est contenu dans K et
comme K/K− est localement fini, [U, V ]V K−/K− est fini. Ainsi [U, V ]V K− est définissable.
Comme [U, V ]V K− est normalisé par UH− et comme UH− est définissable, le fait 1.2.8 dit
que le sous-groupe [UH−, [U, V ]V K−] est définissable. Or il est contenu dans [H,K] et on a
[H,K]− = 1, donc il est fini. On en déduit la finitude de [U, V ]. �

Corollaire 3.1.26. – Soient G un groupe de rang de Morley fini et H un sous-groupe de G
localement clos. Alors, pour tout ordinal α, Hα et H(α) sont localement clos.

Preuve. – Ceci suit des lemmes 3.1.13 et 3.1.25. �

Nous montrerons que si H est un sous-groupe localement clos d’un groupe de rang de
Morley fini, alors il existe des entiers k1 et k2 tels que H(k1) = H(k1+1) et Hk2 = Hk2+1

(propositions 3.4.13 et 3.5.12).

Définition 3.1.27. – Pour tout groupe G et tout sous-groupe H de G, on appelle clôture
normale de H dans G le sous-groupe de G engendré par les conjugués de H dans G.

Fait 3.1.28. – ([35], cf. th. 2.1 (iii), p.18) Pour tout groupe G et tout sous-groupe H de
G, la clôture normale de H dans G est H[H,G].

Corollaire 3.1.29. – Soient G un groupe de rang de Morley fini et H ≤ K deux sous-
groupes de G localement clos. Alors la clôture normale de H dans K est localement close.

Preuve. – Ceci suit du fait 3.1.28 et des lemmes 3.1.11 et 3.1.25. �

Comme le montrent les deux exemples suivants, une section localement close d’un groupe
G de rang de Morley fini n’est, en général, pas un Mc-groupe. Par contre, nous allons
montrer que les centralisateurs des sections localement closes sont des sections localement
closes (proposition 3.1.33).

Exemple 3.1.30. – ([84], section 5, Wehrfritz) On considère un corps algébriquement
clos F de caractéristique p 6= 0 et E un sous-groupe additif de F tel que F = E ⊕ 〈1〉. On
note

T =


 1 0 0

a 1 0
b c 1

 : a ∈ F, b ∈ F, c ∈ F

 ,

T1 =


 1 0 0

0 1 0
m 0 1

 : m ∈ F


et

R =


 1 0 0

0 1 0
m 0 1

 : m ∈ E

 .
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Alors T est un p-groupe 2-nilpotent de rang de Morley 3. Nous avons les égalités Z(T ) =
T1 = CT (T/R) = T ′. Nous montrons que le groupe quotient G = T/R n’est pas un Mc-
groupe. Comme T1 = CT (T/R), nous avons Z(G) = T1/R et Z(G) est cyclique d’ordre p.
Aussi, comme G′ = T ′/R = T1/R, G′ est cyclique d’ordre p et, pour tout élément x de G,
CG(x) est d’indice fini dans G. Comme G est infini, G ne peut pas être un Mc-groupe.

L’exemple suivant, qui est très proche du précédent, montre qu’on peut même choisir le
groupe de rang de Morley 2 :

Exemple 3.1.31. – Nous reprenons les notations de l’exemple précédent. On fixe n ∈ N∗ et
on note

H =


 1 0 0

u 1 0
v upn

1

 : u ∈ F, v ∈ F


Alors H est un sous-groupe 2-nilpotent de T et H est de rang de Morley 2 et d’exposant p.
De plus, on a T1 = CH(H/R) et T1 = H ′. Nous montrons que le groupe quotient G0 = H/R
n’est pas un Mc-groupe. Comme T1 = CH(H/R), nous avons Z(H) = T1/R et Z(H) est
cyclique d’ordre p. Aussi, comme G′0 = H ′/R = T1/R, G′ est cyclique d’ordre p et, pour tout
élément x de G0, CG0(x) est d’indice fini dans G0. Comme G0 est infini, G0 ne peut pas être
un Mc-groupe.

Fait 3.1.32. – ([69], 1.6.11, p. 36) Si G est un groupe finiment engendré et si H est un
sous-groupe d’indice fini dans G, alors H est finiment engendré.

Proposition 3.1.33. – Soient G un groupe de rang de Morley fini et H/K une section
localement close de G. Alors, pour tout sous-ensemble X de H, CH/K(XK/K) est une section
localement close.

Preuve. – On peut supposer G = d(H). Quitte à quotienter G par K−, on peut supposer
K− = 1. Le corollaire 3.1.8 dit que K est localement fini. Aussi, le fait 1.2.6 montre que
[H−,K] est un sous-groupe définissable et connexe de K, et alors [H−,K] = 1. Notons
C/K = CH/K(XK/K) et montrons que C est localement clos. D’après le lemme 3.1.13 on
peut supposer X = {x} pour x ∈ H. Soit C0 une partie finie de C. Alors d(C0) est un
sous-groupe de H et d(C0)◦ est contenu dans H−. Donc d(C0)◦ centralise K. Montrons que
d(C0)◦ centralise d(x)◦. Soit C1 = 〈C0〉◦. Alors on a d(C1) = d(C0)◦ et il suffit de montrer
que d(C1) centralise d(x)◦. Le fait 3.1.32 dit que C1 est finiment engendré. Il existe j ∈ N∗
tel que xj ∈ d(x)◦. Alors xj(∈ H−) centralise K. Pour tout i ∈ Z, on note

adi : C1 −→ K
c 7−→ [c, xi]

Pour tout i ∈ Z, adi est un homomorphisme de groupes et, donc, adi(C1) est un sous-groupe
finiment engendré de K. K étant localement fini, adi(C1) est fini pour tout i ∈ Z. Comme C1

et xj centralisent K, d(C1, x
j) centralise adj(C1). On note xj la classe de xj modulo adj(C1).

Alors C1adj(C1)/adj(C1) centralise xj . Donc d(C1)adj(C1)/adj(C1) centralise aussi xj et on
obtient [d(C1), xj ] ≤ adj(C1). Comme d(C1) est connexe, le fait 1.2.6 dit que [d(C1), xj ]
est un sous-groupe connexe du groupe fini adj(C1). On en déduit que d(C1) centralise xj .
Comme 〈x〉d(xj)/d(xj) est fini, d(xj) = d(x)◦. On a montré que d(C1) centralise d(x)◦.

On obtient [C1, d(x)] = [C1, 〈x〉] = 〈adi(C1) : i ∈ {−j + 1, ..., 0, ..., j − 1}〉, ce qui prouve
que [C1, d(x)] est fini. Le fait 1.2.11 donne [d(C1), d(x)] = [C1, d(x)]. Or on a d(C1) = d(C0)◦

et le fait 1.2.6 dit que [d(C1), d(x)] est connexe. On en déduit que d(C1) centralise d(x). On
obtient [d(C0), x] = [〈C0〉, x] ≤ K et d(C0) est contenu dans C. On a montré que C est
localement clos. �
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Corollaire 3.1.34. – Soient G un groupe de rang de Morley fini et H/K une section loca-
lement close de G. Alors, pour tout ordinal α, Zα(H/K) est une section localement close de
G. En particulier, l’hypercentre de H/K est une section localement close de G.

Preuve. – Supposons le corollaire faux. Alors il existe un plus petit ordinal β tel que
Zβ/K = Zβ(H/K) ne soit pas une section localement close de G. Comme une réunion
croissante de sections localement closes est localement close, β ne peut pas être un ordinal
limite. Soient ν l’ordinal tel que β = ν + 1 et Zν/K = Zν(H/K). Alors on a Zβ/Zν =
Z(H/Zν) = CH/Zν

(H/Zν). Comme Zν est localement clos par minimalité de β, la proposition
3.1.33 dit que Zβ est localement clos, ce qui est contradictoire. �

3.2 Sous-groupes de Hall

Nous donnons un analogue au théorème de conjugaison des sous-groupes de Hall (fait
1.4.11) pour les sections localement closes des groupes de rang de Morley fini résolubles
(théorème 3.2.5). On rapelle que P désigne l’ensemble des entiers premiers.

Fait 3.2.1. – ([11], Borovik, Nesin) Soient G un groupe de rang de Morley fini et H un
sous-groupe de G normal et définissable. Si x ∈ G est tel que sa classe modulo H soit un
p-élément de G/H, alors le coset xH contient un p-élément.

Le lemme suivant généralise le fait ci-dessus.

Lemme 3.2.2. – Soient π ⊆ P, G un groupe de rang de Morley fini et H un sous-groupe
de G localement clos. Si x ∈ NG(H) est tel que sa classe modulo H soit un π-élément de
NG(H)/H, alors le coset xH contient un π-élément.

Preuve. – Comme H/H− est localement fini (corollaire 3.1.8) et comme la classe de x
modulo H est d’ordre fini, 〈x〉H−/H− est fini. Alors 〈x〉H− est définissable et d(x) ≤ 〈x〉H−.
Mais, d’après le fait 1.4.4, on a d(x) = D × 〈u〉 pour un groupe divisible D et un élément
de torsion u. En particulier on a D = d(x)◦ ≤ H−, d’où 〈x〉H− = 〈u〉H− et 〈x〉H = 〈u〉H.
Mais, u étant de torsion, on a 〈u〉 = 〈u1〉 × 〈u2〉 pour un π-élément u1 et un π′-élément u2.
Comme l’ordre de 〈x〉H/H est un π-nombre, on obtient 〈x〉H = 〈u〉H = 〈u1〉H. Ainsi, xH
contient un élément v de 〈u1〉, et v est un π-élément. �

La preuve du lemme suivant est très proche de celle d’un corollaire de la première section
de [4].

Lemme 3.2.3. – Soient G un groupe de rang de Morley fini, π ⊆ P et K un sous-groupe
de G localement clos. On suppose que K a un π-sous-groupe de Hall central R. Alors
CK/R(XR/R) = CK(X)R/R pour tout sous-ensemble X de NG(R).

Preuve. – Il suffit de montrer que CK(X)R/R contient CK/R(XR/R). Soient X un sous-
ensemble de NG(R), x ∈ X et x sa classe modulo R. Soit u ∈ K tel que u centralise XR/R.
Alors on a [x, u] ∈ R. Donc il existe un π-nombre nx tel que [x, u]nx = 1. R étant central
dans K, on a [x, unx ] = 1 et unx ∈ CK(x). Mais il existe k ∈ N∗ et x1, ..., xk des éléments
de X tels que CK(X) = CK(x1, ..., xk). Soit m = nx1nx2 ...nxk

. Alors m est un π-nombre et
um ∈ CK(X). En particulier, d(u)/Cd(u)(X) est un π-groupe cyclique. Le lemme 3.2.2 donne
l’existence d’un π-élément r de d(u) tel que d(u) = 〈r〉Cd(u)(X). Comme K est localement
clos, d(u) est contenu dans K et R ∩ d(u) est l’unique π-sous-groupe de Hall de d(u). On en
déduit r ∈ R et u ∈ RCK(X), d’où u ∈ CK(X)R/R. �

Lemme 3.2.4. – Soient π ⊆ P, G un groupe de rang de Morley fini et R un sous-groupe
localement clos de G avec un sous-groupe abélien, normal, localement clos et π-divisible A
tel que R/A soit un π-groupe localement fini. Alors les π-sous-groupes maximaux de R sont
conjugués et, si S est l’un d’eux, R/A = SA/A.
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Preuve. – SoientB le π-sous-groupe de Hall de A et S1 et S2 deux π-sous-groupes maximaux
de R. Alors B est normal dans R et B est contenu dans S1 et S2. Aussi, A/B est π-divisible.
Par choix de B, A/B ne possède pas de π-élément non trivial et on a S1/B ∩ A/B =
S2/B ∩ A/B = 1. D’après le lemme 3.2.3, A/B satisfait la condition de châıne descendante
sur les centralisateurs des sous-ensembles de R. Le fait 1.4.10 dit que S1/B et S2/B sont
contenus dans des compléments Q1/B et Q2/B de A/B dans R/B, et Q1/B et Q2/B sont
conjugués dans R/B. Mais Q1/B et Q2/B sont des π-groupes et, comme B est aussi un
π-groupe, Q1 et Q2 sont des π-sous-groupes de R. Comme S1 et S2 sont des π-sous-groupes
maximaux de R contenus dans Q1 et Q2 respectivement, on obtient S1 = Q1 et S2 = Q2.
On en déduit le résultat. �

Le théorème 3.2.5 et le corollaire 3.2.6 généralisent les faits 1.4.11 et 1.4.12, et les preuves
sont analogues.

Théorème 3.2.5. – Soient π ⊆ P, G un groupe de rang de Morley fini résoluble et H/K
une section localement close de G. Alors les π-sous-groupes de Hall de H/K sont conjugués.

Preuve. – La preuve se fait par induction sur le rang et le degré de G. On peut supposer
G = d(H). Quitte à quotienter G par K−, on peut supposer K− = 1. Supposons d’abord
K = 1. Comme H/H+ est localement fini d’après le corollaire 3.1.7 (i), le fait 1.6.3 permet
de supposer H+ 6= 1. Soit A un sous-groupe H-minimal contenu dans H+. Soient S1 et S2

deux π-sous-groupes de Hall de H et R1 et R2 deux sous-groupes de H tels que R1/A et
R2/A soient deux π-sous-groupes de Hall de H/A contenant S1 et S2 respectivement. Par
hypothèse d’induction R1/A et R2/A sont conjugués. Donc on peut supposer R1 = R2. Si A
est localement fini, alors R1 l’est aussi et le fait 1.6.3 donne le résultat. Sinon, le fait 1.2.14
dit que A est divisible. Le lemme 3.2.4 donne la conjugaison de S1 et S2 dans R1.

Maintenant, on suppose K 6= 1. Soient S1/K et S2/K deux π-sous-groupes de Hall de
H/K. Comme K− = 1, S1 et S2 sont localement fini et contenus dans des P-sous-groupes
de Hall R1 et R2 de H. Ce qui précède permet de supposer R1 = R2. Le fait 1.6.3 donne le
résultat. �

Corollaire 3.2.6. – Soient π ⊆ P, G un groupe de rang de Morley fini résoluble, H/K une
section localement close de G, N/K un sous-groupe normal de H/K et R/K un π-sous-groupe
de Hall de H/K. Alors :

(i) R/K ∩N/K est un π-sous-groupe de Hall de N/K ;
(ii) si N est localement clos, RN/N est un π-sous-groupe de Hall de H/N et tous les

π-sous-groupes de Hall de H/N sont de cette forme.

Preuve. – (i) suit directement du théorème 3.2.5.
Pour prouver (ii) on peut supposer K = 1. On considère un π-sous-groupe de Hall S/N de

H/N qui contient RN/N et on prouve, par induction sur le rang r de N−, que S/N = RN/N .
Si r = 0, alors S est localement fini et le fait 1.6.3 donne le résultat. Sinon N− contient un
sous-groupe H-minimal A. Par hypothèse d’induction, on peut supposer N = A. Le fait
1.6.3 permet de supposer A non localement fini. Alors le fait 1.2.14 dit que A est divisible.
Le lemme 3.2.4 donne le résultat. �

3.3 Sous-groupes localement nilpotents

Nous cherchons des analogues aux faits 1.3.15 et 1.3.13 pour les sections localement closes
(propositions 3.3.1 et 3.3.6).

Proposition 3.3.1. – Soient G un groupe de rang de Morley fini, H/K une section loca-
lement close de G et L/K un sous-groupe de H/K. Si L/K est nilpotent de classe c, alors
dloc(L)/K est aussi nilpotent de classe c. Si L/K est localement nilpotent, dloc(L)/K est
localement nilpotent.
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Preuve. – Quitte à quotienter H par K−, on peut supposer K− = 1. Supposons L/K
nilpotent de classe c. Montrons que dloc(L)/K est aussi nilpotent de classe c. Soit U une
partie finie de dloc(L). Le lemme 3.1.22 dit qu’il existe une partie finie X de L avec U ⊆ d(X).
Alors 〈X〉K/K est nilpotent de classe au plus c. Comme 〈X〉c est contenu dans d(X)c, le
fait 1.2.7 donne d(〈X〉c) ≤ d(X)c. Aussi, le fait 1.2.11 donne d(X)c ≤ d(〈X〉c). On en
déduit d(X)c = d(〈X〉c). Soit Y l’ensemble des éléments de 〈X〉 de la forme [x0, ..., xc] avec
x0, ..., xc des éléments de X. La remarque 1.3.8 dit que 〈X〉c est engendré par les conjugués
des éléments de Y par des éléments de 〈X〉. Le fait 1.2.6 dit que [d(X)◦,K] est un sous-groupe
définissable et connexe de K. Comme K− = 1, d(X)◦ centralise K et, comme Y est contenu
dans K, on en déduit que 〈X〉c est finiment engendré. K étant localement fini (corollaire
3.1.8), 〈X〉c est fini et on obtient d(X)c = d(〈X〉c) = 〈X〉c ≤ K. On a montré que 〈U〉K/K
est nilpotent de classe au plus c. La remarque 1.3.8 montre que dloc(L)/K est nilpotent de
classe c.

Supposons L/K localement nilpotent. Montrons que dloc(L)/K est localement nilpotent.
Soit U une partie finie de dloc(L). Le lemme 3.1.22 dit qu’il existe une partie finie X de
L avec U ⊆ d(X). Comme 〈XK/K〉 est nilpotent, ce qui précède montre que dloc(XK)/K
est nilpotent. Donc d(X)K/K et 〈UK/K〉 sont nilpotents. On en déduit que dloc(L)/K est
localement nilpotent. �

Corollaire 3.3.2. – Si H/K est une section localement close d’un groupe de rang de Morley
fini, alors tout sous-groupe localement nilpotent maximal de H/K est une section localement
close.

Corollaire 3.3.3. – Soient G un groupe de rang de Morley fini et H/K une section locale-
ment close de G. Alors HP (H/K) est une section localement close de G.

Preuve. – Le fait 1.3.3 dit que HP (H/K) est localement nilpotent, et la proposition 3.3.1
permet de conclure. �

Lemme 3.3.4. – Si G est un groupe de rang de Morley fini nilpotent-par-fini avec G = d(X)
pour un sous-ensemble fini X de G, alors G◦ est divisible.

Preuve. – D’après le fait 1.3.13, G◦ = D ∗ C pour deux sous-groupes définissables et
caractéristiques D et C de G◦ avec D divisible et C d’exposant borné. Donc G/D est loca-
lement fini et 〈XD/D〉 est fini. Comme on a G/D = d(X)/D = d(〈XD/D〉), G/D est fini
et G◦ = D. �

Corollaire 3.3.5. – Soit H un sous-groupe d’un groupe de rang de Morley fini. Si H+ est
nilpotent, alors H+ est divisible.

Preuve. – Le lemme 3.1.5 (iν) dit qu’il existe une partie finie X de H telle que H+ = d(X).
Comme H+ est connexe, le lemme 3.3.4 donne la divisibilité de H+. �

La proposition 3.3.6 est analogue au fait 1.3.13.

Proposition 3.3.6. – Soient G un groupe de rang de Morley fini et H/K une section
localement close et localement nilpotente de G. Alors H/K− = H+K−/K− ∗R/K− où R/K
est le sous-groupe de torsion maximal de H/K. De plus, H+K−/K− est nilpotent et divisible
et H+K−/K− = H±K−/K−.

Preuve. – Quitte à quotienter H par K−, on peut supposer K− = 1. Donc K et R sont
localement finis. Comme H/H± est localement fini d’après le corollaire 3.1.5 (νi), H/H±R
est aussi localement fini. Mais R contient toute la torsion de H. Donc le lemme 3.2.2 dit que
H/H±R ne possède pas d’élément de torsion. On en déduit H = H±R. Comme K− = 1, le
fait 1.2.6 dit que H± centralise K. Mais H±K/K est localement nilpotent, donc H± aussi et
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on en déduit que H± est nilpotent par le corollaire 2.4.5. Le corollaire 3.1.7 (ii) et le lemme
3.1.5 (ii) donnent (H±)+ = (H±)± = H±. Comme on a (H±)+ ≤ H+ ≤ H±, on obtient
H+ = H±. Le corollaire 3.3.5 dit que H+ est divisible.

Il faut alors montrer que H+ centralise R. D’après le lemme 3.1.5 (iν), il existe m ∈ N∗
et h1, ..., hm des éléments de H+ tels que H+ = d(h1, ..., hm). Soient r ∈ R et i ∈ {1, ...,m}.
Alors on a [r, hi] ∈ R∩H+ et il existe lr,i ∈ N∗ tel que [r, hi]lr,i = 1. Comme H+ est nilpotent
et divisible, le fait 1.3.13 dit que H+ centralise sa torsion et, R étant localement fini, on a
R ∩ H+ ≤ Z(H+). Donc [r, hi] est central dans H+ et on a [r, hlr,i

i ] = [r, hi]lr,i = 1. Ainsi
h

lr,i

i centralise r. On en déduit que D0 = d(hlr,i

i : i = 1, ...,m) centralise r. Considérons D1 =
D0[D0,H

+] la clôture normale de D0 dans H+ (fait 3.1.28). Alors D1 est définissable d’après
le fait 1.2.6, et H+/D1 est nilpotent et divisible. Le fait 1.3.13 dit que H+/D1 centralise
ses éléments de torsion. On en déduit que 〈hi : i = 1, ...,m〉D1/D1 est un sous-groupe
central de H+/D1. Mais 〈hi : i = 1, ...,m〉D1/D1 est un sous-groupe de H+/D1 engendré
par un nombre fini d’éléments de torsion de H+/D1. Donc 〈hi : i = 1, ...,m〉D1/D1 est fini.
Ceci prouve que 〈hi : i = 1, ...,m〉D1 est définissable et d(hi : i = 1, ...,m) est contenu dans
〈hi : i = 1, ...,m〉D1. Comme H+ = d(hi : i = 1, ...,m), on obtient H+ = 〈hi : i = 1, ...,m〉D1

et, par connexité de H+, H+ = D1. Comme D1 est la clôture normale de D0 dans H+ et
comme H+ est nilpotent, on en déduit H+ = D0 et H+ centralise r. Ceci étant vrai pour
tout r ∈ R, H+ centralise R. �

3.4 Sous-groupes localement résolubles

Il est montré dans [4] qu’un groupe ω-stable localement résoluble est résoluble. Il est aussi
connu qu’unMc-groupe localement fini et localement résoluble est résoluble (fait 3.4.1). Dans
cette section on montre un analogue de ces résultats pour les sections localement closes des
groupes de rang de Morley fini (corollaire 3.4.12). En particulier, le corollaire 3.4.12 généralise
un résultat de Wehrfritz qui dit qu’un quotient localement résoluble d’un groupe linéaire et
localement fini est résoluble ([84], H 5).

Fait 3.4.1. – ([16], Bryant, Hartley) UnMc-groupe localement fini et localement résoluble
est résoluble.

Lemme 3.4.2. – Soient G un groupe et X un ensemble de générateurs de G. Si X est de
cardinalité infinie ℵ, alors on a Card G = ℵ.

Preuve. – Soient Y0 = X ∪X−1 et Yi+1 = {zy : z ∈ Yi, y ∈ Y0} pour tout i ∈ N. Alors on
a Card Yi = ℵ pour tout i ∈ N. Or G est la réunion des Yi pour i ∈ N, d’où le résultat. �

Lemme 3.4.3. – L’ensemble des sous-groupes résolubles d’un groupe de rang de Morley fini
est inductif.

Preuve. – Supposons qu’il existe un contrexemple G de rang et degré minimal. Soient ℵ
un cardinal et (Hα)α<ℵ une suite croissante de sous-groupes résolubles de G tel qu’aucun
sous-groupe résoluble de G ne contienne tous les Hα pour α < ℵ. Pour tout α < ℵ on note
Kα = d(Hα). On note K la réunion des Kα pour α < ℵ. Alors K n’est pas résoluble. Par
finitude du rang de G il existe β < ℵ tel que K◦

β contienne K◦
α pour tout α < ℵ. On en déduit

queK normaliseK◦
β . Or, par minimalité de G, on a G = d(K). Donc G normaliseK◦

β . Comme
Kβ est résoluble d’après le fait 1.3.15, la suite (HαK

◦
β/K

◦
β)α<ℵ est une suite croissante de

sous-groupes résolubles de G/K◦
β dont la réunion n’est pas résoluble. Par minimalité du rang

de G on a donc K◦
β = 1 et Hα est fini pour tout α < ℵ. En particulier Kα = Hα pour tout

α < ℵ et K est un Mc-groupe de torsion localement résoluble. Alors, d’après le fait 3.4.1, K
est résoluble, ce qui est contradictoire. �
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Corollaire 3.4.4. – Soient G un groupe de rang de Morley fini et H un sous-groupe loca-
lement résoluble de G. Alors H est résoluble.

Preuve. – On fait la preuve par induction sur Card H = ℵ. On peut supposer ℵ infini.
Soient (hα)α<ℵ les éléments de H. Soit β < ℵ un ordinal. Par hypothèse d’induction et
le lemme 3.4.2, 〈hα : α ≤ β〉 est résoluble. Or on a H =

⋃
β<ℵ 〈hα : α ≤ β〉. Donc H est

résoluble d’après le lemme 3.4.3. �

Définition 3.4.5. – Soient G un groupe et P0 = (pi)i∈N l’ensemble des entiers premiers
muni de l’ordre naturel. On construit une suite croissante R = (Ri)i∈N de sous-groupes de
G de la façon suivante :

R0 est un p0-sous-groupe de Sylow de G et, pour tout i ∈ N, Ri+1/Ri est un pi+1-sous-
groupe de Sylow de NG(Ri)/Ri.

∪i∈NRi est appellé le P̂-sous-groupe de G associé à R.

Remarque 3.4.6. – Les P̂-sous-groupes d’un groupe localement fini sont autonormalisants.

Remarque 3.4.7. – Soient G un groupe localement fini et R = (Ri)i∈N une suite crois-
sante de sous-groupes de G comme dans la définition 3.4.5. Alors la suite (NG(Ri))i∈N est
décroissante et ∩i∈NNG(Ri) = ∪i∈NRi.

Le fait suivant est un théorème fondamental sur les Mc-groupes, et il sera utilisé pour
prouver le lemme 3.4.9.

Fait 3.4.8. – ([15], Bryant) Si G est unMc-groupe localement fini, alors les p-sous-groupes
de Sylow de G sont conjugués pour tout p ∈ P.

Lemme 3.4.9. – Soient G un Mc-groupe localement fini, R et R∗ deux P̂-sous-groupes de
G et R = (Ri)i∈N et R∗ = (R∗i )i∈N deux suites croissantes de sous-groupes de G telles que
R et R∗ soient les P̂-sous-groupes de G associés à R et R∗ respectivement. Alors R et R∗

sont résolubles et, pour tout i ∈ N, Ri et R∗i sont conjugués.

Preuve. – Montrons, par induction sur i, que Ri et R∗i sont résolubles et conjugués pour
tout i ∈ N. Si i = 0, alors le fait 3.4.1 dit que R0 et R∗0 sont résolubles et le fait 3.4.8 donne
la conjugaison de R0 et R∗0. Supposons le résultat vrai pour i ∈ N. Alors on peut supposer
Ri = R∗i et Ri normal dans G. Ri est résoluble par hypothèse d’induction et, comme Ri+1/Ri

et R∗i+1/Ri sont des pi+1-groupes, Ri+1/Ri et R∗i+1/Ri sont localement nilpotents. On en
déduit que Ri+1 et R∗i+1 sont localement résolubles. Alors le fait 3.4.1 dit que Ri+1 et R∗i+1

sont résolubles. Donc le fait 1.6.3 montre qu’il existe deux pi+1-sous-groupes de Sylow S et S∗

de G tels que Ri+1/Ri = SRi/Ri et R∗i+1/Ri = S∗Ri/Ri. Le fait 3.4.8 donne la conjugaison
de S et S∗ dans G, ce qui prouve que Ri+1 et Ri+1 sont conjugués.

Il reste à montrer que R et R∗ sont résolubles. Mais R et R∗ sont deux suites croissantes
de sous-groupes résolubles. Donc R et R∗ sont localement résolubles et le fait 3.4.1 dit que
R et R∗ sont résolubles. �

Proposition 3.4.10. – Soit H un sous-groupe localement fini d’un groupe de rang de Morley
fini G. Alors les P̂-sous-groupes de H sont conjugués dans H.

Preuve. – Soit H un sous-groupe localement fini de G avec deux P̂-sous-groupes R et R∗.
Soient R = (Ri)i∈N et R∗ = (R∗i )i∈N deux suites de sous-groupes de H telles que R et R∗

soient les P̂-sous-groupes de H associés à R et R∗ respectivement. On note N0 = N∗
0 = H

et, pour tout i ∈ N, Ni+1 = NH(Ri) et N∗
i+1 = NH(R∗i ). Les suites (Ni)i∈N et (N∗

i )i∈N sont
décroissantes d’après le remarque 3.4.7, et on a R = ∩i∈NNi et R∗ = ∩i∈NN

∗
i . R et R∗ étant

résolubles (lemme 3.4.9), d(R) et d(R∗) sont des groupes de rang de Morley fini résolubles
d’après le fait 1.3.15. Alors (R◦)′ et (R∗◦)′ sont d’exposant bornés d’après la proposition
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2.7.9. On en déduit qu’il existe m ∈ N tel que R/Rm et R∗/R∗m soient abéliens. Le lemme
3.4.9 permet de supposer Rm = R∗m. On peut donc aussi supposer H = NH(Ri).

Pour tout entier j, on note πj = {pm+1, ..., pm+j}. On considère deux suites croissantes
S = (Sj)j∈N∗ et S∗ = (S∗j )j∈N∗ où, pour tout j ∈ N∗, Sj (resp. S∗j ) est un πj-sous-groupe
de Hall de R (resp. R∗). On note S = ∪j∈N∗Sj , S∗ = ∪j∈N∗S

∗
j . Par le fait 1.6.3 on obtient

R = Rm o S et R∗ = Rm o S∗ et, pour tout j ∈ N∗, Rm+j = Rm o Sj et R∗m+j = Rm o S∗j .
Il existe n ∈ N∗ tel que CG(S) = CG(Sn) et CG(S∗) = CG(S∗n). Comme Rm+n et R∗m+n sont
conjugués dans H d’après le lemme 3.4.9, on peut supposer Rm+n = R∗m+n. Par le fait 1.6.3,
on peut aussi supposer Sn = S∗n.

Comme R/Rm et R∗/Rm sont abéliens, S et S∗ sont abéliens. En particulier S et S∗

centralisent Sj et, comme CG(S) = CG(Sj) = CG(S∗), S et S∗ se centralisent. Comme on a
R = Rm o S et R∗ = Rm o S∗, R et R∗ se normalisent. R et R∗ étant autonormalisants, on
obtient R = R∗. �

Corollaire 3.4.11. – Si G est un groupe de rang de Morley fini et L/K une section de G
avec K localement fini, alors il existe un sous-groupe U de L qui couvre L/K et tel que U ∩K
soit localement nilpotent.

Preuve. – Soit R un P̂-sous-groupe de K. Alors R est autonormalisant dans K d’après
la remarque 3.4.6 et R est résoluble (lemme 3.4.9). L’argument de Frattini et la proposition
3.4.10 prouvent que L = KNL(R). Soit C un sous-groupe de Carter de R (C existe d’après
le fait 1.6.4). L’argument de Frattini et le fait 1.6.4 montrent que NL(R) = RNNL(R)(C) et
L = KNNL(R)(C). Comme NK(R) = R, on a NNL(R)(C) ∩K = NNK(R)(C) = C et on peut
choisir U = NNL(R)(C). �

Le corollaire 3.4.12 est fondamental pour toute la suite. En effet, nous énoncerons généralement
les résultats pour les sections localement closes des groupes de rang de Morley fini résolubles.
Le corollaire 3.4.12 nous dit que ces résultats peuvent tout aussi bien s’énoncer pour les
sections localement closes et localement résolubles des groupes de rang de Morley fini.

Corollaire 3.4.12. – Soient G un groupe de rang de Morley fini, H/K une section loca-
lement close de G et L/K un sous-groupe localement résoluble de H/K. Alors il existe un
sous-groupe définissable et résoluble V/K− de d(H)/K− tel que V couvre L/K. En particu-
lier dloc(L)/K est résoluble.

Preuve. – On peut supposer K− = 1, en particulier K est localement fini. D’après le
corollaire 3.4.11, il existe un sous-groupe U de L qui couvre L/K et tel que U ∩ K soit
localement nilpotent. U∩K est résoluble d’après le fait 3.4.1. Donc U est localement résoluble,
et même résoluble (corollaire 3.4.4). Comme d(U) est résoluble d’après le fait 1.3.15, on a le
résultat. �

Le corollaire 3.4.12 permet de montrer la proposition suivante.

Proposition 3.4.13. – Si H/K est une section localement close d’un groupe de rang de
Morley fini, alors il existe k ∈ N tel que (H/K)(k) = (H/K)(k+1).

Preuve. – D’après le corollaire 3.1.26, Hω/K = (H/K)(ω) est une section localement close
de H. Donc, quitte à considérer H/Hω au lieu de H/K, on peut supposer (H/K)(ω) = 1.
Montrons que H/K est résoluble. Par le corollaire 3.4.12, il suffit de montrer que H/K
est localement résoluble. Soit U une partie finie de H. Par le fait 1.2.7 et par condition
de châıne descendante sur les sous-groupes définissables, il existe i ∈ N tel que d(U)(i) =
d(U)(i+1). Comme H contient d(U) puisque U est fini et comme (H/K)(ω) = 1, on en déduit
d(U)(i)K/K = 1 et (〈U〉K/K)(i) = 1. Ceci prouve que H/K est résoluble. �

D’un autre coté, le corollaire 3.4.12 nous permet d’obtenir un résultat concernant le radical
résoluble :
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Définition 3.4.14. – Pour tout groupe G, on appelle radical résoluble de G le sous-groupe
σ(G) engendré par les sous-groupes normaux et résolubles de G.

En général, pour un groupe G, σ(G) n’est pas résoluble (cf. groupe de McLain, [52]). Par
contre, le lemme suivant montre que le radical résoluble est toujours localement résoluble :

Lemme 3.4.15. – Le radical résoluble d’un groupe quelconque G est localement résoluble.

Preuve. – Soient X un sous-ensemble fini de σ(G) et (Hi)i∈I (I étant un ensemble) la
famille des sous-groupe normaux et résolubles de G. Alors il existe un sous-ensemble fini I0
de I tel que X soit contenu dans 〈Hi : i ∈ I0〉. Comme le produit de deux groupes résolubles
qui se normalisent est résoluble et comme I0 est fini, 〈Hi : i ∈ I0〉 est résoluble. On en déduit
la résolubilité de 〈X〉. �

En ce qui concerne les groupes de rang de Morley fini, O. V. Belegradek a obtenu le
résultat suivant :

Fait 3.4.16. – ([9], Belegradek) Si G est un groupe de rang de Morley fini, σ(G) est
définissable et résoluble.

Nous montrons un analogue de ce résultat pour les sections localement closes :

Proposition 3.4.17. – Soient G un groupe de rang de Morley fini et L/K un sous-groupe
d’une section localement close de G. Alors σ(L/K) est résoluble. De plus, si L est localement
clos, σ(L/K) est une section localement close.

Preuve. – On note U/K = σ(L/K). D’après le lemme 3.4.15, U/K est un groupe loca-
lement résoluble. Donc le corollaire 3.4.12 dit que dloc(U)/K est résoluble, ce qui prouve la
proposition. �

La proposition suivante est analogue au fait 1.5.1.

Proposition 3.4.18. – Soient G un groupe de rang de Morley fini et L/K un sous-groupe
d’une section localement close de G. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) L/K est localement nilpotent ;
(ii) L/K est hypercentral ;
(iii) L/K vérifie la condition de normalisateur.
De plus, si l’une de ces conditions est vérifiée, L/K est nilpotent-par-fini.

Preuve. – On peut supposer K− = 1. Le fait 1.5.2 dit que (ii) implique (iii) et le fait 1.5.3
dit que (iii) implique (i). Supposons (i). On va montrer que dloc(L)/K est hypercentral et
nilpotent-par-fini. La proposition 3.3.1 dit que dloc(L)/K est localement nilpotent. Donc on
peut supposer L localement clos. Aussi, le corollaire 3.4.12 permet de supposer G résoluble.
Soit R/K le sous-groupe de torsion maximal de L/K. Alors le fait 1.6.4 dit que R a un
sous-groupe de Carter C et que R = CK. Par la proposition 3.3.6, on a L = L+ ∗ (CK) et
L+ est nilpotent. Le fait 1.5.1 dit que C est nilpotent-par-fini et hypercentral, ce qui prouve
que L/K = L+K/K ∗ CK/K est nilpotent-par-fini et hypercentral. �

Corollaire 3.4.19. – Si H/K est une section localement close d’un groupe de rang de
Morley fini, alors tout sous-groupe de Carter C/K de H/K est un sous-groupe localement
nilpotent maximal de H/K. En particulier, C/K est une section localement close.

Preuve. – Soit L/K un sous-groupe localement nilpotent maximal de H/K contenant
C/K. La proposition 3.4.18 dit que L/K vérifie la condition de normalisateur. Comme C/K
est autonormalisant dans H/K, on obtient C/K = L/K. Alors le corollaire 3.3.2 dit que
C/K est une section localement close. �
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Corollaire 3.4.20. – Soit L/K un sous-groupe d’une section localement close H/K. Alors
F (L/K) est un sous-groupe nilpotent et d’indice fini de HP (L/K). De plus, si L/K est une
section localement close, alors F (L/K) est une section localement close.

Preuve. – La proposition 3.4.18 montre que HP (L/K) est nilpotent-par-fini. Alors, comme
le produit de deux sous-groupes nilpotents qui se normalisent est nilpotent, F (HP (L/K))
est un sous-groupe nilpotent et d’indice fini de HP (L/K). On en déduit F (HP (L/K)) =
F (L/K) et F (L/K) est un sous-groupe nilpotent et d’indice fini de HP (L/K).

Si L est localement clos, on note F/K = F (L/K). La proposition 3.3.1 dit que dloc(F )/K
est nilpotent. On en déduit que F est localement clos. �

3.5 Sections minimales

Nous allons montrer l’existence de sections localement closes minimales normales dans les
sections localement closes (proposition 3.5.7). Ces sections, appelées sections dloc-minimales,
sont analogues aux sous-groupes G-minimaux pour les groupes G de rang de Morley fini.

Lemme 3.5.1. – Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble, H un sous-groupe
localement clos et connexe de G, A un sous-groupe H-minimal de G et U/V une H-section
non triviale et localement close de A. Alors CH(U/V ) = CH(A).

Preuve. – On peut supposer G = d(H)A, en particulier G est connexe. Alors, comme A
est H-minimal, A est aussi G-minimal. Si A est centralisé par H, il n’y a rien à faire. Donc
on peut supposer A non centralisé par H. Supposons que A contienne un p-tore T (pour
un entier premier p). On peut supposer T maximal dans A, donc T est normal dans G et
T ≤ Z(G) d’après le fait 1.4.6. Ainsi, Z(G)∩A est infini et A central dans G par G-minimalité
de A, ce qui est contradictoire. On en déduit que, si A est divisible, A est sans torsion, donc
A = U et V = 1. On a alors le résultat et, d’après le fait 1.2.14, on peut supposer que A est
un p-sous-groupe élémentairement abélien pour un entier premier p.

Montrons qu’on peut supposer que H− centralise A. [H−, V ] et [H−, U ] sont définissables
et connexes d’après le fait 1.2.6, donc [H−, V ] = 1 par H-minimalité de A. Alors, si H− ne
centralise pas A, le fait 1.3.17 dit que V est trivial et qu’on a [H−, U ] 6= 1. Ainsi on a
[H−, U ] = A par H-minimalité de A. On en déduit U = A et il n’y a rien à faire. On peut
alors supposer que H− centralise A.

Soit K = U o H/CH(U) où H/CH(U) agit sur U par conjugaison. A étant G-minimal,
G/CG(A) est isomorphe à un sous-groupe du groupe multiplicatif d’un corps algébriquement
clos L de caractéristique p d’après les faits 1.3.16 (ii) et 1.3.19, et A ∼= L+. En particulier
G/CG(A) n’a pas d’éléments d’ordre p. Mais CG(U) = CG(A) d’après le fait 1.3.17, donc
H/CH(U) ∼= HCG(A)/CG(A) est sans p-élément. Aussi H− centralise A et K est localement
fini. Soient c ∈ U \ V , x un élément de CH(U/V ), x sa classe modulo CH(U) et R le sous-
groupe de K engendré par x et c. Alors R est fini et R/(R ∩ U) est sans p-élément. Comme
R ∩U est abélien, on obtient R ∩U = [R ∩U,R]×CR∩U (R) d’après le fait 1.4.3. Comme R
centralise U/V , [R∩U,R] est contenu dans V . Comme c 6∈ V , il existe u ∈ CR∩U (R) distinct
de 1. En particulier u est un élément non trivial de A centralisé par x et le fait 1.3.17 dit
qu’alors x centralise A. On en déduit le résultat. �

Définition 3.5.2. – Pour tout groupe G on appelle sous-groupe minimal normal de G tout
sous-groupe normal H 6= 1 de G qui ne contient pas proprement de sous-groupe normal non
trivial de G.

Lemme 3.5.3. – Soient G un groupe, H un sous-groupe normal et d’indice fini de G et U
un sous-groupe normal de G contenu dans H. Si H a un sous-groupe minimal normal dans
U , alors G a un sous-groupe minimal normal dans U .
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Preuve. – Comme G/H est fini alors, pour tout sous-groupe normal W de H dans U , il
existe un plus petit entier n(W ) tel qu’il existe un sous-ensemble µ(W ) de G de cardinal
n(W ) avec 〈WG〉 = 〈Wµ(W )〉. Il existe un plus petit entier n tel qu’il existe un sous-groupe
minimal normal W de H dans U avec n = n(W ).

Montrons que 〈WG〉 est un sous-groupe minimal normal de G. On peut supposer U =
〈WG〉 et n ≥ 2. Soient g1, ..., gn les éléments de µ(W ). Soient i ∈ {1, ..., n} et µ0 un sous-
ensemble de µ(W ) ne contenant pas gi. Alors W gi ∩ 〈Wµ0〉 est un sous-groupe normal de
H et est strictement contenu dans W gi (par définition de n(W )). Donc W gi ∩ 〈Wµ0〉 = 1
puisque W est minimal normal dans H. On en déduit que U = W g1 ×W g2 × ...×W gn .

Supposons que U ne soit pas un sous-groupe minimal normal de G. Alors il existe un
sous-groupe propre X de U qui est normal dans G. Il existe un plus petit entier k ∈ {1, ..., n}
tel qu’on ait Y = X∩W g1W g2 ...W gk 6= 1. Si k = 1, alors on a X∩W g1 6= 1, et W g1 ≤ X par
minimalité de W dans H. Ainsi U = 〈WG〉 est contenu dans X, ce qui est contradictoire, d’où
k 6= 1. Notons Wk−1 = W g1W g2 ...W gk−1 . Alors W gkWk−1/Wk−1(6= 1) est un sous-groupe
minimal normal de H/Wk−1. Par minimalité de k, on a Y ∩Wk−1 = 1. Donc YWk−1/Wk−1

est un sous-groupe normal et non trivial de H/Wk−1, et YWk−1/Wk−1 = W gkWk−1/Wk−1

est minimal normal dans H/Wk−1. On en déduit que Y est un sous-groupe minimal normal
de H.

Pour tout i = k − 1, ..., n − 1, on note Wi+1 = WiW
gi+1 . Montrons qu’il suffit d’un

nombre lk−1 ≤ n − k + 1 de conjugués de Y dans G pour couvrir 〈Y G〉Wk−1/Wk−1. Soit
i ∈ {k, ..., n}. Supposons que 〈Y G〉Wi/Wi soit couvert par un nombre li ≤ n− i de conjugués
de Y dans G. Soient Y1, ..., Yli des conjugués de Y dans G tels que Y1...Yli couvre 〈Y G〉Wi/Wi.
Si Y1...Yli couvre 〈Y G〉Wi−1/Wi−1, alors on peut prendre li−1 = li ≤ n − i + 1. Sinon, il
existe un conjugué Yli+1 de Y avec Y1...YliWi−1/Wi−1 < Y1...YliYli+1Wi−1/Wi−1. Comme
〈Y G〉Wi = Y1...YliWi, on a

Y1...YliYli+1Wi−1 = Y1...YliYli+1Wi−1 ∩ Y1...YliWi = Y1...Yli(Y1...YliYli+1 ∩Wi)Wi−1

En particulier Y1...YliYli+1 n’évite pas Wi/Wi−1. Comme Wi/Wi−1 est minimal normal dans
H/Wi−1, Y1...YliYli+1 couvre Wi/Wi−1. Mais on a 〈Y G〉Wi = Y1...YliWi, d’où 〈Y G〉Wi−1 =
Y1...Yli(〈Y G〉∩Wi)Wi−1. Comme Y1...YliYli+1 couvreWi/Wi−1, on en déduit que Y1...YliYli+1

couvre 〈Y G〉Wi−1/Wi−1. Ainsi, on peut choisir li−1 = li + 1 ≤ n− i+ 1. Ceci prouve qu’on
peut prendre lk−1 ≤ n− k + 1.

Comme 〈Y G〉 ∩Wk−1 est contenu dans X ∩Wk−1 = 1, ce qui précède montre qu’il suffit
de lk−1 ≤ n− k + 1 conjugués de Y dans G pour couvrir 〈Y G〉. Ceci prouve n(Y ) ≤ lk−1 ≤
n− k + 1, ce qui contredit la minimalité de n = n(W ) puisque k > 1. �

Remarque 3.5.4. – La réciproque du lemme 3.5.3 est vraie. En effet, la preuve d’un
théorème de J. S. Wilson [85] concernant les groupes satisfaisant la condition de châıne
descendante sur les sous-groupes normaux s’applique à ce cas.

Définition 3.5.5. – Soient G un groupe de rang de Morley fini et H/K une section lo-
calement close de G. Une H-section A/B non triviale et localement close de G est dite
H/K-dloc-minimale si B contient K et si, pour toute H-section localement close C/B de A,
A = C ou B = C.

Remarque 3.5.6. – Les sections H/K-dloc-minimales ne sont pas nécessairement infinies,
contrairement aux sections H-minimales.

Si V est un sous-groupe normal et localement clos de H et si U/V est une H-section
localement finie de G, alors U/V est une section H/K-dloc-minimale si et seulement si U/V
est minimale normale dans H/V .

Proposition 3.5.7. – Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble, H/K une
section localement close de G et U/V une H-section non triviale et localement close de H
avec K ≤ V . Alors U/V contient une section H/K-dloc-minimale.
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Preuve. – Supposons que toute H-section non triviale et localement close de H contienne
une section H-dloc-minimale. Alors U/V contient une section H-dloc-minimale W/V . Comme
V contient K, W/V est H/K-dloc-minimale et on a le résultat. Donc il suffit de montrer que
toute H-section non triviale et localement close de H contient une section H-dloc-minimale.

On suppose que G est un contrexemple de rang et degré minimal. Soit H un sous-groupe
localement clos de G avec V < U deux sous-groupes normaux et localement clos de H tels
que U/V ne contienne pas de sections H-dloc-minimale. Alors G est infini et G = d(H). Soit
A un sous-groupe H-minimal. Si U ∩ A = V ∩ A, alors on a UA 6= V A et, par minimalité
de G, (UA/A)/(V A/A) contient une section (W/A)/(V A/A) qui est HA/A-dloc-minimale.
Donc W/V A est H-dloc-minimale. Mais 1 6= W/V A ∼= (W ∩ U)/V est H-dloc-minimale,
ce qui contredit le choix de U/V . On en déduit que (U ∩ A)/(V ∩ A) n’est pas trivial. Si
(U ∩ A)/(V ∩ A) contenait une section H-dloc-minimale W/(V ∩ A), alors WV/V serait
une section H-dloc-minimale de U/V , ce qui serait contradictoire. Donc on peut supposer U
contenu dans A.

Supposons que H− ne centralise pas A. Alors CA(H−) est fini par H-minimalité de A.
Soit W un sous-groupe normal de H tel que V < W ≤ U . Alors [H−,W ] est un sous-
groupe définissable et connexe de W (fait 1.2.6) et est normalisé par H. Si [H−,W ] = 1 alors
W ≤ CA(H−) est fini et W/V contient une sectionH-dloc-minimale, ce qui est contradictoire.
Donc on a [H−,W ] = A puisque A est H-minimal, et W = A = U . Ceci prouve que U/V
est H-dloc-minimal, ce qui est contradictoire. Donc H− centralise A.

Supposons U/V sans torsion. Soit W un sous-groupe localement clos normal de H avec
V < W ≤ U . Comme W/W+ est localement fini d’après le corollaire 3.1.7 (i), W+ n’est pas
contenu dans V . U/V étant sans torsion, W+ est infini et, par H-minimalité de A, A = W+.
On en déduit W = A = U , et U/V est H-dloc-minimale, ce qui est contradictoire. Donc U/V
n’est pas sans torsion.

Supposons G non connexe. On note T/V le sous-groupe de torsion maximal de U/V .
T/V est normalisé par H et on a T/V 6= 1. Par minimalité de G, T/V contient une section
H◦-dloc-minimale W/V . Le lemme 3.5.3 montre que T/V contient un sous-groupe minimale
normale W1/V de H/V . Comme W1/V est localement fini et comme V est localement clos,
la remarque 3.5.6 dit que W1/V est H-dloc-minimale. Cette contradiction montre que G est
connexe.

Supposons A divisible. Comme U/V n’est pas sans torsion, le lemme 3.2.2 montre que
A contient un P-tore non trivial T . Comme G est connexe, le fait 1.4.6 dit que G centralise
T . Le fait 1.3.17 donne A ≤ Z(G). En particulier, H centralise U/V . Soit W/V un sous-
groupe d’ordre premier de U/V . Alors W/V est normalisé par H puisque H centralise U/V .
Donc W/V est un sous-groupe minimal normal de H/V . La remarque 3.5.6 dit que W/V
est H-dloc-minimal, ce qui est contradictoire. Donc le fait 1.2.14 dit que A est un p-groupe
élémentairement abélien pour un entier premier p.

Soient k un élément non trivial de U/V , W/V la clôture normale de 〈k〉 dans H/V et
W1/V une H-section non triviale de W . On va montrer W = W1. Soit R le sous-anneau de
End(U/V ), l’anneau des endomorphismes de U/V , engendré par AH(U/V )(= H/CH(U/V )).
On note R1 le sous-anneau de End(U) engendré par AH(U). Comme CH(U/V ) = CH(A) =
CH(U) d’après le lemme 3.5.1, les faits 1.3.16 et 1.3.19 montrent que R1 est un sous-anneau
d’un corps L de caractéristique p. Comme AH(U) est localement fini puisque H− centralise
U ≤ A, R1 est aussi localement fini. Soient r ∈ R1 et n l’ordre de r dans le monöıde
multiplicatif (R1 \ {0}, .). Alors rrn−1 = 1 et r est inversible dans R1. Ainsi R1 est un corps.
Donc, comme R est isomorphe à un quotient de R1, R est un corps. On en déduit que W/V
est un R-espace vectoriel. Comme W/V est engendrée par les conjugués d’un seul élément,
R agit transitivement sur W/V . Mais R normalise W1, donc W = W1. On en déduit que
W/V est un sous-groupe minimal normal de H/V . Alors la remarque 3.5.6 dit que W/V est
H-dloc-minimal. �
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La notion de série chef joue un rôle important en théorie des groupes. Nous rappelons
la définition :

Définition 3.5.8. – Soient G un groupe et I un ensemble totalement ordonné. Un ensemble
U = (Ui, Vi; i ∈ I) de paires de sous-groupes de G avec Vi E Ui pour tout i ∈ I est appelé
série de type I de G si :

(i) pour tout i, j ∈ I avec i < j, Ui ≤ Vj ;
(ii) G \ {1} = ∪i∈I(Ui \ Vi).
Les quotients Ui/Vi sont appelés facteurs de U . On dit que U est une série chef de G si

chaque facteur de U est une section minimale normale de G. Un facteur d’une série chef est
appellé facteur chef.

Par analogie à la notion de série chef, nous définissons une série dloc-chef pour les sections
localement closes des groupes de rang de Morley fini.

Définition 3.5.9. – Soient G un groupe de rang de Morley fini, H/K une section localement
close de G, A un sous-groupe localement clos de G qui normalise H et K et I un ensemble
totalement ordonné. Un ensemble U = (Ui/K, Vi/K; i ∈ I) de paires de sections localement
closes de H avec Vi E Ui pour tout i ∈ I est appelé série A-dloc-chef de type I de H/K si :

(i) pour tout i ∈ I Ui/Vi est A-dloc-minimale ;
(ii) pour tout i, j ∈ I avec i < j, Ui ≤ Vj ;
(iii) H \K = ∪i∈I(Ui \ Vi).
Les quotients Ui/Vi sont appelés facteurs de U . Si A = H, on dit que U est une série

dloc-chef de H/K.

Corollaire 3.5.10. – Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble, H/K une section
localement close de G et A un sous-groupe localement clos de G qui normalise H et K. Alors
H/K possède une série A-dloc-chef de type un ordinal α.

Preuve. – Par induction sur la classe de résolubilité de H/K. Supposons que H/K ne
soit pas abélien. Comme H ′K/K est une section localement close de G d’après le lemme
3.1.25, l’hypothèse d’induction dit que H ′K/K (resp. H/H ′K) possède une série A-dloc-chef
de type un ordinal α0 (resp. de type un ordinal β0). On en déduit que H/K possède une
série A-dloc-chef de type α = α0 + β0. On peut donc supposer H/K abélien.

Nous allons construire une série A-dloc-chef de H/K. On note V0 = K. Si, pour un
ordinal limite µ on a construit Vi pour tout i < µ, on note Vµ = ∪i<µVi. Pour les ordinaux
successeurs, on procède de la façon suivante. Supposons Vβ construit pour un certain ordinal
β de telle façon que la suite (Vi)i≤β soit strictement croissante et telle que Vi+1/Vi soit une
section A-dloc-minimale de H pour tout i < β. Comme H/K est abélien, H normalise Vβ

et la proposition 3.5.7 dit que H/Vβ contient une section AH/K-dloc-minimale Vβ+1/Vβ .
Comme H/K est abélien, Vβ+1/Vβ est aussi A-dloc-minimal. Alors il existe un ordinal α tel
que Vα = H. Pour tout i < α, on note Ui = Vi+1. Alors U = (Ui/K, Vi/K; i ∈ α) est une
série A-dloc-chef de type α de H/K. �

Par la remarque 2.6.6, nous savons que, pour tout groupe G de rang de Morley fini, G/GN

est nilpotent. Maintenant, nous pouvons généraliser ce résultat aux sections localement closes.

Fait 3.5.11. – ([23], lemme 1.5.11 p.31) Soient R un sous-groupe abélien, normal et
divisible d’un groupe G et H un sous-groupe de G avec [R,H,H] = 1. Si H/H ′ est de
torsion, [R,H] = 1.

Proposition 3.5.12. – Si H/K est une section localement close d’un groupe de rang de
Morley fini G, alors (H/K)/(H/K)N est nilpotent.
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Preuve. – Montrons qu’on peut supposer G résoluble. Il existe un ordinal α tel que
(H/K)α = (H/K)α+1. Soit U/K = (H/K)α. Le corollaire 3.1.26 montre que U/K est une
section localement close. Aussi, (H/K)N contient U/K. Donc, quitte à remplacerK par U , on
peut supposer (H/K)α = 1. Comme (H/K)α contient (H/K)(α), nous avons (H/K)(α) = 1.
La proposition 3.4.13 montre que H/K est résoluble. Alors le corollaire 3.4.12 permet de
supposer G résoluble.

Montrons que H/K est localement nilpotent. Soit L/M une section H/K-dloc-minimale
de H. Comme (H/K)α = 1, nous avons [H/M,L/M ] < L/M . Mais [H/M,L/M ] est une
section localement close de H d’après le lemme 3.1.25. Donc, par H/K-dloc-minimalité de
L/M , nous obtenons [H/M,L/M ] = 1 et on en déduit que H centralise ses sections H/K-
dloc-minimales. Or, d’après le corollaire 3.5.10,H/K a une série dloc-chef de type un ordinal β.
Donc H/K est hypercentrale, et la proposition 3.4.18 dit que H/K est localement nilpotent.

Nous montrons la nilpotence de H/K. La proposition 3.3.6 donne H/K− = H+K−/K−∗
T/K− où T/K est le sous-groupe de torsion maximal de H/K et H+K−/K− est nilpotent.
Alors on a H/K = H+K/K ∗ T/K, et H+K/K est nilpotent. Donc il suffit de montrer que
T/K est nilpotent et on peut supposer H/K localement fini. Mais la proposition 3.4.18 dit
que H/K a un sous-groupe normal et nilpotent d’indice fini n. Soit T0/K (resp. T1/K) la
somme directe des p-sous-groupes de Sylow de H/K pour les entiers premiers p qui divisent
n (resp. qui ne divisent pas n). Alors on a H/K = T0/K × T1/K et T1/K est nilpotent.
Donc on peut supposer H/K = T0/K. En particulier, H/K est une somme directe finie de
p-groupes pour des entiers premiers p. On peut donc supposer que H/K est un p-groupe
pour un entier premier p. Soit S un p-sous-groupe de Sylow de H. Le fait 1.4.7 i) montre que
S = BT pour un groupe d’exposant borné B et un p-tore T normal dans S. Le fait 1.4.7 ii)
dit que B est nilpotent. Donc il existe un entier r tel que Sr soit contenu dans T . [T, S, S]
est un sous-groupe de T normal dans S et on a [T/[T, S, S], S/[T, S, S], S/[T, S, S]] = 1. Le
fait 3.5.11 donne [T/[T, S, S], S/[T, S, S]] = 1 et [T, S] = [T, S, S]. On obtient SN = [T, S],
en particulier S/SN est nilpotent. Or le corollaire 3.2.6 (ii) donne H/K = SK/K et, comme
(H/K)N = 1, SN est contenu dans K. On en déduit la nilpotence de H/K. �

Les opérateurs définis ci-dessous sont des analogues de (.)N (définition 2.6.5) :

Définition 3.5.13. – Pour tout groupe G, on note GLN l’intersection des sous-groupes
normaux A de G tels que G/A soit localement nilpotent.

Pour toute section localement close H/K d’un groupe de rang de Morley fini, on note
(H/K)LN

loc l’intersection des sous-groupes normaux A/K de H/K tels que H/A soit une
section localement close et localement nilpotente.

Nous obtenons des renseignements sur (H/K)LN
loc lorsque H/K est une section localement

close. La proposition suivante est aussi un analogue de la proposition 3.4.13 :

Proposition 3.5.14. – Si H/K est une section localement close d’un groupe de rang de
Morley fini G, alors (H/K)/(H/K)LN

loc est localement nilpotent.

Preuve. – Soit (Di/K)i∈I la famille des sous-groupes normaux de H/K tels que H/Di soit
localement clos et localement nilpotent pour tout i ∈ I. Soit X une partie finie de H. Alors,
pour tout i ∈ I, 〈X〉Di/Di est un sous-groupe nilpotent de H/Di, et la proposition 3.3.1
montre que dloc(X)Di/Di est nilpotent. Comme le lemme 3.1.16 donne dloc(X) = d(X),
d(X)Di/Di est un sous-groupe nilpotent de H/K pour tout i ∈ I. Par le fait 1.2.7 et par
condition de châıne descendante sur les sous-groupes définissables de G, il existe un entier
l tel que d(X)l = d(X)l+1. On en déduit que d(X)l est contenu dans Di pour tout i ∈ I.
Donc, si on note L/K = (H/K)LN

loc , d(X)l est contenu dans L et 〈X〉L/L est nilpotent. On
a prouvé que (H/K)/(H/K)LN

loc est localement nilpotent. �

L’exemple 3.5.16 montre que pour un groupe de rang de Morley fini G, G/GLN n’est pas
nécessairement localement nilpotent.
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Fait 3.5.15. – ([69], 4.1.3 p.93, Baer) Si D est un sous-groupe divisible d’un groupe
abélien G, alors G = D ⊕ E pour un sous-groupe E.

Exemple 3.5.16. – On considère un groupe de rang de Morley fini U abélien et sans torsion
et G = U o 〈i〉 où i est une involution qui inverse U . Pour tout x ∈ U \ {1}, il existe un
sous-groupe Ux de U normal dans G et maximal parmi ceux qui contiennent x2 et pas x.
Soit x ∈ U \ {1}. Comme U/Ux est divisible et comme xUx est une involution de U/Ux, xUx

est contenu dans un 2-tore Tx/Ux de U/Ux. Si on a Tx 6= U , le fait 3.5.15 dit que Tx/Ux a un
complément E/Ux dans U/Ux, et E est normalisé par i puisque i inverse U . Par maximalité
de Ux, on a Ux = E, ce qui est contradictoire. Alors, pour tout x ∈ U \ {1}, G/Ux est un
2-groupe et G/Ux est localement nilpotent. En particulier, GLN = 1 et G/GLN n’est pas
localement nilpotent.

3.6 Sous-groupes de Carter

Les faits 1.5.4 et 1.5.6 et le théorème 2.4.7 montrent qu’un groupe de rang de Morley fini
connexe et résoluble possède une unique classe de conjugaison de sous-groupes de Carter.
Nous allons généraliser ce résultat aux sections localement closes des groupes de rang de
Morley fini résolubles (théorème 3.6.6 (i)). En particulier, nous généralisons le résultat aux
groupes de rang de Morley fini résolubles non nécessairement connexes. La principale difficulté
pour étendre ce résultat aux groupes non connexes était causée par la non définissabilité des
sous-groupes de Carter. En travaillant dans la classe des sections localement closes, nous
pouvons lever cette difficulté. Cela se produit principalement grâce au corollaire 3.4.19 qui
montre que les sous-groupes de Carter des sections localement closes sont localement clos.

Avant d’énoncer le théorème 3.6.6 nous donnons deux exemples de sous-groupes de groupe
de rang de Morley fini résoluble avec des sous-groupes de Carter non conjugués. Donc le
théorème 3.6.6 ne peut pas s’étendre à tous les sous-groupes des groupes de rang de Morley
fini.

Exemple 3.6.1. – Considérons le produit semi-direct Q o (Z/2Z) où le générateur de Z/2Z
agit par inversion. Alors les sous-groupes de Carter de Z o (Z/2Z) sont les 2-sous-groupes de
Sylow et forment exactement 2 classes de conjugaisons.

Définition 3.6.2. – Un groupe G est résiduellement fini si, pour tout x ∈ G \ {1}, il existe
un sous-groupe normal et d’indice fini de G qui ne contient pas x.

Fait 3.6.3. – ([53], Mal’cev) Un groupe linéaire finiment engendré est résiduellement fini.

Exemple 3.6.4. – On considère un corps algébriquement clos K tel que K∗ possède un
élément x d’ordre infini et G = K+ o K∗ (où K∗ agit linéairement sur K+). On fixe c ∈
K+ \ {0} et on note U le sous-groupe de G engendré par c et x. Nous montrons que U a des
sous-groupes de Carter non conjugués.

D’après le fait 3.6.3, U possède un sous-groupe normal d’indice fini V qui ne contient pas c.
Comme x est d’ordre infini et comme V est d’indice fini dans U , il existe y ∈ (V ∩K∗) \ {1}.
Comme K est un corps, il existe k ∈ K+ tel que [y, k] = c. Comme V contient [y, U ], k
n’appartient pas à U . Mais on a yk = yc ∈ U . On en déduit K∗k ∩ U 6= 1.

Montrons que K∗∩U et K∗k∩U sont des sous-groupes de Carter de U . Soit g ∈ NU (K∗∩
U). Alors, comme on a [g,K∗ ∩ U ] ≤ K+ ∩ (K∗ ∩ U), g centralise K∗ ∩ U . Soient a ∈ K+

et b ∈ K∗ tel que g = ab. Alors b centralise K∗ ∩ U . Donc on a a ∈ CK+(K∗ ∩ U). Comme
K∗ agit linéairement sur K+ et comme on a K∗ ∩ U 6= 1, on obtient a = 0 et g ∈ K∗. Ceci
prouve que K∗ ∩ U est autonormalisant. Donc K∗ ∩ U est un sous-groupe de Carter de U .
De la même façon, K∗k ∩ U est un sous-groupe de Carter de U .

Montrons que K∗ ∩ U et K∗k ∩ U ne sont pas conjugués. Supposons qu’il existe u ∈ U
tel que (K∗ ∩ U)u = K∗k ∩ U . Comme on a U = 〈c, x〉 avec c ∈ K+ et x ∈ K∗, nous avons
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U = (U ∩K+) o (K∗ ∩ U) et on peut supposer u ∈ K+. On a K∗k ∩K∗u 6= 1, et on obtient
K∗k = K∗u et ku−1 ∈ K∗. Comme k et u sont des éléments de K+, u est l’inverse de k. Ceci
contredit k 6∈ U .

Lemme 3.6.5. – Soient G un groupe avec un sous-groupe localement nilpotent maximal
C et un sous-groupe normal et localement nilpotent N tels que G = NC. Alors C est un
sous-groupe de Carter de G.

Preuve. – Comme NN (C) et C sont localement nilpotents et se normalisent, NG(C)(=
NN (C)C) est localement nilpotent d’après le fait 1.3.3. �

Théorème 3.6.6. – Soit G un groupe de rang de Morley fini résoluble, alors :
(i) toute section localement close U/V de G possède une unique classe de conjugaison de

sous-groupes de Carter ;
(ii) si C est un sous-groupe de Carter de U , alors CV/V est un sous-groupe de Carter

de U/V et tous les sous-groupes de Carter de U/V sont de cette forme.

Preuve. – Supposons que tout sous-groupe localement clos de G possède une unique classe
de conjugaison de sous-groupes de Carter. Alors, comme C est localement clos d’après le
corollaire 3.4.19, CV est aussi localement clos d’après le lemme 3.1.11. Par l’argument de
Frattini et la conjugaison des sous-groupes de Carter de CV , on obtient NU/V (CV/V ) =
NU (C)V/V = CV/V . Donc CV/V est un sous-groupe de Carter de U/V .

Soit K/V un sous-groupe de Carter de U/V . Le corollaire 3.4.19 dit que K est localement
clos. La proposition 3.4.18 dit que K/V vérifie la condition de normalisateur. Soit C un sous-
groupe de Carter de K. Par l’argument de Frattini appliqué à CV , on obtient K/V = CV/V .

On en déduit qu’il suffit de montrer que tout sous-groupe localement clos H de G possède
une unique classe de conjugaison de sous-groupes de Carter.

1) Si H+ est nilpotent et H/H+ localement nilpotent.

Existence : Soit R un P-sous-groupe de Hall de H. Les corollaires 3.1.7 (i) et 3.2.6
(ii) donnent H = RH+. Le fait 1.6.4 donne l’existence d’un sous-groupe de Carter D de
R. Comme R/(R ∩ H+) ∼= RH+/H+ est localement nilpotent, le fait 1.6.4 dit que R =
(R∩H+)D, donc H = H+D. Soit C un sous-groupe localement nilpotent maximal de H qui
contient D. Alors le lemme 3.6.5 dit que C est un sous-groupe de Carter de H.

Conjugaison : Soit C un sous-groupe de Carter de H. D’après la proposition 3.3.6 et
le corollaire 3.4.19 on a C = C+ ∗ S où S est le P-sous-groupe de Hall de C. Soit R un
P-sous-groupe de Hall de H qui contient S. Montrons que S est un sous-groupe de Carter de
R. Soit r ∈ NR(S). Alors r normalise CH+(S) ∗S. Mais CH+(S) ∗S est localement nilpotent
puisque S et H+ le sont. En particulier CH+(S) ∗ S vérifie la condition de normalisateur
d’après les faits 1.5.1 et 1.5.2. Aussi on a C+ ≤ CH+(S) et C ≤ CH+(S) ∗ S. Alors, comme
C est autonormalisant dans H, C = CH+(S) ∗S. Ainsi r normalise C et on a r ∈ C ∩R = S.
On a prouvé que S est un sous-groupe de Carter de R.

Soient C1 et C2 deux sous-groupes de Carter de H. Montrons que C1 et C2 sont conjugués
dans H. Ce qui précède montre que C1 = CH+(S1) ∗ S1 et C2 = CH+(S2) ∗ S2 pour deux
sous-groupes de Carter S1 et S2 de deux P-sous-groupes de Hall R1 et R2 de H. D’après le
théorème 3.2.5 il existe g ∈ H tel que Rg

1 = R2. Aussi, d’après le fait 1.6.4, il existe u ∈ R2

tel que (Sg
1 )u = S2. On en déduit Cgu

1 = CH+(Sgu
1 ) ∗ Sgu

1 = CH+(S2) ∗ S2 = C2.

2) Si H+ est nilpotent.

Existence : Soit K/H+ un sous-groupe de Carter de H/H+ (il existe d’après le fait 1.6.4).
Alors, comme H+ ≤ K ≤ H, on a (H+)+ ≤ K+ ≤ H+ et, comme (H+)+ = H+, on obtient
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K+ = H+. Donc K/K+ est localement nilpotent et K+ est nilpotent. 1) dit que K a un sous-
groupe de Carter C et aussi que deux sous-groupes de Carter de K+C sont conjugués dans
K+C. L’argument de Frattini donne NK/K+(CK+/K+) = NK(C)K+/K+ = CK+/K+ et
CK+/K+ est autonormalisant dans K/K+. Or K/K+ est localement nilpotent, donc vérifie
la condition de normalisateur (proposition 3.4.18). On en déduit que K = K+C. L’argument
de Frattini montre que K = NH(K) = K+NH(C). Ainsi, on a NH(C) = NK(C) = C et C
est un sous-groupe de Carter de H.

Conjugaison : Soient C1 et C2 deux sous-groupes de Carter de H. Alors on a (H+C1)+ =
H+ = (H+C2)+, et H+C1/H

+ et H+C2/H
+ sont localement nilpotents. Donc 1) dit que les

sous-groupes de Carter de H+C1 et ceux de H+C2 sont conjugués. L’argument de Frattini
donne NH(H+C1) = H+NH(C1) = H+C1 et NH(H+C2) = H+C2. On en déduit que
H+C1/H

+ etH+C2/H
+ sont des sous-groupes de Carter deH/H+ et ils sont donc conjugués

par le fait 1.6.4. La conjugaison des sous-groupes de Carter dans H+C1 donne le résultat.

3) Si il existe un sous-groupe F normal de H définissable, connexe et nilpotent tel que
H/F soit localement nilpotent.

Existence : D’après le théorème 2.4.7, H− a un sous-groupe de Carter D et deux sous-
groupes de Carter de H− sont conjugués dans H−. Comme H−/F est localement nilpotent,
donc nilpotent (corollaire 2.4.5), on a H− = FD d’après le corollaire 2.4.8. Ainsi on obtient
H = FNH(D) par l’argument de Frattini. Comme NH(D)/D ∼= NH(D)H−/H− est locale-
ment fini et comme D est définissable (théorème 2.4.7), NH(D) est localement clos. Puisque
NH(D)+ est un sous-groupe de D, NH(D)+ est nilpotent. Par 2) NH(D) a un sous-groupe
de Carter K. Alors K est aussi un sous-groupe de Carter de (F ∩D)K. Or K est localement
clos d’après le corollaire 3.4.19 et (F ∩D)K aussi d’après le lemme 3.1.11. Donc 2) et l’ar-
gument de Frattini montrent que NNH(D)((F ∩D)K) = (F ∩D)NNH(D)(K) = (F ∩D)K.
En particulier, comme F ∩ D = NF (D), KNF (D)/NF (D) est un sous-groupe de Carter
de NH(D)/NF (D). Mais NH(D)/NF (D) ∼= NH(D)F/F est localement nilpotent et vérifie la
condition de normalisateur d’après la proposition 3.4.18. Alors on obtientNH(D) = KNF (D)
et H = FNH(D) = FK. Soit C un sous-groupe localement nilpotent maximal de H qui
contient K. Alors C est un sous-groupe de Carter de H d’après le lemme 3.6.5.

Conjugaison : a) Si il existe un sous-groupe H-minimal A dans F et deux sous-groupes
de Carter D1 et D2 de H tels que H = AD1 = AD2 alors D1 et D2 sont conjugués dans H.

D’après 2) on peut supposer H+ non nilpotent, en particulier H− n’est pas nilpotent.
On va montrer que, si C est un sous-groupe de Carter de H tel que H = AC, alors C
est le normalisateur d’un sous-groupe de Carter de H−. Soient C un tel sous-groupe de
Carter de H et K un sous-groupe nilpotent maximal de H− qui contient C ∩H−. Alors on
a H− = A(C ∩ H−) = AK et K est un sous-groupe de Carter de H− (lemme 3.6.5). Si
A ∩K est infini, Z(K) ∩ A est aussi infini. Mais Z(K) ∩ A est central dans H− puisque A
est abélien. Donc Z(H−)∩A est infini. Par H-minimalité de A, on obtient A ≤ Z(H−) ≤ K
et H− = K est nilpotent, ce qui contredit le fait que H− ne soit pas nilpotent. Donc A ∩K
est fini. D’après le théorème 2.5.1, K est anormal et la proposition 2.5.5 dit que A ∩K est
connexe, donc trivial. Or on a C ∩ H− ≤ K et H− = A o (C ∩ H−), donc C ∩ H− = K.
Comme C est contenu dans NH(C ∩H−) = NH(K) et comme l’argument de Frattini donne
H = A o NH(K), alors C = NH(K) puisque H = AC. On en déduit qu’il existe des sous-
groupes de Carter K1 et K2 de H− tels que D1 = NH(K1) et D2 = NH(K2). La conjugaison
de K1 et de K2 dans H− donne le résultat.

b) Cas général.
On fait la preuve par induction sur le plus petit entier r tel qu’on puisse choisir F de

rang r. Si r = 0 il n’y a rien à faire. Sinon, soient A un sous-groupe H-minimal de F et
C1 et C2 deux sous-groupes de Carter de H. Si A 6= F alors, par hypothèse d’induction, les
sous-groupes de Carter de C1A et ceux de C2A sont conjugués. L’argument de Frattini donne
alors NH/A(C1A/A) = NH(C1)A/A = C1A/A et NH/A(C2A/A) = C2A/A. Par hypothèse
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d’induction C1A/A et C2A/A sont conjugués et la conjugaison des sous-groupes de Carter
de C1A donne le résultat. Donc on peut supposer A = F .

Soit C un sous-groupe de Carter de H. Montrons que AC/A est un sous-groupe de Carter
de H/A. Soit B un sous-groupe AC-minimal dans A. Si B = A alors a) et l’argument de
Frattini donnent NH/A(AC/A) = ANH(C)/A = AC/A et AC/A est un sous-groupe de
Carter de H/A. Sinon, par hypothèse d’induction, les sous-groupes de Carter de BC sont
conjugués et l’argument de Frattini donne NAC/B(BC/B) = BNAC(C)/B = BC/B et
BC/B est un sous-groupe de Carter de AC/B. Comme on a rk(A/B) < rk(A), l’hypothèse
d’induction donne la conjugaison des sous-groupes de Carter de AC/B. Soient D1 et D2 deux
sous-groupes de Carter de H tels que AD1 = AD2 = AC. Alors ce qui précède montre que
BD1/B et BD2/B sont des sous-groupes de Carter de AC/B et qu’ils sont conjugués. Aussi,
les sous-groupes de Carter de BD1 sont conjugués par hypothèse d’induction. Donc D1 et D2

sont conjugués. L’argument de Frattini donne alors NH/A(AC/A) = ANH(C)/A = AC/A et
AC/A est un sous-groupe de Carter de H/A.

Puisque H/A = H/F est localement nilpotent, ce qui précède et la proposition 3.4.18
montrent que H = AC1 = AC2, et a) permet de conclure.

4) Cas général.

On fait la preuve par induction sur le rang de H+. Si rk(H+) = 0, le fait 1.6.4 donne le
résultat. Sinon il existe un sous-groupe H-minimal A dans H+. Le lemme 3.1.5 (iii) donne
(H/A)+ = H+/A, d’où rk((H/A)+) < rk(H+). Par hypothèse d’induction H/A a un sous-
groupe de Carter K/A et les sous-groupes de Carter de H/A sont conjugués.

Existence : D’après 3) K a un sous-groupe de Carter C et les sous-groupes de Carter
de K sont conjugués. Aussi les sous-groupes de Carter de AC sont conjugués d’après 3).
Donc l’argument de Frattini donne K = AC et K = NH(AC) = ANH(C). Ainsi on a
NH(C) = NK(C) = C et C est un sous-groupe de Carter de H.

Conjugaison : Soient C1 et C2 deux sous-groupes de Carter de H. Par 3) les sous-groupes
de Carter de AC1 et ceux de AC2 sont conjugués et l’argument de Frattini montre que
AC1/A et AC2/A sont des sous-groupes de Carter de H/A. La conjugaison des sous-groupes
de Carter dans H/A donne alors le résultat. �

Dans le chapitre 5, le langage de la théorie des formations unifiera le résultat de conju-
gaison des sous-groupes de Hall et le résultat d’existence et de conjugaison des sous-groupes
de Carter (théorème 5.3.14 et proposition 5.3.18).

3.7 Les sous-groupes de Sylow nilpotents

Certaines classes de sections localement closes des groupes de rang de Morley fini résolubles
ont des sous-groupes de Sylow nilpotents. Par exemple les sections localement closes des
groupes de rang de Morley fini connexes et résolubles (cf. corollaires 2.4.5 et 3.2.6 (ii)),
ou bien les groupes de rang de Morley fini résolubles G qui ont des p-sous-groupes de Sy-
low finis pour tout entier premier p qui divise l’ordre de G/G◦. Nous montrons d’abord
que ces groupes vérifient une même condition de finitude qui est d’avoir l’ensemble de leurs
sous-groupes nilpotents inductif (proposition 3.7.5). Grâce à cette propriété, on peut donner
des informations concernant l’hypercentre (proposition 3.7.7). On finit cette section par un
résultat de connexité des sous-groupes de Carter (théorème 3.7.14).

3.7.1 Propriété d’inductivité

Lemme 3.7.1. – Un groupe localement nilpotent G dont l’ensemble des sous-groupes nilpo-
tents est inductif est nilpotent.
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Preuve. – La preuve se fait par induction sur la cardinalité ℵ de G. On peut supposer ℵ
infini. Soit f une bijection entre G et l’ensemble des ordinaux strictement plus petit que ℵ.
Pour tout ordinal µ < ℵ on note gµ = f−1(µ) et Cµ = Card ({gγ : γ ≤ µ})(< ℵ). Si Cµ

est fini, alors 〈gγ : γ ≤ µ〉 est nilpotent. Sinon le lemme 3.4.2 donne Card (〈gγ : γ ≤ µ〉) =
Cµ < ℵ et 〈gγ : γ ≤ µ〉 est nilpotent par minimalité de ℵ. Or G est égal à la réunion des
〈gγ : γ ≤ µ〉 pour µ < ℵ. Comme l’ensemble des sous-groupes nilpotents de G est inductif,
G est nilpotent. �

Corollaire 3.7.2. – Soit G un groupe dont l’ensemble des sous-groupes nilpotents est induc-
tif. Alors, pour tout p ∈ P, tous les p-sous-groupes localement finis de G sont nilpotents.

Lemme 3.7.3. – Soient G un Mc-groupe localement fini et résoluble et A un sous-groupe
normal de G tel que G/A soit localement nilpotent. Alors il existe un entier n tel que, pour
tout p ∈ P supèrieur ou égal à n, tous les p-sous-groupes de G/A soient abéliens.

Preuve. – Le fait 1.6.4 dit que G possède un sous-groupe de Carter C et G = AC. Pour
tout p ∈ P, C a un unique p-sous-groupe de Sylow Sp. Soit π l’ensemble des p ∈ P tels que
Sp ne soit pas abélien. A tout p ∈ π on associe un élément xp de Sp \ Z(Sp). Alors il existe
une partie finie π0 de π telle que CC(xp : p ∈ π) = CC(xp : p ∈ π0). Supposons qu’il existe
q ∈ π \ π0. Comme C =

⊕
p∈P Sp, Sq est contenu dans CC(xp : p ∈ π0). Ceci contredit

xq 6∈ Z(Sq). On en déduit que π est fini. Comme G = AC, on a le résultat. �

Lemme 3.7.4. – Soit G un Mc-groupe de torsion avec un sous-groupe normal et résoluble A.
On suppose que les p-sous-groupes localement finis de G/A sont nilpotents pour tout p ∈ P.
Alors l’ensemble des sous-groupes nilpotents de G/A est inductif.

Preuve. – Soient (Hi/A)i<α une suite croissante de sous-groupes nilpotents de G/A (α
étant un ordinal) et H =

⋃
i<αHi. Alors H/A est localement nilpotent et, comme A est

résoluble, H est localement résoluble. Le fait 3.4.1 dit que H est résoluble. Montrons que
H/A est nilpotent. Pour tout p ∈ P on note Sp/A le p-sous-groupe de Sylow de H/A et cp
la classe de nilpotence de Sp/A. Soit π0 l’ensemble des p ∈ P avec cp 6= 1. Le lemme 3.7.3
dit que π0 est fini. Soit c le plus grand des entiers cp quand p parcourt π0. Comme H/A
est localement nilpotent, H/A = (

⊕
p∈π0

Sp/A)
⊕

(
⊕

p6∈π0
Sp/A). Comme Sp/A est abélien

si p 6∈ π0, H/A est nilpotent de classe c. �

Proposition 3.7.5. – Soient G un groupe de rang de Morley fini et H/K une section
localement close de G. Alors l’ensemble des sous-groupes nilpotents de H/K est inductif si
et seulement si tous les p-sous-groupes localement finis de H/K sont nilpotents pour tout
p ∈ P.

Preuve. – D’après le corollaire 3.7.2, il suffit de montrer que, si tous les p-sous-groupes loca-
lement finis de H/K sont nilpotents pour tout p ∈ P, alors l’ensemble des sous-groupes nilpo-
tents de H/K est inductif. Soit (Hi/K)i<α une suite croissante de sous-groupes nilpotents de
H/K où α est un ordinal. Montrons que U/K =

⋃
i<αHi/K est nilpotent. On peut supposer

K− = 1. Comme U/K est localement nilpotent, la proposition 3.3.1 dit que dloc(U)/K est
localement nilpotent et on peut supposer H = dloc(U). Le corollaire 3.4.12 permet de suppo-
ser G résoluble. D’après la proposition 3.3.1, dloc(Hi)/K est nilpotent pour tout i < α. Par
finitude du rang de G, il existe µ < α tel que dloc(Hi)+ soit contenu dans dloc(Hµ)+ pour tout
i < α. Pour tout i < α on note Ri/K le sous-groupe de torsion maximal de dloc(Hi)/K. Pour
tout i < α, la proposition 3.3.6 donne dloc(Hi) = dloc(Hi)+∗Ri, d’où dloc(Hi) ≤ dloc(Hµ)+Ri.
Soit R =

⋃
i<αRi. Alors R est un Mc-groupe de torsion. D’après le lemme 3.7.4, R/K est

nilpotent. Ainsi dloc(Hµ)+K/K et R/K sont tous deux nilpotents et, comme ils se centra-
lisent, dloc(Hµ)+R/K est nilpotent. Mais on a

⋃
i<αHi ≤

⋃
i<α dloc(Hi) = dloc(Hµ)+R, d’où

le résultat. �
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3.7.2 L’hypercentre

Si G est un groupe de rang de Morley fini connexe alors il existe un entier n tel que
Zn(G) soit l’hypercentre de G (cf. corollaire 3.15 p.89, [64]). En effet, il existe i ∈ N avec
rk(Zj(G)) ≤ rk(Zi(G)) pour tout j ∈ N. Alors Zi+2(G)/Zi(G) est fini, et est centralisé par
G puisque G est connexe. En particulier, Zi+1(G) = Zi+2(G) est l’hypercentre de G. Nous
montrons des analogues de ce résultat pour certaines sections localement closes (propositions
3.7.7 et 3.7.12).

Lemme 3.7.6. – Soit G un groupe dont l’ensemble des sous-groupes nilpotents est inductif.
On suppose qu’il existe un entier m et des sous-groupes nilpotents N0, ..., Nm tels que, pour
tout i ∈ {0, ...,m}, N0...Ni soit normal dans G et G = N0...Nm. Alors il existe un entier n
tel que Zn(G) = Z∞(G).

Preuve. – Pour tout groupe A on note γ(A) l’intersection des sous-groupes localement
nilpotents maximaux de A. Pour tout groupe A et tout i ∈ N, γ(A) contient Zi(A). Nous
allons montrer qu’il existe un entier n tel que γ(G) soit contenu dans Zn(G). Alors, comme
γ(G) contient Zn+1(G), nous aurons prouvé que Zn(G) = Zn+1(G) est l’hypercentre de G.
Nous faisons la preuve par induction sur m. Si m = 0 il n’y a rien à faire. Sinon, pour tout
i = 0, ...,m, on note Mi un sous-groupe localement nilpotent maximal de γ(G)N0...Ni qui
contient Ni. Alors, par définition de γ(G), γ(G) est contenu dans Mi pour tout i = 0, ...,m.
Aussi, pour tout i = 0, ...,m, Mi est nilpotent d’après le lemme 3.7.1. Soit K = M0...Mm−1 =
γ(G)N1...Nm−1. Par hypothèse d’induction il existe un entier k tel que γ(K) soit contenu
dans Zk(K). Soient U0 = γ(G) et Ui+1 = [Ui,K] pour tout i ∈ N. Alors (Ui)i∈N est une suite
décroissante de sous-groupes normaux de G et, comme γ(G) ≤ γ(K) ≤ Zk(K), on a Uk = 1.
Mais Ui est contenu dans Mm pour tout i ∈ N et Mm est nilpotent. Notons Vi,0 = Ui pour
tout i ∈ N et Vi,j+1 = [Vi,j ,Mm]Ui+1 = [Vi,j , G]Ui+1 pour tout j ∈ N et tout i ∈ N. Alors,
pour tout i ∈ N, il existe un plus petit entier α(i) tel que Vi,α(i) = Ui+1. Notons γ0 = γ(G)
et γs+1 = [γs, G] pour tout entier s. Comme Vi,j+1 = [Vi,j , G]Ui+1 pour tout entier i et j,
alors, si pour tout j ∈ N on note nj = α(0) + α(1) + ... + α(j), γnj

est contenu dans Uj+1

pour tout entier j. En particulier, on a γnk
≤ Uk = 1 et γ(G) est contenu dans Znk

(G). �

Proposition 3.7.7. – Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble et H/K une
section localement close de G dont les p-sous-groupes sont nilpotents pour tout p ∈ P. Alors
il existe un entier n tel que Zn(H/K) = Z∞(H/K).

Preuve. – D’après la proposition 3.7.5, l’ensemble des sous-groupes nilpotents de H/K
est inductif. Soit r la classe de résolubilité de H/K. D’après le corollaire 3.1.26, H(i) est
localement clos pour tout entier i. En particulier le théorème 3.6.6 (i) dit que H(i)K/K
a un sous-groupe de Carter Ni/K pour tout i ∈ {0, ..., r}, et le théorème 3.6.6 (ii) donne
H(i)K/K = (Ni/K)(H(i+1)K/K). Comme le lemme 3.7.1 dit que Ni/K est nilpotent pour
tout i ∈ {0, ..., r}, le lemme 3.7.6 donne le résultat. �

Lemme 3.7.8. – Soient G un groupe de rang de Morley fini et H un sous-groupe de G.
Alors Zk(H) = Zk(d(H)) ∩H pour tout k ∈ N.

Preuve. – On fait la preuve par induction sur k. Il suffit de montrer que Zk(H) est contenu
Zk(d(H)) ∩ H. Si k = 0 on a Z0(H) = 1 = Z0(d(H)) ∩ H. Sinon, soit x ∈ Zk(H). Alors
[〈x〉,H] est contenu dans Zk−1(H) = Zk−1(d(H)) ∩ H. D’après le fait 1.2.11, [x, d(H)] est
contenu dans d([〈x〉,H]) ≤ Zk−1(d(H)), et on obtient x ∈ Zk(d(H)) ∩H. �

Le lemme 3.7.10 dit, en particulier, qu’un Mc-groupe nilpotent infini a un centre infini.
Aussi, il généralise un fait bien connu pour les groupes de rang de Morley fini :
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Fait 3.7.9. – ([10], ex. 5 p.98 ; preuve donnée dans [1], fait 2.18) Soient G un groupe
de rang de Morley fini nilpotent et H un sous-groupe infini normal de G. Alors Z(G) ∩ H
est infini.

Lemme 3.7.10. – Soit G un groupe tel qu’il existe une partie finie X de G avec CG(X) =
Z(G) et soit H un sous-groupe normal de G tel qu’il existe un entier k tel que Zk(G) ∩H
soit infini. Alors Z(G) ∩H est infini.

Preuve. – Il existe un plus petit entier j tel que B = Zj+1(G) ∩ H soit infini. Comme,
pour tout g ∈ G, [g,B] est contenu dans Zj(G) ∩ H qui est fini, |B : CB(g)| est fini pour
tout g ∈ G. Ainsi B/CB(X) est fini et Z(G) ∩ B est d’indice fini dans B, et Z(G) ∩ B est
infini. �

Lemme 3.7.11. – Soit G un Mc-groupe dont l’ensemble des sous-groupes nilpotents est
inductif. Alors, si H désigne un sous-groupe normal de G tel que Z(G)∩H soit fini, Z∞(G)∩
H est aussi fini.

Preuve. – Soit Gc l’intersection des centralisateurs des parties X de G tels que CG(X) soit
d’indice fini dans G. Alors |G : Gc| est fini. On suppose que G est un contrexemple au lemme
avec |G : Gc| minimal. Soit H un sous-groupe normal de G tel que Z∞(G) ∩ H soit infini
et Z(G) ∩H soit fini. Soit z ∈ (Z2(G) ∩H) \ Z(G). Alors G/CG(z) est abélien, fini et non
trivial. Donc CG(z) contient Gc et il existe un sous-groupe normal U de G d’indice premier p
et qui contient CG(z). On remarque que U c contient Gc et qu’on a |U : U c| < |G : Gc|. Aussi
Z∞(U)∩ (Z∞(G)∩U ∩H) est infini et, par minimalité de |G : Gc|, Z = Z(U)∩Z∞(G)∩H
est infini. Soit x ∈ G \ U . Alors Z〈x〉 est un groupe hypercentral puisque Z∞(G) contient
Z. Donc Z〈x〉 est nilpotent d’après les faits 1.5.2 et 1.5.3 et le lemme 3.7.1. Le lemme 3.7.10
dit que CZ(Z〈x〉) est infini. CZ(Z〈x〉) étant central dans G puisque G = U〈x〉, il y a une
contradiction. �

On en déduit un résultat sur l’hypercentre d’un sous-groupe quelconque d’un groupe
de rang de Morley fini. Celui-ci, contrairement à la proposition 3.7.7, ne suppose pas la
résolubilité.

Proposition 3.7.12. – Soit G un groupe de rang de Morley fini dont les p-sous-groupes
localement finis sont nilpotents pour tout p ∈ P. Alors, si H est un sous-groupe de G, il
existe un entier n tel que Zn(H) = Z∞(H).

Preuve. – D’après le lemme 3.7.8 on peut supposer H définissable. Alors il existe j ∈ N tel
que Zi(H)◦ soit contenu dans Zj(H)◦ pour tout i ∈ N. Soient Z = Zj(H)◦ et S/Z un p-sous-
groupe localement fini maximal de H/Z pour un entier premier p. Alors S/Z est résoluble
d’après le fait 1.4.7 i). Donc S est aussi résoluble et le fait 1.3.15 dit que d(S) est résoluble.
Comme S/Z est un p-sous-groupe de Sylow de d(S)/Z, le fait 1.4.12 2. dit qu’il existe un
p-sous-groupe de Sylow R de d(S) tel que S/Z = RZ/Z. Par hypothèse R est nilpotent et
S/Z aussi. On en déduit que les p-sous-groupes localement finis de H/Z sont nilpotents pour
tout p ∈ P. Or Z(H/Z) est fini et, d’après la proposition 3.7.5 et le lemme 3.7.11, Z∞(H/Z)
est aussi fini. Ceci permet de conclure. �

3.7.3 Connexité des sous-groupes de Carter

Dans un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble G, les sous-groupes de Carter
sont anormaux (théorème 2.4.7). Alors la proposition 2.5.5 dit que, si A est un sous-groupe
normal, définissable et connexe de G, un sous-groupe de Carter de G intersecte A en un
sous-groupe définissable et connexe. Nous montrons un analogue de ce résultat pour les sous-
groupes localement clos résolubles dont les p-sous-groupes sont nilpotents (théorème 3.7.14).
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Lemme 3.7.13. – Soient H un sous-groupe localement clos d’un groupe de rang de Morley
fini et A un sous-groupe définissable, connexe, abélien et normal de H. On suppose que les
p-sous-groupes localement finis de H sont nilpotents pour tout p ∈ P. Alors, pour tout x ∈ H,
si CA(x) est fini, CA(x) = 1.

Preuve. – Soit x ∈ H avec CA(x) fini. Montrons que CA(x) = 1. On peut supposer
H = d(x)A. Z(H)∩A est fini et, d’après la proposition 3.7.5 et le lemme 3.7.11, Z∞(H)∩A
est fini. Soit

adx : A −→ A
a 7−→ [x, a]

Alors adx est un homomorphisme définissable de groupes et rkA = rk(adx(A))+ rk(CA(x)).
Comme CA(x) est fini, on a rk(adx(A)) = rkA. La connexité de A donne adx(A) = A. Aussi,
si N est un sous-groupe fini de A, on a |(adx)−1(N)| = |N ||CA(x)|. Alors pour tout n ∈ N,
|(adx)−n(CA(x))| = |CA(x)|n+1.

Comme adx est un homomorphisme de groupe et commeH = d(x)A, on obtient Zi+1(H)∩
A = (adx)−i(CA(x)) pour tout i ∈ N. En particulier, on a |Zi(H) ∩A| = |CA(x)|i pour tout
i ∈ N et, comme Z∞(H) ∩A est fini, CA(x) = 1. �

Théorème 3.7.14. – Soient H un sous-groupe localement clos d’un groupe de rang de Morley
fini résoluble, C un sous-groupe de Carter de H et A un sous-groupe normal, définissable
et connexe de H. On suppose que les p-sous-groupes de H sont nilpotents pour tout p ∈ P.
Alors C ∩A est définissable et connexe.

Preuve. – C est nilpotent d’après la proposition 3.7.5, et d(C) est aussi nilpotent d’après
le fait 1.3.15. Par condition de normalisateur dans d(C)∩H, on a C = d(C)∩H et C ∩A =
d(C) ∩ A, en particulier C ∩ A est définissable. Montrons, par induction sur le rang et le
degré de G, que C ∩A est connexe. On peut supposer G = d(H) et A 6= 1. En particulier A
contient un sous-groupeH-minimalB. CB/B étant un sous-groupe de Carter deH/B d’après
le théorème 3.6.6 (ii), (C ∩ A)B est connexe par hypothèse d’induction. Or (C ∩ A)B/B et
(C ∩A)/(C ∩B) sont définissablement isomorphes. Donc il suffit de montrer que C ∩B est
connexe. Si G 6= d(C)B, l’hypothèse d’induction dit que, comme C est un sous-groupe de
Carter de CB, C ∩ B est connexe. On peut donc supposer G = d(C)B. En particulier on a
H = B(H∩d(C)) = BC. Si C∩B est infini, Z(C)∩B aussi et, comme B est abélien, CB(H)
est infini. Par H-minimalité de B on obtient B = CB(H) ≤ Z(H) ≤ C et H = C. Ainsi on
peut supposer C ∩ B fini. Alors il existe un plus petit entier k et x ∈ Zk(C) tel que CB(x)
soit un sous-groupe propre de B. Comme x centralise C/CC(B), CB(x) est normalisé par
C, donc par G(= d(C)B). Par H-minimalité de B, CB(x) est fini. Le lemme 3.7.13 donne
CB(x) = 1 et C ∩B = 1. �

3.8 Retour aux centralisateurs généralisés

Au chapitre 2, nous avons étudié les centralisateurs généralisés des groupes de rang de
Morley fini connexes et résolubles. En particulier, nous avons montré que les centralisa-
teurs généralisés des sous-groupes nilpotents des groupe de rang de Morley fini connexes et
résolubles sont des sous-groupes définissables et connexes (corollaire 2.4.5). Nous donnons
des informations sur les centralisateurs généralisés des sections localement closes. Comme, en
général, un centralisateur généralisé n’est même pas un sous-groupe (exemple 2.4.2), nous re-
streignons l’étude aux sections (localement nilpotentes)-par-abéliennes. Le fait 2.4.3 dit que,
dans ce cas, les centralisateurs généralisés sont des sous-groupes. Nous montrons qu’un cen-
tralisateur généralisé d’une section localement close et (localement nilpotente)-par-abélienne
est une section localement close (proposition 3.8.1). On en déduit un analogue de la propo-
sition 2.6.1 (corollaire 3.8.2). Les preuves de ces résultats utilisent le théorème 3.6.6 sur les
sous-groupes de Carter dans les sections localement closes résolubles.
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Proposition 3.8.1. – Soient H/K une section localement close et (localement nilpotente)-
par-abélienne et X/K une partie de H/K. Alors EH/K(X/K) est une section localement
close de H/K.

Preuve. – Le corollaire 3.4.12 montre que H/K est résoluble et, aussi, il permet de supposer
d(H) résoluble. On peut supposer qu’il existe x ∈ H tel que, si x est la classe de x modulo K,
X/K = x. On note E/K = EH/K(x). Comme il suffit de montrer que E∩H+ est localement
clos, on peut supposer H = H+dloc(x). Le fait 2.4.3 dit que E/K est un sous-groupe de H/K.
On prouve la proposition par induction sur le rang de H+. On peut supposer K− = 1. On
peut aussi supposer H/K non localement fini. En particulier, H+ contient un sous-groupe
H-minimal A. Si on note x̃ la classe de x modulo AK, l’hypothèse d’induction montre que
EH/AK(x̃) est une section localement close deH. Donc on peut supposerH/AK = EH/AK(x̃).
Comme K− = 1, le fait 1.2.6 montre que H+ centralise K. On en déduit que H ′K ∩H+ est
localement nilpotent, et le corollaire 2.4.5 dit que H ′K ∩H+ est nilpotent. Alors H ′K ∩H+

est contenu dans F (H+) et H ′K ∩H+ centralise A. Comme on a H = H+dloc(x), H ′K/K
est contenu dans H+K/K et H ′K/K centralise AK/K.

Le corollaire 3.1.12 donne l’existence d’un unique plus grand sous-groupe localement clos
normal de H contenu dans E. Quitte à quotienter H par ce sous-groupe, on peut supposer
ce sous-groupe égal à K. Soit U = H ′Kdloc(x). D’après les lemmes 3.1.11 et 3.1.25, U est un
sous-groupe localement clos de H. Soit C/K un sous-groupe localement nilpotent maximal
de U/K contenant x. Montrons que C/K ∩ H ′K/K = 1. D’après le corollaire 3.3.2, C est
localement clos. En particulier, C contient dloc(x), et on a U/K = H ′C/K. Par le lemme
3.6.5, C/K est un sous-groupe de Carter de U/K. Par conjugaison des sous-groupes de Carter
de U/K (théorème 3.6.6 (i)) et par l’argument de Frattini, on obtientH = H ′NH(C). Comme
H/AK = EH/AK(x̃) et comme H/K est résoluble, le fait 1.3.10 (ii) donne x̃ ∈ HP (H/AK).
Mais le corollaire 3.3.3 dit que HP (H/AK) est une section localement close de H. Donc
dloc(x)AK/AK est contenu dans HP (H/AK). Comme H ′AK/AK est localement nilpotent,
on a aussi H ′AK/AK ≤ HP (H/AK). Donc H ′dloc(x)AK/AK est localement nilpotent et le
théorème 3.6.6 (ii) donne H ′dloc(x)AK/AK = CA/AK. Comme H = H ′NH(C), on obtient
H = ANH(C). Mais (C ∩H ′K)/K est un sous-groupe localement clos normal de NH(C)/K
et (C∩H ′K)/K centralise AK/K. Donc (C∩H ′K)/K est normal dans H/K. Alors C∩H ′K
est un sous-groupe localement clos de H contenu dans E et, comme on a supposé que K est
l’unique plus grand sous-groupe localement clos normal de H contenu dans E, on obtient
C/K ∩H ′K/K = 1.

Montrons CH′K/K(x) = 1. Supposons qu’il existe y ∈ CH′K/K(x) \ {1}. Alors 〈x, y〉 est
abélien et 〈x, y〉 est contenu dans un sous-groupe localement nilpotent maximal C1/K de
U/K. Puisque C/K est un sous-groupe localement nilpotent maximal quelconque de U/K
contenant x, on peut supposer C1/K = C/K. Ceci contredit C/K ∩H ′K/K = 1.

Montrons que H/K = H ′K/K oCH/K(x). Comme C/K ∩H ′K/K = 1, NH′K/K(C/K)
centralise C/K et, donc, on a NH′K/K(C/K) ≤ CH′K/K(x) = 1. Comme H = H ′NH(C),
on en déduit H/K = H ′K/K o NH(C)/K. Alors NH(C)/K est abélien et NH(C)/K =
CH/K(C/K). Comme CH/K(C/K) ≤ CH/K(x) et comme CH′K/K(x) = 1, on a bien H/K =
H ′K/K o CH/K(x).

Supposons E/K ∩H ′K/K 6= 1. Alors il existe z ∈ H ′K/K \ {1} et un plus petit entier
n tel que [z,n x] = 1. Comme z 6= 1, on a n 6= 0. Donc, par minimalité de n, [z,n−1 x] est
un élément non trivial de H ′K/K centralisé par x, ce qui est contradictoire. On a montré
E/K ∩H ′K/K = 1. Comme CH/K(x) est contenu dans E/K et comme H/K = H ′K/K o
CH/K(x), on obtient E/K = CH/K(x) et, d’après la proposition 3.1.33, E est localement
clos. �

Corollaire 3.8.2. – Soient H/K une section localement close et (localement nilpotente)-par-
abélienne, N/K un sous-groupe localement nilpotent de H/K et A un sous-groupe localement
clos normal de H contenant K. Si on note E/K = EH/K(N/K), alors EH/A(NA/A) =
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EA/A. Réciproquement, si M/A est un sous-groupe localement nilpotent de H/A alors, pour
tout sous-groupe de Carter D/K de dloc(M)/K, si on note F/K = EH/K(D/K), FA/A =
EH/A(M/A).

Preuve. – Montrons EH/A(NA/A) = EA/A. Comme H/K est résoluble d’après le co-
rollaire 3.4.12, il suffit de montrer l’égalité lorsque A/K est abélien. Comme EA/A est
contenu dans EH/A(NA/A) et comme EH/A(NA/A) est une section localement close d’après
la proposition 3.8.1, on peut supposer H/A = EH/A(NA/A). Soient U/A = HP (H/A) et
C/K = HP (E/K ∩ U/K). Montrons que C/K est un sous-groupe de Carter de H ′C/K et
de AU ′C/K. Le fait 1.3.10 (ii) donne NA/A ≤ U/A et N/K ≤ HP (E/K), d’où N/K ≤
C/K. Soit C1/K un sous-groupe localement nilpotent de U/K contenant C/K. Alors C1/K
est contenu dans E/K puisque N/K ≤ C1/K. Comme H/K est un groupe (localement
nilpotent)-par-abélien, (E ∩ U)/C est abélien et C1/K est normal dans (E ∩ U)/K. Donc,
par définition de C/K, C1/K est contenu dans C/K et on en déduit que C/K est un sous-
groupe localement nilpotent maximal de U/K. Comme U contient H ′ et comme H ′K/K et
AU ′/K sont localement nilpotents, le lemme 3.6.5 dit que C/K est un sous-groupe de Carter
de H ′C/K et de AU ′C/K.

Montrons que H = AE. Comme U/A et AU ′C/A sont localement nilpotents, le théorème
3.6.6 (ii) donne AU ′C = AC. Comme C/K est un sous-groupe de Carter de H ′C/K, le
théorème 3.6.6 (i) et l’argument de Frattini montrent que H = H ′NH(C) et U = U ′NU (C).
Comme C/K est localement nilpotent, NH(C)/K est contenu dans EH/K(C/K) et, comme
N/K ≤ C/K, EH/K(C/K) est contenu dans E/K. On en déduit H = H ′E et U ≤ U ′E.
Comme U contient H ′ puisque H/K est (localement nilpotent)-par-abélien, on obtient H =
U ′E. Alors, comme AU ′C = AC, on a H = AE.

Nous montrons la réciproque. Soient D/K un sous-groupe de Carter de dloc(M)/K
(D/K existe d’après le théorème 3.6.6 (i)) et F/K = EH/K(D/K). Montrons que FA/A =
EH/A(M/A). La proposition 3.3.1 dit que dloc(M)/A est localement nilpotent. Le théorème
3.6.6 (ii) donne dloc(M) = AD. La première partie du corollaire appliquée à dloc(M)/K
donne EH/A(dloc(M)/A) = FA/A. Soit V/A = HP (EH/A(M/A)). Alors EH/A(M/A) est
contenu dans EH/A(V/A). La proposition 3.8.1 et le corollaire 3.3.3 montrent que V est locale-
ment clos. Donc V contient dloc(M) et on a EH/A(V/A) ≤ EH/A(dloc(M)/A) ≤ EH/A(M/A).
On en déduit EH/A(dloc(M)/A) = EH/A(M/A), ce qui prouve le corollaire. �

On obtient aussi le corollaire suivant concernant les groupes de rang de Morley fini
connexes et résolubles :

Corollaire 3.8.3. – Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble,
N un sous-groupe normal (pas nécessairement localement clos) de G et U/N un sous-
groupe localement nilpotent de G/N . Alors, si C est un sous-groupe de Carter de dloc(U),
EG(C)N/N = EG/N (U/N).

Preuve. – On fait la preuve par induction sur le rang de G. Soit E le sous-groupe qui vérifie
E/N = EG/N (U/N). Si N est central dans G, U est localement nilpotent et EG/N (U/N) =
EG(U)/N . Le corollaire 2.4.5 donne EG(U) = EG(d(U)) et dit que d(U) est nilpotent. Comme
on a U ≤ dloc(U) ≤ d(U), dloc(U) est nilpotent et on obtient EG(U) = EG(dloc(U)). Donc
dloc(U) est l’unique sous-groupe de Carter de dloc(U) et on a EG(dloc(U))/N = EG/N (U/N).

On peut donc supposer N non central dans G. D’après le fait 1.2.13, N contient un
sous-groupe G-minimal A. Soit C un sous-groupe de Carter de dloc(U) (C existe d’après le
théorème 3.6.6 (i)). Comme CA/A est un sous-groupe de Carter de dloc(U)A/A d’après le
théorème 3.6.6 (ii), l’hypothèse d’induction permet de supposer N = A. Le corollaire 3.8.2
donne EG(C)N/N = EG/N (U/N). �
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3.9 Les 2-Sous-groupes de Sylow

Nous allons montrer la conjugaison des 2-sous-groupes de Sylow dans les sections loca-
lement closes des groupes de rang de Morley fini (proposition 3.9.7). La conjugaison des
2-sous-groupes de Sylow des groupes de rang de Morley fini a été démontrée par A. V. Boro-
vik et B. Poizat dans [14]. Il s’agit d’un résultat fondamental pour l’étude des groupes simples
de rang de Morley fini. Ce résultat a ensuite été généralisé par B. Poizat et F. O. Wagner
(cf. faits 3.9.4 et 3.9.6). Le résultat de conjugaison obtenu ici se déduit des résultats de B.
Poizat et F. O. Wagner. Ensuite nous montrerons que le normalisateur d’un 2-sous-groupe
de Sylow d’une section localement close est une section localement close.

Fait 3.9.1. – ([14], Borovik, Poizat) Les 2-sous-groupes d’un groupe de rang de Morley
fini sont localement finis.

Définition 3.9.2. – Soient G un groupe de rang de Morley fini et H un sous-groupe de G.
Un sous-groupe A de H est dit relativement définissable si A est l’intersection de H avec

un sous-groupe définissable de G.
Une section A/B de H est relativement définissable si A et B sont relativement définissables.
Un sous-groupe H d’un groupe de rang de Morley fini a la propriété ABD si toutes ses

sections A relativement définissables et abéliennes se décomposent en une somme directe d’un
groupe divisible D et d’un groupe d’exposant borné B.

Lemme 3.9.3. – Si H est un sous-groupe d’un groupe de rang de Morley fini G et si H
possède un sous-groupe définissable et normal U tel que H/U soit un p-groupe localement
fini, alors H est ABD.

Preuve. – Par induction sur le rang et le degré de G. On peut supposer G = d(H).
Soit L/M une section relativement définissable et abélienne de H. Montrons que L/M se
décomposent en une somme directe d’un groupe divisible et d’un groupe d’exposant borné.
Comme L = d(L)∩H puisque L est relativement définissable dansH, L∩U est un sous-groupe
définissable et normal de L, et L/(L∩U) ∼= LU/U est un p-groupe localement fini. De plus,
L/M est une section relativement définissable et abélienne de L. Donc l’hypothèse d’induction
permet de supposer G = d(L). Alors on a L = d(L)∩H = H. Comme M = d(M)∩H puisque
M est relativement définissable dans H, U ∩M est définissable. Donc, quitte à quotienter G
par U ∩M , on peut supposer U ∩M = 1. En particulier, M est un p-groupe localement fini
et U est abélien.

Soit S un p-sous-groupe de Sylow de H. Alors S contient M et on a [S,H] ≤ M ≤ S
puisque H/M est abélien. Donc S est normal dans H et S est l’unique p-sous-groupe de Sylow
de H. Le lemme 3.2.2 donne H = US. Le fait 1.4.7 i) dit que S◦ est produit central d’un
groupe nilpotent B d’exposant borné et d’un p-tore T . Soit D/M le plus grand sous-groupe
divisible de H/M . Alors D contient T . Le fait 3.5.15 dit qu’il existe un complément R/M de
D/M dans H/M . Il faut montrer que R/M est d’exposant borné.

Le fait 1.3.13 montre que U = D1 ∗ B1 pour deux sous-groupes définissables D1 et B1

avec D1 divisible et B1 d’exposant borné. Alors D1M/M est contenu dans D/M et on
a DU = DB1. En particulier, DU/D est d’exposant borné. Comme H = US et comme
T ≤ D, H/DU est d’exposant borné. On en déduit que H/D est d’exposant borné, ce qui
prouve que R/M est d’exposant borné. �

Dans [67], [68] et [80], les faits 3.9.4 et 3.9.6 sont énoncés pour les groupes sous-stables
(ie. les sous-groupes des groupes stables).

Fait 3.9.4. – ([80], th. 1.5.4 p.99 ; [68], Poizat, Wagner) Soient H un sous-groupe
d’un groupe de rang de Morley fini et p un entier premier.

1. Si p = 2, et H est ABD, ou
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2. si H est résoluble-par-fini et ABD, ou
3. si p = 2 et H est de torsion, ou
4. si toute paire de p-éléments de H engendre un sous-groupe fini,
alors les p-sous-groupes maximaux de H sont conjugués.

Lemme 3.9.5. – Si H est un sous-groupe localement clos d’un groupe de rang de Morley
fini G, alors les 2-sous-groupes de Sylow de H sont conjugués.

Preuve. – On peut supposer G = d(H). Soient S1 et S2 deux 2-sous-groupes de Sylow de
H. Alors il existe des 2-sous-groupes de Sylow R1/H

+ et R2/H
+ de H/H+ qui contiennent

S1H
+/H+ et S2H

+/H+ respectivement. Le fait 3.9.4.3 appliqué au sous-groupe H/H+

de G/H+ montre que R1/H
+ et R2/H

+ sont conjugués dans H. Donc on peut supposer
R1 = R2. Mais le fait 3.9.1 et le lemme 3.9.3 disent que R1 est ABD. Donc le fait 3.9.4.1
donne le résultat. �

Fait 3.9.6. – ([80], cor. 1.5.5 p.102 ; [67], Poizat, Wagner) Soient p un entier premier
et H un sous-groupe d’un groupe de rang de Morley fini qui satisfait les hypothèses 1., 2. ou
3. du fait 3.9.4. Si N est un sous-groupe normal et relativement définissable de H, alors les
p-sous-groupes de Sylow de H/N sont les images des p-sous-groupes de Sylow de H.

Proposition 3.9.7. – Soient G un groupe de rang de Morley fini, H un sous-groupe locale-
ment clos de G, K un sous-groupe normal et localement clos de H et S un 2-sous-groupe de
Sylow de H. Alors SK/K est un 2-sous-groupe de Sylow de H/K et tous les 2-sous-groupes
de Sylow de H/K sont de cette forme. En particulier, les 2-sous-groupes de Sylow de H/K
sont conjugués.

Preuve. – Par induction sur le rang et le degré de G. On peut supposer G = d(H). Il suffit
de montrer que tous les 2-sous-groupes de Sylow de H/K sont conjugués à SK/K. Soit R/K
un 2-sous-groupe de Sylow de H/K.

Supposons d’abord K− 6= 1. Comme H/K− et K/K− sont des sous-groupes locale-
ment clos de G/K−, nous pouvons appliquer l’hypothèse d’induction à (H/K−)/(K/K−).
Alors il existe un 2-sous-groupe de Sylow R0/K

− de H/K− tel que (R/K−)/(K/K−) =
(R0/K

−)(K/K−)/(K/K−). Soit R1/K
− un 2-sous-groupe de Sylow de H/K− contenant

SK−/K−. Alors R1/K
− est un 2-sous-groupe de G/K− et R1/K

− est un 2-groupe locale-
ment fini d’après le fait 3.9.1. Le lemme 3.9.3 montre que R1 est ABD. Le fait 3.9.6 donne
R1 = SK−. Le fait 3.9.4.3 dit que R0/K

− et R1/K
− sont conjugués. Comme R = R0K et

comme R1 = SK−, nous obtenons la conjugaison de R/K et de SK/K.
Nous pouvons donc supposer K− = 1. Alors K est localement fini et R est de torsion. Le

corollaire 3.4.11 dit qu’il existe un sous-groupe U de H tel que R = UK et tel que U ∩K
soit localement nilpotent. Montrons que U est résoluble. Le corollaire 3.4.4 dit que U ∩K est
résoluble. Le fait 1.3.15 montre que d(U ∩K) est aussi résoluble. Mais Ud(U ∩K)/d(U ∩K)
est un 2-sous-groupe de d(U)/d(U ∩ K). Donc le fait 3.9.1 dit que Ud(U ∩ K)/d(U ∩ K)
est localement fini. En particulier, Ud(U ∩K)/d(U ∩K) est localement résoluble et, comme
d(U ∩ K) est résoluble, U est localement résoluble. Le corollaire 3.4.4 montre que U est
résoluble.

Montrons que SK/K et R/K sont conjugués. Soient S0 un 2-sous-groupe de Sylow de
U et S1 un 2-sous-groupe de Sylow de H contenant S0. Comme U est résoluble et comme
U/(U ∩K) est un 2-groupe, le fait 1.6.3 donne U = S0(U ∩K). Ainsi on obtient R = S0K.
Alors S1K/K est un 2-sous-groupe de H/K contenant R/K. Donc R = S1K puisque R/K
est un 2-sous-groupe de Sylow de H/K. Comme S1 est conjugué à S d’après le lemme 3.9.5,
SK/K et R/K sont conjugués. �

On va maintenant montrer que le normalisateur d’un 2-sous-groupe de Sylow d’une section
localement close est localement clos.
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Proposition 3.9.8. – Soient G un groupe de rang de Morley fini, H/K une section lo-
calement close de G, L/K une section normale et localement close de H/K et R/K un
2-sous-groupe de Sylow de L/K. Alors NH/K(R/K) est une section localement close de H.

Preuve. – On fait la preuve par induction sur le rang et le degré de G. D’après la proposition
3.9.7, il existe un 2-sous-groupe de Sylow S de L tel que R = SK. Par l’argument de Frattini
on a NH(R) = KNH(S). Donc il suffit de montrer que NH(S) est localement clos. Par
hypothèse d’induction, on peut supposer que G normalise d(S). Soit B le 2-sous-groupe
définissable et connexe maximal de d(S). Alors G normalise B. Comme B est un 2-groupe,
SB/B est un 2-sous-groupe de Sylow de LB/B. Alors, si on a B 6= 1, l’hypothèse d’induction
appliquée au sous-groupe localement clos HB/B de G/B montre que NHB/B(SB/B) est
localement clos et NH(SB) aussi. Ainsi, comme on a NH(SB) = NH(SB ∩ H) = NH(S),
NH(S) est localement clos. On peut donc supposer B = 1. En particulier, les faits 3.9.1 et
1.4.7 i) disent que S◦ est abélien et divisible.

Soit N0 une partie finie de NH(S). Montrons que d(N0) normalise S. D’après le fait 3.1.32,
il existe une partie finie N1 de 〈N0〉 telle que 〈N1〉 = 〈N0〉◦, en particulier d(N1) = d(N0)◦. Or
d(N0) = d(N0)◦〈N0〉 = d(N1)〈N0〉, donc il suffit de montrer que d(N1) normalise S. d(S◦) est
abélien et divisible puisque S◦ l’est. Donc d(S◦) contient un unique 2-sous-groupe de Sylow
T . Or N1 normalise S, donc d(N1) normalise d(S◦)(= d(S)◦) et, ainsi, d(N1) normalise T .
Mais T est un 2-tore puisque d(S◦) est divisible. Donc, comme d(N1) est connexe, le fait 1.4.6
montre que d(N1) centralise T . En particulier d(N1) centralise S◦. Or d(S)/d(S◦) est fini et
normalisé par d(N1), et d(S)/d(S◦) est centralisé par d(N1) puisque d(N1) est connexe. Pour
tout s ∈ S on note

ads : 〈N1〉 −→ S◦

u 7−→ [u, s]

Alors, pour tout s ∈ S, ads est un homomorphisme de groupes. Ceci montre que ads(〈N1〉)
est un sous-groupe finiment engendré de S◦, donc fini, pour tout s ∈ S. Soit S1 un sous-
groupe fini de S tel que S = S1S

◦. Ce qui précède montre que [〈N1〉, S1] est un sous-groupe
fini de S◦ et, comme S◦ est centralisé par d(N1), [〈N1〉, S] est un sous-groupe fini de S◦.
Alors le fait 1.2.11 donne [d(N1), d(S)] = [〈N1〉, S] ≤ S◦. En particulier d(N1) normalise S
et on a fini la preuve de la proposition. �



Chapitre 4

Sous-groupes de Hall

Nous généralisons la notion de sous-groupe de Hall aux éléments d’ordre infini. Une mo-
tivation pour cela est qu’il y a une façon naturelle de regrouper les éléments d’ordre finis
entre eux, notamment leur ordre, tandis que cela n’est plus possible pour un élément d’ordre
infini. Par contre, dans certaines classes de groupes, il y a des notions ou des propriétés par-
ticulières qui permettent de telles distinctions (par exemple la semi-simplicité et l’unipotence
dans les groupes algébriques). Nous essayons d’introduire des notions qui permettent de tels
regroupements dans les groupes de rang de Morley fini. Nous allons traiter les sous-groupes
de Hall en considérant, en quelque sorte, ∞ comme un entier premier, et nous obtenons deux
généralisations de la notion de sous-groupe de Hall (définitions 4.1.1 et 4.4.5). Le résultat
principal de la théorie ”classique” (la conjugaison des sous-groupes de Hall, fait 1.4.11 et
théorème 3.2.5) est conservé pour les sous-groupes de Hall ”généralisés” (théorème 4.1.18),
ainsi que pour les sous-groupes couvrants de Hall (théorème 4.4.9). Signalons que ces études
se font dans le contexte des sections localement closes.

4.1 Sous-groupes de Hall généralisés

L’étude des sous-groupes de Hall généralisés nécessite l’usage de techniques très différentes
de celles employées pour prouver le fait 1.4.11 et le théorème 3.2.5. En effet, les preuves de
ces deux résultats sont basées sur une généralisation d’un théorème de Schur-Zassenhaus (fait
1.4.10). Ici les notions de radical quasiunipotent (définition 2.7.4) et de sous-groupes de Car-
ter (définition 1.5.7) ont un rôle essentiel. De plus l’utilisation de centralisateurs généralisés
(définition 2.4.1) est nécessaire pour prouver la proposition 4.1.17 qui constitue le point cri-
tique de la preuve du théorème principal de cette section (théorème 4.1.18). Ces techniques
permettent aussi de nouvelles connaissances sur les sous-groupes de Hall ”classiques”, notam-
ment la proposition 4.1.17 qui donne un lien important entre les sous-groupes de Carter et
les sous-groupes de Hall et la proposition 4.1.22 qui détermine la structure des sous-groupes
de Hall des groupes de rang de Morley fini connexes et résolubles.

Dans la suite un élément x d’un groupe sera dit d’ordre ∞ si x n’est pas d’ordre fini.
Par contre, cela ne veut pas dire que x soit un ∞-élément (définitions 4.1.1.a et 4.1.1.a′). On
notera P+ = P ∪ {∞} et, pour tout π ⊆ P+, on notera π⊥ = P+ \ π et π′ = P \ π.

Dans toute cette section G désigne un groupe de rang de Morley fini résoluble, H/K une
section localement close de G et π un sous-ensemble de P+.

A partir de maintenant, certains résultats de base concernant les sections localement closes
ne seront plus systématiquement cités lorsqu’ils seront utilisés. Cette remarque concerne les
résultats allant du lemme 3.1.5 au corollaire 3.1.17.
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4.1.1 Résultats préliminaires

Définition 4.1.1. – Soient R/K un sous-groupe de H/K, x un élément de H et x sa classe
modulo K. Alors :

a) x est un π-élément si, pour tout p ∈ π⊥, d(x)K/K est sans élément d’ordre p ;
b) R/K est un π-sous-groupe de H/K si tous les éléments de R/K sont des π-éléments ;
c) on dit que R/K est un π-sous-groupe de Hall de H/K si R/K est un π-sous-groupe

maximal de H/K.
De plus, si p ∈ P+, alors :
a’) x est un p-élément si x est un {p}-élément ;
b’) R/K est un p-sous-groupe de H/K si R/K est un {p}-sous-groupe de H/K ;
c’) R/K est un p-sous-groupe de Sylow de H/K si R/K est un p-sous-groupe maximal

de H/K.

On remarque que, si ∞ 6∈ π et si K = 1, ces définitions correspondent aux définitions
classiques.

Remarque 4.1.2. – La définition a) a un sens puisque, si k est un élément de K alors, par
le lemme 3.1.11, d(xk) ≤ dloc(xK) ≤ d(x)K. Or d(x)K/K n’a pas d’élément d’ordre p donc
d(xk)K/K non plus.

Remarque 4.1.3. – Soient A un sous-groupe normal et définissable de H contenu dans K et
x ∈ H. On note x l’image homomorphique de x dans d(H)/A. Alors on a d(x)(K/A)/(K/A) ∼=
d(x)K/K. Donc xK est un π-élément de H/K si et seulement si x(K/A) est un π-élément
de (H/A)/(K/A).

Remarque 4.1.4. – Soient x ∈ H et x sa classe modulo K. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) x est un π-élément ;
(ii) d(x)K/K est un π-groupe ;
(iii) d(x)◦K/K est un π-groupe et d(x)K = (d(x)◦S)K où S est le π \ {∞}-sous-groupe

de Hall de d(x).

Pour p ∈ P, un p-sous-groupe d’une section localement close résolubleH/K est localement
nilpotent. Par contre, l’exemple 1.1.4 montre, qu’en présence d’un mauvais corps (définition
1.1.3), il peut exister des ∞-groupes non nilpotents.

Lemme 4.1.5. – Soient H2/K un π-sous-groupe de H/K et H1/K un π-sous-groupe normal
de H/K avec H1 localement clos. Alors H1H2/K est un π-sous-groupe de H/K.

Preuve. – Si ∞ 6∈ π le fait est connu, donc on peut supposer ∞ ∈ π. Soient h ∈ H1H2,
p ∈ π⊥, u ∈ d(h) et u sa classe modulo K. Supposons u d’ordre p. Il existe h1 ∈ H1 et
h2 ∈ H2 tels que h = h1h2. Alors d(h) est contenu dans H1d(h2) d’après le lemme 3.1.11.
Ainsi il existe u1 ∈ H1 et u2 ∈ d(h2) tels que u = u1u2. Comme u est d’ordre p, u n’appartient
pas à H1 et u2 non plus. On note u2 la classe de u2 modulo K. Alors 1 = up ∈ (H1/K)u2

p

et up
2 ∈ H1. Donc d(h2)/(H1 ∩ d(h2)) a un élément d’ordre p et, d’après le lemme 3.2.2,

d(h2)K/K aussi. Ceci contredit le fait que H2/K soit un π-groupe. On en déduit que u n’est
pas d’ordre p et que H1H2/K est un π-sous-groupe. �

Définition 4.1.6. – On désigne par Oπ(H/K) le sous-groupe de H/K engendré par les
π-sous-groupes normaux de H/K et Oloc

π (H/K) le sous-groupe de H/K engendré par les
π-sous-groupes normaux A/K de H/K tel que A soit localement clos.

Corollaire 4.1.7. – Oloc
π (H/K) est un π-sous-groupe de H/K et Oloc

π (H/K) est une section
localement close de G.
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Preuve. – Notons O/K = Oloc
π (H/K). D’après le lemme 3.1.11, O est localement clos et

le lemme 4.1.5 dit que Oloc
π (H/K) est un π-sous-groupe de H/K. �

A priori, il n’y a aucune raison pour que Oπ(H/K) soit un π-groupe. Mais nous verrons
plus loin (corollaire 4.1.26) que Oπ(H/K) et Oloc

π (H/K) sont égaux.

Lemme 4.1.8. – Soient R/K un π-sous-groupe de H/K et A/K un sous-groupe normal de
H/K avec A localement clos. Alors RA/A est un π-sous-groupe de H/A.

Preuve. – Si ∞ 6∈ π, il n’y a rien à faire, donc on peut supposer ∞ ∈ π. Soient p ∈ π⊥,
x ∈ R et x sa classe modulo A. Alors xK est un π-élément et d(x)K/K n’a pas de p-élément
non trivial. Par le lemme 3.2.2, d(x)/(d(x)∩A) ∼= d(x)A/A non plus. On en déduit que x est
un π-élément et que RA/A est un π-sous-groupe de H/A. �

Lemme 4.1.9. – Soient U/K un sous-groupe de H/K et V un sous-groupe localement clos
et normal de H qui contient K. Alors U/K est un π-sous-groupe si et seulement si U/V et
V/K sont des π-groupes.

Preuve. – Si ∞ 6∈ π, il n’y a rien à faire, donc on peut supposer ∞ ∈ π. Supposons que
U/K soit un π-sous-groupe. Alors V/K aussi et le lemme 4.1.8 dit que U/V est un π-groupe.

Réciproquement, supposons que U/V et V/K soient des π-groupes. Soient p ∈ π⊥, x ∈ U
et x sa classe modulo V . Alors x est un π-élément, donc d(x)V/V ∼= d(x)/(d(x)∩ V ) n’a pas
de p-élément non trivial. Ainsi, si d(x) a un p-élément u, on a u ∈ d(x) ∩ V . Mais V/K est
un π-sous-groupe, donc u ∈ K et d(x)K/K est sans élément d’ordre p (lemme 3.2.2). Ainsi,
xK est un π-élément de U/K. Ceci prouve que U/K est un π-sous-groupe de H/K. �

Lemme 4.1.10. – Soient L/K un sous-groupe de H/K et A/K un π-sous-groupe normal
de H/K avec A localement clos. Alors L/K est un π-sous-groupe de Hall de H/K si et
seulement si A est contenu dans L et L/A est un π-sous-groupe de Hall de H/A.

Preuve. – Si ∞ 6∈ π, il n’y a rien à faire, donc on peut supposer ∞ ∈ π. Supposons que
L/K soit un π-sous-groupe de Hall de H/K. Alors, d’après le lemme 4.1.5, AL/K est un
π-sous-groupe de H/K et, par maximalité de L/K, A est contenu dans L. D’après le lemme
4.1.9, L/A est un π-sous-groupe deH/A. Soit U un sous-groupe deH qui contient strictement
L. Par maximalité de L/K, U/K n’est pas un π-sous-groupe de H/K et le lemme 4.1.9 dit
que U/A n’est pas un π-sous-groupe de H/A. On en déduit la maximalité de L/A.

Réciproquement, supposons que A soit contenu dans L et que L/A soit un π-sous-groupe
de Hall de H/A. Alors, d’après le lemme 4.1.9, L/K est un π-sous-groupe de H/K. Soit S/K
un π-sous-groupe de Hall de H/K qui contient L/K. Ce qui précède montre que S/A est un
π-sous-groupe de Hall de H/A. Comme L/A est contenu dans S/A, on obtient L = S. �

4.1.2 Les groupes localement nilpotents

Lemme 4.1.11. – Si L est un sous-groupe localement clos de H alors, pour tout l ∈ L, lK
est un π-élément de LK/K si et seulement si l(K ∩ L) est un π-élément de L/(K ∩ L).

Preuve. – Soit p ∈ π⊥. Comme on a d(l)K/K ∼= d(l)(L ∩K)/(L ∩K), d(l)K/K possède
un élément d’ordre p si et seulement si d(l)(L ∩K)/(L ∩K) en possède un. �

Proposition 4.1.12. – Si H/K est localement nilpotent, Oloc
π (H/K) est l’unique π-sous-

groupe de Hall de H/K. En particulier, on a Oloc
π (H/K) = Oπ(H/K).

Preuve. – Comme il est montré dans [69], 12.1.1 p.342, les éléments d’ordre finis d’un groupe
localement nilpotent forment un sous-groupe T qui est une somme directe de p-groupes pour
p ∈ P. De plus, T est localement fini puisque chaque partie finie de T engendre un groupe
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nilpotent de torsion, qui est fini d’après le fait 1.4.2. Donc, la proposition est vérifiée lorsque
∞ 6∈ π, et on peut supposer ∞ ∈ π. Soit R/K le (π \ {∞})-sous-groupe de Hall de H/K.
Quitte à quotienter H par K−, la remarque 4.1.3 permet de supposer K− = 1. Notons
L/K = Oloc

π (H/K). D’après le corollaire 4.1.7, L/K est un π-sous-groupe de H/K et L est
localement clos.

Supposons H définissable et divisible. D’après le fait 1.2.6 on a [H,K] ≤ K− = 1, donc
H centralise K. Ainsi H est localement nilpotent et H est nilpotent d’après le corollaire
2.4.5. D’après le fait 1.3.13, H ′ est sans torsion. Mais H ′ est définissable, donc H ′ est un
∞-sous-groupe de H, en particulier c’est un π-sous-groupe de H. Soit x ∈ H tel que xK soit
un π-élément de H/K. D’après les lemmes 4.1.5 et 4.1.8, H ′d(x)K/K est un π-sous-groupe
de H/K. Mais H ′d(x)K/K est un sous-groupe normal de H/K et H ′d(x)K est localement
clos. Donc H ′d(x)K/K est contenu dans L/K. Ainsi, x ∈ L et on a le résultat.

D’après la proposition 3.3.6, on a H = H+ ∗ U où U est le sous-groupe de torsion
maximal de H, et H+ est divisible. D’après le premier cas, Oloc

π (H+/(K ∩H+)) est l’unique
π-sous-groupe de Hall de H+/(K ∩H+). Soit O le sous-groupe de H tel que O/(K ∩H+) =
Oloc

π (H+/(K∩H+)). Alors, par le lemme 4.1.11, OK/K est l’unique π-sous-groupe de Hall de
H+K/K. DoncOK/K est normal dansH/K. CommeO est localement clos (corollaire 4.1.7),
OK/K est contenu dans Oloc

π (H/K). Soit yK un π-élément de H/K. Alors il existe n ∈ N∗
tel que d(yn) = d(y)0(≤ H+). D’après le fait 1.4.4, il existe u ∈ U tel que d(y) = d(yn)×〈u〉.
Donc d(y)K/K = (d(yn)K/K)(〈u〉K/K) est sans élément d’ordre p pour tout p ∈ π⊥. Ainsi,
uK est un π-élément de H/K et u ∈ R. Aussi ynK est un π-élément de H+K/K et on a
ynK ∈ OK/K. On en déduit yK ∈ ORK/K ≤ Oloc

π (H/K), ce qui prouve la proposition.
�

4.1.3 Conjugaison

Nous montrons le théorème principal concernant les sous-groupes de Hall généralisés :
dans une section localement close résoluble, les sous-groupes de Hall généralisés sont conjugués
(théorème 4.1.18). La preuve nécessite la proposition 4.1.17. Celle-ci donne un lien entre les
sous-groupes de Carter et les sous-groupes de Hall généralisés, et sa preuve utilise le centra-
lisateur généralisé, ainsi que le radical quasiunipotent.

Définition 4.1.13. – Pour tout π ⊆ P+, on note Bπ(G) le π-sous-groupe de Hall de Q(G).

Remarque 4.1.14. – La remarque 2.7.6 et le fait 2.7.3 montrent que, pour tout π ⊆ P+,
Bπ(G) =

⊕
p∈π

Bp(G), Bπ(G) = Bπ0(G) pour π0 ⊆ π fini, et Bπ(G) est quasiunipotent.

Lemme 4.1.15. – On suppose G connexe. Pour tout sous-groupe de Carter D de G/Bπ(G),
il existe un sous groupe de Carter C de G tel que Bπ(G)C/Bπ(G) = Bπ(G/Bπ(G))D.

Preuve. – Soit B le sous-groupe de G tel que B/Bπ(G) = Bπ(G/Bπ(G)). D’après le
corollaire 2.4.8 il existe un sous-groupe de Carter C de G tel que D = CBπ(G)/Bπ(G). Il
suffit alors de montrer que BC = Bπ(G)C. Mais, d’après le lemme 4.1.9, B est un π-sous-
groupe normal de G et, comme Bπ(G) est l’unique π-sous-groupe de Hall de Q(G), on a
B ∩ Q(G) = Bπ(G). Soit c la classe de nilpotence de C. Alors la proposition 2.7.9 donne
(BC)c+1 ≤ B ∩ G′ ≤ B ∩ Q(G) = Bπ(G). Comme C est un sous-groupe de Carter de G,
le théorème 2.5.1 dit que BC est définissable et connexe. Alors le corollaire 2.4.8 donne
BC = (BC)c+1C ≤ Bπ(G)C. L’inclusion inverse étant triviale, on a le résultat. �

Lemme 4.1.16. – On suppose H+K/K nilpotent. Alors les π-sous-groupes de Hall de H/K
sont conjugués dans H/K.

Preuve. – Soit O/K = Oloc
π (H+K/K). D’après la proposition 4.1.12, O/K est l’unique

π-sous-groupe de Hall de H+K/K. Faisons la preuve par induction sur le rang de H−.
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Si O− 6= 1, soient R1/K et R2/K deux π-sous-groupes de Hall de H/K. D’après le lemme
4.1.10, R1/K et R2/K contiennent chacun O/K. On en déduit que (R1/O−)/(KO−/O−)
et (R2/O−)/(KO−/O−) sont deux π-sous-groupes de Hall de (H/O−)/(KO−/O−), et l’hy-
pothèse d’induction donne le résultat.

Si O− = 1, O est localement fini. Soient R/K un π-sous-groupe de Hall de H/K, r ∈ R,
r sa classe modulo K et d l’ordre de d(r)/d(r)◦. Alors on a 〈rd〉 ≤ H+ ∩ R ≤ O et r est
d’ordre fini. Donc R/K est un (π \ {∞})-sous-groupe de Hall de H/K. Le théorème 3.2.5
permet de conclure. �

Proposition 4.1.17. – Soient R/K un π-sous-groupe de Hall de H/K et U un sous-groupe
normal, définissable et connexe de H tel que H/U soit localement fini. Alors il existe un
sous-groupe de Carter C de U tel que R normalise Bπ(U)CK.

Preuve. – On suppose que G = d(H) et que H est un contrexemple avec U de rang
minimal. Remarquons d’abord que U n’est pas nilpotent et Q(U) 6= 1 d’après la proposition
2.7.9. Notons K1 = (K ∩U)− et B/K1 = Bπ(U/K1). Si K1 6= 1, l’hypothèse d’induction dit
qu’il existe un sous-groupe de Carter D/K1 de U/K1 tel que R/K1 normalise BDK/K1. Or
le corollaire 2.4.8 dit qu’il existe un sous-groupe de Carter C de U tel que D/K1 = CK1/K1,
donc R normalise BCK. Comme Q(U) = Bπ(U) × Bπ⊥(U) d’après la remarque 4.1.14,
(Q(U) ∩B)/Bπ(U)(K1 ∩Q(U)) est à la fois un π-groupe et un π⊥-groupe. Donc Q(U) ∩B
est contenu dans Bπ(U)K1. Alors la proposition 2.7.9 donne [U,B] ≤ Q(U)∩B ≤ Bπ(U)K1

et, par le corollaire 2.4.8, on a B/Bπ(U)K1 ≤ Z(U/Bπ(U)K1) ≤ CBπ(U)K1/Bπ(U)K1. En
particulier on a BCK = Bπ(U)CK, ce qui est contradictoire, d’où (K ∩ U)− = 1.

1) Bπ(U) = 1.

Si Bπ(U) 6= 1, R/KBπ(U) est un π-sous-groupe de Hall de H/KBπ(U) (lemme 4.1.10)
et, d’après la remarque 4.1.3, (R/Bπ(U))/(KBπ(U)/Bπ(U)) est un π-sous-groupe de Hall de
(H/Bπ(U))/(KBπ(U)/Bπ(U)). Alors, par minimalité de U , il existe un sous-groupe de Carter
D de U/Bπ(U) tel que R/Bπ(U) normalise (Bπ(U/Bπ(U))D)(KBπ(U)/Bπ(U)). D’après le
lemme 4.1.15 il existe un sous-groupe de Carter C de U tel que R normalise Bπ(U)CK, ce
qui est contradictoire.

2) R est localement fini.

Comme U est connexe, la proposition 2.7.9 dit que (R ∩ U)′ est contenu dans Q(U). La
remarque 4.1.14 et 1) donnent (R∩U)′ ≤

⊕
p∈π⊥

Bp(U). Alors (R∩U)′K/K est un π⊥-groupe

(lemme 4.1.8), et on obtient (R∩U)′ ≤ K. Comme (K ∩U)− = 1, on a [U,K] = 1 d’après le
fait 1.2.6. On obtient [R∩U, (R∩U)′] ≤ [U,K] = 1 et R∩U est nilpotent. Soit E = EU (R∩U).
Supposons E 6= U . Comme R∩U est nilpotent, le corollaire 2.4.5 dit que E est un sous-groupe
définissable et connexe de U . De plus, E contient R ∩ U et ER/E(∼= RU/U) est localement
fini. On a montré que ER est localement clos. Par minimalité du rang de U , il existe un sous-
groupe de Carter D de E tel que R normalise Bπ(E)DK. La proposition 2.7.9 montre que
[Bπ(E), D] est contenu dans Q(U) ∩Bπ(E) ≤ Bπ(U). Comme Bπ(U) = 1, Bπ(E) centralise
D et, comme D est autonormalisant dans E, D contient Bπ(E). En particulier, R normalise
DK. Mais le corollaire 2.6.2 et le théorème 2.5.1 disent que E contient un sous-groupe de
Carter de U . Par conjugaison des sous-groupes de Carter de E (théorème 2.4.7), D est un
sous-groupe de Carter de U . Comme ceci contredit la minimalité de U , on obtient E = U .

Alors R ∩ U est contenu dans F (U) d’après le corollaire 2.4.5. Comme la proposition
4.1.12 dit que F (U)K/K a un unique π-sous-groupe de Hall R0/K et que R0 est localement
clos, le lemme 4.1.10 dit que R contient R0 et (R∩U)K/K = R0/K. En particulier, R∩U est
normal dans U et la proposition 2.7.9 donne [R∩U,U ] ≤ (R∩U)∩Q(U). Comme Bπ(U) = 1,
la remarque 4.1.14 dit que Q(U) est un π⊥-groupe et le lemme 4.1.8 montre que Q(U)K/K
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est un π⊥-groupe, d’où R ∩Q(U) ≤ K. On obtient [R ∩ U,U ] ≤ K ∩ U . Mais [R ∩ U,U ] est
définissable et connexe (fait 1.2.6). Donc [R∩U,U ] est contenu dans (K∩U)− = 1 et R∩U est
contenu dans Z(U). Notons O1/(K ∩U) = Oloc

π (Z(U)/(K ∩U)), et supposons O = O−1 6= 1.
Alors, par minimalité de U , il existe un sous-groupe de Carter L/O de U/O tel que R/O
normalise (Bπ(U/O)L/O)(KO/O). Mais on a Bπ(U/O) ≤ (R ∩ U)/O ≤ Z(U)/O ≤ L/O,
donc R normalise LK. Comme O ≤ Z(U), L est un sous-groupe de Carter de U , ce qui
contredit la minimalité de U . Ainsi, O = 1 et O1 est localement fini. Comme on a R∩U ≤ O1

puisque R ∩ U ≤ Z(U), R ∩ U est localement fini. Mais R/R ∩ U ∼= RU/U est localement
fini, donc R est localement fini.

3) Conclusion.

Soient C un sous-groupe de Carter de U et S un (π \ {∞})-sous-groupe de Hall de
NH(C). D’après l’argument de Frattini et le théorème 2.4.7, on a H = Q(U)NH(C). Donc
SQ(U)/Q(U) est un (π\{∞})-sous-groupe de Hall de H/Q(U) (corollaire 3.2.6 (ii)). Comme
Q(U) est sans π-élément d’après 1), S est un (π\{∞})-sous-groupe de Hall deH. Le corollaire
3.2.6 (ii) dit que SK/K est un (π \ {∞})-sous-groupe de Hall de H/K. R/K étant aussi un
(π \ {∞})-sous-groupe de Hall de H/K, R/K et SK/K sont conjugués d’après le théorème
3.2.5, ce qui donne une contradiction. �

Théorème 4.1.18. – Les π-sous-groupes de Hall de H/K sont conjugués.

Preuve. – Quitte à quotienter H par K−, on peut supposer K− = 1. En particulier H+

centralise K. On fait la preuve par induction sur le rang de H+. On peut donc supposer
Bπ(H+) = 1. Soient R1/K et R2/K deux π-sous-groupes de Hall de H/K. D’après la
proposition 4.1.17, il existe deux sous-groupes de Carter C1 et C2 de H+ tels que R1 et R2

normalisent C1K et C2K respectivement. D’après le théorème 2.4.7, il existe h ∈ H+ tel que
Ch

2 = C1. Alors NH(C2K)h = NH(C1K) et Rh
2/K et R1/K sont deux π-sous-groupes de

Hall de NH(C1K)/K. Mais NH(C1K) normalise C1K ∩H+ = C1(K ∩H+) et, comme H+

centralise K, on a H+ ∩K ≤ NH+(C1) = C1. Ainsi, NH(C1K) normalise C1, ce qui montre
que NH(C1K) = NH(C1). En particulier, NH(C1K) est localement clos et NH(C1K)+ est
contenu dans NH+(C1) = C1. Donc NH(C1K)+ est nilpotent. Si H+ n’est pas nilpotent,
on a NH(C1K)+ < H+, et l’hypothèse d’induction donne la conjugaison de Rh

2/K et R1/K
dans NH(C1K)/K. Donc on peut supposer H+ nilpotent. Alors le lemme 4.1.16 donne le
résultat. �

Corollaire 4.1.19. – Si N/K est un sous-groupe normal de H/K et si R/K est un π-sous-
groupe de Hall de H/K, alors N/K ∩R/K est un π-sous-groupe de Hall de N/K et tous les
π-sous-groupes de Hall de N/K sont de cette forme.

4.1.4 Structure des sous-groupes de Hall

Nous pouvons maintenant décrire la structure des sous-groupes de Hall généralisés (pro-
position 4.1.22). Nous en déduirons que les sous-groupes de Hall généralisés sont des sections
localement closes (corollaire 4.1.24).

Lemme 4.1.20. – On suppose G connexe. Soient p un entier premier et T un p-tore de G.
Alors T ∩ F (G) est contenu dans Z(G).

Preuve. – On peut supposer T p-tore maximal de G. Soit S un p-sous-groupe de Sylow
de G qui contient T . D’après les faits 1.4.7 et 1.4.9, S centralise T . Montrons que T ∩ F (G)
est central dans F (G). Soient U le p-sous-groupe de Sylow de F (G) et C1 le sous-groupe de
torsion maximal de F (G). Le fait 1.3.13 dit que F (G) possède un sous-groupe définissable,
connexe et divisible D tel que F (G) = D ∗ C1. Comme C1 est la somme directe de ses
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p-sous-groupes de Sylow pour p ∈ P, on a Z(U) ≤ Z(C1), d’où Z(U) ≤ Z(F (G)). Le fait
1.4.12.1 donne S ∩ F (G) = U . Comme T est central dans S, T centralise U et on obtient
T ∩ F (G) ≤ Z(U) ≤ Z(F (G)).

Il suffit alors de montrerG = F (G)CG(T ). Le fait 1.4.11 et l’argument de Frattini appliqué
à F (G)d(S) donnent G = F (G)NG(S). Mais T est caractéristique dans S d’après le fait
1.4.7, donc on a NG(S) ≤ NG(T ) et G = F (G)NG(T ). Or F (G)CG(T ) est un sous-groupe
définissable de G et il est d’indice fini dans G d’après le fait 1.4.6. Comme G est connexe,
on a le résultat. �

Lemme 4.1.21. – Si C désigne un sous-groupe nilpotent et définissable de H, alors C possède
un unique sous-groupe D divisible et définissable tel que DK/K soit un π-groupe (π ⊆ P+)
et tel que D soit maximal pour ces conditions.

Preuve. – D’après la proposition 4.1.12, CK/K possède un unique π-sous-groupe de Hall
O/K. D’après le fait 1.3.13, (O ∩ C)− possède un unique sous-groupe divisible maximal D
et D est définissable. Soit D1 un sous-groupe divisible et définissable de C tel que D1K/K
soit un π-groupe. Comme O/K contient tous les π-éléments de CK/K, on a D1 ≤ O. On en
déduit que D1 est un sous-groupe définissable et connexe de O ∩ C, d’où D1 ≤ (O ∩ C)−.
Comme D1 est divisible et comme D est l’unique sous-groupe divisible maximal de (O∩C)−,
on obtient D1 ≤ D. Ceci permet de conclure. �

Proposition 4.1.22. – On suppose H définissable et connexe. Soient R/K un π-sous-groupe
de Hall de H/K, C un sous-groupe de Carter de H tel que R normalise Bπ(H)CK, T le
(π \ {∞})-tore maximal de C et D l’unique sous-groupe de C divisible et définissable tel
que DK/K soit un π-groupe et tel que D soit maximal pour ces conditions. Alors on a
R = Bπ(H)DTK et Bπ(H) ∩ T est fini et central dans H.

Preuve. – Notons que l’existence de C est donnée par la proposition 4.1.17. Aussi l’existence
de D est dûe au fait que C soit nilpotent (corollaire 2.4.5) et au lemme 4.1.21. Montrons
l’égalité R = Bπ(H)DTK par induction sur le rang de H. On note B = Bπ(H). Le théorème
2.5.1 dit que BCK est anormal dans H. En particulier, BCK est autonormalisant dans
H et R est contenu dans BCK. Le théorème 2.5.1 montre que BCK est définissable et
connexe. Supposons H 6= BCK. Soit B1 = Bπ(BCK). Par hypothèse d’induction, on a
R = B1DTK. On va montrer que B1 est contenu dans BD. Comme B1 contient B, on
aura montré R = BDTK. Puisque B1 est quasiunipotent (remarque 4.1.14), B1Q(H)/Q(H)
est un sous-groupe définissable et connexe de H/Q(H). Alors, comme H/Q(H) est abélien
et divisible (proposition 2.7.9), B1Q(H)/Q(H) est aussi divisible et, B1 étant quasiuni-
potent, B1Q(H)/Q(H) est sans torsion. Alors Bπ\{∞}(BCK) est contenu dans Q(H), d’où
Bπ\{∞}(BCK) ≤ B. Si ∞ 6∈ π, on a montré B1 ≤ BD. Sinon, on a ∞ ∈ π. D’après le fait
2.7.3, on a B1 = B∞(BCK) × Bπ\{∞}(BCK). Donc, pour montrer B1 ≤ BD, il suffit de
montrer B∞(BCK) ≤ BD. Soit C1 = B∞(BCK) ∩ C. C’est un sous-groupe définissable
et sans torsion de C. En particulier, C1 est divisible et C1K/K est un ∞-groupe (lemme
4.1.8). Le lemme 4.1.21 prouve que C1 est contenu dans D. La proposition 2.7.9 donne
[B∞(BCK), BCK] ≤ B∞(BCK) ∩ Q(H) = B∞(H). Donc B∞(BCK)/B∞(H) est central
dans BCK/B∞(H) et le corollaire 2.4.8 donne B∞(BCK)/B∞(H) ≤ CB∞(H)/B∞(H),
d’où B∞(BCK) = B∞(H)C1 ≤ BD. On peut alors supposer H = BCK.

Par unicité de D, DK/K est normal dans CK/K. Donc DTK/K est normal dans CK/K
et on en déduit que BDTK/K est normal dans H/K. Soit U = BDTK. Le lemme 3.1.11 dit
que U est localement clos et le lemme 4.1.5 montre que U/K est un π-groupe. Alors, d’après
le lemme 4.1.10, R/K contient U/K et R/U est un π-sous-groupe de Hall de H/U .

On va montrer que H/U ne possède pas de π-sous-groupe non trivial, ce qui prouvera
l’égalité R = BDTK. Comme H = BCK, on a H = CU et H/U est nilpotent. Le théorème
2.4.7 montre que C est connexe. Le fait 1.3.19 dit que C = C0 ∗D0 pour deux sous-groupes
définissables, connexes et caractéristiques C0 et D0 de C avec D0 divisible et C0 d’exposant
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borné. Alors on a D ≤ D0 et T est l’unique (π \ {∞})-sous-groupe de Hall de D0. La
proposition 4.1.12 dit que D0U/U possède un unique π-sous-groupe de Hall R0/U et que R0

est localement clos. Comme U/K est un π-groupe, R0/K est aussi un π-groupe (lemme 4.1.9).
Aussi, (R0 ∩D0)/(D0 ∩U) est l’unique π-sous-groupe de Hall de D0/(D0 ∩U). Le corollaire
3.1.8 et le lemme 4.1.8 montrent que (R0∩D0)/(D0∩U)(R0∩D0)− est un (π \{∞})-groupe.
Comme T est le (π \ {∞})-sous-groupe de Hall de D0, T est aussi le (π \ {∞})-sous-groupe
de Hall de R0 ∩D0 et le corollaire 3.2.6 (ii) donne R0 ∩D0 = T (D0 ∩U)(R0 ∩D0)−. Comme
(R0∩D0)− est un sous-groupe définissable et connexe de D0, (R0∩D0)− est divisible. Alors,
comme (R0∩D0)−K/K est un π-groupe, on obtient (R0∩D0)− ≤ D et R0∩D0 est contenu
dans (D0 ∩ U)TD ≤ U . Ainsi, on a R0 = (R0 ∩D0)U = U et on en déduit que D0U/U ne
possède pas de π-élément non trivial. Comme H/F (H) est abélien et divisible (fait 1.3.19)
et comme C0 est connexe et d’exposant borné, C0 est contenu dans F (H) et, donc, on a
C0 ≤ BP(H). Alors C0 ∩B est l’unique π-sous-groupe de Hall de C0. Comme U contient B
et comme C0 est d’exposant borné, H/D0U(= C0D0U/D0U) ne possède pas de π-élément
non trivial. Comme le lemme 4.1.8 dit que RD0/D0U est un π-sous-groupe de H/D0U , on a
R ≤ D0U . Mais D0U/U est sans π-élément non trivial et R/U est un π-groupe. Donc R = U ,
et on obtient R = BDTK.

Le lemme 4.1.20 finit la preuve de la proposition. �

Corollaire 4.1.23. – On suppose H définissable et connexe. Si R/K un π-sous-groupe de
Hall de H/K, alors R/K = R◦K/K. En particulier, si K est connexe, R est connexe.

Preuve. – Avec les notations de la proposition 4.1.22, on a R = Bπ(H)DTK. On en déduit
d(R) = Bπ(H)d(K)Dd(T ). Comme T est abélien et divisible, d(T ) est connexe. Mais Bπ(H)
et D sont aussi connexes, donc d(R)◦ = Bπ(H)d(K)◦Dd(T ). Ceci prouve que R◦K contient
R, d’où R = R◦K. �

Corollaire 4.1.24. – Si R/K est un π-sous-groupe de Hall de H/K, alors R est localement
clos.

Preuve. – Comme R/(R ∩ H+)(∼= RH+/H+) est localement fini (corollaire 3.1.7 (i)), il
suffit de montrer que R ∩ H+ est localement clos. Par le corollaire 4.1.19, (R ∩ H+)K/K
est un π-sous-groupe de Hall de H+K/K. Donc (R ∩H+)/(K ∩H+) est un π-sous-groupe
de Hall de H+/(K ∩H+). La proposition 4.1.17 dit qu’il existe un sous-groupe de Carter C
de H+ tel que R ∩H+ normalise Bπ(H+)C(K ∩H+). C est nilpotent d’après le corollaire
2.4.5. Soient T le (π \ {∞})-tore maximal de C et D l’unique sous-groupe de C divisible et
définissable tel que D(K ∩H+)/(K ∩H+) soit un π-groupe et tel que D soit maximal pour
ces conditions (l’existence de D est donnée par le lemme 4.1.21). La proposition 4.1.22 donne
R ∩H+ = Bπ(H+)DT (K ∩H+). Le lemme 3.1.11 permet de conclure. �

Corollaire 4.1.25. – Pour tout σ ⊆ π, si H/K est un π-sous-groupe de Hall de R/K et
si S/K est un σ-sous-groupe de Hall de R/K, alors S/K est un σ-sous-groupe de Hall de
H/K.

Preuve. – Soient U/K un σ-sous-groupe de Hall de H/K contenant S/K et V/K un π-
sous-groupe de Hall de H/K contenant U/K. D’après le théorème 4.1.18, il existe h ∈ H tel
que V h = R. Comme R est localement clos (corollaire 4.1.24), le théorème 4.1.18 dit qu’il
existe r ∈ R tel que (Uh)r = S. On en déduit le résultat. �

Corollaire 4.1.26. – Oπ(H/K) = Oloc
π (H/K).

Preuve. – Soit O/K = Oπ(H/K). Montrons que O est localement clos. Soit U/K l’inter-
section des π-sous-groupes de Hall de H/K. Le corollaire 4.1.24 et le lemme 3.1.13 montrent
que U est localement clos. Alors il suffit de montrer O = U . Soit V/K un π-sous-groupe
normal de H/K. Alors, si S/K est un π-sous-groupe de Hall de H/K, on a V ∩ S = V
d’après le corollaire 4.1.19. Ceci prouve que O est contenu dans S. On en déduit O ≤ U et,
l’inclusion inverse étant triviale, O = U . �
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4.2 Sur le théorème de Schur-Zassenhaus

Le théorème de Schur-Zassenhaus est un résultat fondamental de la théorie des groupes
finis :

Fait 4.2.1. – ([69], th. 9.1.2, Schur, Zassenhaus) Soit N un sous-groupe normal d’un
groupe fini G. On suppose que |N | = n et |G : N | = m soient premiers entre eux. Alors G
possède une unique classe de conjugaison de sous-groupes d’ordre m.

A. V. Borovik et A. Nesin ont établi des analogues de ce résultat pour les groupes de
rang de Morley fini résolubles :

Fait 4.2.2. – ([11], [12], Borovik, Nesin) Soit π ⊆ P. Dans un groupe résoluble G de
rang de Morley fini, un π-sous-groupe de Hall normal a un complément.

Fait 4.2.3. – ([11], [12], Borovik, Nesin) Soient π ⊆ P, G un groupe résoluble de rang
de Morley fini et H un π-sous-groupe de Hall normal. Si H est d’exposant borné, alors les
compléments de H dans G sont définissables et conjugués.

Dans cette section, nous établissons des analogues de ces résultats pour les sections loca-
lement closes résolubles (théorèmes 4.2.4 et 4.2.6). Ceci nous permettra d’obtenir des infor-
mations concernant les quotients des sous-groupes de Hall généralisés (corollaire 4.2.8).

Dans toute cette section, G désigne un groupe de rang de Morley fini résoluble.

Théorème 4.2.4. – Soient H/K une section localement close de G et π ⊆ P tel que H/K
ait un π-sous-groupe de Hall normal R/K. Alors :

(i) tout π⊥-sous-groupe de H/K est contenu dans un complément de R/K ;
(ii) tout complément de R/K contient un π′-sous-groupe de Hall de H/K.

Preuve. – Nous prouvons (i) par induction sur le rang de H+. Il suffit de montrer le
résultat pour un π⊥-sous-groupe de Hall X/K de H/K. On peut supposer K− = 1. Alors
H+ centralise K d’après le fait 1.2.6. Soit O/K = Oπ⊥(H+K/K).

(1) Le cas où O− 6= 1. D’après le corollaire 3.2.6 (ii), (RO−/O−)/(O−K/O−) est un
π-sous-groupe de Hall normal de (H/O−)/(O−K/O−). Comme (XO−/O−)/(O−K/O−) est
un π⊥-groupe d’après le lemme 4.1.8, l’hypothèse d’induction dit qu’il existe un complément
(V/O−)/(O−K/O−) de (RO−/O−)/(O−K/O−) contenant (XO−/O−)/(O−K/O−). Or (V ∩
R)/K est un π-sous-groupe de O−K/K et, comme O/K est un π⊥-groupe (corollaires 4.1.7
et 4.1.26), on obtient V ∩ R = K. On en déduit que V/K est un complément de R/K qui
contient X/K.

(2) Le cas où O− = 1 et où H+ est nilpotent. D’après la proposition 4.1.12, O/K est
l’unique π⊥-sous-groupe de Hall de H+K/K. En particulier, X ∩ H+ est contenu dans O.
Comme O− = 1, O est localement fini et, comme H/H+ est aussi localement fini, X est
localement fini. Soit Y un π′-sous-groupe de Hall de X. Alors, d’après le corollaire 3.2.6 (ii),
on a Y K/K = X/K et Y est un π′-sous-groupe de Hall de H. Comme Bπ⊥(H+)K/K est un
π⊥-groupe (lemme 4.1.8) et comme Bπ⊥(H+) est quasunipotent, on a Bπ⊥(H+) ≤ O− = 1.
La remarque 4.1.14 donne Q(H+) = Bπ(H+). Ainsi, comme Q(H+) est quasiunipotent
et comme ∞ 6∈ π, Q(H+) est d’exposant borné. Mais, d’après le corollaire 3.3.5, H+ est
divisible. Donc on obtient Q(H+) = 1. En particulier, d’après la proposition 2.7.9, H+ est
abélien.

Montrons que Y ◦ centralise H+. Comme (Q(d(H)) ∩ H+)◦ est définissable, connexe,
nilpotent et ne contient pas de P-tore puisque Q(d(H)) n’en contient pas, on a (Q(d(H)) ∩
H+)◦ ≤ Q(H+) = 1. La proposition 2.7.9 donne [d(H◦),H+] ≤ Q(d(H)). On en déduit
que [Y ◦,H+] est contenu dans Q(d(H)). Le fait 1.2.6 dit que [Y ◦,H+] est un sous-groupe
définissable et connexe de H+. On a montré que [Y ◦,H+] est contenu dans (Q(d(H)) ∩
H+)◦ = 1. Donc Y ◦ centralise H+.
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Ce qui précède montre que Y K/K agit sur H+K/K comme un groupe fini d’automor-
phismes de H+K/K. D’après le corollaire 3.2.6 (i), R/K ∩ H+K/K est l’unique π-sous-
groupe de Hall de H+K/K. Donc, d’après le fait 1.4.13, il existe un sous-groupe U/K de
H+K/K normalisé par Y K/K tel que H+K/K = U/K × R/K. Le corollaire 3.2.6 (ii) dit
que Y RH+/RH+ est un π′-sous-groupe de Hall de H/RH+. Comme H/RH+ est sans π-
élément d’après le lemme 3.2.2, on obtient H = Y RH+ = R(Y U). Comme Y K/K normalise
U/K, Y U/K est sans π-élément et H/K = R/K o Y U/K. Comme Y U/K contient X/K,
on a fini la preuve de (2).

(3) Le cas où O− = 1. (2) permet de supposer H+ non nilpotent. D’après la proposition
4.1.17 il existe un sous-groupe de Carter C de H+ tel que X normalise Bπ⊥(H+)CK. Comme
O− = 1, Bπ⊥(H+) = 1 et X normalise CK. Comme H+ centralise K, K normalise C, et on
a CK ∩H+ = C. On en déduit que X normalise C. Notons Q/K = Oπ⊥(NH(C)+K/K). Si
Q(NH(C)+) contient un π⊥-sous-groupe non trivial alors on a Q− 6= 1 et X/K est contenu
dans un complément de (R ∩ NH(C))/K dans NH(C)/K d’après (1). Sinon, d’après (2),
X/K est contenu dans un complément de (R∩NH(C))/K dans NH(C)/K. Ainsi, dans tous
les cas, X/K est contenu dans un complément U/K de (R∩NH(C))/K dans NH(C)/K. Mais
on a H = Q(H+)NH(C) d’après l’argument de Frattini. Donc, comme Q(H+)K/K ≤ R/K
puisque O− = 1, on obtient H/K = R/K o U/K.

(ii) Soit U/K un complément de R/K. Si T/K est un π′-sous-groupe de Hall de H/K,
alors on a R/K o T/K = R/K o (U ∩RT )/K et (U ∩RT )/K est conjugué à T/K d’après
le théorème 3.2.5. Donc (U ∩RT )/K est un π′-sous-groupe de Hall de H/K. �

La preuve du théorème 4.2.6 nécessite la proposition suivante.

Proposition 4.2.5. – On suppose G connexe. Soit P un sous-groupe de G tel que G =
BP(G)P . Alors P est localement clos et G = BP(G)P−.

Preuve. – On fait la preuve par induction sur le rang de G. Soient B∞ = B∞(G), B =
BP(G) et n l’exposant de B (B est d’exposant borné d’après le fait 2.7.3). Notons P0 = {yn :
y ∈ P ∩Q(G)}. D’après le fait 2.7.3, on a Q(G) = B∞ ×B et P0 ⊆ {xn : x ∈ Q(G)} = B∞.
D’après le fait 1.3.13, B∞ est divisible donc, comme Q(G) = B∞ ×B, Q(G)/B est divisible
et, comme Q(G) = B(P ∩Q(G)), on a Q(G) = BP0. On en déduit B∞ = P0 ⊆ P . Supposons
B∞ 6= 1. Alors, comme BB∞/B∞ = BP(G/B∞), on a G/B∞ = BP(G/B∞)(P/B∞) et
l’hypothèse d’induction donne le résultat. On peut donc supposer B∞ = 1.

PB/B étant abélien et divisible d’après la proposition 2.7.9, on a G = BP ◦ et on peut
supposer P , donc d(P ), connexe. D’après le fait 1.2.6, d(P )′ est définissable et connexe.
Comme d(P )′(≤ G′ ≤ B) est d’exposant borné, d(P )/BP(d(P )) est abélien. Comme tout
sous-groupe définissable, connexe et d’exposant borné de d(P ) est contenu dans BP(d(P ))
d’après la proposition 2.7.9, alors d(P )/BP(d(P )) est divisible et (B ∩ d(P ))◦ est contenu
dans BP(d(P )). Or on a d(P ) = (B∩d(P ))P , donc BP(d(P ))P/BP(d(P )) est un sous-groupe
d’indice fini de d(P )/BP(d(P )). Ce dernier étant divisible, on obtient d(P ) = BP(d(P ))P .
Supposons G 6= d(P ). Alors l’hypothèse d’induction dit que P est localement clos et que
d(P ) = BP(d(P ))P−. On en déduit d(P ) ≤ BP− et G = BP−. Donc on peut supposer
G = d(P ).

Si B = 1 il n’y a rien à démontrer. Donc on peut supposer B 6= 1. B étant définissable
et connexe, B contient un sous-groupe G-minimal A. Alors on a G/A = BP(G/A)PA/A
et, par hypothèse d’induction, PA est localement clos et G/A = BP(G/A)(PA/A)−. Soit
B0/A = BP(G/A). Comme A(≤ B) est définissable, connexe et d’exposant borné et qu’il
en est de même pour B0/A, B0 est définissable, connexe et d’exposant borné. On en déduit
B = B0. Mais, A étant connexe, on a (PA/A)− = (PA)−/A, donc G = B(PA)−. Ainsi il
suffit de montrer que P ∩ (PA)− est localement clos et que (PA)− est contenu dans BP−.
Comme A est définissable, connexe et d’exposant borné, A est contenu dans BP((PA)−).
Ainsi, on a (PA)− = A(P ∩ (PA)−) = BP((PA)−)(P ∩ (PA)−) et, comme BP((PA)−) ≤ B,
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l’hypothèse d’induction permet de supposer G = (PA)− = PA. Par G-minimalité de A, A
est central dans B. Alors P ∩ B est un sous-groupe normal de P centralisé par A. Comme
G = PA, on en déduit que P ∩ B est normal dans G. Si on a (P ∩ B)− 6= 1, l’hypothèse
d’induction donne le résultat dans G/(P ∩B)− et on en déduit le résultat dans G. Donc on
peut supposer (P ∩B)− = 1, en particulier [G,P ∩B] = 1 d’après le fait 1.2.6. Ainsi, comme
P ′ ≤ B, P ′ est central dans G et P est nilpotent. D’après le fait 1.3.15, G = d(P ) est aussi
nilpotent. Le fait 1.3.13 dit qu’il existe un sous-groupe définissable et divisible D de G tel
que G = B ∗D. Soit P1 = {yn : y ∈ P}. Alors P1 est un sous-ensemble de {gn : g ∈ G} = D.
Comme G/B = PB/B est divisible, on a G = P1B = (P ∩ D)B. Mais, D étant divisible,
D ∩ B est fini et on en déduit que P ∩D est d’indice fini dans D, donc est égal à D. On a
montré que D est contenu dans P . Donc D est contenu dans P− et la preuve de la proposition
est achevée. �

Le théorème 4.2.6 généralise un théorème de Borovik et Nesin ([11], [12]). Il permet un
analogue du corollaire 3.2.6 (ii) pour les sous-groupes de Hall généralisés (corollaire 4.2.8).

Théorème 4.2.6. – Soient π ⊆ P et H/K une section localement close de G. On suppose que
H/K a un π-sous-groupe de Hall normal R/K d’exposant borné. Alors les π⊥-sous-groupes
de Hall de H/K sont exactement les compléments de R/K dans H/K.

Preuve. – Soit T/K un complément de R/K dans H/K (il existe d’après le théorème 4.2.4).
Montrons que T/K est un π⊥-sous-groupe de Hall de H/K. On peut supposer K− = 1, donc
H+ centralise K d’après le fait 1.2.6. Si T est localement clos alors, pour tout x ∈ T , d(x)
est contenu dans T et d(x)K/K ∩ R/K = 1. En particulier, d(x)K/K ne contient pas de
π-élément non trivial. On en déduit que T/K est constitué de π⊥-éléments. Comme tout
sous-groupe de H/K contenant strictement T/K intersecte R/K non trivialement, T/K est
un π⊥-sous-groupe de Hall de H/K. Alors il suffit de montrer que T est localement clos,
donc que T ∩H+R est localement clos. Comme H+R/K = R/K o (T ∩H+R)/K, on peut
supposer H = H+R. On note B = Bπ(H+).

On va montrer, par induction sur le rang de H+,

(1) H+/(H+ ∩K) = (R ∩H+)/(H+ ∩K) o (T ∩H+)/(H+ ∩K).

Comme (R∩H+)∩ (T ∩H+) = K ∩H+, il suffit de montrer que H+ = (R∩H+)(T ∩H+).
Supposons B 6= 1. Comme TB ∩R = (T ∩R)B = KB, alors

(H+R/B)/(KB/B) = (R/B)/(KB/B) o (TB/B)/(KB/B)

et, par hypothèse d’induction, on a H+/B = (R ∩ H+)/B o (TB ∩ H+)/B. Ainsi H+ =
(H+ ∩R)(T ∩H+) et on peut supposer B = 1. Soit U un π-sous-groupe de Hall de H+. La
proposition 4.1.22 dit qu’il existe un sous-groupe de Carter C de H+ tel que, si D désigne le
π-sous-groupe divisible et définissable maximal de C (D existe d’après le lemme 4.1.21) et si
T1 désigne le π-tore maximal de C, alors U = DT1. En particulier, U est nilpotent et divisible-
par-divisible, donc U est divisible. Par conjugaison des π-sous-groupes de Hall de H+ (fait
1.4.11), les π-sous-groupes de Hall de H+ sont divisibles et, par le corollaire 3.2.6 (ii), les π-
sous-groupes de Hall de H+K/K sont divisibles. Comme (R∩H+K)/K est un π-sous-groupe
de Hall de H+K/K (corollaire 3.2.6 (i)), (R∩H+K)/K est divisible. Donc, comme R/K est
d’exposant borné, on obtient R ∩H+ ≤ K. Ainsi on a [H+, R] ≤ K− = 1 et H+ centralise
R. Soient n l’exposant de R/K et h ∈ H+. Alors il existe r ∈ R et t ∈ T tel que h = rt. Or
h centralise r, donc hn = rntn ∈ T . Soit L/K le sous-groupe de H+K/K engendré par les
puissances n-ièmes des éléments de H+K/K. On a montré que L est un sous-groupe de T .
Comme la proposition 2.7.9 dit que H+/Q(H+) est divisible, on a H+K/K = LQ(H+)/K.
Comme Bπ(H+) = 1, la remarque 4.1.14 donne Q(H+) =

⊕
p∈π⊥

Bp(H+). Mais, pour tout

p ∈ π′, Bp(H+) est π-divisible. Alors, comme le fait 1.3.13 dit que B∞(H+) est divisible,
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Q(H+) est π-divisible et Q(H+)K/K est aussi π-divisible. On en déduit que L/K contient
Q(H+)K/K. On a montré que L = H+K, ce qui prouve que T/K contient H+K/K. Ainsi,
H+ = T ∩H+ et on a prouvé (1).

D’après la proposition 4.1.22 on a R ∩H+ = B(H+ ∩K). Alors (1) montre que H+ =
B(T ∩H+) et la proposition 4.2.5 dit alors que T ∩H+ est localement clos, donc T aussi.
�

L’exemple 4.2.7 montre qu’il n’est pas possible de généraliser le corollaire 3.2.6 (ii) aux
sous-groupes de Hall généralisés.

Exemple 4.2.7. – Si G est un pur groupe isomorphe à C∗, alors tout ∞-sous-groupe de G
est trivial. Pourtant, si T désigne le P-sous-groupe de Hall de G, G/T est un ∞-groupe non
trivial.

Il est tout de même possible de donner un analogue au corollaire 3.2.6 (ii) en supposant
que le sous-groupe par lequel on quotiente a certains sous-groupes de Hall d’exposant borné.
C’est ce que dit le corollaire 4.2.8. En particulier les sous-groupes de Hall généralisés sont
conservés par quotientement de tout sous-groupe d’exposant borné. Ce résultat sera utilisé
dans la section 4.3.

Corollaire 4.2.8. – Soient π ⊆ P+, H/K une section localement close de G, R/K un π-
sous-groupe de Hall de H/K et A un sous-groupe localement clos et normal de H qui contient
K. On suppose qu’un π′-sous-groupe de Hall de A/K est d’exposant borné. Alors RA/A est
un π-sous-groupe de Hall de H/A et tous les π-sous-groupes de Hall de H/A sont de cette
forme.

Preuve. – Si ∞ 6∈ π le résultat est connu par le corollaire 3.2.6 (ii), donc on peut supposer
∞ ∈ π. On note A0 = K, A1 = (Bπ⊥(d(A)◦) ∩ A)K, A2 = (Q(d(A)◦) ∩ A)K, A3/A2 =
Oπ⊥(A◦K/A2), A4 = A◦K et, pour i ≥ 2, A2i+1/A2i = Oπ⊥(A/A2i) et A2i+2/A2i+1 =
Oπ(A/A2i+1). Alors A1/A0 est un π⊥-groupe et, comme on a Q(G) = Bπ⊥(G) × Bπ(G)
d’après la remarque 4.1.14, A2/A1 est un π-groupe. La proposition 2.7.9 montre que A4/A2

est abélien. Donc, comme ∞ ∈ π, A3/A2 est l’unique π⊥-sous-groupe de Hall de A4/A2 et
A4/A3 est un π-groupe. Alors, pour tout i ∈ N, Ai+1/Ai est soit un π-groupe soit un π⊥-
groupe. Aussi, comme A/A◦ est fini et comme A4 = A◦K, il existe n ∈ N tel que An = A.
On fait la preuve par induction sur n. On peut alors supposer que A/K est soit un π-groupe
soit un π⊥-groupe. Si A/K est un π-groupe le lemme 4.1.10 donne le résultat donc on peut
supposer A/K π⊥-groupe. Ainsi A/K est d’exposant borné et RA/A est un π-sous-groupe de
H/A d’après le lemme 4.1.8. Soit S/A un π-sous-groupe de Hall de H/A qui contient RA/A.
Alors S est localement clos d’après le corollaire 4.1.24. Comme A/K est d’exposant borné,
le théorème 4.2.6 donne S/K = A/K oR/K. �

4.3 Bases de Sylow généralisées

Lorsque l’on développe une théorie de sous-groupes de Hall, il est naturel de regarder
les bases de Sylow (définition 4.3.1). L’objet de cette section est d’introduire et d’étudier
les bases de Sylow généralisées (définition 4.3.6). Le résultat principal de cette section est le
théorème 4.3.8 qui donne l’existence et la conjugaison des bases de Sylow généralisées dans
les sections localement closes résolubles.

On rappelle la définition d’une base de Sylow.

Définition 4.3.1. – Soient G un groupe et G = (Sp)p∈P une famille de sous-groupes où,
pour p ∈ P, Sp désigne un p-sous-groupe de Sylow de G. On dit que G est une base de Sylow
de G si 〈Sp : p ∈ π〉 est un π-sous-groupe pour tout π ⊆ P.
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Les bases de Sylow des groupes résolubles de rang de Morley fini, et même ω-stables, sont
étudiées dans la partie 5 de [4]. En particulier, il y est montré que tout groupe de rang de
Morley fini résoluble possède une unique classe de conjugaison de bases de Sylow. Ce résultat
dépend très fortement du résultat suivant :

Fait 4.3.2. – ([33], th. 2.10, Gardiner, Hartley, Tomkinson) Tout U-groupe possède
une unique classe de conjugaison de bases de Sylow.

On rappelle qu’une section localement close, localement finie et localement résoluble est
un U-groupe (cf. théorème 3.2.5 et corollaire 3.2.6 (ii)). Nous en déduisons un analogue du
fait 4.3.2 pour les sections localement closes :

Proposition 4.3.3. – Toute section localement close résoluble H/K possède une unique
classe de conjugaison de bases de Sylow.

Preuve. – Montrons que H/K possède une base de Sylow. Soit S/K un P-sous-groupe de
Hall de H/K. Le fait 4.3.2 dit que S/K possède une base de Sylow G = (Sp/K)p∈P . Alors,
pour tout π ⊆ P, 〈Sp/K : p ∈ π〉 est un π-sous-groupe de S/K. Aussi, par conjugaison
des P-sous-groupes de Hall de H/K (théorème 3.2.5), S/K contient un p-sous-groupe de
Sylow de H/K pour tout p ∈ P. Donc, par conjugaison des p-sous-groupes de Sylow de S/K
(théorème 3.2.5), Sp/K est un p-sous-groupe de Sylow de H/K pour tout p ∈ P. Alors G
est une base de Sylow de H/K.

Montrons que les bases de Sylow de H/K sont conjuguées. Soient G1 = (Sp/K)p∈P et
G2 = (Rp/K)p∈P deux bases de Sylow de H/K. Soient S/K et R/K des P-sous-groupes de
Hall de H/K contenant 〈Sp/K : p ∈ P〉 et 〈Rp/K : p ∈ P〉 respectivement. Le théorème
3.2.5 permet de supposer S = R. Alors G1 et G2 sont des bases de Sylow du U-groupe S/K.
Le fait 4.3.2 donne le résultat. �

Fait 4.3.4. – ([33], lemme 2.7 (iν), Gardiner, Hartley, Tomkinson) Si G = (Sp)p∈P
est une base de Sylow d’un U-groupe G alors, pour tout π ⊆ P, 〈Sp : p ∈ π〉 est un π-sous-
groupe de Hall de G et, de plus, on a 〈Sp : p ∈ π〉 =

∏
p∈π Sp

On en déduit le lemme suivant :

Lemme 4.3.5. – Si G = (Sp/K)p∈P est une base de Sylow d’une section localement close
H/K d’un groupe de rang de Morley fini résoluble G alors, pour tout π ⊆ P, 〈Sp/K : p ∈ π〉
est un π-sous-groupe de Hall de H/K.

Preuve. – Soient π ⊆ P et R/K un P-sous-groupe de Hall de H/K contenant 〈Sp/K : p ∈
P〉. Alors G est aussi une base de Sylow de R/K et le fait 4.3.4 montre que S/K = 〈Sp/K :
p ∈ π〉 est un π-sous-groupe de Hall de R/K. Donc S/K est un π-sous-groupe de Hall de
H/K puisque R/K est un P-sous-groupe de Hall de H/K. �

La définition 4.3.6 est l’analogue de la définition 4.3.1 pour les sous-groupes de Hall
généralisés. La remarque 4.3.7 donne un lien entre les deux notions.

Définition 4.3.6. – Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble, H/K une section
localement close de G et B = (Sπ)π⊆P+ une famille de sous-groupes où, pour tout π ⊆ P+,
Sπ désigne un π-sous-groupe de Hall de H/K. On dit que B est une base de Sylow généralisée
de H/K si, pour tout σ ⊆ π ⊆ P+, on a Sσ ≤ Sπ.

Remarque 4.3.7. – Si (Sπ/K)π⊆P+ est une base de Sylow généralisée d’une section loca-
lement close H/K d’un groupe de rang de Morley fini résoluble G, alors (Sp/K)p∈P est une
base de Sylow de H/K.
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Le théorème suivant est analogue à la proposition 4.3.3.

Théorème 4.3.8. – Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble et H/K une
section localement close de G. Alors H/K possède une unique classe de conjugaison de bases
de Sylow généralisées.

Preuve. – 1) Existence.

On fait la preuve par induction sur le rang de H−. On peut supposer K− = 1. Soit
G = (Sp/K)p∈P une base de Sylow de H/K (elle existe d’après la proposition 4.3.3). Si H−

est nilpotent, H−K/K a un unique π-sous-groupe de Hall Rπ/K pour tout π ⊆ P+ et Rπ est
localement clos (proposition 4.1.12). Pour tout π ⊆ P+ on note Sπ = Rπ〈Sp : p ∈ π \ {∞}〉.
Montrons que B = (Sπ/K)π⊆P+ est une base de Sylow généralisée de H/K. Il suffit de
montrer que Sπ/K est un π-sous-groupe de Hall de H/K pour tout π ⊆ P+. Soit π ⊆ P+.
Comme G est une base de Sylow de H/K, 〈Sp/K : p ∈ π \ {∞}〉 est un (π \ {∞})-sous-
groupe de Hall de H/K (lemme 4.3.5). Alors le lemme 4.1.5 dit que Sπ/K est un π-sous-
groupe de H/K. De plus, si S∗π/K est un π-sous-groupe de Hall de H/K contenant Sπ/K, le
corollaire 4.1.19 montre que S∗π/K ∩H−K/K est un π-sous-groupe de Hall de H−K/K, et
S∗π/K ∩H−K/K = Rπ/K. Comme S∗π/Rπ est localement fini, S∗π/Rπ est un (π \{∞})-sous-
groupe de H/Rπ. Mais le corollaire 3.2.6 (ii) dit que Sπ/Rπ(= 〈Sp : p ∈ π \{∞}〉Rπ/Rπ) est
un (π \ {∞})-sous-groupe de Hall de H/Rπ et, comme S∗π/Rπ contient Sπ/Rπ, on obtient
Sπ = S∗π. On en déduit que B est une base de Sylow généralisée de H/K.

Donc on peut supposerH− non nilpotent et, d’après la proposition 2.7.9, on aQ(H−) 6= 1.
Alors H contient un sous-groupe H-minimal A dans Q(H−) et A est soit sans torsion soit un
q-sous-groupe d’exposant borné pour un entier premier q. Comme, pour tout π ⊆ P, 〈Sp/K :
p ∈ π〉 est un π-groupe, 〈SpA/AK : p ∈ π〉 est un π-groupe pour tout π ⊆ P. SpA/AK étant
un p-sous-groupe de Sylow pour tout p ∈ P (corollaire 3.2.6 (ii)), G = (SpA/AK)p∈P est
une base de Sylow de H/AK. Or, par hypothèse d’induction, H/AK possède une base de
Sylow généralisée (Rπ/AK)π⊆P+ . La remarque 4.3.7 dit que D = (Rp/AK)p∈P est une base
de Sylow de H/AK. D’après la proposition 4.3.3 G et D sont conjugués dans H/AK et on
peut supposer D = G.

Supposons A sans torsion. On note Dπ/K = Rπ/K pour tout π ⊆ P+ tel que ∞ ∈ π, et
Dπ/K = 〈Sp/K : p ∈ π〉 si ∞ 6∈ π. Alors le lemme 4.1.10 dit que, si ∞ ∈ π, Dπ/K est un
π-sous-groupe de Hall de H/K. De plus, comme G est une base de Sylow de H/K, Dπ/K est
un π-sous-groupe de Hall de H/K pour tout π ⊆ P (lemme 4.3.5). Comme (Rπ/AK)π⊆P+

est une base de Sylow généralisée de H/AK et comme G = D, on a Dσ ≤ Dπ pour tout
σ ⊆ π ⊆ P+ et (Dπ/K)π⊆P+ est une base de Sylow généralisée de H/K.

On peut donc supposer A q-sous-groupe d’exposant borné. D’après le corollaire 4.2.8,
H/K a un q⊥-sous-groupe de Hall V/K tel que V A = Rq⊥ . On note Dπ = V ∩Rπ pour tout
π ⊆ P+ qui ne contient pas q et Dπ = Rπ si q ∈ π. Le corollaire 4.2.8 et le lemme 4.1.10
disent que Dπ/K est un π-sous-groupe de Hall pour tout π ⊆ P+. Comme G est une base
de Sylow généralisée de H/AK alors, pour tout σ ⊆ π ⊆ P+, Dσ est contenu dans Dπ. On
en déduit que (Dπ/K)π⊆P+ est une base de Sylow généralisée de H/K.

2) Conjugaison.

On fait la preuve par induction sur le rang de G. Soient B1 = {Sπ/K : π ⊆ P+} et
B2 = {Rπ/K : π ⊆ P+} deux bases de Sylow généralisées de H/K et soient B−

1 = {Sp/K :
p ∈ P} et B−

2 = {Rp/K : p ∈ P}. Comme B−
1 et B−

2 sont deux bases de Sylow de H/K
(remarque 4.3.7) alors, d’après la proposition 4.3.3, il existe h ∈ H tel que Sh

π = Rπ pour tout
π ⊆ P. Soit π ⊆ P+. Si H+ est nilpotent alors, d’après la proposition 4.1.12, H+K/K a un
unique π-sous-groupe de Hall Uπ/K et Uπ est localement clos. En particulier, Uπ est normal
dans H. Le lemme 4.1.10 dit que Sπ et Rπ contiennent Uπ et que Sπ/Uπ et Rπ/Uπ sont des
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π-sous-groupes de Hall de H/Uπ. Comme Uπ/K contient tous les π-éléments de H+K/K,
on a Sπ/Uπ

∼= SπH
+/H+K et Rπ/Uπ

∼= RπH
+/H+K. Comme H/H+ est localement fini

(corollaire 3.1.7 (i)), Rπ/Uπ et Sπ/Uπ sont aussi localement finis et, donc, Rπ/Uπ et Sπ/Uπ

sont des (π \ {∞})-sous-groupes de Hall de H/Uπ. On déduit du corollaire 3.2.6 (ii) que
Sπ = UπSπ\{∞} et Rπ = UπRπ\{∞}. Ainsi Sh

π = UπS
h
π\{∞} = Rπ. Ceci étant vrai pour tout

π ⊆ P+, on peut supposer H+ non nilpotent et, d’après la proposition 2.7.9, Q(H+) n’est
pas trivial. Donc H+ contient un p-sous-groupe H-minimal A pour un p ∈ P+.

D’après le corollaire 4.2.8, B1 = {SπA/AK : π ∈ P+} et B2 = {RπA/AK : π ∈ P+}
sont des bases de Sylow généralisées de H/AK. Par hypothèse d’induction B1 et B2 sont
conjugués dans H/AK et on peut supposer SπA = RπA pour tout π ⊆ P+. Ceci montre que,
Sp⊥ et Rp⊥ sont A-conjugués (théorème 4.1.18) et on peut supposer Sp⊥ = Rp⊥ . Comme A
est un p-groupe, on a A ∩ Sp⊥ ≤ K. Ainsi, pour tout π ⊆ p⊥,

Sπ = Sπ(A ∩ Sp⊥) = SπA ∩ Sp⊥ = RπA ∩Rp⊥ = Rπ.

Comme Sπ = SπA = Rπ pour tout π ⊆ P+ avec p ∈ π, on a le résultat. �

Nous généralisons la proposition 4.1.17 :

Proposition 4.3.9. – Soient H/K une section localement close d’un groupe de rang de
Morley fini résoluble, (Sπ/K)π⊆P+ une base de Sylow généralisée de H/K et U un sous-
groupe définissable, connexe et normal de H tel que H/U soit localement fini. Alors il existe
un sous-groupe de Carter C de U tel que Sπ normalise Bπ(U)CK pour tout π ⊆ P+.

Preuve. – On fait la preuve par induction sur le rang de U . Notons K1 = (K ∩ U)− et
Bπ/K1 = Bπ(U/K1) pour tout π ⊆ P+. Si K1 6= 1 alors, par hypothèse d’induction, il
existe un sous-groupe de Carter D/K1 de U/K1 tel que Sπ/K1 normalise BπDK/K1 pour
tout π ⊆ P+. D’après le corollaire 2.4.8 il existe un sous-groupe de Carter C de U tel que
D = CK1. Soit π ⊆ P+. D’après la proposition 2.7.9, on a [U,Bπ] ≤ Q(U)∩Bπ ≤ Bπ(U)K1,
d’où Bπ/Bπ(U)K1 ≤ Z(U/Bπ(U)K1) ≤ CBπ(U)K1/Bπ(U)K1 d’après le corollaire 2.4.8. En
particulier on a BπDK = Bπ(U)CK et Sπ normalise Bπ(U)CK. Ceci étant vrai pour tout
π ⊆ P+, on a le résultat et on peut donc supposer K1 = 1.

Si U est nilpotent, il n’y a rien à démontrer, donc la proposition 2.7.9 permet de supposer
queQ(U) contient un sous-groupeH-minimal A. Alors (SπA/AK)π⊆P+ est une base de Sylow
généralisée de H/AK d’après le corollaire 4.2.8. Par hypothèse d’induction il existe un sous-
groupe de Carter D/A de U/A tel que SπA/A normalise Bπ(U/A)DK/A pour tout π ⊆ P+.
Soient π ⊆ P+ et B/A = Bπ(U/A). Alors Sπ normalise BDK et on a Bπ(U)A = B ∩Q(U).
Aussi on a [B,U ] ≤ B ∩ Q(U) = Bπ(U)A, donc B/Bπ(U)A est central dans U/Bπ(U)A.
Mais DBπ(U)/Bπ(U)A est un sous-groupe de Carter de U/Bπ(U)A d’après le corollaire
2.4.8, donc B ≤ DBπ(U) et, comme U centralise K (K1 = 1), on a K ∩ U ≤ DBπ(U). En
particulier on obtient BDK ∩ U = DBπ(U)(K ∩ U) = DBπ(U) et Sπ normalise Bπ(U)D
(pour tout π ⊆ P+).

Soit p ∈ P+ tel que A soit un p-groupe. Montrons

(∗) il existe un sous-groupe de Carter C de U tel que D = CA et tel que Sp⊥ normalise
Bp⊥(U)CK.

Soient S = Sp⊥D et V = (S∩U)−. Comme Sp⊥ contient Bp⊥(U)K et normalise Bp⊥(U)DK,
S est un sous-groupe localement clos de H. S contient Bp⊥(U) et Bp⊥(U) est contenu dans V ,
donc Bp⊥(V ) contient Bp⊥(U). Aussi (S∩U)/V et S/(S∩U) sont localement finis, donc S/V
est aussi localement fini. Alors, d’après la proposition 4.1.17, Sp⊥ normalise Bp⊥(V )C0K pour
un sous-groupe de Carter C0 de V . C0A/A étant un sous-groupe de Carter de V/A d’après
le corollaire 2.4.8, le théorème 2.4.7 dit qu’il existe v ∈ V tel que (C0A)v = D. Notons
C = Cv

0 . Comme on a D ≤ V ≤ S = Sp⊥D, on peut supposer v ∈ Sp⊥ . On en déduit que



4.3. BASES DE SYLOW GÉNÉRALISÉES 81

Sp⊥ normalise Bp⊥(V )CK ∩V = Bp⊥(V )C(K ∩V ) = Bp⊥(V )C puisque U et V centralisent
K. Alors Sp⊥ normalise Bp⊥(V )C ∩ Bp⊥(U)D = (Bp⊥(V )C ∩ AC)Bp⊥(U). Mais, C étant
nilpotent, il existe un entier n tel que (Bp⊥(V )C ∩ AC)n soit contenu dans Bp⊥(V ) ∩ A.
Comme A est un p-groupe et Bp⊥(V ) est un p⊥-groupe, on obtient (Bp⊥(V )C ∩AC)n = 1 et
Bp⊥(V )C ∩ AC est un sous-groupe nilpotent de V contenant C. Donc Bp⊥(V )C ∩ AC = C
puisque C est un sous-groupe de Carter de V . Ainsi Sp⊥ normalise Bp⊥(U)C. C étant un
sous-groupe de Carter de D(≤ V ), C est un sous-groupe de Carter de U (corollaire 2.4.8),
ce qui prouve (∗).

On choisit un sous-groupe de Carter C de U comme dans (∗). Soit π ⊆ P+. Si π
contient p, alors A est contenu dans Bπ(U) puisque A est un p-groupe. Donc Sπ norma-
lise Bπ(U)CK. Soit L = Bp⊥(U)CK ∩ Bπ(U)DK. Si p 6∈ π, (∗) montre que Sπ normalise
L. On a L = Bπ(U)CK(Bp⊥(U)CK ∩ A). Soit T/K le p-sous-groupe de Hall de CK/K.
Alors TBp⊥(U)/Bp⊥(U)K est un p-sous-groupe de Hall de Bp⊥(U)CK/Bp⊥(U)K (corol-
laire 4.2.8). Comme Bp⊥(U)K/K est un p⊥-groupe, T/K est un p-sous-groupe de Hall de
Bp⊥(U)CK/K. En particulier, T contient Bp⊥(U)CK∩A et on obtient L = Bπ(U)CK. Ceci
finit la preuve de la proposition. �

Nous finissons notre étude des bases de Sylow généralisées en donnant une caractérisation
de celles-ci (proposition 4.3.14). La caractérisation que nous donnons est analogue au corol-
laire 2.6 de [33] et au lemme 2 de [4] :

Fait 4.3.10. – ([33], corollaire 2.6, Gardiner, Hartley, Tomkinson) Soient G un U-
groupe et G = (Sp)p∈P une famille de sous-groupes où, pour tout p ∈ P, Sp désigne un p-sous-
groupe de Sylow de G. Alors G est une base de Sylow de G si et seulement si SpSq = SqSp

pour tout entiers premiers p et q.

Fait 4.3.11. – ([4], lemme 2, Altınel, Cherlin, Corredor, Nesin) Soient G un groupe
de rang de Morley fini résoluble et G = (Sp)p∈P une famille de sous-groupes où, pour tout
p ∈ P, Sp désigne un p-sous-groupe de Sylow de G. Alors G est une base de Sylow de G si
et seulement si SpSq = SqSp pour tout entiers premiers p et q.

Fait 4.3.12. – ([74], Sysak) Si un groupe résoluble G s’écrit sous la forme G = AB avec
A et B des sous-groupes localement finis de G, alors G est aussi localement fini.

Lemme 4.3.13. – Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble et H et K deux
sous-groupes localement clos de G tels que HK = KH. Alors HK est localement clos.

Preuve. – La preuve est analogue à celle du lemme 3.1.11. Il suffit de remplacer l’utilisation
du fait 1.4.2 par celle du fait 4.3.12. �

Proposition 4.3.14. – Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble, H/K une
section localement close de G et G = (Sπ/K)π⊆P+ une famille de sous-groupes où, pour tout
π ⊆ P+, Sπ/K désigne un π-sous-groupe de Hall de H/K. Alors G est une base de Sylow
généralisée de H/K si et seulement si Sπ1Sπ2/K = Sπ2Sπ1/K pour tout π1 ⊆ P+ et tout
π2 ⊆ P+.

Preuve. – Supposons que G soit une base de Sylow généralisée de H/K. Soient π1 ⊆ P+,
π2 ⊆ P+ et π = π1 ∪ π2. Montrons que Sπ1Sπ2/K = Sπ2Sπ1/K. On fait la preuve par
induction sur le rang de H−. On peut donc supposer K− = 1. Pour tout σ ⊆ P+, on
a Sπ∩σ ≤ Sσ ∩ Sπ puisque G est une base de Sylow généralisée de H/K, et on obtient
(Sσ ∩ Sπ)/K = Sπ∩σ/K. Donc ((Sσ ∩ Sπ)/K)σ⊆P+ est une base de Sylow généralisée de
Sπ/K. Supposons Q = Q(S−π ) 6= 1. Alors le corollaire 4.2.8 dit que (Sσ ∩ Sπ)Q/QK est
un σ-sous-groupe de Hall de Sπ/QK pour tout σ ⊆ P+. L’hypothèse d’induction donne le
résultat dans Sπ/QK, et on obtient Sπ1Sπ2 = Sπ2Sπ1 . On peut donc supposer Q = 1 et,
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comme K− = 1, S−π est abélien d’après la proposition 2.7.9. Soient O1/K = Oπ1(S
−
π K/K)

et O2/K = Oπ2(S
−
π K/K). Comme S−π est abélien, on déduit de la proposition 4.1.12 et du

corollaire 3.2.6 (ii) que Sπ1 = O−1 Sπ1\{∞} et Sπ2 = O−2 Sπ2\{∞}. Le fait 4.3.4 donne

Sπ\{∞} =
∏

p∈π\{∞} Sp, Sπ1\{∞} =
∏

p∈π1\{∞} Sp et Sπ2\{∞} =
∏

p∈π2\{∞} Sp

On en déduit Sπ1\{∞}Sπ2\{∞} = Sπ\{∞} = Sπ2\{∞}Sπ1\{∞}, d’où le résultat.
Réciproquement, supposons Sπ1Sπ2/K = Sπ2Sπ1/K pour tout π1 ⊆ P+ et tout π2 ⊆ P+.

Soient σ ⊆ P+ et π ⊆ P+ avec σ ⊆ π. Montrons que Sπ contient Sσ. Soit S = SπSσ. Comme
on a SπSσ = SσSπ, le lemme 4.3.13 dit que S est un sous-groupe localement clos de H. Si
R/K est un π-sous-groupe de Hall de S/K contenant Sσ/K, alors le théorème 4.1.18 dit
qu’il existe s ∈ S tel que R = Ss

π. Comme S = SπSσ, on a Sσ ≤ R = Sπ. Ceci prouve que G
est une base de Sylow généralisée de H/K. �

4.4 Sous-groupes couvrants de Hall

Nous considérons un autre analogue aux sous-groupes de Hall pour les groupes de rang
de Morley fini : les sous-groupes π-couvrants de Hall (définition 4.4.5). π désigne ici un sous-
ensemble de P+. Cette notion est à la base de la théorie des formations qui sera développée
dans le chapitre 5. En effet, la théorie des sous-groupes de Hall généralisés s’avère inefficace
pour développer la théorie des formations des sections localement closes. Cela est principale-
ment dû au fait qu’en général, les sous-groupes de Hall généralisés ne se préservent pas par
quotientement (exemple 4.2.7).

L’idée est basée sur le fait que, pour π ⊆ P, un π-sous-groupe de Hall d’un groupe fini
résolubleG est un sous-groupe minimal parmis ceux qui couvrent chaque π-section normalisée
par G. En fait, il s’agit de voir les sous-groupes de Hall comme étant des objets minimaux.
D’autre part, si H est un π-sous-groupe de Hall d’un groupe fini résoluble G, alors H vérifie
deux propriétés duales l’une de l’autre :

(i) H ∩A est un π-sous-groupe de Hall de A pour tout sous-groupe normal A de G ;
(ii) HK/K est un π-sous-groupe de Hall de G/K pour tout sous-groupe normal K de G.

Or, les sous-groupes de Hall généralisés vérifient (i) et pas (ii) (corollaire 4.1.19 et exemple
4.2.7), tandis que, pour les sous-groupes π-couvrants de Hall, c’est l’inverse (corollaire 4.4.10
et exemple 4.4.13). Finalement, les deux notions sont équivalentes lorsque ∞ 6∈ π (lemme
4.4.7). Dans cette section, nous montrons des propriétés des sous-groupes π-couvrants de
Hall, en particulier l’existence et la conjugaison (théorème 4.4.9). Toutefois, pour étudier les
sous-groupes π-couvrants de Hall, nous utilisons fortement l’étude des sous-groupes de Hall
généralisés (cf. preuve du théorème 4.4.17).

Nous commençons cette section par un rappel sur les π∗-groupes. Ces sous-groupes ont
été introduits dans [12] par A. V. Borovik et A. Nesin. Cette notion a d’abord constitué un
outil important pour établir les faits 4.2.2 et 4.2.3. Les π∗-groupes auront un rôle crucial
dans l’étude des sous-groupes couvrants de Hall.

Définition 4.4.1. – ([12]) Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble et π ⊆ P.
G est un π∗-groupe si G est connexe et si ses sections définissables, abéliennes et connexes
sont π-divisibles.

Fait 4.4.2. – ([12], Borovik, Nesin) Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble
et connexe et π ⊆ P. Alors les π∗-sous-groupes maximaux de G sont conjugués. Si K est l’un
d’eux, alors G = Bπ(G)K et Bπ(G) ∩K est un sous-groupe fini.

Lemme 4.4.3. – Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble et connexe et π ⊆ P.
Alors les π∗-sous-groupes maximaux de G sont exactement les sous-groupes de G de la forme
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Bπ⊥(G)D où D désigne un sous-groupe définissable et divisible maximal d’un sous-groupe de
Carter de G.

Preuve. – Soient D un sous-groupe définissable et divisible maximal d’un sous-groupe de
Carter C de G (C existe d’après le théorème 2.2.9 (ii)). Alors Bπ⊥(G)D est un π∗-sous-
groupe de G. Montrons la maximalité de Bπ⊥(G)D. Soit K un π∗-sous-groupe maximal de
G qui contient Bπ⊥(G)D. Alors K ∩ Bπ(G) est fini d’après le fait 4.4.2, donc Bπ⊥(G) est
d’indice fini dans K∩Q(G). La proposition 2.7.9 dit que G/Q(G) est abélien et divisible, donc
le corollaire 2.4.8 dit que G = CQ(G). Soit B le sous-groupe d’exposant borné définissable
et connexe maximal de C. Comme C est définissable et connexe d’après le théorème 2.4.7, le
fait 1.3.13 montre que C = B ∗D, en particulier G/Q(G) = (BQ(G)/Q(G))(DQ(G)/Q(G)).
Comme G/Q(G) est divisible, on obtient G = DQ(G) = KQ(G). On en déduit que Bπ⊥(G)D
est d’indice fini dans K, donc Bπ⊥(G)D = K puisque K est connexe. Ainsi, Bπ⊥(G)D est
bien un π∗-sous-groupe maximal de G. Par conjugaison des π∗-sous-groupes maximaux de
G (fait 4.4.2), tous les π∗-sous-groupes maximaux de G sont de cette forme, ce qui prouve le
lemme. �

Lemme 4.4.4. – Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble tel que G = G+ et
π ⊆ P. Si T est un π∗-sous-groupe maximal de G, alors T = T+.

Preuve. – Le fait 4.4.2 montre que G = Bπ(G)T , en particulier Bπ(G)T+ est normal dans
G. Or T/T+ est localement fini, donc G/Bπ(G)T+ aussi. Ainsi on a G+ ≤ Bπ(G)T+, et
G = Bπ(G)T+. Mais le fait 4.4.2 dit que Bπ(G) ∩ T est fini, donc T/T+ est fini. T étant
connexe, on a le résultat. �

Définition 4.4.5. – Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble, H/K une section
localement close de G, R/K une section localement close de H et π ⊆ P+. Si R couvre
toutes les π-sections localement closes normales de H, on dit que R/K est un sous-groupe
π-couvrant de H/K. De plus, si R/K est un sous-groupe π-couvrant minimal de H/K, alors
R/K est un sous-groupe π-couvrant de Hall de H/K.

Pour tout π ⊆ P+, on notera π− = π \ {∞}. Dans toute cette partie, G désigne un
groupe de rang de Morley fini résoluble, H/K une section localement close de G et π un
sous-ensemble non vide de P+.

Lemme 4.4.6. – Si R/K est un sous-groupe π-couvrant de H/K et si S/K est un sous-
groupe π-couvrant de R/K, alors S/K est un sous-groupe π-couvrant de H/K.

Preuve. – Soit E/D une π-section localement close et normale de H. Alors E = (R∩E)D
puisque R/K est un sous-groupe π-couvrant de H/K. Or (R∩E)/(R∩D) est une π-section
localement close et normale de R, donc on a R ∩ E = (S ∩ E)(R ∩ D). Ceci prouve que
E = (S ∩ E)D, et on en déduit le résultat. �

Lemme 4.4.7. – Si π ⊆ P, alors les sous-groupes π-couvrants de Hall de H/K sont exac-
tement les π-sous-groupes de Hall de H/K. De plus, tout sous-groupe π-couvrant de H/K
contient un π-sous-groupe de Hall de H/K.

Preuve. – Soit R/K un π-sous-groupe de Hall de H/K. Montrons que R/K est un sous-
groupe π-couvrant de Hall de H/K. D’après le corollaire 3.2.6 (ii), R/K est un sous-groupe
π-couvrant de H/K. Supposons que R/K contienne strictement un sous-groupe π-couvrant
S/K de H/K. D’après la proposition 3.5.7, il existe un ordinal α et une suite croissante
(Hi)i≤α de sous-groupes normaux et localement clos de H avec H0 = K, Hα = H, Hµ =
∪i<µHi pour tout ordinal limite µ et, pour tout i < α, la section Hi+1/Hi est H/K-dloc-
minimale. Comme on a S < R, il existe un plus petit j ≤ α tel qu’on ait S ∩Hj < R ∩Hj .
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j est nécessairement un ordinal successeur, donc il existe un ordinal k tel que j = k+ 1. Par
minimalité de j, on a S ∩Hk = R∩Hk. Ainsi S ne couvre pas Hj/Hk. Comme R n’évite pas
Hj/Hk et comme Hj/Hk est H/K-dloc-minimal, Hj/Hk est une p-section pour un p ∈ π.
Ceci contredit le fait que S/K soit un sous-groupe π-couvrant de H/K, et R/K est bien un
sous-groupe π-couvrant de Hall de H/K.

Supposons maintenant que R/K soit un sous-groupe π-couvrant de H/K. Soit S/K un
π-sous-groupe de Hall de R/K. Le corollaire 3.2.6 (ii) montre que S/K est un sous-groupe
π-couvrant de R/K. On déduit alors du lemme 4.4.6 que S/K est sous-groupe π-couvrant
de H/K. Soit T/K un π-sous-groupe de Hall de H/K qui contient S/K. Alors T/K est un
sous-groupe π-couvrant de Hall de H/K d’après ce qui précède, donc T = S. Ceci finit la
preuve du lemme. �

Lemme 4.4.8. – On suppose ∞ ∈ π. Si L/K est un sous-groupe π-couvrant de H/K et si
(K ∩H+)− = 1, alors L contient un (π⊥)∗-sous-groupe maximal de H+.

Preuve. – Montrons H+ = L+Q(H+). H+K/Q(H+)K étant abélien (proposition 2.7.9),
H+K/Q(H+)K possède un unique P-sous-groupe de Hall V/Q(H+)K. Alors H+K/V est
sans torsion et LV contient H+K, d’où H+K = L+V . L+V/L+Q(H+)K est localement fini,
donc (L+V )+ est contenu dans L+Q(H+)K. Mais on a (L+V )+K/K = (H+K)+K/K =
H+K/K = L+V/K, ce qui prouve L+V = L+Q(H+)K. Comme H+ centralise K puisque
(K∩H+)− = 1, L+Q(H+) est normal dans L+V . Comme (K∩H+)− = 1, K est localement
fini, donc L+V/L+Q(H+) aussi. Ainsi on obtient H+ = (H+K)+ = (L+V )+ ≤ L+Q(H+)
et on a bien H+ = L+Q(H+).

Bπ(H+) étant un π-groupe, L contient Bπ(H+). On en déduit que H+ = Bπ⊥(H+)(L ∩
H+)−. Soit U un (π⊥)∗-sous-groupe maximal de (L ∩H+)−. Alors (L ∩H+)− = Bπ⊥((L ∩
H+)−)U d’après le fait 4.4.2. Mais Bπ⊥((L ∩ H+)−) est contenu dans Bπ⊥(H+) puisque
∞ ∈ π et H+/Q(H+) est divisible et abélien (proposition 2.7.9), donc H+ = Bπ⊥(H+)U .
Soit U1 un (π⊥)∗-sous-groupe maximal de H+ qui contient U . Alors U1 ∩ Bπ⊥(H+) est fini
d’après le fait 4.4.2, donc U est d’indice fini dans U1 et U = U1. Ceci prouve que L contient
un (π⊥)∗-sous-groupe maximal de H+. �

Théorème 4.4.9. – Tout sous-groupe π-couvrant de H/K contient un sous-groupe π-
couvrant de Hall de H/K et les sous-groupes π-couvrants de Hall de H/K sont conjugués
dans H/K. De plus, si R/K est un sous-groupe π-couvrant de Hall de H/K, alors :

(i) R/K contient un π-sous-groupe de Hall de H/K ;
(ii) si ∞ ∈ π, il existe un (π⊥)∗-sous-groupe maximal T de H+ et un π−-sous-groupe de

Hall S de H qui normalise T tel que R = TKS et S∩H+ ≤ T , en particulier R∩H+K = TK ;
(iii) si ∞ ∈ π et si R1 est un sous-groupe de H de la forme TKS où T est un (π⊥)∗-

sous-groupe maximal de H+ et S un π−-sous-groupe de Hall de H qui normalise TK, R1/K
est un sous-groupe π-couvrant de Hall de H/K.

Preuve. – D’après le lemme 4.4.7 et le théorème 3.2.5, il suffit de prouver le théorème
lorsque ∞ ∈ π. Donc, durant toute la preuve, on supposera ∞ ∈ π. On va d’abord prouver
ceci :

(∗)

Soient T un (π⊥)∗-sous-groupe maximal de H+ et R/TK un π−-sous-groupe de
Hall de NH(T )K/TK. Alors R/K est un sous-groupe π-couvrant de Hall de H/K
et tout sous-groupe π-couvrant de Hall de H/K est de cette forme. De plus, R ∩
H+K = TK et tout sous-groupe π-couvrant de H/K contient un sous-groupe π-
couvrant de Hall de H/K.

Notons K1 = (K ∩ H+)−, K = K/K1, T = TK1/K1 et H = H/K1. Supposons l’asser-
tion (∗) vraie quand K1 = 1. D’après le fait 4.4.2, T est un (π⊥)∗-sous-groupe maximal
de H+/K1. Aussi T est un (π⊥)∗-sous-groupe maximal de TK1, donc NH(T )K1/K1 =
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NH(T ) d’après le fait 4.4.2 et l’argument de Frattini. On en déduit que (NH(T )K)/(TK) =
(NH(T )K/K1)/(TK). Ce qui précède montre que (R/K1)/(TK) est un π−-sous-groupe de
Hall de (NH(T )K)/(TK). Comme (K ∩ H+/K1)− = 1 et comme on suppose (∗) vraie
lorsque K1 = 1, on a montré que (R/K1)/K est un sous-groupe π-couvrant de Hall de H/K
et tout sous-groupe π-couvrant de Hall de H/K est de cette forme. Aussi, tout sous-groupe
π-couvrant de H/K contient un sous-groupe π-couvrant de Hall de H/K. De plus, on a
R/K1 ∩H+K/K1 = TK. Donc l’assertion (∗) est toujours vraie, et on peut alors supposer
K1 = 1. Ainsi H+ centralise K, donc K normalise T .

On va d’abord montrer que R/K contient un π−-sous-groupe de Hall de H/K. R/TK
étant un π−-sous-groupe de Hall de NH(T )/TK, le corollaire 3.2.6 (ii) dit que R contient
un π−-sous-groupe de Hall S de NH(T ). D’après le fait 4.4.2 et l’argument de Frattini on
a H = Bπ⊥(H+)NH(T ). Alors, d’après le corollaire 3.2.6 (ii), SBπ⊥(H+)/Bπ⊥(H+) est un
π−-sous-groupe de Hall de H/Bπ⊥(H+). Comme Bπ⊥(H+) est un π⊥-groupe, on a montré
que S est un π−-sous-groupe de Hall de H. En particulier SK/K est un π−-sous-groupe de
Hall de H/K d’après le corollaire 3.2.6 (ii) et, ainsi, R/K contient un π−-sous-groupe de
Hall de H/K.

Montrons que R/K est un sous-groupe π-couvrant de H/K. Soit E/D une π-section
localement close et normale de H avec K ≤ D. Comme, d’après ce qui précède, R/K contient
un π−-sous-groupe de Hall de H/K, R couvre E/E+D. Donc on peut supposer E = E+D.
Par le fait 4.4.2, les (π⊥)∗-sous-groupes maximaux de H+ sont conjugués, donc T contient
un (π⊥)∗-sous-groupe maximal V de E+. Or, comme E+/(E+∩D) est un π-groupe, E+∩D
contient Bπ⊥(E+) et E+ = V (E+ ∩D) d’après le fait 4.4.2. On en déduit que E = E+D =
V D ≤ TD ≤ RD et R couvre E/D.

Montrons que R ∩ H+K = TK et que R/K est un sous-groupe π-couvrant de Hall de
H/K. Comme R/TK est un π−-groupe et commeH+ = Bπ⊥(H+)T d’après le fait 4.4.2, on a
R∩H+K = TK. Soit S/K un sous-groupe π-couvrant de H/K contenu dans R/K. Le lemme
4.4.8 dit que S contient un (π⊥)∗-sous-groupe maximal U de H+, lequel est nécessairement
contenu dans (R ∩ H+)−. Comme T est aussi un (π⊥)∗-sous-groupe maximal de H+, il
existe x ∈ (R∩H+)− tel que Ux = T d’après le fait 4.4.2. Comme R normalise T , on obtient
T = U ≤ S. Comme R/(R ∩H+K) est un π−-groupe, le lemme 4.4.7 et le corollaire 3.2.6
(ii) donnent R = S(R ∩ H+K). Or on a vu que R ∩ H+K = TK, donc on a montré que
R = S et que R/K est bien un sous-groupe π-couvrant de Hall de H/K.

Finissons la preuve de l’assertion (∗). Soit L/K un sous-groupe π-couvrant de H/K.
Montrons que L/K contient un sous-groupe de H/K conjugué à R/K. Par le lemme 4.4.8, L
contient un (π⊥)∗-sous-groupe maximal U de H+. Le fait 4.4.2 permet de supposer U = T .
Alors T est un (π⊥)∗-sous-groupe maximal de (L∩H+)−. SoitQ un π−-sous-groupe de Hall de
NL(T ). On a L = Bπ⊥((L∩H+)−)NL(T ) d’après le fait 4.4.2 et l’argument de Frattini, donc
QBπ⊥((L ∩H+)−)/Bπ⊥((L ∩H+)−) est un π−-sous-groupe de Hall de L/Bπ⊥((L ∩H+)−)
d’après le corollaire 3.2.6 (ii). Comme Bπ⊥((L ∩ H+)−) est un π⊥-groupe, on en déduit
que Q est un π−-sous-groupe de Hall de L. Le lemme 4.4.7 dit que L contient un π−-sous-
groupe de Hall de H, donc le théorème 3.2.5 dit que Q est un π−-sous-groupe de Hall de H.
Par le corollaire 3.2.6 (ii), QTK/TK est un π−-sous-groupe de Hall de NH(T )/TK. Ainsi,
QTK/TK est conjugué à R/K (théorème 3.2.5) et, comme L contient QTK, L/K contient
un sous-groupe de H/K conjugué à R/K. Comme on a vu que R/K est un sous-groupe
π-couvrant de Hall de H/K, ceci finit la preuve de l’assertion (∗).

Montrons que les sous-groupes π-couvrants de Hall de H/K sont conjugués. Soient R1/K
et R2/K deux sous-groupes π-couvrants de Hall de H/K. D’après (∗), il existe deux (π⊥)∗-
sous-groupes maximaux T1 et T2 de H+ contenus respectivement dans R1 et R2 et telles que
R1/T1K et R2/T2K soient des π−-sous-groupes de Hall de NH(T1)K/T1K et NH(T2)K/T2K
respectivement. Le fait 4.4.2 permet de supposer T1 = T2 et le théorème 3.2.5 donnent la
conjugaison de R1/T1K et de R2/T1K dans NH(T1)K/T1K. Il reste donc à montrer (i), (ii)
et (iii).

Montrons d’abord (iii). Soit R/K un sous-groupe de H/K de la forme TKS/K où T est
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un (π⊥)∗-sous-groupe maximal de H+ et S un π−-sous-groupe de Hall de H qui normalise
TK. Alors R normalise (TK∩H+)−. Mais le fait 4.4.2 et l’argument de Frattini montrent que
NH((TK ∩ H+)−) ≤ (TK ∩ H+)−NH(T ) ≤ KNH(T ), donc R est contenu dans KNH(T )
et R/TK est un π−-sous-groupe de Hall de NH(T )K/TK d’après le corollaire 3.2.6 (ii).
L’assertion (∗) permet de conclure.

Montrons (i) et (ii). Soit Q/K un π-sous-groupe de Hall de H/K. D’après la proposition
4.1.17 il existe un sous-groupe de Carter C de H+ tel que Q normalise Bπ(H+)CK. Soient
D le sous-groupe définissable et divisible maximal de C et T = Bπ(H+)D. On va montrer
que TK contient QTK ∩H+K. Par le fait 1.3.13, D(C ∩Bπ(H+)K)/(C ∩Bπ(H+)K) est le
sous-groupe divisible maximal de C/(C∩Bπ(H+)K), donc TK/Bπ(H+)K est le sous-groupe
divisible maximal de CBπ(H+)K/Bπ(H+)K. Alors TK est normal dans NH(Bπ(H+)CK)
et Q normalise TK. Le lemme 4.4.3 dit que T est un (π⊥)∗-sous-groupe maximal de H+ et le
fait 4.4.2 donneH+ = Bπ⊥(H+)T . Donc (QTK∩H+K)/TK(= (QTK∩Bπ⊥(H+))TK/TK)
est à la fois un π-groupe et un π⊥-groupe et, par conséquent, est trivial. Ainsi TK contient
QTK ∩H+K.

Comme QTK ∩ H+K ≤ TK, QTK/TK est localement fini et QTK/TK est un π−-
groupe. Le fait 4.4.2 et l’argument de Frattini donnent NH(TK) = NH((TK ∩ H+)−) =
(TK ∩ H+)−NH(T ) = KNH(T ), donc QTK est contenu dans KNH(T ). Par le théorème
4.1.18, Q/K contient un π−-sous-groupe de Hall de H/K, donc le corollaire 3.2.6 (ii) dit que
QTK/TK est un π−-sous-groupe de Hall de NH(T )K/TK. Puisque T est un (π⊥)∗-sous-
groupe maximal de H+, l’assertion (∗) montre que QTK/K est un sous-groupe π-couvrant
de Hall de H/K. Comme les sous-groupes π-couvrants de Hall de H/K sont conjugués, on
peut supposer R = QTK et on a donc prouvé (i). De plus, on a prouvé que R ∩ H+K =
(Q∩H+K)TK = TK. D’après le théorème 4.1.18, Q/K contient un π−-sous-groupe de Hall
de H/K et, donc, le corollaire 3.2.6 (ii) montre que Q contient un π−-sous-groupe de Hall S0

de H. Le corollaire 3.2.6 (ii) dit que R = QTK = S0TK puisque QTK/TK est localement
fini. Comme S0 normalise TK, S0 normalise (TK ∩H+)−. Notons B = Bπ⊥((TK ∩H+)−).
Alors le fait 4.4.2 dit que (TK∩H+)− = BT . Soit S un π−-sous-groupe de Hall de NBTS0(T ).
D’après l’argument de Frattini, on a BTS0 = BNBTS0(T ). SB/B est un π−-sous-groupe de
Hall de BTS0/B d’après le corollaire 3.2.6 (ii). Comme B est un π⊥-groupe, on en déduit
que S est un π−-sous-groupe de Hall de BTS0. Le théorème 3.2.5 dit alors que S est un
π−-sous-groupe de Hall de H donc, comme R/TK est un π−-groupe, on a R = TKS d’après
le corollaire 3.2.6 (ii). Comme on a T (S ∩H+) = (Bπ⊥(H+) ∩ T (S ∩H+))T d’après le fait
4.4.2, T (S ∩H+)/T est à la fois un π-groupe et un π⊥-groupe, donc S ∩H+ ≤ T . Ceci finit
la preuve de (ii). �

Corollaire 4.4.10. – Si A/K est une section localement close et normale de H et si R/K
est un sous-groupe π-couvrant de Hall de H/K, alors RA/A est un sous-groupe π-couvrant
de Hall de H/A.

Preuve. – Si π ⊆ P, le lemme 4.4.7 et le corollaire 3.2.6 (ii) donnent le résultat. Sinon
c’est le théorème 4.4.9 (ii) et (iii) qui permet de conclure. �

Corollaire 4.4.11. – Si R/K est un sous-groupe π-couvrant de Hall de H/K, et si U/K
est une section localement close de H qui contient R/K, alors R/K est un sous-groupe
π-couvrant de Hall de U/K.

Preuve. – Si π ⊆ P, le lemme 4.4.7 donne le résultat. Sinon le théorème 4.4.9 (ii) dit qu’il
existe T un (π⊥)∗-sous-groupe maximal de H+ et S un π−-sous-groupe de Hall de H qui
normalise T tel que R = TKS. Comme R ≤ U , on a T ≤ U donc T+ ≤ U+. Alors le lemme
4.4.4 dit que T est un (π⊥)∗-sous-groupe maximal de U+, donc le théorème 4.4.9 (iii) donne
le résultat. �

Corollaire 4.4.12. – Si H/K est localement nilpotent, H/K possède un unique sous-groupe
π-couvrant de Hall.
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Preuve. – On peut supposer K− = 1 et ∞ ∈ π. Alors H+ est nilpotent et divisible d’après
la proposition 3.3.6. En particulier, H+ est un (π⊥)∗-groupe. Soit S1/K l’unique π−-sous-
groupe de Hall de H/K. Par le corollaire 3.2.6 (ii), il existe S un π−-sous-groupe de Hall
de H tel que S1 = SK. D’après le théorème 4.4.9, H/K possède un sous-groupe π-couvrant
de Hall R/K et on a R = H+KS = H+S1. Ainsi, R/K est normal dans H/K donc, par
conjugaison des sous-groupes π-couvrants de Hall deH/K (théorème 4.4.9), R/K est l’unique
sous-groupe π-couvrant de Hall de H/K. �

L’exemple 4.4.13 montre que l’intersection d’un sous-groupe π-couvrant de Hall (π ⊆ P+)
d’un groupe de rang de Morley fini résoluble G avec un sous-groupe normal et localement
clos T de G n’est pas nécessairement un sous-groupe π-couvrant de Hall de T . La proposition
4.4.14 donne une information sur les intersections des sous-groupes π-couvrants de Hall
(π ⊆ P+) des sections localement closes des groupes de rang de Morley fini résolubles avec
les sous-groupes normaux.

Exemple 4.4.13. – Si G est un pur groupe isomorphe à C∗ et si on choisit T un sous-groupe
non trivial et localement fini de G, alors G est un sous-groupe ∞-couvrant de Hall de G.
Pourtant {1} est l’unique sous-groupe ∞-couvrant de Hall de T , et G ∩ T 6= 1.

Proposition 4.4.14. – Si A/K est une section localement close et normale de H et si
R/K est un sous-groupe π-couvrant de Hall de H/K, alors (R ∩ A)/K contient un unique
sous-groupe π-couvrant de Hall de A/K.

Preuve. – Si π ⊆ P, le lemme 4.4.7 et le corollaire 3.2.6 (i) donnent le résultat. Donc on
peut supposer ∞ ∈ π. On peut aussi supposer K− = 1. Le théorème 4.4.9 (ii) montre qu’il
existe un (π⊥)∗-sous-groupe maximal T de H+ et un π−-sous-groupe de Hall S de H qui
normalise T tels que R = TKS. Alors (T ∩ A+)◦ est un (π⊥)∗-sous-groupe maximal de A+

d’après le fait 4.4.2 et, d’après le corollaire 3.2.6 (i), S ∩ A est un π−-sous-groupe de Hall
de A qui normalise (T ∩ A+)◦. Donc le théorème 4.4.9 (iii) dit que (T ∩ A+)◦K(S ∩ A)/K
est un sous-groupe π-couvrant de Hall de A/K, en particulier (R∩A)/K est un sous-groupe
π-couvrant de A/K.

Supposons que (R ∩ A)/K ait un unique sous-groupe π-couvrant de Hall V/K. Comme
(R ∩ A)/K est un sous-groupe π-couvrant de A/K, le lemme 4.4.6 et le corollaire 4.4.11
montrent que V/K est un sous-groupe π-couvrant de Hall de A/K. Or V/K est l’unique
sous-groupe π-couvrant de Hall de (R ∩ A)/K, donc le corollaire 4.4.11 dit que (R ∩ A)/K
ne contient pas d’autre sous-groupe π-couvrant de Hall de A/K. Il suffit donc de démontrer
le résultat pour H = R.

Soit U/K un sous-groupe π-couvrant de Hall de A/K. Le théorème 4.4.9 (ii) montre
qu’il existe un (π⊥)∗-sous-groupe maximal T de H+ tel que R normalise TK et, aussi,
R ∩H+K = TK. Mais on a R = H, donc H+K = TK et, comme H+ centralise K puisque
K− = 1 (fait 1.2.6), T centraliseK et T est normal dansH+.K étant localement fini,H/T est
aussi localement fini, donc H+(= R+) = T . Ainsi R+ est un (π⊥)∗-groupe, donc (A ∩R+)−

aussi. En particulier (A∩R+)−K/K est contenu dans tout sous-groupe π-couvrant de Hall de
A/K. Par le corollaire 4.4.10, il suffit de montrer que U/(A∩R+)−K est l’unique sous-groupe
π-couvrant de Hall de A/(A ∩ R+)−K, c’est-à-dire qu’on peut supposer (A ∩ R+)− ≤ K.
Comme K− = 1, on a (A ∩ R+)− = 1 et le fait 1.2.6 montre que A centralise R+. Comme
A+ ≤ (A∩R+)−, A est localement fini. D’après le lemme 4.4.7, U/K est un π−-sous-groupe
de Hall de A/K. Soit O/K = Oπ(R/K). Alors UO/O est un π−-sous-groupe de Hall de
AO/O d’après le corollaire 3.2.6 (ii). Comme A est localement fini, U/K et UO/O sont des
π-sous-groupes de Hall de A/K et de AO/O respectivement, en particulier U = UO ∩ A.
Si UO/O est l’unique π-sous-groupe de Hall de AO/O alors tout sous-groupe π-couvrant de
Hall de A/K est contenu dans (UO ∩ A)/K = U/K, donc on a le résultat et on peut alors
supposer O/K = 1.
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U/K est un π-sous-groupe de Hall de A/K, donc UR+/R+K est un π-sous-groupe de
Hall de AR+/R+K. Comme R/R+K est un π-groupe, on en déduit que UR+ = AR+. Ainsi
on a A/K = U/K ∗ (A ∩ R+K)/K et U/K est l’unique π-sous-groupe de Hall de A/K et,
donc, U/K est normal dans R/K. Comme O/K = 1, on a montré que U/K = 1, donc A/K
n’a qu’un seul π-sous-groupe de Hall (c’est le sous-groupe trivial). �

Lemme 4.4.15. – Si U/K est une section localement close de H/K et si U/K n’a pas
de sous-groupe π-couvrant (de U/K) propre, alors U/K est contenu dans un sous-groupe
π-couvrant de Hall de H/K.

Preuve. – Si ∞ 6∈ π, le lemme 4.4.7 donne le résultat, donc on peut supposer ∞ ∈ π. On
peut aussi supposer K− = 1. On fait la preuve par induction sur le rang de H+. Soit B/K
l’intersection des sous-groupes π-couvrants de Hall de H/K. Alors B est un sous-groupe lo-
calement clos et normal de H. U/K étant sans sous-groupe π-couvrant propre, U/(U∩B−K)
est aussi sans sous-groupe π-couvrant propre, donc UB−/B−K et (UB−/B−)/(B−K/B−)
aussi. Si B− 6= 1, l’hypothèse d’induction dit qu’il existe un sous-groupe π-couvrant de Hall
(S/B−)/(B−K/B−) de (H/B−)/(B−K/B−) avec UB− ≤ S. D’après le corollaire 4.4.10, il
existe un sous-groupe π-couvrant de Hall S0/K de H/K avec S = S0B

−. Par le choix de B,
S0 contient B, donc S/K est un sous-groupe π-couvrant de Hall de H/K qui contient U/K,
et on peut supposer B− = 1.

D’après le fait 1.3.13, on a F (H+)◦ = Bπ⊥(H+)∗D où D est l’unique (π⊥)∗-sous-groupe
maximal de F (H+)◦. Mais D est normal dans H+ et, donc, D est contenu dans tout (π⊥)∗-
sous-groupe maximal de H+. D’après le théorème 4.4.9 (ii), D est contenu dans B, donc
D = 1 puisque B− = 1. En particulier, si H+ est nilpotent alors H+ et H sont localement
finis, et le lemme 4.4.7 donne le résultat. Ainsi on peut supposer H+ non nilpotent et on a
F (H+)◦ = Bπ⊥(H+) = Q(H+) et F (H+) ne contient pas de (π⊥)∗-sous-groupe non trivial.
Donc, d’après le fait 1.3.19, tout (π⊥)∗-sous-groupe de H+ est abélien. Si U+ = 1, le lemme
4.4.7 donne le résultat, donc on peut supposer U+ 6= 1. Soit T un (π⊥)∗-sous-groupe maximal
de U+. Le théorème 4.4.9 (ii) donne U+K = U ∩U+K = TK. Comme K− = 1, T centralise
K. Alors TK/T est un groupe localement fini et on obtient U+ ≤ (U+K)+ = (TK)+ ≤ T ,
et U+ = T est un (π⊥)∗-groupe. Comme F (H+) ne contient pas de (π⊥)∗-sous-groupe non
trivial, U+ intersecte finiment F (H+) et U+ est abélien (fait 1.3.19). Alors, comme U+ 6= 1,
EH+(U+) est un sous-groupe définissable, anormal et propre de H+ d’après les corollaires
2.4.5 et 2.6.2, donc NH(EH+(U+))+ < H+. Aussi, comme K centralise H+ du fait que
K− = 1, on a K ≤ NH(EH+(U+)). Donc l’hypothèse d’induction dit que U/K est contenu
dans un sous-groupe π-couvrant de Hall R/K de NH(EH+(U+))/K. Par le théorème 4.4.9
(ii), on a R = T1KS1 où T1 est un (π⊥)∗-sous-groupe maximal de NH(EH+(U+))+ et S1 un
π− sous-groupe de Hall de NH(EH+(U+)) qui normalise T1. Comme H+ centralise K, T1

centralise K et R normalise T1.
EH+(U+) étant un sous-groupe anormal de H+, la proposition 2.7.9 et le corollaire 2.6.2

donnent H+ = Q(H+)EH+(U+), d’où H+ = Bπ⊥(H+)EH+(U+). Comme Bπ⊥(H+) est
normal dans H+, on obtient H+ = Bπ⊥(H+)EH+(U+)+ = Bπ⊥(H+)NH(EH+(U+))+. Le
fait 4.4.2 donne alors H+ = Bπ⊥(H+)T1. Ceci prouve que T1 est un (π⊥)∗-sous-groupe
maximal de H+. Soit S2 un π−-sous-groupe de Hall de NH(T1) qui contient S1. Comme
H = Bπ⊥(H+)NH(T1) d’après le fait 4.4.2 et l’argument de Frattini, le corollaire 3.2.6 (ii)
montre que S2 est un π−-sous-groupe de Hall de H. Le théorème 4.4.9 (iii) montre que
T1KS2/K est un sous-groupe π-couvrant de Hall de H/K. Comme T1KS2/K contient U/K,
on a finit la preuve. �

Définition 4.4.16. – Une base de Sylow couvrante de H/K est une famille (Rπ/K)π⊆P+

où Rπ/K est un sous-groupe π-couvrant de Hall de H/K pour tout π ⊆ P+ et où Rσ ≤ Rπ

pour tout σ ⊆ π.

Théorème 4.4.17. – (i) H/K possède une unique classe de conjugaison de bases de Sylow
couvrantes.
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De plus, si (Rπ/K)π⊆P+ est une base de Sylow couvrante de H/K, alors :
(ii) il existe une base de Sylow généralisée (Sπ/K)π⊆P+ de H/K et un sous-groupe de

Carter C de H+ tels que, pour tout π ⊆ P+, Sπ normalise Bπ(H+)CK, Rπ = Sπ si ∞ 6∈ π
et, si on note D le sous-groupe définissable et divisible maximal de C, Rπ = SπD si ∞ ∈ π.
De plus on a RπRσ = Rπ∪σ pour tout π ⊆ P+ et tout σ ⊆ P+ ;

(iii) la base de Sylow généralisée (Sπ/K)π⊆P+ de (ii) est l’unique base de Sylow généralisée
de H/K telle que Sπ ≤ Rπ pour tout π ⊆ P+.

Preuve. – On va d’abord montrer l’existence d’une base de Sylow couvrante (Rπ/K)π⊆P+

deH/K qui vérifie (ii). D’après le théorème 4.3.8,H/K possède une base de Sylow généralisée
(Sπ/K)π⊆P+ . Aussi, la proposition 4.3.9 dit qu’il existe un sous-groupe de Carter C deH+ tel
que Sπ normalise Bπ(H+)CK pour tout π ⊆ P+. C a un unique sous-groupe D définissable
et divisible maximal. Alors Sπ normalise Bπ(H+)DK pour tout π ⊆ P+. Pour tout π ⊆ P+,
on note Tπ = Bπ(H+)D. Le lemme 4.4.3 montre que, pour tout π ⊆ P+ tel que ∞ ∈ π,
Tπ est un (π⊥)∗-sous-groupe maximal de H+. Alors, pour tout π ⊆ P+ tel que ∞ ∈ π,
Rπ/K = TπSπ−/K est un sous-groupe π-couvrant de Hall de H/K d’après le théorème
4.4.9 (iii). De même, si ∞ 6∈ π, le lemme 4.4.7 dit que Rπ/K = Sπ/K est un sous-groupe π-
couvrant de Hall deH/K. Soient π ⊆ P+ et σ ⊆ P+. Si∞ 6∈ π∪σ, alors on a RπRσ = SπSσ =
Sπ∪σ = Rπ∪σ. Si ∞ ∈ π \ σ, alors on a RπRσ = Bπ(H+)DSπ−Sσ = Bπ(H+)DSπ−∪σ =
Bπ∪σ(H+)DS(π∪σ)− = Rπ∪σ. De façon analogue on a RπRσ = Rπ∪σ si ∞ ∈ σ \π. De même,
si ∞ ∈ π ∩ σ, alors on a RπRσ = (Bπ(H+)DSπ−)(Bσ(H+)DSσ−) = Bπ∪σ(H+)DS(π∪σ)− =
Rπ∪σ. On en déduit que (Rπ/K)π⊆P+ est une base de Sylow couvrante de H/K qui vérifie
(ii).

Montrons que toute base de Sylow couvrante (Uπ/K)π⊆P+ de H/K est conjuguée à
(Rπ/K)π⊆P+ . On va montrer cela par induction sur le rang de H+. On peut supposer K− =
1. Supposons d’abord H+ abélien. Alors H+ est divisible (corollaire 3.3.5). Le théorème
4.4.9 (ii) dit que H+K/K est l’unique sous-groupe ∞-couvrant de Hall de H/K, et on a
R∞ = H+K = U∞. Comme (Up/K)p∈P et (Rp/K)p∈P sont deux bases de Sylow de H/K
et sont conjuguées d’après la proposition 4.3.3, on peut supposer Uπ = Rπ pour tout π ⊆ P.
Ainsi, si ∞ ∈ π ⊆ P+, on a Rπ = H+Rπ− = Uπ. On en déduit qu’on peut supposer H+ non
abélien. Par la proposition 2.7.9, Q(H+) contient un sous-groupe H-minimal A. D’après le
corollaire 4.4.10 (RπA/AK)π⊆P+ et (UπA/AK)π⊆P+ sont des bases de Sylow couvrantes de
H/AK, et elles sont conjugués par hypothèse d’induction. Donc on peut supposer RπA =
UπA pour tout π ⊆ P+. Soit p ∈ P+ tel que A soit un p-groupe. Alors Rp⊥/K et Up⊥/K
sont deux sous-groupes p⊥-couvrants de Hall de Rp⊥A/K(= Up⊥A/K) d’après le corollaire
4.4.11. Le théorème 4.4.9 dit alors que Rp⊥ et Up⊥ sont A-conjugués. Donc on peut supposer
Rp⊥ = Up⊥ .

Montrons que DK contient A ∩ Rp⊥ . Si p = ∞ alors Rp⊥/K est un p⊥-groupe d’après
le lemme 4.4.7 et A ∩ Rp⊥ est contenu dans K. Donc on peut supposer p 6= ∞. Soit S
un p-sous-groupe de Sylow de D. Le corollaire 3.2.6 (ii) dit que SKBp⊥(H+)/KBp⊥(H+)
est un p-sous-groupe de Sylow de DKBp⊥(H+)/KBp⊥(H+). Comme Bp⊥(H+)K/K est un
p⊥-groupe, on en déduit que SK/K est un p-sous-groupe de Sylow de Bp⊥(H+)DK/K.
Mais Bp⊥(H+)D est un p∗-sous-groupe maximal de H+ d’après le lemme 4.4.3, donc on a
Rp⊥ = Bp⊥(H+)DSp′ et Rp⊥ ∩ H+K = Bp⊥(H+)DK d’après le théorème 4.4.9 (ii). En
particulier, (A ∩ Rp⊥)K/K est un p-sous-groupe normal de Bp⊥(H+)DK/K et on obtient
A ∩Rp⊥ ≤ SK ≤ DK.

On déduit de l’inégalité A ∩ Rp⊥ ≤ DK que, pour tout π ⊆ p⊥ tel que ∞ ∈ π, on
a Rπ = RπA ∩ Rp⊥ = UπA ∩ Up⊥ . Donc Uπ/K est un sous-groupe π-couvrant de Hall
de H/K contenu dans Rπ/K, d’où Uπ = Rπ. Comme on a R{p,∞}⊥A = U{p,∞}⊥A, on
a R{p,∞}⊥(A ∩ Rp⊥) = U{p,∞}⊥(A ∩ Up⊥). Donc le lemme 4.4.7 dit que R{p,∞}⊥/K et
U{p,∞}⊥/K sont des p′-sous-groupes de Hall de R{p,∞}⊥(A ∩ Rp⊥)/K et le théorème 3.2.5
dit qu’il existe a ∈ A ∩Rp⊥ tel que Ra

{p,∞}⊥ = U{p,∞}⊥ . Comme on a a ∈ A, a appartient à
Rπ pour tout π ⊆ P+ tel que p ∈ π. Aussi, comme on a a ∈ A ∩ Rp⊥ ≤ DK, a appartient
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à Rπ pour tout π ⊆ p⊥ tel que ∞ ∈ π. Ainsi, on a Ra
π = Rπ = Uπ pour tout π ⊆ P+ qui

contient p ou ∞. Si π ⊆ {p,∞}⊥, alors on a

Ra
π = Ra

π ∩RπA ∩Ra
{p,∞}⊥ = Ra

π ∩ UπA ∩ U{p,∞}⊥ = Ra
π ∩ Uπ(A ∩ U{p,∞}⊥)

Comme A/K est un p-groupe et comme U{p,∞}⊥/K est un p′-groupe (lemme 4.4.7), on
obtient Ra

π = Ra
π∩Uπ et Ra

π/K est un sous-groupe π-couvrant de Hall de H/K contenu dans
Uπ/K, d’où Ra

π = Uπ. On a donc prouvé la conjugaison des bases de Sylow couvrantes de
H/K.

Il reste à montrer l’unicité de (Sπ/K)π⊆P+ . Soit (Vπ/K)π⊆P+ une base de Sylow généralisée
de H/K telle que Vπ ≤ Rπ pour tout π ⊆ P+. Soit π ⊆ P+. Montrons que ((Rπ∩H+K)/K)′

est un π-groupe. Si ∞ 6∈ π le lemme 4.4.7 donne le résultat. Sinon, comme Bπ(H+)D est un
(π⊥)∗-sous-groupe maximal de H+, le théorème 4.4.9 donne Rπ∩H+K = (Bπ(H+)D)K. Or
D′ est sans torsion (fait 1.3.13) et est contenu dans Q(H+) (proposition 2.7.9), donc D′ est
contenu dans Bπ(H+). Ceci prouve que (Rπ ∩H+K)′ ≤ Bπ(H+)K, donc ((Rπ ∩H+K)/K)′

est bien un π-groupe. On en déduit que (Rπ ∩H+K)/K a un unique π-sous-groupe de Hall
O/K. En particulier O = Vπ ∩H+K = Sπ ∩H+K et, aussi, les π-sous-groupes de Hall de
H/O sont localement fini. Ainsi, d’après le corollaire 3.2.6 (ii), on a SπO/O = Sπ−O/O et
VπO/O = Vπ−O/O. Mais, par le lemme 4.4.7, on a nécessairement Sπ− = Rπ− = Vπ− , donc
Sπ = Vπ. Ceci finit la preuve du théorème. �

On dira que la base de Sylow généralisée (Sπ/K)π⊆P+ du théorème ci-dessus est la base
de Sylow généralisée de H/K associée à (Rπ/K)π⊆P+ .

L’exemple ci-dessous dit que, si π et σ sont deux sous-ensembles de P+, on n’a pas
nécessairement Rπ ∩Rσ = Rπ∩σ.

Exemple 4.4.18. – On considère un pur groupe G isomorphe à C∗. Pour tout π ⊆ P, on
note Sπ le π-sous-groupe de Hall de G. Pour tout π ⊆ P+, on note Rπ = Sπ si ∞ 6∈ π et
Rπ = G sinon. Alors (Rπ)π⊆P+ est une base de Sylow couvrante de G. Or, si π ⊆ P n’est
pas vide, on a Rπ ∩Rπ⊥ = Sπ 6= 1(= Rπ∩π⊥).

Nous finissons ce chapitre en donnant une caractérisation des bases de Sylow couvrantes.
Cette caractérisation est analogue à la proposition 4.3.14 :

Proposition 4.4.19. – Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble, H/K une
section localement close de G et G = (Rπ/K)π⊆P+ une famille de sous-groupes où, pour tout
π ⊆ P+, Rπ/K désigne un sous-groupe π-couvrant de Hall de H/K. Alors G est une base
de Sylow couvrante de H/K si et seulement si Rπ1Rπ2/K = Rπ2Rπ1/K pour tout π1 ⊆ P+

et tout π2 ⊆ P+.

Preuve. – Le théorème 4.4.17 (ii) dit que, si G est une base de Sylow couvrante de H/K,
alors on a Rπ1Rπ2/K = Rπ1∪π2/K = Rπ2Rπ1/K pour tout π1 ⊆ P+ et tout π2 ⊆ P+. Donc
il suffit de montrer la réciproque. Supposons Rπ1Rπ2/K = Rπ2Rπ1/K pour tout π1 ⊆ P+

et tout π2 ⊆ P+. Soient σ ⊆ P+ et π ⊆ P+ avec σ ⊆ π. Montrons que Rπ contient Rσ.
Soit R = RπRσ. Comme on a RπRσ = RσRπ, le lemme 4.3.13 dit que R est un sous-groupe
localement clos de H. Le lemme 4.4.6 montre que Rσ/K ne contient pas de sous-groupe σ-
couvrant (de Rσ/K) propre. Donc Rσ/K ne contient pas de sous-groupe π-couvrant propre
puisque σ ⊆ π. Le lemme 4.4.15 dit que Rσ/K est contenu dans un sous-groupe π-couvrant
de Hall S/K de R/K. Le théorème 4.4.9 dit qu’il existe r ∈ R tel que S = Rr

π. Comme
R = RπRσ, on a Rσ ≤ S = Rπ. Ceci prouve que G est une base de Sylow couvrante de
H/K. �



Chapitre 5

Théories des formations

W. Gaschütz a introduit dans [34] la théorie des formations pour les groupes finis résolubles.
Cette théorie unifie, et généralise considérablement, les notions de sous-groupes de Carter
et de sous-groupes de Hall. Elle a ensuite été généralisée à beaucoup de classes de groupes
localement finis et localement résolubles : groupes (localement nilpotents)-par-finis [72], FC-
groupes [75], groupes localement finis linéaires [82] et U-groupes [33]. Tout ces travaux ont
été unifiés dans [48]. Mais des théories des formations ont été établies pour d’autres classes
de groupes : classe des groupes polycycliques ([59] et [60]), groupes localement finis et locale-
ment résolubles satisfaisant min-p pour tout entier premier p [22].... Ces théories permettent
de mieux comprendre la structure des groupes appartenant à ces classes en fournissant une
approche générale à certains phénomènes de recouvrements. On rappelle qu’il existe une
théorie des formations pour les sous-groupes localement finis des groupes de rang de Morley
fini résolubles (voir [4]). Elle utilise fortement les résultats connus sur les U-groupes. Dans
ce chapitre, nous établissons deux théories des formations : la première concerne les sections
localement closes résolubles et généralise la théorie des formations de [4], la seconde s’établit
dans le contexte des groupes de rang de Morley fini résolubles et connexes.

Pour ce qui concerne la théorie des formations des sections localement closes résolubles,
l’idée de départ était de suivre l’approche de [33] pour la théorie des formations des U-
groupes. La difficulté est que la classe de groupes que nous étudions n’est pas une classe de
groupes localement finis. Toutefois, l’étude semblait être rendue possible par l’introduction
des notions d’∞-élément et de sous-groupe de Hall généralisé (définition 4.1.1). Finalement,
il n’a pas été possible de concrétiser l’idée du départ, la principale raison étant que les sous-
groupes de Hall généralisés ne se préservent pas, en général, par quotientement (exemple
4.2.7). A l’inverse des sous-groupes de Hall généralisés, les sous-groupes π-couvrants de Hall
(pour π ⊆ P+) sont préservés par quotientement (corollaire 4.4.10). C’est essentiellement
grâce à cette propriété que nous pouvons établir une théorie des formations pour les sections
localement closes.

A partir de la notion de sous-groupe couvrant de Hall, nous introduisons une notion de
M-normalisateur (définition 5.1.6) similaire à celle de [33]. On montre que ces sous-groupes
sont préservés par quotientement (théorème 5.1.9). Ce résultat est similaire au lemme 2.13 de
[33], mais la preuve est très différente. Le point qui va marquer notre différence avec [33] est
l’impossibilité de trouver un théorème de ”couverture et d’évitement” analogue au théorème
3.4 de [33] (exemples 5.1.11 et 5.1.12). Ceci aura des conséquences importantes sur l’étude
des projecteurs (définition 5.3.7). Pour remédier à ce problème, nous introduisons la notion
de M∗-normalisateur (définition 5.1.21). Ce sont des sous-groupes des M-normalisateurs qui
ne sont pas très loin de vérifier la propriétés de couverture et d’évitement. Nous montrons
alors des propriétés des M∗-normalisateurs qui vont nous permettre de suivre la stratégie de
[33] pour la fin de la preuve du théorème principal (théorème 5.3.14).

De façon analogue à [33], nous définissons des fonctions de préformation f sur π ⊆ P+
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auxquelles on associe des classes de groupes F(f) et F∗(f) (définition 5.2.2). La classe F(f)
est une R-formation (définition 5.2.14, proposition 5.2.26) à la différence de F∗(f) (exemple
5.2.27). Par contre, c’est la classe F∗(f) qui permet de travailler et d’arriver à des résultats
généraux, puisque les projecteurs en rapport avec F(f) n’existent pas toujours (exemple
5.3.8). Les fonctions f les plus intéressantes sont celles pour lesquelles tout π-groupe dans
F∗(f) est un F(f)-groupe. Le théorème 5.2.12 donne un critère pour que f vérifie cette
propriété. Nous arrivons au théorème principal concernant les formations (théorème 5.3.14).
Il concerne l’existence et la conjugaison des projecteurs. Ce théorème unifie plusieurs résultats
importants concernants les groupes de rang de Morley fini résolubles : conjugaison des sous-
groupes de Hall et des sous-groupes de Hall généralisés, le théorème 5 de [4] (qui concerne
les formations), existence et conjugaison des sous-groupes π-couvrants de Hall, existence et
conjugaison des sous-groupes de Carter (proposition 5.3.18).

Ensuite, on donnera une application du théorème 5.3.14 à la superrésolubilité. On montre
l’existence d’une fonction de préformation fs qui détermine quelles sections localement closes
sont localement superrésolubles (proposition 5.4.19). Comme cette fonction vérifie les hy-
pothèses du théorème 5.2.12, on a F(fs) = F∗(fs) et on en déduit un théorème sur les
projecteurs localement superrésolubles (théorème 5.4.21). Cette section est aussi l’occasion
d’étudier plus précisément les sous-groupes localement superrésolubles des groupes de rang de
Morley fini et, notamment, de montrer qu’ils sont toujours (localement nilpotents)-par-(finis,
abéliens) (proposition 5.4.7).

Dans la section 5.5, on établit une théorie des formations pour les groupes de rang de
Morley fini connexes et résolubles : la théorie des formations connexes. La méthode utilisée
pour développer cette théorie des formations est très différente de celle utilisée pour les
sections localement closes. En effet, nous n’utilisons plus la théorie des sous-groupes de Hall.
Nous avons juste besoin de l’existence d’une notion de sous-groupe de Frattini (définition
2.3.1). Il est intéressant de remarquer que nous traitons notre cas de la même façon qu’est
traité le cas fini dans [69] p. 269 à 274. Le résultat principal de cette section (théorème
5.5.5) est alors indépendant des chapitres 3 et 4, et de la théorie des formations des sections
localement closes. Seuls la section 2.1 et quelques faits biens connus (inscrits au chapitre 1)
sont nécessaires.

Nous illustrons cette théorie par deux exemples de formations connexes saturées : les
groupes de rang de Morley fini connexes et nilpotents (formation connexe N ◦) et les π∗-
groupes. Nous montrons que, si G désigne un groupe de rang de Morley fini connexe et
résoluble alors, les sous-groupes N ◦-couvrants de G sont exactement les sous-groupes de
Carter de G (corollaire 5.5.14). La seconde formation permet de retrouver un théorème de
Borovik et Nesin sur les π∗-groupes (fait 4.4.2, corollaire 5.5.17).

Nous finissons ce chapitre en établissant un lien entre les deux théories des formations
que nous avons étudiées (proposition 5.6.5).

5.1 M-normalisateurs

Pour étudier les groupes résolubles finis, P. Hall avait introduit la notion de normalisateur
de système [37]. L’usage de notions analogues s’avère nécessaire pour l’étude de certaines
théories des formations de classes de groupes infinis ([33], [72]). La théorie des formations
des sections localement closes nécessite de bonnes connaissances des M-normalisateurs et
M∗-normalisateurs (définitions 5.1.6 et 5.1.21), qui sont des analogues des normalisateurs de
système des groupes finis. Le résultat principal de cette section dit que les M-normalisateurs
sont préservés par quotientement (théorème 5.1.9).

Pour commencer, on montre un résultat concernant les normalisateurs des sous-groupes
de Hall des sections localement closes des groupes de rang de Morley fini (corollaire 5.1.4). Le
contrexemple suivant montre qu’un normalisateur d’un p-sous-groupe (p ∈ P) d’un groupe
de rang de Morley fini n’est pas nécessairement localement clos.
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Exemple 5.1.1. – On considère K un pur corps de caractéristique non nulle, algébriquement
clos, indénombrable, etG = K+oK∗ oùK∗ agit linéairement surK+. Si u désigne un élément
non trivial de K+, x un élément d’ordre infini de K∗ et V = 〈u, x〉, alors NG(V ∩K+) contient
x et pas d(x). En particulier, NG(V ∩K+) n’est pas localement clos.

Dans toute cette section G désigne un groupe de rang de Morley fini résoluble et H/K
une section localement close de G.

Lemme 5.1.2. – Soit V/K une section localement close de H qui intersecte trivialement
(H/K)LN

loc . Alors NH/K(V/K) est une section localement close et V/K est hypercentral dans
NH/K(V/K).

Preuve. – Soit L/K = (H/K)LN
loc . Pour tout ordinal i, on note Zi/L = Zi(H/L) et Vi = Zi∩

V . Zi et Vi sont localement clos pour tout ordinal i (corollaire 3.1.34).H/L étant hypercentral
(proposition 3.4.18), il existe un ordinal µ tel que V = Vµ. Soit N/K = NH/K(V/K). Alors
N/K centralise Vi+1/Vi pour tout i < µ. Donc V/V0 est contenu dans Z∞(N/V0). Comme
V/K intersecte trivialement L/K, on a V0 = L∩V = K, et V/K est hypercentral dans N/K.
On note C0 = H ; pour tout ordinal i < µ, Ci+1/Vi = CCi/Vi

(Vi+1/Vi) et, pour tout ordinal
limite ν ≤ µ, Cν =

⋂
i<ν Ci. Alors Cµ/K normalise V/K et, comme N/K est contenu dans

Cµ/K, Cµ = N . Mais Cµ est localement clos d’après la proposition 3.1.33, donc on a prouvé
le lemme. �

Proposition 5.1.3. – Si V/K est une section localement close de H telle que V/K ∩
(H+K/K)LN

loc soit normal dans H/K, alors NH/K(V/K) est une section localement close
de H.

Preuve. – Supposons V/K ∩ H+K/K normal dans H/K. Soient N/K = NH/K(V/K),
U/K = V/K ∩ H+K/K et C/U = CH/U (V/U). Alors C est localement clos d’après la
proposition 3.1.33. Mais on a [NH+K/K(V/K), V/K] ≤ U/K, donc NH+K/K(V/K) = (C ∩
H+)K/K et, comme H/H+K est localement fini, on en déduit que N est localement clos.

Finissons la preuve de la proposition. Soit B/K = V/K ∩ (H+K/K)LN
loc . Quitte à

considérer H/B au lieu de H/K, on peut supposer B/K = 1. Le lemme 5.1.2 montre que
NH+K/K(V/K ∩H+K/K) est une section localement close. Comme H/H+K est localement
fini, NH/K(V/K ∩ H+K/K) est une section localement close. Soit N/K = NH/K(V/K ∩
H+K/K). Alors, V/K ∩ N+K/K étant contenu dans H+K/K, V/K ∩ N+K/K est nor-
mal dans N/K. Ce qui précède dit que NN/K(V/K) est une section localement close. Mais
NH/K(V/K) est contenu dans N/K, donc NH/K(V/K) est une section localement close. �

Corollaire 5.1.4. – Soient L/K une section normale et localement close de H/K, π ⊆ P+

et R/K un π-sous-groupe de Hall de L/K. Alors NH/K(R/K) est une section localement
close de G.

Preuve. – Soit A/K = (H+K/K)LN
loc . D’après le corollaire 4.1.24 et la proposition 5.1.3, il

suffit de montrer que R/K∩A/K est normal dansH/K. A/K est un sous-groupe nilpotent de
H/K d’après le fait 1.3.18, donc A/K∩L/K possède un unique π-sous-groupe de Hall R0/K
(proposition 4.1.12). De plus, R0/K est normal dansH/K. Comme on a R/K∩A/K = R0/K
d’après le corollaire 4.1.19, on a prouvé le corollaire. �

Corollaire 5.1.5. – Si L/K est une section localement close et normale de H/K et si R/K
est un sous-groupe π-couvrant de Hall de L/K (π ⊆ P+), alors NH(R) est localement clos.

Preuve. – Si ∞ 6∈ π le lemme 4.4.7 et le corollaire 5.1.4 donnent le résultat. Donc on
peut supposer ∞ ∈ π. Alors, d’après le théorème 4.4.9 (ii), il existe un (π⊥)∗-sous-groupe
maximal T de H+ et un π−-sous-groupe de Hall de S de H qui normalise T tel que R = TKS
et R ∩ H+K = TK. T étant contenu dans (TK ∩ H+)−, on a TK = (TK ∩ H+)−K, en
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particulier NH(TK) = NH((TK∩H+)−) est localement clos. Ainsi R/TK(= STK/TK) est
un π−-sous-groupe de Hall de NH(TK)/TK d’après le corollaire 3.2.6 (ii). Le corollaire 5.1.4
dit alors que NNH(TK)(R) est localement clos. Comme R ∩H+K = TK, NH(R) normalise
TK et, ainsi, NH(R)(= NNH(TK)(R)) est localement clos. �

Ce résultat est essentiel pour la suite. Notamment, il montre que les M-normalisateurs
(définition 5.1.6) sont des sections localement closes.

Définition 5.1.6. – Pour tout π ⊆ P+, M = (Mσ/K)σ⊆π est un π-système de H/K si,
pour tout σ ⊆ π, Mσ est un sous-groupe normal et localement clos de H et si Mσ1 ≤ Mσ2

dès que σ2 ⊆ σ1.
Soit P = (Rσ/K)σ⊆P+ une base de Sylow couvrante de H/K. D’après la proposition

4.4.14, pour tout σ ⊆ P+, il existe un unique sous-groupe σ⊥-couvrant de Hall R∗σ⊥/K de
Mσ/K contenu dans (Rσ⊥ ∩Mσ)/K. Alors Rπ/K ∩

⋂
σ⊆π NH/K(R∗σ⊥/K) est appelé M-

normalisateur de H/K associé à P.

Remarque 5.1.7. – Par le théorème 4.4.17, pour tout π ⊆ P+ et tout π-système M
d’une section localement close H/K d’un groupe de rang de Morley fini résoluble, les M-
normalisateurs de H/K sont conjugués. De plus, le corollaire 5.1.5 montre que ce sont des
sections localement closes de H.

On peut remarquer que les M-normalisateurs dans le sens ”classique” (cf. [33]) corres-
pondent exactement aux nôtres si H/K est localement fini. Ainsi le fait 5.1.8 peut se déduire
du lemme 2.13 de [33] (où il est donné pour les U-groupes) et du fait qu’un Mc-groupe
résoluble de torsion est un U-groupe [16].

Fait 5.1.8. – ([33], lemme 2.13, Gardiner, Hartley, Tomkinson) On suppose H/K
localement fini. Soient A/K un sous-groupe normal de H/K, π ⊆ P, M = (Mσ/K)σ⊆π

un π-système de H/K, M = (MσA/A)σ⊆π, (Rσ/K)σ⊆P+ une base de Sylow couvrante de
H/K et N/K le M-normalisateur de H/K associé à (Rσ/K)σ⊆P+ . Alors NA/A est le M-
normalisateur de H/A associé à (RσA/A)σ⊆P+ et tout M-normalisateur de H/A est de cette
forme.

Théorème 5.1.9. – Soient A/K une section localement close et normale de H, π ⊆ P+,
M = (Mσ/K)σ⊆π un π-système de H/K, M = (MσA/A)σ⊆π, P = (Rσ/K)σ⊆P+ une base
de Sylow couvrante de H/K et N/K le M-normalisateur de H/K associé à P. Alors NA/A
est le M-normalisateur de H/A associé à (RσA/A)σ⊆P+ et tout M-normalisateur de H/A
est de cette forme.

Preuve. – Par conjugaison des M-normalisateurs dans H/A (remarque 5.1.7), il suffit
de montrer que NA/A est le M-normalisateur de H/A associé à (RσA/A)σ⊆P+ . On peut
supposerK− = 1. Pour tout σ ⊆ π, on noteR∗σ⊥/K l’unique sous-groupe σ⊥-couvrant de Hall
de Mσ/K contenu dans Rσ⊥/K∩Mσ/K. Alors, pour tout σ ⊆ π, R∗σ⊥(A∩Mσ)/(A∩Mσ) est
un sous-groupe σ⊥-couvrant de Hall de Mσ/(A∩Mσ) d’après le corollaire 4.4.10. Donc, pour
tout σ ⊆ π, R∗σ⊥A/A est un sous-groupe σ⊥-couvrant de Hall de MσA/A. Soit M/A le M-
normalisateur de H/A associé à (RσA/A)σ⊆P+ . Comme, pour tout σ ⊆ π, Rσ⊥A/A∩MσA/A
contient R∗σ⊥A/A, la proposition 4.4.14 donne M/A = RπA/A ∩

⋂
σ⊆π NH/A(R∗σ⊥A/A), en

particulier AN ≤M . Montrons l’inclusion inverse. Pour cela on va d’abord montrer le résultat
lorsque π = P+ (partie I). Ensuite, dans la partie II, on traitera le cas général.

I.1) Si A/K est un p-groupe pour un p ∈ P+.

Soient N0 = NM (R∗p⊥) et N1 = NN0(R
∗
{p,∞}⊥). R∗p⊥/K étant un sous-groupe p⊥-couvrant

de Hall de Mp/K, il n’a pas de sous-groupe p⊥-couvrant propre. Mais R∗p⊥/K est un sous-
groupe p⊥-couvrant de AR∗p⊥/K donc, par le lemme 4.4.15, R∗p⊥/K est un sous-groupe



5.1. M-NORMALISATEURS 95

p⊥-couvrant de Hall de AR∗p⊥/K. Par le théorème 4.4.9 et l’argument de Frattini on obtient
M = AN0. D’autre part on a AR∗{p,∞}⊥ ∩ R

∗
p⊥ = (A ∩ R∗p⊥)R∗{p,∞}⊥ et le lemme 4.4.7 dit

que R∗{p,∞}⊥/K est un {p,∞}⊥-sous-groupe. Donc R∗{p,∞}⊥/K est un {p,∞}⊥-sous-groupe
de Hall de (A ∩ R∗p⊥)R∗{p,∞}⊥/K et le théorème 3.2.5 et l’argument de Frattini montrent
que N0 = (A ∩ R∗p⊥)N1. On en déduit que M = AN1. Il suffit donc de montrer que N1 est
contenu dans N . Soit σ ⊆ P+.

Si p 6∈ σ, R∗σ⊥ contient A∩Mσ. Donc, comme M/A normalise R∗σ⊥A/A, M/K normalise
R∗σ⊥/K.

Si p ∈ σ et∞ ∈ σ, on a R∗{p,∞}⊥∩R
∗
σ⊥A = R∗σ⊥(R∗{p,∞}⊥∩A) = R∗σ⊥ puisque R∗{p,∞}⊥/K

est un {p,∞}⊥-groupe d’après le lemme 4.4.7. En particulier N1/K normalise R∗σ⊥/K.
On peut donc supposer p ∈ σ et ∞ 6∈ σ (donc p ∈ P). Pour tout ν ⊆ P+, on note Uν/K

l’unique sous-groupe ν-couvrant de Hall de Mσ/K contenu dans Rν/K∩Mσ/K (donc Uσ⊥ =
R∗σ⊥). Alors (Uν/K)ν⊆P+ est une base de Sylow couvrante de Mσ/K. D’après le théorème
4.4.17, il existe un sous-groupe définissable et divisible maximalD d’un sous-groupe de Carter
deM+

σ tel queD ≤ Uν pour tout ν ⊆ P+ qui contient∞ et tel que Uν normalise Bν(M+
σ )DK

pour tout ν ⊆ P+. Comme N0/K normalise R∗p⊥/K et comme p ∈ σ, N0/K normalise
Up⊥/K. En particulier N1/K(≤ N0/K) normalise R∗σ⊥A/K ∩ Up⊥/K = R∗σ⊥(A ∩ Up⊥)/K.
Si on note B = Bp⊥(M+

σ ), alors BD est un p∗-sous-groupe maximal de M+
σ (lemme 4.4.3) et

le théorème 4.4.9 (iii) montre que Up⊥ = (BD)KUp′ . Comme BDK est normal dans Up⊥ (par
le choix deD) et comme A/K est un p-groupe, ceci montre que A∩Up⊥ = A∩BDK (corollaire
3.2.6 (i)). Soit D1 = AB ∩ DK. Comme tous les p-éléments de AB/K sont contenus dans
A/K, (D1 ∩A)/K est l’unique p-sous-groupe de Sylow de D1/K. En particulier le corollaire
3.2.6 (ii) montre que, comme D1/(B∩D1)K est un p-groupe, D1 = (D1∩A)(B∩D1). Ainsi
on obtient A ∩ Up⊥ = A ∩ B(AB ∩ DK) = A ∩ B(D1 ∩ A)(B ∩ D1) = (D1 ∩ A)(A ∩ B).
Or A ∩ B ≤ K puisque A/K est un p-groupe, donc on a A ∩ Up⊥ = A ∩DK. Mais DK est
contenu dans Uσ⊥(= R∗σ⊥) d’après le choix de D, donc on a montré que N1/K normalise
R∗σ⊥/K. On en déduit que N1 est contenu dans N , d’où M = AN .

I.2) On peut supposer Q(H+) = 1, A localement fini. De plus, on peut supposer qu’on a
soit A ≤ H+K, soit A ∩H+K = K.

D’après I.1) on peut supposer A = A◦K et A ∩ Q(d(H)◦) ≤ K, en particulier A/K est
abélien et central dansH◦K/K (proposition 2.7.9). On peut même supposer que, si Q(d(H)◦)
possède un q-élément non trivial pour q ∈ P, A/K ne possède pas de q-élément non trivial.
Soit A0/K le sous-groupe de torsion maximal de A/K. Alors A/A0 est sans torsion, donc on
peut supposer A = A0 et A est localement fini puisque K− = 1. De plus, on peut supposer
A ≤ H+K ou A ∩H+K = K.

Montrons que Q(H+)∩M est contenu dans N . Il suffit de montrer que, pour tout p ∈ P+

et tout σ ⊆ P+, Bp(H+) ∩M normalise R∗σ⊥ . Soient p ∈ P+, x ∈ Bp(H+) ∩M et σ ⊆ P+.
Si p 6∈ σ, on a [x,R∗σ⊥ ] ≤ Bp(H+) ∩ Mσ ≤ R∗σ⊥ . Si p ∈ σ et ∞ ∈ σ, alors R∗σ⊥/K est
un σ⊥-groupe d’après le lemme 4.4.7. Donc, comme on a A ∩ Q(d(H)◦) ≤ K, [x,R∗σ⊥ ] est
contenu dans Bp(H+)∩R∗σ⊥A ≤ Bp(H+)∩A ≤ Q(d(H)◦)∩A ≤ K. On peut donc supposer
p ∈ σ et ∞ 6∈ σ.

Le théorème 4.4.9 (ii) dit qu’il existe un σ∗-sous-groupe maximal T de M+
σ et un σ′-

sous-groupe de Hall S de Mσ tels que TK soit normal dans R∗σ⊥ et R∗σ⊥ = TKS. On
en déduit que (Bp(H+)TA ∩ R∗σ⊥A)/TA est à la fois un σ′-groupe et un p-groupe, d’où
Bp(H+)∩R∗σ⊥A ≤ TA. Or, si A∩H+K = K, TA∩H+ est contenu dans TK et on obtient
Bp(H+) ∩ R∗σ⊥A ≤ TK ≤ R∗σ⊥ . Sinon on a A ≤ H+K et A = (A ∩ H+)K. Comme A/K
est central dans H◦K/K et comme K− = 1, A ∩H+ est central dans H+, donc A ∩H+ est
contenu dans tout sous-groupe de Carter de H+. Soient C un sous-groupe de Carter de H+

et D son sous-groupe définissable et divisible maximal. Comme C est définissable et connexe
d’après le théorème 2.4.7, le fait 1.3.13 montre que C = (C ∩BP(H+)) ∗D. Comme A/K ne
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possède pas de q-élément non trivial (q ∈ P) si Q(d(H)◦) en possède un, et comme A ∩H+

est contenu dans C, on a (A ∩ H+)K/K = (A ∩ D)K/K. Or Bσ⊥(H+)D est un σ∗-sous-
groupe maximal de H+ d’après le lemme 4.4.3. Donc, d’après le fait 4.4.2 et comme C est un
sous-groupe de Carter quelconque de H+, on peut supposer T = Bσ⊥(H+)D. En particulier
on a A ∩ H+ ≤ TK, ce qui donne Bp(H+) ∩ R∗σ⊥A = Bp(H+) ∩ TA = Bp(H+) ∩ TK ≤
R∗σ⊥ . On a montré que [x,R∗σ⊥ ] est contenu dans R∗σ⊥ pour tout σ ⊆ P+. On a donc bien
Q(H+) ∩M ≤ N .

Supposons le résultat vrai lorsque Q(H+) 6= 1. Par I.1, on a MQ(H+) = ANQ(H+).
Mais Q(H+)∩M est contenu dans N , donc M = AN(M ∩Q(H+)) = AN et, ainsi, on peut
supposer Q(H+) = 1.

I.3) M ∩H+K est contenu dans AN .

Comme Q(H+) = 1, la proposition 2.7.9 montre que H+ est divisible et abélien, donc
R∞/K = H+K/K. En particulier H+K normalise R∗σ⊥ dès que ∞ 6∈ σ. On a donc M ∩
H+K = ∩σ⊆PNH+K(Rσ′A ∩ Mσ∪{∞}A) et, de même, N ∩ H+K = ∩σ⊆PNH+K(Rσ′ ∩
Mσ∪{∞}). En particulier on obtient

R∞⊥ ∩H+K ∩M = ∩σ⊆PNR∞⊥∩H+K(Rσ′A ∩ (Mσ∪{∞} ∩R∞⊥)A)

et, aussi,
R∞⊥ ∩H+K ∩N = ∩σ⊆PNR∞⊥∩H+K(Rσ′ ∩ (Mσ∪{∞} ∩R∞⊥))

Supposons A ≤ H+K. Alors le fait 5.1.8 montre que ∩σ⊆PNR∞⊥
(Rσ′A ∩ (Mσ∪{∞} ∩

R∞⊥)A) = A(∩σ⊆PNR∞⊥
(Rσ′ ∩ (Mσ∪{∞} ∩ R∞⊥))), donc on a R∞⊥ ∩ H+K ∩ M =

A(R∞⊥ ∩ H+K ∩ N). Mais, si σ ⊆ P+ contient ∞, le lemme 4.4.7 montre que R∗σ⊥/K
est un σ⊥-sous-groupe de Hall de (A ∩ Mσ)R∗σ⊥/K. Par l’argument de Frattini on ob-
tient M ∩ H+K = (A ∩ Mσ)NM∩H+K(R∗σ⊥). En particulier, comme A est localement
fini et comme H+ est abélien, (M ∩ H+K)/NM∩H+K(R∗σ⊥) est localement fini. Or on a
N ∩H+K = ∩σ⊆P+,∞∈σNM∩H+K(R∗σ⊥), donc (M ∩H+K)/(N ∩H+K) est localement fini
et M ∩H+K = (R∞⊥ ∩H+K∩M)(N ∩H+K) d’après le corollaire 3.2.6 (ii). Ce qui précède
montre qu’on a bien M ∩H+K = A(N ∩H+K).

Donc, par I.2), on peut supposer A ∩ H+K = K. Soit σ ⊆ P+ qui contient ∞. Alors
[M ∩H+K,R∗σ⊥ ] est contenu dans H+K ∩R∗σ⊥A. Or R∗σ⊥A/A est un σ⊥-groupe d’après le
lemme 4.4.7, donc (H+K∩R∗σ⊥A)/K ∼= (H+K∩R∗σ⊥A)A/A est aussi un σ⊥-groupe puisque
A∩H+K = K. (R∗σ⊥ ∩H

+K)/K étant le σ⊥-sous-groupe de Hall de H+K/K, on en déduit
que H+K∩R∗σ⊥A = H+K∩R∗σ⊥ , donc [M ∩H+K,R∗σ⊥ ] est contenu dans R∗σ⊥ et M ∩H+K
normalise R∗σ⊥ . Ceci étant vrai pour tout σ ⊆ P+ qui contient ∞, M ∩ H+K est contenu
dans N .

I.4) Argument final (lorsque π = P+).

Montrons que, pour tout σ ⊆ P, on a R∗σ⊥ = M+
σ (Rσ′∩Mσ). Comme I.2) donne Q(H+) =

1, H+ est abélien (proposition 2.7.9). Donc M+
σ est abélien, et le corollaire 3.3.5 dit que M+

σ

est divisible. Le théorème 4.4.9 (ii) donne R∗σ⊥ = M+
σ KS pour un σ′-sous-groupe de Hall S

de Mσ. Comme (Rσ′ ∩Mσ)/K est un σ′-sous-groupe de Hall de Mσ/K (corollaire 3.2.6 (i))
et comme (Rσ′ ∩Mσ)/K est contenu dans R∗σ⊥/K puisque Rσ′ ≤ Rσ⊥ , (Rσ′ ∩Mσ)/K est un
σ′-sous-groupe de Hall de R∗σ⊥/K. Comme SK/K est un σ′-sous-groupe de Hall de Mσ/K
(corollaire 3.2.6 (ii)), SK/K est un σ′-sous-groupe de Hall de R∗σ⊥/K, et le théorème 3.2.5
dit que (Rσ′ ∩Mσ)/K et SK/K sont conjugués dans R∗σ⊥/K, d’où R∗σ⊥ = M+

σ (Rσ′ ∩Mσ).
Pour finir la preuve du théorème (lorsque π = P+), il reste à montrer que MH+ =

ANH+. En effet, on aura alors M = AN(M ∩ H+) = AN d’après I.3). Notons X =
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∩σ⊆PNR∞⊥
(Rσ′ ∩Mσ) et Y = ∩σ⊆PNR∞⊥

(Rσ′A ∩MσA). On peut appliquer le fait 5.1.8 à
X et Y , et on obtient

X(R∞⊥ ∩H+A)
(R∞⊥ ∩H+A)

=
⋂

σ⊆P

NR∞⊥/(R∞⊥∩H+A)(
Rσ′(R∞⊥ ∩H+A)

(R∞⊥ ∩H+A)
∩ Mσ(R∞⊥ ∩H+A)

(R∞⊥ ∩H+A)
)

et, de même, Y (R∞⊥ ∩H+A) =
⋂

σ⊆P NR∞⊥
(Rσ′(R∞⊥ ∩H+A) ∩Mσ(R∞⊥ ∩H+A)). Or

R∞⊥ couvre H/H+A d’après le corollaire 3.2.6 (ii), donc le fait 5.1.8 donne

XH+A/H+A = Y H+A/H+A = ∩σ⊆PNH/H+A(Rσ′H
+A/H+A ∩MσH

+A/H+A)

Comme on a R∗σ⊥ = M+
σ (Rσ′∩Mσ) pour tout σ ⊆ P, N et M normalisent (Rσ′∩Mσ)H+A =

Rσ′H
+A ∩MσH

+A pour tout σ ⊆ P. Donc M et N sont contenus dans XH+A = Y H+A.
Montrons que X est contenu dans N et que Y est contenu dans M . Soit σ ⊆ P+ qui

contient ∞. Alors on a R∗σ⊥ = R(σ−)′ ∩Mσ d’après le lemme 4.4.7 et le corollaire 3.2.6 (i).
Comme X normalise R(σ−)′ ∩Mσ− et comme on a Mσ ≤Mσ− , X normalise R∗σ⊥ . Aussi on
a R(σ−)′A ∩MσA = (R(σ−)′ ∩Mσ)A = R∗σ⊥A, et Y normalise R(σ−)′A ∩Mσ−A. Comme
on a Mσ ≤ Mσ− , Y normalise R∗σ⊥A. Si on a σ ⊆ P alors, comme R∗σ⊥ = M+

σ (Rσ′ ∩Mσ),
X normalise R∗σ⊥ et, comme on a (Rσ′ ∩Mσ)A = Rσ′A ∩MσA, Y normalise R∗σ⊥A. On a
montré que, pour tout σ ⊆ P+, X normalise R∗σ⊥ et Y normalise R∗σ⊥A. Ceci prouve que X
est contenu dans N et que Y est contenu dans M .

On déduit de ce qui précède que ANH+ = XH+A = Y H+A = MH+, ce qui permet de
conclure.

II.Cas général (π quelconque).

On suppose A 6= K. Alors, d’après le corollaire 3.1.26, il existe n ∈ N∗ et une suite
croissante (Ai)i=0,...,n de sous-groupes normaux et localement clos de H avec A0 = K,
An = A et, pour tout i = 0, ..., n − 1, Ai+1/Ai est soit un π-groupe, soit un π⊥-groupe.
On peut donc clairement supposer que A/K est soit un π-groupe, soit un π⊥-groupe. En
particulier, si on note U/K = ∩σ⊆πNH/K(R∗σ⊥/K), alors A est contenu soit dans Rπ, soit
dans U .

Soit V/A = ∩σ⊆πNH/A(R∗σ⊥A/A). On définit Mσ = K pour tout σ 6⊆ π et on note
N = (Mσ/K)σ⊆P+ etN = (MσA/A)σ⊆P+ des P+-systèmes deH/K etH/A respectivement.
Alors U/K est le N -normalisateur de H/K associé à P et V/A est le N -normalisateur de
H/A associé à (RσA/A)σ⊆P+ . La partie I prouve que V = UA. Or on a N = Rπ ∩ U
et M = RπA ∩ V , d’où M = RπA ∩ UA. Comme on a A ≤ Rπ ou A ≤ U , on obtient
M = (Rπ ∩ U)A = NA. Le résultat est donc prouvé. �

L’exemple 5.1.11 montre qu’il est impossible de trouver un théorème de couverture et
d’évitement analogue au théorème 3.4 de [33] :

Fait 5.1.10. – ([33], th. 3.4, Gardiner, Hartley, Tomkinson) Soient G un U-groupe,
π ⊆ P, M = (Mσ)σ⊆π un π-système de G, S une base de Sylow de G et D le M-
normalisateur de G associé à S. Alors D évite tous les facteurs chefs de G, sauf les p-facteurs
chefs centralisés par Mp pour p ∈ π, lesquels sont couverts.

Exemple 5.1.11. – Si G est un pur groupe isomorphe à C∗ et si π = {∞}, on note M =
(G)σ⊆π un π-système de G. Alors G est l’unique M-normalisateur de G et G couvre des
p-sections G-dloc-minimales non triviales de G pour p 6∈ π.

Aussi, comme le montre l’exemple suivant, il est possible, en présence d’un mauvais corps,
qu’il existe une section H/K-dloc-minimale de H qui ne soit ni couverte, ni évitée par les
M-normalisateurs de H/K (où M désigne un π-système de H/K pour π ⊆ P+).
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Exemple 5.1.12. – On suppose qu’il existe un mauvais corps 0K de caractéristique nulle
avec T un sous-groupe de 0K

∗ définissable, infini et sans torsion. On considère U = (0K+ o
T ) × (0K+ o T ) (où T agit linéairement sur 0K+) et i l’automorphisme involutif de U
qui, à tout (u, v) ∈ U associe (v, u). On forme le produit semi-direct G = U o 〈i〉. Soit
M = (G)σ⊆P+ un P+-système de G. Si M est un M-normalisateur de G associé à une base
de Sylow couvrante (Sσ)σ⊆P+ de G avec S{2} = 〈i〉, alors M = CG(i). On en déduit que
0K+ × 0K+ est un sous-groupe G-dloc-minimal de G qui n’est ni couvert, ni évité par M .

On peut ajouter à ce qui précède que l’exemple 1.1.4 (qui donne un ∞-groupe non nil-
potent) donne un groupe G de rang de Morley fini avec un sous-groupe K+ sans torsion
et minimal normal avec O∞(AG(K+)) 6= 1. Ceci nous empêche de trouver un analogue au
corollaire 3.3 de [33] :

Fait 5.1.13. – ([33], cor. 3.3, Gardiner, Hartley, Tomkinson) Soit p ∈ P. Si G est
un groupe localement fini et localement résoluble et si H/K est un p-facteur chef de G, alors
Op(AG(H/K)) = 1.

Le corollaire 5.1.14 dit que, pour tout p ∈ π, toute p-section H/K-dloc-minimale centrale
de H est couverte par les M-normalisateurs H/K.

Corollaire 5.1.14. – Soient π ⊆ P+, M = (Mσ/K)σ⊆π un π-système de H/K et N/K
un M-normalisateur de H/K. Alors, pour tout p ∈ π, N couvre toute p-section normale de
H/K centralisée par Mp.

Preuve. – Soient p ∈ π et U/A une p-section normale de H/K centralisée par Mp/K.
On reprend les notations du théorème 5.1.9. Comme U/A est une p-section et comme U/A
centralise MpA/A, U/A est contenu dans M/A = NA/A. Ceci prouve le résultat. �

Lemme 5.1.15. – Soient σ ⊆ P+, R/K un sous-groupe σ-couvrant de Hall de H/K et
U/K un sous-groupe ∞-couvrant de R/K. Alors U/K contient un σ⊥-sous-groupe de Hall
de R/K. En particulier, tout sous-groupe ∞-couvrant de Hall de H/K contenu dans R/K
contient un σ⊥-sous-groupe de Hall de R/K.

Preuve. – Montrons que U/K contient un σ⊥-sous-groupe de Hall de R/K. D’après le
lemme 4.4.7, on peut supposer ∞ ∈ σ. On peut supposer U/K sous-groupe ∞-couvrant
de Hall de R/K. Le lemme 4.4.6 dit que U/K est un sous-groupe ∞-couvrant de Hall de
H/K. D’après le théorème 4.4.17, il existe une base de Sylow couvrante P = (Rσ/K)σ⊆P+

de H/K. Par conjugaison des sous-groupes σ-couvrants de Hall de H/K et des sous-groupes
∞-couvrants de Hall de R/K (théorème 4.4.9), on peut supposer R = Rσ et U = R∞.
Par le théorème 4.4.17 (ii), il existe un sous-groupe de Carter C de H+ tel que, pour tout
π ⊆ P+, Rπ normalise Bπ(H+)CK et tel que, si ∞ ∈ π, Rπ = Rπ−D où D est le sous-
groupe définissable et divisible maximal de C. Or T = Bσ(H+)D est un (σ⊥)∗-sous-groupe
maximal de H+ (lemme 4.4.3) et Rσ normalise TK, donc Rσ = Bσ(H+)DKRσ− d’après le
théorème 4.4.9 (iii). De même, on a R∞ = B∞(H+)DK. Soit S/K un σ⊥-sous-groupe de
Hall de DK/K. Alors S(DK∩Bσ(H+)K)/(DK∩Bσ(H+)K) est un σ⊥-sous-groupe de Hall
de DK/(DK ∩ Bσ(H+)K) (corollaire 3.2.6 (ii)). On en déduit que SBσ(H+)K/Bσ(H+)K
est un σ⊥-sous-groupe de Hall de Bσ(H+)DK/Bσ(H+)K. Mais Bσ(H+)K/K est sans σ⊥-
élément non trivial, donc S/K est un σ⊥-sous-groupe de Hall de Bσ(H+)DK/K. Comme
R = Rσ = Bσ(H+)DKRσ− , S/K est un σ⊥-sous-groupe de Hall de R/K. Comme S ≤
DK ≤ U , on a le résultat.

Si L/K est un sous-groupe ∞-couvrant de Hall de H/K contenu dans R/K, alors le
corollaire 4.4.11 dit que L/K est un sous-groupe ∞-couvrant de Hall de R/K. Ce qui précède
dit que L/K contient un σ⊥-sous-groupe de Hall de R/K. Ceci finit la preuve. �



5.1. M-NORMALISATEURS 99

Corollaire 5.1.16. – Soient ν ⊆ P+, R/K un sous-groupe ν-couvrant de Hall de H/K et
S/K un ν⊥-sous-groupe de Hall de R/K. Alors S/K est abélien et divisible.

Preuve. – On peut supposer ∞ ∈ ν. Soit P = (Rσ/K)σ⊆P+ une base de Sylow couvrante
de H/K avec R = Rν . D’après le théorème 3.2.5 et le lemme 5.1.15, on peut supposer S/K
contenu dans R∞/K. Le théorème 4.4.9 (ii) dit qu’il existe un P∗-sous-groupe maximal T
de H+ tel que R∞ = TK et la proposition 2.7.9 dit que T ′ est sans torsion. Ainsi R∞/R′∞K
est abélien et divisible et, comme S ∩R′∞K = K, SR′∞/R

′
∞K est isomorphe à S/K. Mais le

corollaire 3.2.6 (ii) dit que SR′∞/R
′
∞K est un ν⊥-sous-groupe de Hall de R∞/R′∞K, donc

S/K est abélien et divisible. �

Lemme 5.1.17. – Soient U/V une section H/K-dloc-minimale de H, π ⊆ P+ et R/K un
sous-groupe π-couvrant de Hall de H/K. Alors R couvre ou évite U/V .

Preuve. – On peut supposer K− = 1, en particulier H+ centralise K. On peut aussi
supposer que U/V est une p-section pour un p 6∈ π et que U/V n’est pas évité par R. Si
∞ 6∈ π, R/K est un π-sous-groupe de Hall de H/K d’après le lemme 4.4.7. Alors R évite
U/V , ce qui est contradictoire. Donc on a ∞ ∈ π. Le théorème 4.4.9 dit que R/K contient
un sous-groupe ∞-couvrant de Hall R∞/K de H/K. Mais le lemme 5.1.15 dit alors que
R∞/K contient un π⊥-sous-groupe de Hall R0/K de R/K. Comme p ∈ π⊥ et comme R
n’évite pas U/V , R0 n’évite pas U/V , donc R∞ non plus. On peut alors supposer π = {∞},
en particulier R = R∞. D’après le théorème 4.4.9 (ii), R = TK pour un P∗-sous-groupe
maximal T de H+, en particulier T n’évite pas U/V .

Notons B = BP(H+). Supposons U/V non couverte par B. Alors B évite U/V et on a
[B, (U∩T )V ] ≤ B∩U ≤ V . Comme le fait 4.4.2 donneH+ = BT , on obtient [H+, (U∩T )V ] ≤
V [T, (U ∩T )V ] ≤ (U ∩T )V et H+ normalise (U ∩T )V . Par conjugaison des P∗-sous-groupes
maximaux dans H+ (fait 4.4.2), on a (U ∩ T1)V = (U ∩ T )V pour tout P∗-sous-groupe
maximal T1 de H+. On en déduit que (U ∩ T )V est normal dans H. Par minimalité de U/V
et comme T n’évite pas U/V , on a (U ∩ T )V = U . Mais (U ∩ T )V = (U ∩ R)V , donc R
couvre U/V et on en déduit qu’on peut supposer que B couvre U/V . Quitte à remplacer
U/V par (U ∩BK)/(V ∩BK), on peut supposer U ≤ BK.

Soit T0 un p-sous-groupe de Sylow de T . Par le corollaire 3.2.6 (ii), T0 n’évite pas U/V . De
plus, comme T est un P∗-groupe, on a Bp(T )=1 et T0∩Q(T ) = 1. Mais T0Q(T )/Q(T ) est un
p-sous-groupe de Sylow de T/Q(T ) (corollaire 3.2.6 (ii)), et T/Q(T ) est abélien et divisible
(proposition 2.7.9), donc T0

∼= T0Q(T )/Q(T ) est un p-tore. Comme on aB(K∩H+) ≤ F (H+)
puisque K ∩H+ ≤ Z(H+), T0∩BK = T0∩B(K ∩H+) est central dans H+ (lemme 4.1.20).
On en déduit que (T0K ∩ BK)/K est central dans H+K/K. Par conjugaison des p-sous-
groupes de Sylow de T et par conjugaison des P∗-sous-groupes maximaux de H+ (fait 4.4.2),
on en déduit que T0K ∩BK est normal dans H. Ceci prouve que T0K ∩ U est normal dans
H et, comme T0 n’évite pas U/V , T0 couvre U/V par minimalité de U/V . On en déduit que
R couvre U/V . �

Lemme 5.1.18. – Soit H/K est une section localement close abélienne et divisible. Alors
les sous-groupes d’exposant bornés de H/K sont finis.

Preuve. – Il suffit de montrer que, pour tout p ∈ P, les p-sous-groupes d’exposant bornés
de H/K sont finis. Soient p ∈ P, B/K un p-sous-groupe d’exposant borné de H/K et S/K
un p-sous-groupe de Sylow de H/K. Alors S/K est un p-tore. Le corollaire 3.2.6 (ii) et le
fait 1.4.7 (i) montrent qu’il existe un p-tore T de H qui couvre S/K. Le fait 1.4.5 dit que T
est de taille finie. Donc S/K est aussi de taille fini et B/K, par conséquent, est fini. �

Lemme 5.1.19. – Soient U/V une p-section H/K-dloc-minimale de H (p ∈ P), M/K une
section normale et localement close de H qui ne centralise pas U/V et R/K un sous-groupe
p⊥-couvrant de Hall de M/K. Alors, soit NH(R) évite U/V , soit R+ couvre U/V . De plus,
si R+ couvre U/V , alors U/V est finie.
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Preuve. – On suppose que NH(R) n’évite pas U/V . Montrons d’abord que R n’évite pas
U/V . Soit D = M/CM (U/V ), on a D 6= 1 par hypothèse. D agit sur U/V par conjugaison.
Soit S1 un p-sous-groupe de Sylow de M . Alors, d’après le corollaire 3.2.6 (ii), S1 couvre U/V
et S1 couvre Op(D). De plus, S1 est hypercentral (proposition 3.4.18), donc U/V o Op(D)
aussi et CU/V (Op(D)) 6= 1. Or CU/V (Op(D)) est une section localement close (proposition
3.1.33) normalisée par H, donc Op(D) centralise U/V par minimalité de U/V . On en déduit
que Op(D) = 1. Comme D 6= 1, on a Op⊥(D) 6= 1. Si R évite U/V , alors NU/V (RV/V ) est
centralisé par R et, comme R couvre Op⊥(D), on obtient 1 6= NU (R)V/V ≤ NU/V (RV/V ) ≤
CU/V (R) ≤ CU/V (Op⊥(D)). Ainsi, par minimalité de U/V , Op⊥(D) centralise U/V , ce qui
est contradictoire. Donc R n’évite pas U/V .

Montrons maintenant que R+ couvre U/V . D’après le lemme 5.1.15, si S/K est un sous-
groupe ∞-couvrant de Hall de R/K, S/K contient un p-sous-groupe de Sylow de R/K.
En particulier S n’évite pas U/V (corollaire 3.2.6 (ii)). D’après le lemme 4.4.6, S/K n’a
pas de sous-groupe ∞-couvrant propre et, d’après le lemme 4.4.15, il existe un sous-groupe
∞-couvrant de Hall S0/K de H/K qui contient S/K. Mais S/K est un sous-groupe ∞-
couvrant de H/K (lemme 4.4.6), ce qui prouve que S/K = S0/K. Alors S couvre U/V
d’après le lemme 5.1.17. Comme S/K n’a pas de sous-groupe ∞-couvrant propre et comme
S/S+K est localement fini, on a S = S+K et S+ couvre U/V . En particulier R+ couvre
U/V .

Montrons que U/V est finie. Soient R∞/K un sous-groupe∞-couvrant de Hall de R/K et
P/K un p-sous-groupe de Sylow de R∞/K. Par le lemme 5.1.15, P/K est un p-sous-groupe
de Sylow de R/K. Comme R couvre U/V , le corollaire 3.2.6 (ii) montre que P couvre U/V .
Mais le corollaire 5.1.16 dit que P/K est un p-tore et PV/V est un p-tore. Or U/V est une
p-section H/K-dloc-minimale de H/K. Donc U/V est un sous-groupe d’exposant p de PV/V
et le lemme 5.1.18 dit que U/V est finie. �

Lemme 5.1.20. – Soient H/K une section localement close d’un groupe de rang de Morley
fini résoluble et U/K une section localement close de H qui couvre ou évite chaque section
H/K-dloc-minimale de H. Si un sous-groupe L/K de U/K couvre les mêmes sections H/K-
dloc-minimales de H que U/K, alors L = U .

Preuve. – Supposons L < U . D’après la proposition 3.5.7, il existe un ordinal µ et une
suite croissante (Hi)i≤µ de sous-groupes normaux et localement clos de H tels que H0 = K,
Hµ = H, Hi+1/Hi soit H/K-dloc-minimal pour tout i < µ et Hα = ∪j<αHj pour tout
ordinal limite α ≤ µ. Il existe un plus petit ordinal ν < µ tel que Hν ∩L 6= Hν ∩U . ν ne peut
pas être un ordinal limite, donc il existe un ordinal β tel que β+1 = ν. On a Hβ∩U 6= Hν∩U ,
donc U n’évite pas Hν/Hβ et U couvre Hν/Hβ . On en déduit que L couvre aussi Hν/Hβ .
Soit u ∈ (Hν ∩U) \L. Alors il existe l ∈ L∩Hν et h ∈ Hβ tels que u = lh. Comme l ∈ U , h
appartient à Hβ ∩ U(= Hβ ∩ L), ce qui est contradictoire. �

Définition 5.1.21. – Soient π ⊆ P+, M = (Mσ/K)σ⊆π un π-système de H/K, N/K un
M-normalisateur de H/K et N∗/K une section localement close de N qui, pour tout p ∈ π,
couvre toutes les p-sections normales de H/K centralisées par Mp. Si N∗/K est minimale
pour ces conditions, alors N∗/K est appelé M∗-normalisateur de H/K.

Lemme 5.1.22. – Soient π ⊆ P+ contenant ∞ et M = (Mσ/K)σ⊆π un π-système de
H/K. On suppose que M∞ centralise les ∞-sections H/K-dloc-minimales de M∞. Alors
les M∗-normalisateurs de H/K sont exactement les sous-groupes π-couvrants de Hall des
M-normalisateurs de H/K.

Preuve. – Soient P = (Rσ/K)σ⊆P+ une base de Sylow couvrante de H/K et N/K le
M-normalisateur de H/K associé à P. Pour tout σ ⊆ π, on note R∗σ⊥/K l’unique sous-
groupe σ⊥-couvrant de Hall de Mσ/K contenu dans Rσ⊥/K ∩ Mσ/K. Si M/K est une
section localement close de N qui, pour tout p ∈ π, couvre toutes les p-sections localement
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closes normales de H/K centralisées par Mp, alors tout sous-groupe π-couvrant R/K de
Hall de M/K possède la même propriété. Comme R/K est contenu dans un sous-groupe
π-couvrant de Hall de N/K d’après les lemmes 4.4.6 et 4.4.15, on en déduit qu’il suffit, pour
prouver le lemme, de montrer que les sous-groupes π-couvrants de Hall de N/K sont des
M∗-normalisateurs de H/K.

D’après le corollaire 5.1.14, pour tout p ∈ π, tout sous-groupe π-couvrant de Hall de
N/K couvre toutes les p-sections localement closes normales de H/K centralisées par Mp.
Soit L/K une section localement close d’un sous-groupe π-couvrant de Hall R/K de N/K
telle que, pour tout p ∈ π, L couvre toutes les p-sections localement closes normales de H/K
centralisées par Mp. On va montrer qu’on a nécessairement L/K = R/K, ce qui finira la
preuve du lemme.

Soit U/V une q-section H/K-dloc-minimale de H (q ∈ π−) qui n’est pas évitée par N .
Montrons que L couvre U/V . D’après le choix de L, on peut supposer U/V non centralisée
par Mq. Comme N n’évite pas U/V , NH(R∗q⊥) n’évite pas U/V et R∗q⊥ couvre U/V (lemme
5.1.19). Alors le lemme 5.1.15 et le corollaire 3.2.6 (ii) disent que U/V est couverte par R∞
donc, par conjugaison des sous-groupes ∞-couvrants de Hall de H/K (théorème 4.4.9), tout
sous-groupe ∞-couvrant de Hall de H/K couvre U/V . Or L couvre toutes les ∞-sections
H/K-dloc-minimales de H d’après l’hypothèse faite sur M∞. Donc, par le théorème 4.4.9,
L/K contient un sous-groupe ∞-couvrant de Hall de H/K, ce qui prouve que L couvre U/V .
De plus, on a montré que N couvre ou évite chaque π−-section H/K-dloc-minimale de H.

Montrons que L/K = R/K. Soient P/K un π−-sous-groupe de Hall de L/K et P1/K un
π−-sous-groupe de Hall de R/K qui contient P/K. Par ce qui précède et par le corollaire
3.2.6 (ii), P et P1 couvrent chaque π−-section H/K-dloc-minimale de H non évitée par N .
Comme P et P1 sont contenus dans N , P et P1 évitent les π−-sections H/K-dloc-minimales
de H évitées par N . Alors le lemme 5.1.20 donne P = P1. Aussi, L/K contient un sous-
groupe ∞-couvrant de Hall Q/K de H/K d’après le théorème 4.4.9. D’après le corollaire
4.4.11, Q/K est un sous-groupe ∞-couvrant de Hall de R/K. Le théorème 4.4.17 (ii) montre
que R = PQ1 pour un sous-groupe ∞-couvrant de Hall Q1/K de R/K. Par conjugaison des
sous-groupes ∞-couvrants de Hall de R/K (théorème 4.4.9), on obtient R = PQ ≤ L. Ceci
finit la preuve du lemme. �

Proposition 5.1.23. – Soient π ⊆ P+ contenant ∞ et M = (Mσ/K)σ⊆π un π-système de
H/K. On suppose que H/K est un M-normalisateur de lui-même. Alors il existe N∗/K un
M∗-normalisateur de H/K. De plus, il existe un sous-groupe de Carter C/K de M+

∞K/K tel
que N∗ = BP(M+

∞)NH(C). En particulier les M∗-normalisateurs de H/K sont conjugués.

Preuve. – Montrons qu’un sous-groupe N∗/K de H/K de la forme N∗ = BP(M+
∞)NH(C),

où C désigne un sous-groupe de Carter de M+
∞, est un sous-groupe localement clos de H/K

qui, pour tout p ∈ π, couvre toutes les p-sections localement closes normales de H/K centra-
lisées par Mp. Par le théorème 2.4.7 et l’argument de Frattini, H = M+

∞NH(C) = M+
∞N

∗.
Notons B0 = B∞(M+

∞). Par la proposition 2.7.9 et le corollaire 2.4.8, C couvre M+
∞/Q(M+

∞),
donc N∗ couvre M+

∞/B0. On en déduit que H = B0N
∗. Mais, par le corollaire 2.4.8, C couvre

chaque section M+
∞-minimale centrale de M+

∞. Donc, comme B0 est sans torsion, N∗ couvre
chaque ∞-section H/K-dloc-minimale centrale de M∞ et on en déduit que N∗ est un sous-
groupe (localement clos) de H/K qui, pour tout p ∈ π, couvre toutes les p-sections normales
de H/K centralisées par Mp.

Montrons maintenant la minimalité de N∗/K. Soit M/K un sous-groupe localement clos
de H/K qui, pour tout p ∈ π, couvre toutes les p-sections normales de H/K centralisées par
Mp. Soient B0 = B∞(M+

∞) et B = B0K. Comme H normalise un sous-groupe ∞⊥-couvrant
de Hall de M∞/K et comme (M+

∞)′B/B est d’exposant borné d’après la proposition 2.7.9,
toutes les ∞-sections H/B-dloc-minimales de H sont centralisées par M∞B/B. Donc, par
le théorème 5.1.9 et le lemme 5.1.22, MB/B est un sous-groupe π-couvrant de Hall de
H/B. Comme H/B n’a pas de sous-groupe π-couvrant propre puisque H/K est un M-
normalisateur de lui-même, on a H = MB. Soit L = M ∩M+

∞. Alors on a M+
∞ = LB0 et,
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donc, M+
∞ = L+B0. B0 étant sans torsion, on en déduit que L = L+ et L est définissable et

connexe.
Montrons que L est anormal dans M+

∞. Soit (Ai)i=1,...,n une suite croissante de sous-
groupes normaux de M+

∞ tels que A0 = 1, An = B0 et Ai+1/Ai soit M+
∞-minimal pour

tout i < n. De plus on suppose qu’il existe une sous-suite (Ak)k=i1,...,il
de (Ai)i=1,...,n telle

que Aim+1/Aim soit H-minimale pour tout m < l. Si Aim+1/Aim (pour m < l) n’est pas
centralisée par M+

∞, le corollaire 2.6.7 appliqué à Q = Aim+1/Aim
o M+

∞/(M
+
∞)′ muni de

l’action naturelle montre que M+
∞/(M

+
∞)′ est un sous-groupe de Carter de Q. Donc Ak+1/Ak

n’est pas centralisée par M+
∞ pour tout k = im, ..., im+1 − 1. En particulier L couvre chaque

section Ai+1/Ai qui est centralisée par M+
∞. On note L0 = L et, si on suppose Lj construit

pour un j ∈ N et Lj 6= M+
∞, on note Lj+1 = LjAi(j) où i(j) est le plus petit entier de 1, ..., n

tel que Ai(j) � Lj . Soit j1 l’entier tel que Lj1 = M+
∞. Comme M+

∞ = LB0 alors, pour tout
i = 1, ..., n, Ai+1/Ai est L-minimale puisque B0 est nilpotent. On en déduit que, pour tout
j = 1, ..., j1, Lj−1 est un sous-groupe propre, définissable et connexe maximal de Lj . De plus,
comme L couvre chaque section Ai+1/Ai qui est centralisée par M+

∞, Lj−1 ne centralise pas
Ai(j)/Ai(j−1) et Lj−1 n’est pas normal dans Lj pour tout j = 1, ..., j1. Le théorème 2.5.1
(iii) dit alors que L est anormal dans M+

∞ et que L contient un sous-groupe de Carter C0

de M+
∞. Soit C∗/K = C0K/K.

Alors C∗/K est un sous-groupe de Carter de M+
∞K/K d’après le corollaire 2.4.8. Comme

M/K normalise LK/K et comme LK/K est anormal dans M+
∞K/K, on a NH/K(LK/K) =

M/K puisque H = MB. Par l’argument de Frattini, NH/K(LK/K) = LNM (C∗)/K, donc
on obtient H = M+

∞NM (C∗) et NH(C∗) = NM (C∗). Soit S le P-sous-groupe de Hall de
L ∩ Q(M+

∞). Comme M+
∞ = LB0, on a Q(M+

∞) = (L ∩ Q(M+
∞))B0 et, comme Q(M+

∞)/B0

est localement fini, le corollaire 3.2.6 (ii) donne SB0/B0 = Q(M+
∞)/B0. On en déduit S =

BP(M+
∞) et on obtient BP(M+

∞)NH(C∗) ≤ M . La conjugaison des sous-groupes de Carter
de M+

∞K/K donne la minimalité de N∗/K, ce qui permet de conclure. �

Corollaire 5.1.24. – Soient π ⊆ P+ contenant ∞ et M = (Mσ/K)σ⊆π un π-système de
H/K. On suppose que H/K est un M∗-normalisateur de lui-même. Alors M∞/K centralise
les ∞-sections H/K-dloc-minimales de H.

Preuve. – Soit U/V une ∞-section H/K-dloc-minimale de H. Montrons que M∞/K cen-
tralise U/V . On peut supposer que M∞ couvre U/V , et même que U soit contenu dans
M∞. Comme H/K est un M∗-normalisateur de H/K, H/K est, en particulier, un M-
normalisateur de H/K et la proposition 5.1.23 montre que H = BP(M+

∞)NH(C) où C/K
est un sous-groupe de Carter de M+

∞K/K. En particulier on a M+
∞K = BP(M+

∞)C. Soit
R/K un P-sous-groupe de Hall de M∞/K. Alors R contient BP(M+

∞) et couvre M∞/M
+
∞

d’après le corollaire 3.2.6 (ii), et on obtientM∞ = RC. CommeH/K est unM-normalisateur
de H/K, R est normal dans H. Alors, comme R/K est localement fini et comme U/V est
sans torsion, R évite U/V , et R centralise U/V . Mais M∞/R(∼= C/(C ∩ R)) est localement
nilpotent. Donc M∞/R est hypercentral (proposition 3.4.18) et, d’après la proposition 3.1.33,
M∞ centralise ses sections H/R-dloc-minimales. On en déduit que M∞ centralise U/V . �

Lemme 5.1.25. – Soit π ⊆ P+. On suppose que, pour tout p ∈ π, H/K possède un sous-
groupe p⊥-couvrant de Hall normal Up⊥/K. Alors H/K a un sous-groupe π⊥-couvrant de
Hall normal R/K.

Preuve. – Soit R/K un sous-groupe π⊥-couvrant de Hall de H/K. Notons ℵ le plus petit
cardinal strictement supérieur à Card (H/K). Nous allons construire une suite décroissante
(Li/K)i≤ℵ de sous-groupes localement clos et normaux de H/K telle que Lℵ = R, ce qui
prouvera le résultat. Soit L0 = H. Supposons que, pour un ordinal i ≤ ℵ, on ait construit Lj

pour tout j < i et que R soit toujours contenu dans Lj pour j < i. Alors, si i est un ordinal
limite, on note Li = ∩β<iLβ et on a bien R ≤ Li. Sinon, soit j un ordinal tel que i = j + 1.
D’après la proposition 4.4.14, pour tout p ∈ π, Up⊥/K∩Lj/K contient un unique sous-groupe
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p⊥-couvrant de Hall Up⊥,j/K de Lj/K. On note Li = ∩p∈πUp⊥,j . Comme R est contenu dans
Lj , alors R/K est un sous-groupe π⊥-couvrant de Hall de Lj/K (corollaire 4.4.11). Par le
théorème 4.4.9, pour tout p ∈ π, Up⊥,j/K contient un sous-groupe π⊥-couvrant de Hall de
Lj/K. Aussi, les sous-groupes π⊥-couvrants de Hall de Lj/K sont conjugués et Up⊥,j/K
est normal dans Lj/K, donc Up⊥,j/K contient R/K. En particulier R/K est contenu dans
Up⊥,j/K pour tout p ∈ π, donc R ≤ Li. Ceci prouve que R est contenu dans Lℵ.

Montrons que R contient Lℵ. Par le choix de ℵ, il existe un ordinal µ < ℵ tel que
Lµ = Lµ+1, donc on a Lµ = Lℵ et Lµ/K = Up⊥,µ/K pour tout p ∈ π. Supposons d’abord
∞ ∈ π. Alors U∞⊥/K est localement fini (lemme 4.4.7), donc Lµ/K est localement fini et
Up⊥,µ/K est un p′-groupe pour tout p ∈ π. On en déduit que Lµ/K(= Lµ+1/K) est un π⊥-
groupe, et R contient Lℵ. Donc on peut supposer ∞ 6∈ π. Soient p ∈ P+ et U/V une p-section
de H/K couverte par Lµ. Montrons que R couvre U/V . On peut supposer p ∈ π. D’après le
théorème 4.4.9, R/K contient un sous-groupe ∞-couvrant de Hall R∞/K de Lµ/K. Comme
Lµ/K = Up⊥,µ/K, le lemme 5.1.15 dit que R∞/K contient un p-sous-groupe de Sylow S/K
de Lµ/K. Le corollaire 3.2.6 (ii) dit que S couvre U/V , donc R couvre U/V . Comme Lµ est
normal dans H, Lµ couvre ou évite chaque section H/K-dloc-minimale de H. Alors le lemme
5.1.20 donne le résultat. �

Proposition 5.1.26. – Soient π ⊆ P+ et M = (Mσ/K)σ⊆π un π-système de H/K. Alors
H/K est un M-normalisateur de H/K si et seulement si H/K n’a pas de sous-groupe π-
couvrant propre et si, pour tout p ∈ π, l’une des deux conditions suivantes est réalisée :

(i) p = ∞ et M∞/K a un P-sous-groupe de Hall normal ;
(ii) p ∈ π− et toute p-section U/V H/K-dloc-minimale de H est soit centralisée par Mp,

soit couverte par un sous-groupe ∞-couvrant de Hall de H/K.

Preuve. – Supposons que H/K soit un M-normalisateur de H/K. Soit P = (Rσ/K)σ⊆P+

une base de Sylow couvrante de H/K tel que H/K soit le M-normalisateur de H/K associé
à P. Soit p ∈ π. Supposons p = ∞. D’après le lemme 4.4.7 et le corollaire 3.2.6 (i), R∞⊥ ∩
M∞/K est un P-sous-groupe de Hall de M∞/K normalisé par H/K, donc H/K vérifie
(i). Supposons maintenant p ∈ π−. Soit U/V une p-section H/K-dloc-minimale de H non
centralisée par Mp. Montrons que U/V est couverte par un sous-groupe ∞-couvrant de Hall
de H/K. Notons R/K l’unique sous-groupe p⊥-couvrant de Hall de Mp/K contenu dans
(Rp⊥ ∩ Mp)/K (proposition 4.4.14). Alors H/K normalise R/K puisque H/K est le M-
normalisateur de H/K associé à P. Aussi, Mp/R est un p-groupe. Ainsi Mp/R est localement
nilpotent, donc hypercentral (proposition 3.4.18), ce qui montre que Mp centralise les p-
sections H/K-dloc-minimales de H non couvertes par R. En particulier R couvre U/V . Par
le lemme 5.1.15, R∞/K contient un p-sous-groupe de Sylow S/K de Rp⊥/K, donc R∞/K
contient (S∩R)/K qui est un p-sous-groupe de Sylow de R/K (corollaire 3.2.6 (ii)). Comme
S ∩ R couvre chaque p-section normale de H/K couverte par R (corollaire 3.2.6 (ii)), alors
R∞ couvre U/V . On a montré que H/K vérifie (ii).

Réciproquement supposons que H/K n’ait pas de sous-groupe π-couvrant propre et que,
pour tout p ∈ π, l’une des conditions (i) et (ii) soit réalisée. Montrons que H/K est un M-
normalisateur de H/K. Il suffit de montrer que, pour tout σ ⊆ π, Mσ/K a un sous-groupe
σ⊥-couvrant de Hall normal. Supposons que, pour tout p ∈ π, Mp/K ait un sous-groupe
p⊥-couvrant de Hall normal Sp⊥/K. Alors, pour tout p ∈ σ, Mσ/K a un unique sous-groupe
p⊥-couvrant de Hall Up⊥/K, lequel est contenu dans (Sp⊥ ∩Mσ)/K (proposition 4.4.14).
Comme Up⊥/K est normal dans Mσ/K pour tout p ∈ σ, le lemme 5.1.25 dit que Mσ/K
possède un sous-groupe σ⊥-couvrant de Hall normal. On en déduit que pour montrer que
H/K est un M-normalisateur de H/K, il suffit de montrer que, pour tout p ∈ π, Mp/K a un
sous-groupe p⊥-couvrant de Hall normal. Par (i), on peut supposer p 6= ∞. Soient p ∈ π−,
R/K un sous-groupe p⊥-couvrant de Hall de Mp/K et U/V une section H/K-dloc-minimale
de Mp. Montrons que NH(R) couvre U/V . On peut supposer U/V non couverte par R, donc
U/V est une p-section. De plus, comme p ∈ P, U/V est centralisée par Mp d’après (ii), en
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particulier U/V normalise RV/V . Mais le théorème 4.4.9 et l’argument de Frattini montrent
que NH/V (RV/V ) = NH(R)V/V , donc NH(R) couvre U/V . On a prouvé que, Mp/K a un
sous-groupe p⊥-couvrant de Hall normal, ce qui finit la preuve de la proposition. �

5.2 Formations

Nous introduisons la notion de fonction de préformation f sur π ⊆ P+, puis nous
définissons les classes de groupes de la forme F(f) et F∗(f) (définition 5.2.2). Ce sont des
analogues des classes de groupes étudiées dans la section 4 de [33] (lesquelles sont notées
F(f)). Nous étudions les liens entre F(f) et F∗(f). Le résultat principal de la section donne
un critère pour que tout π-groupe dans F∗(f) appartienne à F(f) (théorème 5.2.12). Aussi,
nous cherchons à savoir si F(f) et F∗(f) sont des formations (définition 5.2.14). Il s’avère
que F(f) est toujours une formation (proposition 5.2.26), mais pas F∗(f) (exemple 5.2.27 et
proposition 5.2.29).

Définition 5.2.1. – On désignera par Dloc la classe des sections localement closes résolubles
des groupes de rang de Morley fini.

Soit D une sous-classe de Dloc. D est dite I-dloc-close si, pour tout H/K ∈ Dloc et pour
tout U sous-groupe localement clos de H, les trois conditions suivantes sont équivalentes :
(1) UK/K ∈ D ; (2) U/(U ∩K) ∈ D ; (3) UhK/K ∈ D pour tout h ∈ H.

Soit D une sous-classe I-dloc-close de Dloc. D est dite Q-dloc-close si, pour tout H/K ∈ D
et tout U/K ∈ Dloc sous-groupe normal de H/K, H/U ∈ D.

Soit D une sous-classe de Dloc. D est dite S-dloc-close, si pour tout H/K ∈ D, tout sous
groupe U/K ∈ Dloc de H/K appartient à D.

Dans toute la suite, R désignera une sous-classe de Dloc qui est S-dloc-close et Q-dloc-
close. Le corollaire 3.4.12 nous permet de supposer, pour les démonstrations, que les éléments
de R sont des sections localement closes de groupes de rang de Morley fini résolubles.

Définition 5.2.2. – Soient p ∈ P+, H/K ∈ Dloc et E une classe de groupes. On note
CH/K(E, p) l’intersection des centralisateurs dans H/K des p-sections H/K-dloc-minimales
U/V de H telles que AH(U/V ) ∈ E. Si H/K n’a pas de telles sections, CH/K(E, p) = H/K.
Soit C/K = CH/K(E, p). Alors on note AH/K(E, p) = H/C.

Soit X une sous-classe Q-dloc-close de R. X est une (R, p)-préformation pour p ∈ P+ si,
pour tout H/K ∈ R, AH/K(X, p) ∈ X.

Soient π un sous-ensemble non vide de P+ et f une application qui, à chaque p ∈ π,
associe une (R, p)-préformation f(p) (on dit que f est une fonction de R-préformation sur
π). On note F(f) la classe des π-groupes H/K ∈ R telle que AH/K(R, p) ∈ f(p) pour tout
p ∈ π.

Soient H/K ∈ R, π un sous-ensemble non vide de P+, f une fonction de R-préformation
sur π, p ∈ π et U/V une p-section H/K-dloc-minimale de H. On dit que U/V est une f -
section de H/K si AH(U/V ) ∈ f(p). Un sous-groupe L/K ∈ R de H/K est un sous-groupe
f -couvrant de H/K si L couvre toutes les f-sections de H/K. On note F∗(f) la classe des
groupes H/K ∈ R sans sous-groupe f-couvrant propre.

Remarque 5.2.3. – Soient π un sous-ensemble non vide de P+, f une fonction de R-
préformation sur π et H/K ∈ R. Alors H/K ∈ F(f) si et seulement si chaque section H/K-
dloc-minimale de H est une f -section. En particulier, le lemme 5.1.20 donne F(f) ⊆ F∗(f).

Remarque 5.2.4. – Contrairement à [33], nous ne supposons pas les classes de groupes
considérées closes par isomorphismes. Nous les supposons seulement I-dloc-closes.

Cependant, nous pouvons quand même appliquer les résultats de [33] aux sections locale-
ment finies résolubles des groupes de rang de Morley fini. En effet, les résultats de [33] restent
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vrais si on remplace la condition ”toutes les classes de groupes considérées sont closes par
isomorphismes” par : ”un groupe de la forme UK/K appartient à une classe D de groupes
si et seulement s’il en est de même pour U/(U ∩K)”.

Le lemme 5.2.5 constitue une remarque importante, puisque c’est grâce à son existence,
que l’on pourra appliquer les résultats de [33] à notre contexte.

Lemme 5.2.5. – Soient π un sous-ensemble non vide de P+ et f une fonction de R-
préformation sur π. Alors F∗(f) ∩ U = F(f) ∩ U.

Preuve. – Par la remarque 5.2.3, on a F(f) ∩ U ⊆ F∗(f) ∩ U. Soit H/K ∈ F∗(f) ∩ U. Pour
tout p ∈ π on note Mp/K = CH/K(f(p), p). Alors H/Mp ∈ f(p) pour tout p ∈ π. Soient
M = (Mp/K)p∈π et M/K un M-normalisateur de H/K. D’après le fait 5.1.10, M/K est un
sous-groupe f -couvrant de H/K. On en déduit M = H, en particulier H/K est un π-groupe
et, pour tout p ∈ π, AH/K(Dloc, p) ∈ f(p). Ceci montre que H/K est un F(f)-groupe. �

Lemme 5.2.6. – Soit f une fonction de R-préformation sur π ⊆ P+. Alors F∗(f) est Q-
dloc-close.

Preuve. – F∗(f) est I-dloc-close. Montrons que F∗(f) est Q-dloc-close. Soient H/K ∈ F∗(f)
et M/K un sous-groupe normal de H/K dans Dloc. Soient L/M un sous-groupe f -couvrant
de H/M et U/V une f -section de H/K. Montrons que L couvre U/V . On peut supposer
UM 6= VM . Alors UM/VM est une f -section de H/M et UM = (L ∩ UM)V . Ainsi
U = (U ∩ L)V et L couvre U/V . On en déduit que L/K est un sous-groupe f -couvrant de
H/K, donc L = H puisque H/K ∈ F∗(f). Ceci montre que H/M ∈ F∗(f) et que F∗(f) est
Q-dloc-close. �

Nous nous intéresserons particulièrement aux fonctions de R-préformations f sur π ⊆
P+ pour lesquelles tout π-groupe dans F∗(f) est un F(f)-groupe. Nous donnons un critère
permettant de reconnaitre certaines d’entre elles (théorème 5.2.12).

Définition 5.2.7. – Soient f une fonction de R-préformation sur π ⊆ P+ et H/K ∈ Dloc.
Le π-système MH/K(f) = (∩p∈σCH/K(f(p), p))σ⊆π de H/K est appelé f -système de H/K.

Lemme 5.2.8. – Soient f une fonction de R-préformation sur π ⊆ P+ et H/K ∈ R. Alors
H/K ∈ F∗(f) si et seulement si les deux conditions suivantes sont réalisées :

(i) H/K est un MH/K(f)-normalisateur de H/K ;
(ii) si ∞ ∈ π, CH/K(f(∞),∞) centralise les ∞-sections H/K-dloc-minimales de H.

Preuve. – Pour tout σ ⊆ π, on noteMσ/K = ∩p∈σCH/K(f(p), p). SupposonsH/K ∈ F∗(f).
D’après le corollaire 5.1.14, tout MH/K(f)-normalisateur de H/K est un sous-groupe f -
couvrant de H/K. Donc H/K est un MH/K(f)-normalisateur de H/K et on peut supposer
∞ ∈ π. D’après la proposition 5.1.23, H/K possède un MH/K(f)∗-normalisateur N∗/K.
H/K étant sans sous-groupe f -couvrant propre, on a H = N∗ et le corollaire 5.1.24 montre
que M∞ centralise les ∞-sections H/K-dloc-minimales de H.

Réciproquement, supposons que H/K soit un MH/K(f)-normalisateur de H/K et que,
si ∞ ∈ π, M∞ centralise les ∞-sections H/K-dloc-minimales de H. Alors H/K est un sous-
groupe π-couvrant de Hall de H/K. Soit L/K un sous-groupe f -couvrant de H/K. On va
montrer que L = H. Montrons d’abord que L/K est un sous-groupe ∞-couvrant de H/K.
Si ∞ 6∈ π, alors H/K est localement fini et L/K est un sous-groupe ∞-couvrant de H/K,
donc on peut supposer ∞ ∈ π. Comme M∞ centralise les ∞-sections H/K-dloc-minimales
de H et comme H/M∞ ∈ f(∞), L/K couvre toutes les ∞-sections H/K-dloc-minimales de
H et L/K est donc un sous-groupe ∞-couvrant de H/K.

Soient p ∈ P+, U/V une p-section H/K-dloc-minimale de H et C/K = CH/K(U/V ).
Montrons que L couvre U/V . Ce qui précède permet de supposer p 6= ∞. Comme L/K est
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un sous-groupe ∞-couvrant de H/K et comme H/K est un sous-groupe π-couvrant de Hall
de H/K, le lemme 5.1.15 dit que L/K contient un π⊥-sous-groupe de Hall de H/K. Donc
le corollaire 3.2.6 (ii) permet de supposer p ∈ π. Si Mp ≤ C alors, comme H/Mp ∈ f(p), on
a H/C ∈ f(p) et U/V est une f -section de H/K, donc L couvre U/V . On va donc supposer
Mp � C. Alors la proposition 5.1.26 dit qu’un sous-groupe ∞-couvrant de Hall de H/K
couvre U/V . Mais le théorème 4.4.9 donne l’existence d’un sous-groupe ∞-couvrant de Hall
S/K de H/K contenu dans L/K. Par conjugaison des sous-groupe ∞-couvrants de Hall de
H/K (théorème 4.4.9), S couvre U/V , donc L couvre U/V . On en déduit que L couvre
chaque p-section H/K-dloc-minimale de H/K pour p ∈ P+, donc L = H (lemme 5.1.20) et
H/K ∈ F∗(f). �

Proposition 5.2.9. – Soient f une fonction de R-préformation sur π ⊆ P+ et H/K ∈ R.
Alors H/K ∈ F∗(f) si et seulement si H/K n’a pas de sous-groupe π-couvrant propre et si,
pour tout p ∈ π et toute p-section H/K-dloc-minimale U/V de H, (i) ou (ii) est vérifiée :

(i) U/V est une f-section ;
(ii) p ∈ π− et un sous-groupe ∞-couvrant de Hall de H/K couvre U/V .

Preuve. – Tout sous-groupe π-couvrant de H/K est f -couvrant donc, si H/K ∈ F∗(f),
H/K n’a pas de sous-groupe π-couvrant propre. Le lemme 5.2.8 dit que les ∞-sections H/K-
dloc-minimales de H/K sont des f -sections. Aussi, le lemme 5.2.8 montre que H/K est un
MH/K(f)-normalisateur de H/K, donc la proposition 5.1.26 montre que, si p ∈ π−, alors
toute p-section H/K-dloc-minimale de H vérifie (i) ou (ii).

Réciproquement, supposons que H/K n’ait pas de sous-groupe π-couvrant propre et que,
pour tout p ∈ π, toute p-section H/K-dloc-minimale de H vérifie (i) ou (ii). Soit R/K un
P-sous-groupe de Hall de C/K = CH/K(f(∞),∞). Montrons que NC(R) couvre chaque p-
section H/K-dloc-minimale de C pour tout p ∈ P+. Soit U/V une telle section. Si p 6= ∞, le
corollaire 3.2.6 (ii) dit que R couvre U/V , donc NC(R) couvre U/V . Donc on peut supposer
p = ∞. Le théorème 3.2.5 et l’argument de Frattini donnent NC/V (RV/V ) = NC(R)V/V .
Mais U/V est centralisée par C/K d’après (i), donc NC(R) couvre U/V .

Montrons que H/K appartient à F∗(f). NC(R) est localement clos d’après le corollaire
5.1.4. Donc, par le lemme 5.1.20 et par ce qui précède, C normalise R. Alors la proposition
5.1.26 dit que H/K est un MH/K(f)-normalisateur de H/K. Le lemme 5.2.8 permet de
conclure. �

Lemme 5.2.10. – Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble, H un sous-groupe
définissable et connexe de G qui normalise une section H-dloc-minimale finie U/V de G.
Alors H centralise U/V .

Preuve. – Le fait 1.2.6 montre que [H,U ] et [H,V ] sont des sous-groupes définissables
et connexes. En particulier, [H,U ] est contenu dans U− et [H,V ] est contenu dans V −.
On peut donc supposer U− � V , ce qui donne U/V = U−V/V puisque U/V est H-dloc-
minimale. Quitte à considérer U−/(U−∩V ) au lieu de U/V , on peut supposer U définissable
et connexe. Alors H centralise un sous-groupe d’indice fini de la section définissable U/V −.
Donc H centralise U/V −, et on peut conclure. �

Proposition 5.2.11. – Si f est une fonction de R-préformation sur π ⊆ P+ et si H/K est
un F∗(f)-groupe, si il existe U/V une p-section H/K-dloc-minimale de H (p ∈ P) couverte
par un sous-groupe ∞-couvrant de Hall de H/K, alors on a ∞ ∈ π et AH(U/V ) ∈ f(∞).

Preuve. – Montrons ∞ ∈ π. Comme un sous-groupe ∞-couvrant de Hall de H/K couvre
U/V , H/K possède un sous-groupe ∞-couvrant de Hall non trivial. Alors H/K possède un
élément d’ordre infini. Si S/K désigne un P-sous-groupe de Hall de H/K, le corollaire 3.2.6
(ii) dit que S couvre toutes les sections localement finies H/K-dloc-minimales de H. Comme
on a H/K ∈ F∗(f) et comme H/K possède un élément d’ordre infini, S/K ne couvre pas



5.2. FORMATIONS 107

toutes les f -sections de H/K. Donc H/K possède une f -section sans torsion, ce qui prouve
∞ ∈ π.

Montrons AH(U/V ) ∈ f(∞). On suppose le contraire. Soient C/K = CH/K(f(∞),∞),
R/K un sous-groupe ∞-couvrant de Hall de H/K qui couvre U/V et R0/K un sous-groupe
p⊥-couvrant de Hall de H/K qui contient R/K (R0/K existe d’après les lemmes 4.4.6 et
4.4.15). D’après la proposition 4.4.14, R0/K ∩ C/K contient un unique sous-groupe p⊥-
couvrant de Hall R∗0/K de C/K. En particulier, R0 normalise R∗0/K et NH(R∗0) couvre
U/V . Comme C ne centralise pas U/V puisque AH(U/V ) 6∈ f(∞), le lemme 5.1.19 dit que
U/V est fini. En particulier (CR)+ centralise U/V (lemme 5.2.10).

Soit U1/V une section CR/K-dloc-minimale contenue dans U/V . Montrons que CR
centralise U1/V . R/K est un sous-groupe ∞-couvrant de Hall de R/K (lemme 4.4.6),
donc R = R+K puisque R/R+K est localement fini. Alors R/K est un sous-groupe ∞-
couvrant de Hall de (CR)+K/K (corollaire 4.4.11). Par l’argument de Frattini et par conju-
gaison des sous-groupes ∞-couvrants de Hall de (CR)+K/K (théorème 4.4.9), on obtient
CR = (CR)+NCR(R). Notons N = NCR(R) et montrons que N centralise U1/V . Soit
(Li)i≤α (α ordinal) une suite croissante de sous-groupes localement clos de R normalisés par
N avec L0 = K, Lα = R, Li+1/Li est N -dloc-minimale pour tout i < α et Lβ = ∪j<βLj

pour tout ordinal limite β ≤ α. De plus, on construit cette suite de telle façon que, si Li

évite U1/V et si il existe une section N -dloc-minimale M/Li de R avec M qui évite U1/V ,
alors Li+1 évite U1/V . Alors il existe un plus petit ordinal j tel que Lj n’évite pas U1/V . j
est nécessairement un ordinal successeur et il existe k < α avec j = k + 1. Lk est un sous-
groupe localement clos de R maximal parmis ceux qui évitent U1/V et qui sont normalisés
par N . Comme (CR)+ centralise U/V et comme CR = (CR)+N , U1/V est N -dloc-minimal.
Donc tout sous-groupe localement clos de R qui est normalisé par N et qui contient stric-
tement Lk couvre U1/V . Comme R/K est un sous-groupe ∞-couvrant de Hall de R/K, il
existe un P∗-sous-groupe maximal T de R+ tel que R = TK (théorème 4.4.9 (ii)). T ′ étant
sans torsion (proposition 2.7.9), R′Lk/Lk est aussi sans torsion, donc R′Lk ne couvre pas
U1/V d’où R′ ≤ Lk. Ainsi R/Lk est abélien. Soient W/Lk le plus grand sous-groupe de
torsion de R/Lk. Comme R = R+K = R+Lk, R/Lk n’est pas localement fini et W < R.
C centralise chaque ∞-section H/K-dloc-minimale de H (lemme 5.2.8) donc, en particulier,
NC(R) centralise chaque ∞-section N/K-dloc-minimale de R et on a CR/W (NC(R)) 6= 1.
Comme N = NC(R)R et comme R/W est abélien, on en déduit CR/W (N) 6= 1. Notons
X/W = CR/W (N). Pour tout g ∈ N/Lk, on note

adg : X/Lk −→ W/Lk

x 7−→ [x, g] .

C’est un homomorphisme de groupe et Imadg est localement fini pour tout g ∈ N/Lk, donc
(X/Lk)/CX/Lk

(N) est localement fini et CX/Lk
(N) 6= 1. Par maximalité de Lk, CX/Lk

(N)
couvre U1/V , donc N ≤ CH(U1/V ) et CR centralise U1/V .

On a montré CU/V (C) 6= 1, donc C centralise U/V par minimalité de U/V , ce qui est
contradictoire. �

Théorème 5.2.12. – Soient f une fonction de R-préformation sur π ⊆ P+ et H/K ∈ F∗(f).
Si ∞ ∈ π, on suppose que H/K vérifie

(∗)
Pour tout p ∈ P et toute p-section H/K-dloc-minimale U/V de H couverte par un
sous-groupe ∞-couvrant de Hall de H/K, si on a AH(U/V ) ∈ f(∞), alors p ∈ π
et AH(U/V ) ∈ f(p).

Alors H/K ∈ F(f).

Preuve. – On peut supposer ∞ ∈ π. Soient p ∈ P et U/V une p-section H/K-dloc-minimale
de H. Montrons que U/V est une f -section. On suppose le contraire. Montrons d’abord que
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U/V est couverte par un sous-groupe ∞-couvrant de Hall de H/K. Si p 6∈ π, le lemme 5.1.15
dit que U/V est couverte par un sous-groupe ∞-couvrant de Hall de H/K. Sinon, on a
p ∈ π− et, comme H/K est un F∗(f)-groupe, la proposition 5.2.9 (ii) dit qu’un sous-groupe
∞-couvrant de Hall de H/K couvre U/V .

La proposition 5.2.11 donne AH(U/V ) ∈ f(∞), et on obtient p ∈ π et AH(U/V ) ∈ f(p)
d’après (∗). Donc U/V est une f -section, ce qui est contradictoire. �

Corollaire 5.2.13. – Soit f une fonction de R-préformation sur π ⊆ P+. Si ∞ ∈ π, on
suppose f(∞) ⊆ ∩p∈πf(p). Alors F(f) est la classe des π-groupes appartenant à F∗(f).

Preuve. – La remarque 5.2.3 dit que F(f) est contenu dans F∗(f). Donc il suffit de montrer
que tout π-groupe appartenant à F∗(f) est un F(f)-groupe. Or, si H/K est un tel groupe,
alors H/K vérifie la propriété (∗) du théorème 5.2.12, d’où H/K ∈ F(f). �

Définition 5.2.14. – Une sous-classe D de Dloc est dite R-dloc-close si, pour tout H/K ∈
Dloc et toute famille (Ui/K)i∈I de Dloc-sous-groupe normaux de H/K avec H/Ui ∈ D pour
tout i ∈ I, on a H/ ∩i∈I Ui ∈ D.

Une sous-classe R-dloc-close de R est appelée une R-formation.

Par exemple, la proposition 3.5.14 montre que la classe des sections localement closes et lo-
calement nilpotentes est une Dloc-formation. Nous allons généraliser ce résultat en montrant
que, si f est une fonction de R-préformation sur π ⊆ P+, alors F(f) est une R-formation
(proposition 5.2.26). La preuve utilise la proposition 5.2.23, qui est un analogue au fait sui-
vant :

Fait 5.2.15. – ([33], th. 3.8, Gardiner, Hartley, Tomkinson) Soient p ∈ P, G un
groupe localement fini et localement résoluble et Op′,p(G)/Op′(G) = Op(G/Op′(G)). Alors
on a Op′,p(G) = C où C désigne l’intersection des centralisateurs des p-sections minimales
normales de G.

Définition 5.2.16. – Soient G un groupe et N un sous-groupe normal de G. Si N est
hypercentral, on note HG(N) = 〈U E G : N ≤ Z∞(U)〉.

Lemme 5.2.17. – Soient H/K ∈ Dloc et L/K un Dloc-sous-groupe normal de H/K. On
suppose L/K localement nilpotent. Alors HH/K(L/K) est égal à l’intersection des centra-
lisateurs dans H/K des sections H/K-dloc-minimales de L. De plus, HH/K(L/K) est un
Dloc-sous-groupe normal de H/K contenant L/K, et on a L/K ≤ Z∞(HH/K(L/K)).

Preuve. – On note C/K l’intersection des centralisateurs dans H/K des sections H/K-
dloc-minimales de L. Montrons que HH/K(L/K) est contenu dans C/K. Soient U/K un
sous-groupe normal de H/K avec L/K ≤ Z∞(U/K) et A/B une section H/K-dloc-minimale
de L. Comme L/K est hypercentral dans U/K, A/B est hypercentral dans U/B et on a
CA/B(U/B) 6= 1. Mais CA/B(U/B) est un Dloc-sous-groupe de H/B (proposition 3.1.33), et
CA/B(U/B) est normal dans H/B. Donc, par minimalité de A/B, U centralise A/B et on
en déduit que HH/K(L/K) est contenu dans C/K.

Montrons que C/K est un Dloc-sous-groupe normal de H/K contenant L/K. Comme
L/K est normal dans H/K, C/K est normal dans H/K. Comme L/K est hypercentral
(proposition 3.4.18), HH/K(L/K) contient L/K, d’où L/K ≤ C/K. Aussi, la proposition
3.1.33 dit que C/K est une section localement close.

Il reste à montrer que L/K est un sous-groupe hypercentral de C/K. En effet, on aura
donc C/K ≤ HH/K(L/K), d’où C/K = HH/K(L/K) et L/K ≤ Z∞(HH/K(L/K)). D’après
la proposition 3.5.7 il existe un ordinal α et une suite croissante (Ai/K)i≤α de Dloc-sous-
groupes de H/K tels que A0/K = 1, Aα = L, Ai+1/Ai soit H/K-dloc-minimale, pour tout
i < α et, pour tout i ≤ α ordinal limite, Ai =

⋃
j<iAj . Alors C/K centralise Ai+1/Ai pour

tout i < α, et on obtient L/K ≤ Zα(C/K). On a prouvé le résultat. �
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Lemme 5.2.18. – Soit G un groupe résoluble avec HP (G) groupe hypercentral. Alors on a
HG(HP (G)) = HP (G).

Preuve. – CommeHP (G) est hypercentral, on aHP (G) ≤ HG(HP (G)), et il suffit de prou-
ver l’inclusion inverse. Soit U un sous-groupe normal de G avec HP (G) ≤ Z∞(U). Comme
G est résoluble, il existe un plus petit entier k tel que U (k+1) soit contenu dans HP (G).
D’après le choix de U on a HP (G) ≤ Z∞(U (k)HP (G)) et, comme U (k)HP (G)/HP (G) est
abélien, U (k)HP (G) est hypercentral. Donc U (k)HP (G) est localement nilpotent d’après les
faits 1.5.2 et 1.5.3. On en déduit que HP (G) contient U (k), ce qui prouve que k = 0 et
U ≤ HP (G), d’où HG(HP (G)) ≤ HP (G). �

Définition 5.2.19. – Soient π ⊆ P+, H/K ∈ Dloc et U/K un sous-groupe de H/K. On dit
qu’un U/K est un π#-sous-groupe de H/K si U/K ne possède pas de π⊥-élément.

Par exemple, le pur groupe C∗ est un P#-groupe.

Remarque 5.2.20. – Un π-sous-groupe d’unDloc-groupe est un π#-sous-groupe et, réciproquement,
un π#-sous-groupe localement fini est un π-sous-groupe. Aussi, si on a ∞ ∈ π, un π#-sous-
groupe est la même chose qu’un π-sous-groupe.

Lemme 5.2.21. – Soient H/K ∈ Dloc, π ⊆ P et U/K un Dloc-sous-groupe localement
nilpotent et normal de H/K. On suppose que U/K est un π#-groupe. Alors U+K−/K−

est abélien et divisible et, si R/K est le π-sous-groupe de Hall de U/K, CH/K(R/K) =
CH/K(U/K).

Preuve. – Quitte à quotienter H par K−, on peut supposer K− = 1, en particulier U+

centralise K d’après le fait 1.2.6. Comme on a π ⊆ P et comme U/K est un π# groupe, R/K
est l’unique P-sous-groupe de Hall de U/K. La proposition 3.3.6 dit que U+ est nilpotent
et divisible et que U = U+ ∗R. Alors (U+)′ est sans torsion d’après le fait 1.3.13 et, comme
(U+)′ est définissable et connexe (fait 1.2.6), (U+)′K/K est un ∞-sous-groupe de U/K.
Comme U/K est un π#-groupe, on obtient (U+)′ ≤ K. On en déduit que (U+)′ est contenu
dans K− = 1, ce qui montre que U+ est abélien.

Montrons que CH/K(R/K) = CH/K(U/K). Soient C/K = CH/K(R/K), c ∈ C et c sa
classe modulo K. Notons

ad : U+K/K −→ U+K/K
u 7−→ [c, u] .

Alors ad est un homomorphisme définissable de groupes puisque U+ est abélien. On a donc
(U+K/K)/Ker(ad) ∼= [c, U+]K/K. Mais R/K contient toute la torsion de U/K et, comme
c centralise R/K, on en déduit que Ker(ad) = CU+K/K(c) contient toute la torsion de
U+K/K. Alors (U+K/K)/Ker(ad) et [c, U+]K/K sont sans torsion. Comme [c, U+] est
définissable et connexe (fait 1.2.6), on obtient [c, U+]K/K = 1 puisque U/K est un π#-
groupe. On a prouvé que c centralise U+K/K, d’où CH/K(R/K) = CH/K(U/K). �

Lemme 5.2.22. – Soient π ⊆ P+, H/K ∈ Dloc, O/K = Oπ⊥(H/K) et P/O le π-sous-
groupe de Hall de HP (H/O). Alors HH/O(P/O) est un π#-sous-groupe nilpotent-par-fini de
H/O.

Preuve. – Notons U/O = HP (H/O). Montrons que U/O est une section localement
close hypercentrale et nilpotente-par-finie, et que U/O est un π#-groupe. Le corollaire 4.1.26
dit que O est un sous-groupe localement clos, et le corollaire 3.3.3 et la proposition 4.1.12
montrent que U/O est une section localement close. Aussi, la proposition 3.4.18 dit que U/O
est hypercentrale et nilpotente-par-finie. Comme on a O/K = Oπ⊥(H/K), H/O n’a pas de
π⊥-sous-groupe normal, et la proposition 4.1.12 montre que U/O est un π#-groupe.
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Supposons ∞ ∈ π. Alors U/O est un π-groupe (remarque 5.2.20), et on obtient P/O =
U/O. Donc le lemme 5.2.18 donne HH/O(P/O) = U/O, et HH/O(P/O) est bien un π#-sous-
groupe nilpotent-par-fini de H/O. On peut donc supposer ∞ 6∈ π.

Quitte à quotienter H par O−, on peut supposer O− = 1. Donc tous les sous-groupes
normaux et quasiunipotents deH sont des π-groupes. Notons L/O = HH/O(P/O). L contient
U puisque U/O est hypercentral. On va montrer que L/O est nilpotent-par-fini. Comme
[L◦, U+] est quasiunipotent d’après le fait 1.2.6 et la proposition 2.7.9, [L◦, U+] est un π-
groupe, et on obtient [L◦, U+] ≤ P . La proposition 3.3.6 donne U = U+ ∗ P . Comme on a
P/O ≤ Z∞(L/O) (lemme 5.2.17), on en déduit que U/O est contenu dans Z∞(L◦U/O). On
a prouvé que HH/O(U/O) contient L◦O/O. Alors le lemme 5.2.18 dit que L◦ est contenu
dans U . Comme U/O est nilpotent-par-fini, on en déduit que L/O est nilpotent-par-fini.

Il reste à montrer que L/O est un π#-sous-groupe de H/O. Comme U/O est un π#-
groupe, il suffit de montrer que L/U est un π-groupe. Supposons le contraire. Comme L/O
est nilpotent-par-fini, L/U est fini et L/U contient un π′-élément non trivial z. Alors 〈z〉P/O
est hypercentral puisqu’on a P/O ≤ Z∞(L/O) (lemme 5.2.17). Donc 〈z〉P/O est localement
nilpotent d’après les faits 1.5.2 et 1.5.3. Comme P/O est un π-groupe et comme 〈z〉O/O
est un π′-élément, on en déduit que 〈z〉O/O centralise PO/O. Or on a CH/K(P/O) =
CH/K(U/O) d’après le lemme 5.2.21, donc 〈z〉O/O centralise U/O. Alors le lemme 5.2.18
donne z ∈ U/O, ce qui contredit le choix de z. �

Nous obtenons un analogue au fait 5.2.15 :

Proposition 5.2.23. – Soient p ∈ P+, H/K ∈ Dloc, C/K = CH/K(Dloc, p), O/K =
Op⊥(H/K) et F/O = F (H/O). Alors on a C/F = Op(H/F ) et C/F est fini.

Preuve. – Notons U/O = HP (H/O) et V/U = Op(H/U). Montrons que C contient V .
Soit A/B une p-section H/K-dloc-minimale de H. Si V ne couvre pas A/B, alors V évite
A/B et on obtient [V,A]B/B ≤ (V ∩ A)B/B = 1. Donc on peut supposer que V couvre
A/B. Alors, comme O évite A/B puisque O/K est un p⊥-groupe, (A ∩ V )O/(B ∩ V )O
est une p-section H/O-dloc-minimale de V . Si V centralise (A ∩ V )O/(B ∩ V )O, alors on
a [A, V ]B/B = [A ∩ V, V ]B/B ≤ OB/B ∩ A/B = 1 et V centralise A/B. Donc on peut
supposer A/B = (A ∩ V )O/(B ∩ V )O. U/O étant hypercentral (proposition 3.4.18), on
a CA/B(U) 6= 1. Comme A/B est une section H/O-dloc-minimale, la proposition 3.1.33
montre que U centralise A/B. Soit R/B un p-sous-groupe de Sylow de V/B. Alors R/B
est hypercentral (proposition 3.5.7), et on a donc CA/B(R) 6= 1. Comme le corollaire 3.2.6
(ii) donne V = UR et comme U centralise A/B, on obtient CA/B(V ) = CA/B(R) 6= 1.
Par H/O-dloc-minimalité de A/B, on en déduit que V centralise A/B. Ceci prouve que C
contient V .

On note L/O = HH/O(P/O) et P/O le p-sous-groupe de Sylow de U/O. Montrons les
égalités L = V = C. On a P ≤ V ≤ C et la proposition 3.5.7 montre que P/O est contenu
dans l’hypercentre de C/O. Donc L contient C. Montrons l’inclusion inverse. Le lemme
5.2.22 dit que L/O est un p#-groupe nilpotent-par-fini, donc L/U est un p-groupe fini. En
particulier, L est contenu dans V ≤ C. On a donc bien L = V = C et, de plus, C/O est un
p#-groupe nilpotent-par-fini.

Comme on a F ≤ U , V/F contient Op(H/F ). Donc C contient F et C/F contient
Op(H/F ). Réciproquement, comme C/O contient F/O = F (H/O), on a F (C/O) = F/O.
Mais, C/O étant nilpotent-par-fini, F (C/O) est d’indice fini dans C/O et C/F est fini.
Comme C/O est un p#-groupe, on en déduit que C/F est un p-groupe. Donc on a bien
C/F ≤ Op(H/F ). �

Lemme 5.2.24. – Soit π ⊆ P+. Alors la classe des Dloc-groupes qui sont des π-groupes est
une Dloc-formation.
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Preuve. – Soit H/K un Dloc-groupe avec une famille (Ui/K)i∈I de Dloc-sous-groupes
normaux tels que H/Ui soit un π-groupe pour tout i ∈ I. Montrons que H/ ∩i∈I Ui est un
π-groupe. On peut supposer K = ∩i∈IUi. Il faut donc montrer que H/K ne possède pas
d’élément non trivial d’ordre p pour p ∈ π⊥. Supposons qu’il existe p ∈ π⊥ et un élément
non trivial h d’ordre p de H/K. Si p = ∞, alors H/Ui est localement fini pour tout i ∈ I et,
donc, on a H+ ≤ Ui pour tout i ∈ I. En particulier K contient H+ et H/K est localement
fini. Ceci est contradictoire et on a p 6= ∞. Mais il existe i ∈ I tel que Ui/K ne contienne
pas h. Donc H/Ui possède un élément non trivial d’ordre p, ce qui contredit le fait que H/Ui

soit un π-groupe. Ceci finit la preuve du lemme. �

Lemme 5.2.25. – Soit p ∈ P+. Alors la classe des Dloc-groupes H/K tels que H/K =
CH/K(Dloc, p) est une Dloc-formation.

Preuve. – Soit H/K un Dloc-groupe avec une famille (Ui/K)i∈I de Dloc-sous-groupes
normaux tels qu’on ait H/Ui = CH/Ui

(Dloc, p) pour tout i ∈ I. On note L = ∩i∈IUi. Mon-
trons que H/L = CH/L(Dloc, p). On note A/K l’intersection des Dloc-sous-groupes normaux
H1/K de H/K tel que H/H1 soit un p-groupe, B/K = (A/K)N et C/K l’intersection des
Dloc-sous-groupes normaux B1/K de B/K tel que B/B1 soit un p⊥-groupe.

Montrons que H/C = CH/C(Dloc, p). Le lemme 5.2.24 dit que H/A est un p-groupe et
que B/C est un p⊥-groupe. Aussi, A/B est nilpotent d’après la proposition 3.5.12. Donc la
proposition 5.2.23 montre que H/C = CH/C(Dloc, p). En particulier C contient L.

Il suffit donc de montrer que L contient C. Soit i ∈ I. Alors on a H/Ui = CH/Ui
(Dloc, p).

On note O/Ui = Op⊥(H/Ui) et F/O = F (H/O). La proposition 5.2.23 dit que H/F est un p-
groupe, et A est contenu dans F . Mais F/O est nilpotent (corollaire 3.4.20), donc A/(A∩O)
aussi, et B est contenu dans O. Comme O/Ui est un p⊥-groupe, on en déduit que C est
contenu dans Ui. Ceci prouve que L contient C, d’où le résultat. �

Nous pouvons alors prouver que, si f est une fonction de R-préformation sur π ⊆ P+,
alors F(f) est une R-formation. Un résultat identique a été prouvé dans le contexte des
U-groupes ([33], lemme 4.2), et les preuves sont similaires.

Proposition 5.2.26. – Si f est une fonction de R-préformation sur π ⊆ P+, alors F(f) est
une R-formation.

Preuve. – Soit H/K un R-groupe avec une famille (Ui/K)i∈I de Dloc-sous-groupes nor-
maux tels qu’on ait H/Ui ∈ F(f) pour tout i ∈ I. On note L = ∩i∈IUi. Il faut montrer
que H/L est un F(f)-groupe. Le lemme 5.2.24 montre que H/L est un π-groupe. Soient
p ∈ π et C/L = CH/L(f(p), p). Alors H/C est un f(p)-groupe. Mais, pour tout i ∈ I,
toutes les p-sections H/Ui-dloc-minimales de H sont des f -sections puisque H/Ui est un
F(f)-groupe. Donc on a CUi/Ui ≤ CH/Ui

(R, p) pour tout i ∈ I. En particulier, CUi/Ui

centralise toutes ses p-sections CUi/Ui-dloc-minimales et il en est de même pour C/(C ∩Ui).
Alors on a C/(C ∩ Ui) = CC/(C∩Ui)(Dloc, p) pour tout i ∈ I. On déduit de ceci et du
lemme 5.2.25 que C/L = CC/L(Dloc, p). On note O/L = Op⊥(H/L), F/O = F (H/O)
et P/F = Op(H/F ). La proposition 5.2.23 montre que C est contenu dans P puisque
C/L = CC/L(Dloc, p), et que P/L = CH/L(Dloc, p) = CH/L(R, p). Comme CH/L(Dloc, p)
est contenu dans C/L = CH/L(f(p), p), on a C = P et AH/L(R, p) = H/C ∈ f(p). On a
prouvé que H/L est un F(f)-groupe. �

La R-formation F(f) sera appelée R-formation saturée définie par f .
L’exemple 5.2.27 montre qu’en général, les classes de groupes de la forme F∗(f) ne sont

pas des R-formations.

Exemple 5.2.27. – On considère le pur groupe C∗ et F un groupe isomorphe à un sous-
groupe fini de C∗. On note π = {∞} et G = C∗ × F . G possède un sous-groupe U du même
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ordre que F qui intersecte trivialement C∗ ∪ F . Si f est une fonction de Dloc-préformation
sur π, alors G/F et G/U sont des F∗(f)-groupes. Pourtant, G(∼= G/(F ∩ U)) n’est pas un
F∗(f)-groupe. Donc F∗(f) n’est pas une Dloc-formation.

Il s’avère que l’exemple 5.2.27 est générique. En effet, pour chaque fonction de Dloc-
préformation f avec F∗(f) 6= F(f), on peut construire un Dloc-groupe H/K qui n’est pas
un F∗(f)-groupe avec deux Dloc-sous-groupes normaux L1/K et L2/K qui s’intersectent
trivialement et tels que H/L1 et H/L2 soient des F∗(f)-groupes (proposition 5.2.29).

Lemme 5.2.28. – Soient f une fonction de R-préformation sur π ⊆ P+ et H/K ∈ F∗(f). Si
R/K est un sous-groupe ∞-couvrant de Hall de H/K, alors NH(R)/K est un F∗(f)-groupe.

Preuve. – On peut supposer ∞ ∈ π. Comme NH(R)/K est un Dloc-sous-groupe de H/K
(corollaire 5.1.5), NH(R)/K est un R-groupe. Montrons que NH(R)/K n’a pas de sous-
groupe π-couvrant propre. Soit R0/K un sous-groupe π-couvrant de NH(R)/K. Comme
∞ ∈ π, (R0 ∩ R)/K est un sous-groupe ∞-couvrant de R/K (proposition 4.4.14). R/K n’a
pas de sous-groupe ∞-couvrant propre (lemme 4.4.6). Donc R0 contient R. Mais H/K n’a
pas de sous-groupe π-couvrant propre puisque H/K ∈ F∗(f). Le lemme 5.1.15 dit que R/K
contient un π⊥-sous-groupe de Hall S/K de H/K. Alors S/K est un π⊥-sous-groupe de Hall
de NH(R)/K et tout π⊥-élément de NH(R)/K est dans R/K. On en déduit que NH(R)/R
est un π-groupe et NH(R) = R0R = R0. Ceci prouve que NH(R)/K n’a pas de sous-groupe
π-couvrant propre.

Soient p ∈ π et U/V une p-section NH(R)/K-dloc-minimal de NH(R). On suppose que
soit p 6∈ π−, soit U/V n’est pas couverte par R. D’après la proposition 5.2.9, il suffit de
montrer que U/V est une f -section. Comme U/V n’est pas couverte par R, on peut supposer
R ≤ V puisque U/V oAH(U/V ) et UR/V RoAH(UR/V R) sont isomorphes. Mais il existe
une section H/K-dloc-minimale U1/V1 de H telle que V1 évite U/V et U1 n’évite pas U/V .
Par minimalité de U/V , U1 couvre U/V . Supposons que U1/V1 ne soit pas une f -section
de H/K. La proposition 5.2.9 dit qu’on a p ∈ π− et, par conjugaison des sous-groupes ∞-
couvrants de Hall de H/K (théorème 4.4.9), R couvre U1/V1. Alors on a U1 = (U1 ∩ R)V1

et, comme V contient R, on obtient U1 = (U1 ∩ V )V1. Ainsi, U = (U ∩U1)V = (U ∩ V1)V et
V1 couvre U/V , ce qui est contradictoire. Donc U1/V1 est une f -section.

Le théorème 4.4.9 (ii) et le fait 4.4.2 donnent H+ = Q(H+)R. Par l’argument de Frattini,
on obtient H = Q(H+)NH(R). Comme Q(H+) centralise U1/V1, on en déduit CH(U1/V1) =
Q(H+)CNH(R)(U1/V1). Mais U1/V1 est une f -section et H/CH(U1/V1) est un f(p)-groupe.
Donc NH(R)/CNH(R)(U1/V1) est un f(p)-groupe. On a CNH(R)(U1/V1) ≤ CNH(R)(U/V )
puisque U1 couvre U/V et V1 évite U/V . Donc AH(U/V ) est un f(p)-groupe et U/V est une
f -section de NH(R)/K. �

Proposition 5.2.29. – Si f est une fonction de Dloc-préformation sur π ⊆ P+, alors F∗(f)
est une Dloc-formation si et seulement si F∗(f) = F(f).

Preuve. – Si F∗(f) = F(f), la proposition 5.2.26 dit que F∗(f) est une Dloc-préformation.
Réciproquement, supposons F∗(f) 6= F(f). La remarque 5.2.3 dit qu’il existe un F∗(f)-groupe
H/K qui n’est pas un F(f)-groupe. Le théorème 5.2.12 montre qu’on a∞ ∈ π, qu’il existe p ∈
P et L/M une p-section H/K-dloc-minimale de H couverte par un sous-groupe ∞-couvrant
de Hall R/K de H/K, et qu’on a soit p 6∈ π, soit AH(L/M) ∈ f(∞) \ f(p). Montrons qu’on
peut supposer H = NH(R). La proposition 5.2.28 dit que NH(R)/K est un F∗(f)-groupe.
D’après le corollaire 4.4.11, R/K est un sous-groupe ∞-couvrant de Hall de NH(R)/K.
Il reste à montrer que NH(R)/K n’est pas un F(f)-groupe. Comme R couvre L/M , on a
NL(R)/NM (R) 6= 1. Le théorème 4.4.9 (ii) et le fait 4.4.2 donnent H+K = Q(H+)R. Par
l’argument de Frattini et le théorème 4.4.9, H = Q(H+)NH(R). Comme Q(H+) centralise
L/M et commeH = Q(H+)NH(R),NL(R)/NM (R) est une sectionNH(R)/K-dloc-minimale.
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Si p 6∈ π, NL(R)/NM (R) n’est pas une f -section et NH(R)/K n’est pas un F(f)-groupe. Donc
on peut supposer AH(L/M) ∈ f(∞) \ f(p). Comme on a

CH(L/M) = Q(H+)CNH(L)(L/M) = Q(H+)CNH(L)(NL(R)/NM (R)),

on obtient ANH(R)(NL(R)/NM (R)) ∈ f(∞)\f(p) et NL(R)/NM (R) n’est pas une f -section.
Ceci prouve que NH(R)/K n’est pas un F(f)-groupe et on peut supposer H = NH(R).

Comme R/K n’a pas de sous-groupe∞-couvrant propre (lemme 4.4.6) et comme R/R+K
est localement fini, on a R = R+K. La proposition 2.7.9 dit que R′K/K est sans torsion
et le lemme 3.1.25 dit que R′K/K est un Dloc-groupe. Alors LR′/MR′ est une p-section
H/R′K-dloc-minimale de H et on a CH(LR′/MR′) = CH(L/M). Ainsi, on a soit p 6∈ π, soit
AH(LR′/MR′) ∈ f(∞) \ f(p) et R/R′K n’est pas un F(f)-groupe. On peut donc supposer
R/K abélien. De plus, on a H/M ∈ F∗(f) \ F(f) et on peut supposer K = M .

Soient D1 et D2 deux groupes définissablement isomorphes à d(H) et φ1 et φ2 les iso-
morphismes de d(H) sur D1 et D2 respectivement. Soit G1 = (D1 × D2) o d(H) où d(H)
agit sur D1 × D2 par conjugaison et, pour tout u ∈ d(H) et (φ1(u1), φ2(u2)) ∈ D1 × D2,
(φ1(u1), φ2(u2))u = (φ1(uu

1 ), φ2(uu
2 )). Alors G1 est un groupe de rang de Morley fini. On

note H0 = (φ1(K)× φ2(K)) oH, R0 = (φ1(K)× φ2(R)) oK, L0 = (φ1(L)× φ2(K)) oK,
K1 = (φ1(K) × φ2(K)) o K, H1 = L0R0H0 et L1 = {(φ1(l), φ2(l), k) : l ∈ L, k ∈ K}.
L0/K1 et L1/K1 sont des Dloc-sous-groupes normaux de H1/K1 qui s’intersectent triviale-
ment. L0/K1 est une section H1/K1-dloc-minimale de H1 et L0/K1 n’est pas une f -section
de H1/K1. Alors R0H0/K1 est un sous-groupe f -couvrant propre de H1/K1 et H1/K1 n’est
pas un F∗(f)-groupe.

Montrons que R0H0/K1 est un F∗(f)-groupe. D’après la proposition 5.2.9, les ∞-sections
H/K-dloc-minimales de H sont des f -sections de H/K. Donc les ∞-sections R0H0/K1-dloc-
minimales de R0H0 sont des f -sections de R0H0/K1. Soit F0/K1 un sous-groupe f -couvrant
de R0H0/K1. Alors F0 couvre R0H0/R0(∼= H/K ∈ F∗(f)). Soit U1/V1 = φ2(U)/φ2(V ) une
∞-section R0H0/K1-dloc-minimale de R0/K1. R0/K1 étant abélien, on a AR0H0(U1/V1) =
H0R0/CH0(U1/V1)R0

∼= H/CH(U/V ), et AR0H0(U1/V1) est un f(∞)-groupe. En particulier,
toutes les ∞-sections R0H0/K1-dloc-minimales de R0/K1 sont des f -sections de R0H0/K1.
Comme R/K n’a pas de sous-groupe ∞-couvrant propre (lemme 4.4.6), R0/K1 n’a pas de
sous-groupe ∞-couvrant propre. On en déduit que F0 contient R0, d’où F0 = R0H0 et
R0H0/K1 est un F∗(f)-groupe.

Comme R0H0 couvre H1/L0 et H1/L1, H1/L0 et H1/L1 sont des F∗(f)-groupes. Mais
on a L0/K1 ∩ L1/K1 = 1 et, pourtant, H1/K1 n’est pas un F∗(f)-groupe. Donc F∗(f) n’est
pas une Dloc-formation. �

5.3 Projecteurs

Dans cette section, nous montrons le théorème principal de la théorie des formations des
sections localement closes résolubles (théorème 5.3.14). Il concerne l’existence et la conjugai-
son des projecteurs (définition 5.3.7).

Lemme 5.3.1. – Soient f une fonction de R-préformation sur π ⊆ P+, H/K ∈ R et
A/K une section localement close et normale de H telle que H/A ∈ F∗(f). Si D/K est un
sous-groupe f-couvrant de H/K, alors H = AD.

Preuve. – Soit U/V une f -section de H/A. Alors U/V est aussi une f -section de H/K, et
U/V est couverte par D. On en déduit que DA/A est un sous-groupe f -couvrant de H/A,
d’où le résultat. �

Lemme 5.3.2. – Soient H/K une section localement close d’un groupe de rang de Morley fini
résoluble, A/K une section localement close, abélienne et normale de H, D/K une section
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localement close de H telle que H = AD, σ ⊆ P+, Rσ/K un sous-groupe σ-couvrant de
Hall de D/K et Sσ/K le sous-groupe σ-couvrant de Hall de A/K. Alors RσSσ/K est un
sous-groupe σ-couvrant de Hall de H/K.

Preuve. – Soit U/V une σ-section normale et localement close de H/K. (U ∩D)/(U ∩V A∩
D) est une σ-section normale de D/K, donc Rσ couvre (U ∩D)/(U ∩V A∩D) et, comme D
couvre U/(U ∩V A), Rσ couvre U/(U ∩V A). Aussi, (U ∩A)/(V ∩A) est une σ-section de A,
donc Sσ couvre (U ∩A)/(V ∩A), ce qui montre que Sσ couvre (U ∩V A)/V . On en déduit que
RσSσ couvre U/V , donc RσSσ/K est un sous-groupe σ-couvrant de H/K. Soit Uσ/K un
sous-groupe σ-couvrant de Hall deH/K contenu dans RσSσ/K (Uσ/K existe par le théorème
4.4.9). Alors (Uσ ∩ A)/K contient un sous-groupe σ-couvrant de Hall de A/K (proposition
4.4.14), et on a Sσ ≤ Uσ. Uσ/K est un sous-groupe σ-couvrant de Hall de DSσ/K (corollaire
4.4.11). Donc Uσ/Sσ est un sous-groupe σ-couvrant de Hall de DSσ/Sσ (corollaire 4.4.10).
Mais, d’après le corollaire 4.4.10, Rσ/(Sσ ∩ D) est un sous-groupe σ-couvrant de Hall de
D/(Sσ ∩ D), donc RσSσ/Sσ est un sous-groupe σ-couvrant de Hall de DSσ/Sσ et on a le
résultat. �

Lemme 5.3.3. – Soient f une fonction de R-préformation sur π ⊆ P+, H/K ∈ R et A/K
une section localement close, normale et abélienne de H telle que H/A ∈ F∗(f). Si H/K a
un MH/K(f)∗-normalisateur D/K, alors D/K ∈ F∗(f).

Preuve. – Soit D0/K un sous-groupe f -couvrant de D/K. Supposons D 6= D0. D/K étant
un MH/K(f)∗-normalisateur de H/K, il existe une f -section U/V de H/K non couverte
par D0. Soit p ∈ P+ tel que U/V soit une p-section. A/K étant abélien, A/K centralise
U/V . On en déduit que U/V est D/K-dloc-minimale et D/CD(U/V ) ∈ f(p). Ceci prouve
que (U ∩D)/(V ∩D) est une f -section de D/K, en particulier D0 couvre (U ∩D)/(V ∩D).
Ainsi, D0 couvre U/V , ce qui est contradictoire. �

La proposition 5.3.4 et les corollaires 5.3.5 et 5.3.6 sont des analogues du théorème 4.9
de [33] :

Proposition 5.3.4. – Soient f une fonction de R-préformation sur π ⊆ P+, H/K ∈ R
et A/K une section localement close, normale et abélienne de H telle que H/A ∈ F∗(f). Si
un sous-groupe E/K ∈ F∗(f) de H/K est tel que H = AE, alors E/K est contenu dans un
MH/K(f)-normalisateur de H/K.

Preuve. – Soient B = ((∩p∈σCE/K(f(p), p))A/K)σ⊆π, P = (Rσ/K)σ⊆P+ une base de
Sylow couvrante de E/K et S = (Sσ/K)σ⊆P+ la base de Sylow couvrante de A/K. Le
lemme 5.3.2 montre que T = (RσSσ/K)σ⊆P+ est une base de Sylow couvrante de H/K.
Montrons que E/K est contenu dans E1/K le B-normalisateur de H/K associé à T. La
proposition 4.4.14 dit que, pour tout σ ⊆ π, Rσ⊥/K ∩ (∩p∈σCE/K(f(p), p)) contient un
unique sous-groupe σ⊥-couvrant de Hall R∗σ⊥/K de ∩p∈σCE/K(f(p), p). Comme E/K ∈
F∗(f), E/K est un MH/K(f)-normalisateur de E/K (lemme 5.2.8), donc E/K normalise
R∗σ⊥/K pour tout σ ⊆ π. Mais R∗σ⊥Sσ⊥/K est un sous-groupe σ⊥-couvrant de Hall de
(∩p∈σCE/K(f(p), p))A/K pour tout σ ⊆ π (lemme 5.3.2), donc E/K ≤ E1/K.

Soient σ ⊆ π et B = A ∩ E. On appelle σ-f -section de H/K (resp. E/K) une f -section
de H/K (resp. E/K) qui est une σ-section. Montrons :

(∗) ∩p∈σ CH/K(f(p), p) ≤ (∩p∈σCE/K(f(p), p))A/K

Si U/V est une σ-f -section de E/K évitée par A, alors CE/K(U/V )A/K = CH/K(UA/V A),
en particulier UA/V A est une σ-f -section de H/K. Si U/V est une σ-f -section de E/K non
évitée par A, alors U/V est couverte par A et CE/K(U/V )A/K = CH/K((U∩A)/(V ∩A)), en



5.3. PROJECTEURS 115

particulier (U∩A)/(V ∩A) est une σ-f -section de H/K. On en déduit que ∩p∈σCH/K(f(p), p)
est contenu dans ∩p∈σ(CE/K(f(p), p)A/K). Donc, pour montrer (∗), il suffit de montrer :

(1) ∩p∈σ (CE/K(f(p), p)A/K) = (∩p∈σCE/K(f(p), p))A/K

A étant abélien, si on note B = A ∩ E, alors B ≤ CE(U/V ) pour toute U/V σ-f -section de
E/K. Donc montrer (1) revient à montrer :

(2)
⋂

U/V σ−f−section de E/K

(CE/B ×A/B) = (
⋂

U/V σ−f−section de E/K

CE/B)×A/B

Comme E/B ∩A/B = 1, l’égalité (2) est vérifiée et on a démontré (∗).
Soit σ ⊆ π. (∗) montre que R∗σ⊥Sσ⊥/K contient un unique sous-groupe σ⊥-couvrant

de Hall P ∗σ⊥/K de ∩p∈σCH/K(f(p), p) (proposition 4.4.14). Alors P ∗σ⊥/K est l’unique sous-
groupe σ⊥-couvrant de Hall de ∩p∈σCH/K(f(p), p)) contenu dans Rσ⊥Sσ⊥/K et P ∗σ⊥/K est
normalisée par E1/K. On en déduit que E1/K est contenu dans un MH/K(f)-normalisateur
de H/K, ce qui finit la preuve de la proposition. �

Corollaire 5.3.5. – Soient f une fonction de R-préformation sur π ⊆ P+, H/K ∈ R
et A/K une section localement close, normale, abélienne et localement finie de H telle que
H/A ∈ F∗(f). Alors H/K possède un MH/K(f)∗-normalisateur. Si un sous-groupe E/K ∈
F∗(f) de H/K est tel que H = AE, alors E/K est contenu dans unMH/K(f)∗-normalisateur
de H/K.

Preuve. – Comme A/K est localement fini et comme on a H/A ∈ F∗(f), le lemme 5.2.8 dit
que CH/K(f(∞),∞) centralise les ∞-sections H/K-dloc-minimales de H. Le lemme 5.1.22
montre que H/K possède un MH/K(f)∗-normalisateur et que, de plus, les MH/K(f)∗-
normalisateurs de H/K sont exactement les sous-groupes π-couvrants de Hall des MH/K(f)-
normalisateurs de H/K.

Supposons qu’il existe un sous-groupe E/K ∈ F∗(f) de H/K est tel que H = AE. La
proposition 5.3.4 dit qu’il existeD/K unMH/K(f)-normalisateur deH/K qui contient E/K.
Comme E/K ∈ F∗(f), E/K n’a pas de sous-groupes π-couvrant propre et E/K est contenu
dans un sous-groupe π-couvrant de Hall R/K de D/K (lemme 4.4.15). Comme R/K est un
MH/K(f)∗-normalisateur de H/K d’après ce qui précède, on a fini la preuve du corollaire.
�

Corollaire 5.3.6. – Soient f une fonction de R-préformation sur π ⊆ P+, H/K ∈ R,
A/K une section localement close, normale, abélienne et localement finie de H telle que
H/A ∈ F∗(f) et D/K un MH/K(f)∗-normalisateur de H/K. Si un sous-groupe localement
clos L/K de H/K contient D/K, alors D/K est un MH/K(f)∗-normalisateur de L/K.

Preuve. – D’après le lemme 5.3.3,D/K est un F∗(f)-groupe. Le lemme 5.3.1 donne L = (L∩
A)D et le corollaire 5.3.5 dit que D/K est contenu dans un MH/K(f)∗-normalisateur D1/K
de L/K. D’après le lemme 5.3.3, on a D1/K ∈ F∗(f). Comme H = AL, L/(L ∩ A) ∈ F∗(f)
et le lemme 5.3.1 donne L = (L ∩ A)D1, d’où H = AD1. Le corollaire 5.3.5 dit que D1/K
est contenu dans un MH/K(f)∗-normalisateur D2/K de H/K. Comme D ≤ D2, on obtient
D = D1(= D2). �

Définition 5.3.7. – Soient F une classe de groupes, σ ⊆ P+, H/K ∈ Dloc et F/K ∈ F un
σ-sous-groupe de H/K. Si, pour tout R/K ∈ Dloc σ-sous-groupe de H/K contenant F/K et
tout A/K ∈ Dloc sous-groupe normal de R/K tel que R/A ∈ F, on a R = FA, alors F/K
est appelé (F, σ)-projecteur de H/K.

L’exemple 5.3.8 dit que les (F(f), σ)-projecteurs n’existent pas toujours. C’est pourquoi
nous étudierons seulement les (F∗(f), σ)-projecteurs. Toutefois, il suffit qu’une fonction f
vérifie les hypothèses du théorème 5.2.12, pour que l’on obtienne F(f) = F∗(f), et nous
pouvons alors appliquer les résultats des (F∗(f), σ)-projecteurs aux (F(f), σ)-projecteurs.
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Exemple 5.3.8. – On considère G un pur groupe isomorphe à C∗. Si f désigne une fonction
de Dloc-préformation sur {∞} et T le sous-groupe localement fini maximal de G, alors
l’unique F(f)-sous-groupe de G est {1}. Mais G/T est un F(f)-groupe, donc G n’a pas de
(F(f),P+)-projecteur.

Le fait 5.3.9 est le résultat principal de [33]. Ici, nous l’énonçons pour les sections lo-
calement closes et localement finies des groupes de rang de Morley fini résolubles. Cela est
possible grâce au lemme 5.2.5.

Fait 5.3.9. – ([33], th. 5.4, Gardiner, Hartley, Tomkinson) Soient σ ⊆ P+, f une
fonction de R-préformation sur π ⊆ P+ et H/K ∈ R. On suppose H/K localement fini.
Alors H/K possède une unique classe de conjugaison de (F∗(f), σ)-projecteurs.

Remarque 5.3.10. – Soient σ ⊆ P+, F une sous-classe Q-dloc-close de Dloc, H/K ∈ Dloc,
A/K une σ-section localement close et normale de H et F/K un (F, σ)-projecteur de H/K.
Alors FA/A est un (F, σ)-projecteur de H/A.

Lemme 5.3.11. – Soient σ ⊆ P+, F une sous-classe Q-dloc-close de Dloc, H/K ∈ Dloc,
A/K une σ-section localement close et normale de H et F/A un (F, σ)-projecteur de H/A.
Alors tout (F, σ)-projecteur de F/K est un (F, σ)-projecteur de H/K.

Preuve. – Soient E/K un (F, σ)-projecteur de F/K, R/K ∈ Dloc σ-sous-groupe de H/K
contenant E/K et B/K ∈ Dloc un sous-groupe normal de R/K tel que R/B ∈ F. F/A étant
un (F, σ)-projecteur de H/A, F/K est un σ-sous-groupe de H/K et F/A ∈ F, donc on a
F = AE, en particulier F ≤ AR. Or RA/AB est un F-groupe et RA/K est un σ-groupe,
donc on obtient RA = FB, en conséquence, R = (R∩F )B. On en déduit que (R∩F )/(B∩F )
est un F-groupe, donc R ∩ F = (B ∩ F )E puisque E/K est un (F, σ)-projecteur de F/K.
Ceci prouve que R = EB. �

Les deux lemmes suivants sont des analogues du théorème 5.1 de [33] :

Lemme 5.3.12. – Soient f une fonction de R-préformation sur π ⊆ P+, H/K ∈ R
et A/K une section localement close, normale, abélienne et localement finie de H telle que
H/A ∈ F∗(f). Alors les MH/K(f)∗-normalisateurs de H/K sont exactement les (F∗(f),P+)-
projecteurs de H/K.

Preuve. – Si E/K est un (F∗(f),P+)-projecteur de H/K, alors H = EA puisque H/A ∈
F∗(f). Le corollaire 5.3.5 donne l’existence d’un MH/K(f)∗-normalisateur D/K de H/K qui
contient E/K. Mais D/K ∈ F∗(f) (lemme 5.3.3) et les (F∗(f),P+)-projecteurs de H/K sont
des F∗(f)-sous-groupes maximaux de H/K, donc E = D.

Réciproquement, soit D/K unMH/K(f)∗-normalisateur de H/K. Le lemme 5.3.3 dit que
D/K est un F∗(f)-groupe. Soient L/K ∈ Dloc un sous-groupe de H/K qui contient D/K
et N/K ∈ Dloc un sous-groupe normal de L/K tel que L/N ∈ F∗(f). D’après le corollaire
5.3.6, D/K est un MH/K(f)∗-normalisateur de L/K. Alors L = ND d’après le lemme 5.3.1,
donc D/K est un (F∗(f),P+)-projecteur de H/K. �

Lemme 5.3.13. – Soient f une fonction de R-préformation sur π ⊆ P+, H/K ∈ R et A un
sous-groupe H-minimal de H avec AK/K sans torsion et tel que H/AK ∈ F∗(f). Alors les
MH/K(f)∗-normalisateurs de H/K sont exactement les (F∗(f),P+)-projecteurs de H/K.
De plus, les (F∗(f),P+)-projecteurs de H/K sont conjugués dans H/K.

Preuve. – On peut supposer H/K 6∈ F∗(f), en particulier AK/K n’est pas une f -section
de H/K et on a AK/K 6= 1. Alors, comme A est H-minimal et comme AK/K est sans
torsion, AK/K est un sous-groupe H/K-dloc-minimal de H/K. Montrons d’abord que tout
MH/K(f)∗-normalisateur E/K deH/K est un (F∗(f),P+)-projecteur deH/K. Par le lemme
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5.3.3, E/K est un F∗(f)-groupe. On a H = AE d’après le lemme 5.3.1. Par H/K-dloc-
minimalité de AK/K, toute section localement close U/K de H qui contient E/K couvre ou
évite AK/K, en particulier E évite AK/K. Soient U/K une section localement close de H
qui contient E/K et B/K une section localement close normale de U telle que U/B ∈ F∗(f).
Il faut montrer que U = BE. Si AK/K est contenu dans B/K, alors on a H = AE = U
et U = BE. Donc on peut supposer AK/K � B/K. Ainsi on a AK/K ∩ B/K = 1 et
CH(AK/K) = CH(AB/B). Alors, comme AK/K n’est pas une f -section de H/K, AB/B
n’est pas une f -section de H/B. Comme le lemme 5.2.8 (ii) dit que toute ∞-section U/B-
dloc-minimale de U/B est une f -section puisque U/B ∈ F∗(f), on en déduit U 6= H. Alors U
évite AK/K puisque H = AE et E ≤ U . Donc on a U = E. Ainsi, E/K est un (F∗(f),P+)-
projecteur de H/K.

Montrons que tout (F∗(f),P+)-projecteur F/K deH/K est unMH/K(f)∗-normalisateur
de H/K. On a H = AF puisque H/AK ∈ F∗(f). Comme A est un sous-groupe H-minimal
avec AK/K sans torsion, on obtient H/K = AK/K oF/K puisque H/K 6∈ F∗(f). Ainsi, F
couvre toutes les f -sections de H/K. Si F/K contient un sous-groupe f -couvrant F1/K de
H/K, alors H = AF1 (lemme 5.3.1). On en déduit que F/K est un sous-groupe f -couvrant
minimal de H/K. Aussi, la proposition 5.3.4 dit que F/K est contenu dans un MH/K(f)-
normalisateur E/K de H/K, donc F/K est un MH/K(f)∗-normalisateur de H/K.

Montrons la conjugaison des (F∗(f),P+)-projecteurs de H/K. Si H/K est un MH/K(f)-
normalisateur de H/K, alors la proposition 5.1.23 donne le résultat. Sinon, soit E/K un
(F∗(f),P+)-projecteur de H/K. Comme E/K est un MH/K(f)∗-normalisateur de H/K,
E/K est contenu dans un MH/K(f)-normalisateur D/K de H/K. Mais on a H/K =
AK/K o E/K puisque H/K 6∈ F∗(f). Donc, par H-minimalité de A, on a H = D ou
E = D. Comme H 6= D puisque H/K n’est pas un MH/K(f)-normalisateur de H/K, on a
montré que les (F∗(f),P+)-projecteurs de H/K sont des MH/K(f)-normalisateurs de H/K,
en particulier ils sont conjugués (remarque 5.1.7). �

Théorème 5.3.14. – Soient σ ⊆ P+, H/K ∈ R et f une fonction de R-préformation sur
π ⊆ P+. Alors H/K possède une unique classe de conjugaison de (F∗(f), σ)-projecteurs.

Preuve. – 1) Si σ = P+ et si H a un sous-groupe H-minimal A tel que H/AK ∈ F∗(f).

Soit T/K le sous-groupe de torsion maximal de AK/K. Montrons d’abord l’existence des
(F∗(f),P+)-projecteurs. H/T a un (F∗(f),P+)-projecteur F0/T d’après le lemme 5.3.13.
Le lemme 5.3.12 dit que F0/K possède un (F∗(f),P+)-projecteur F1/K. F1/K est un
(F∗(f),P+)-projecteur de H/K (lemme 5.3.11).

Montrons maintenant la conjugaison des (F∗(f),P+)-projecteurs de H/K. Soient E1/K
et E2/K deux (F∗(f),P+)-projecteurs deH/K. Alors E1T/T et E2T/T sont des (F∗(f),P+)-
projecteurs de H/T (remarque 5.3.10). D’après le lemme 5.3.13, on peut supposer E1T =
E2T . Mais le lemme 5.3.12 dit que E1/K et E2/K sont des M∗-normalisateurs de E1T/K,
et le lemme 5.1.22 montrent qu’il existe M1/K et M2/K des M-normalisateurs de E1T/K
tels que E1/K et E2/K soient des sous-groupes π-couvrants de Hall de M1/K et M2/K
respectivement. Par conjugaison des M-normalisateurs de E1T/K (remarque 5.1.7), on peut
supposer M1 = M2. Le théorème 4.4.9 dit que E1/K et E2/K sont conjugués dans M1/K,
ce qui finit la preuve.

2) Si σ = P+.

Par induction sur le rang et le degré de d(H). Si H/K est localement fini, le fait 5.3.9
donne le résultat, donc on peut supposer H+ 6= 1. Soit A un sous-groupe H-minimal de
H+. Alors H/AK possède une unique classe de conjugaison de (F∗(f),P+)-projecteurs par
hypothèse d’induction. Montrons d’abord que H/K possède un (F∗(f),P+)-projecteur. Soit
F/AK un (F∗(f),P+)-projecteur de H/AK. Si d(H) = d(F ), alors A est F -minimal et 1) dit
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que F/K a un (F∗(f),P+)-projecteur. Sinon, par hypothèse d’induction, F/K possède un
(F∗(f),P+)-projecteur. Alors le lemme 5.3.11 donne l’existence d’un (F∗(f),P+)-projecteur
de H/K.

Soient E1/K et E2/K deux (F∗(f),P+)-projecteurs de H/K. E1A/AK et E2A/AK étant
des (F∗(f),P+)-projecteurs de H/AK (remarque 5.3.10), l’hypothèse d’induction permet de
supposer E1A = E2A. E1/K et E2/K sont des (F∗(f),P+)-projecteurs de E1A/K. L’hy-
pothèse d’induction permet de supposer d(E1A) = d(H). Alors A est E1A-minimal et 1) dit
que E1/K et E2/K sont conjugués.

3) Si σ est un sous-ensemble quelconque de P+.

Par induction sur le rang et le degré de d(H). Par le fait 5.3.9, on peut supposer H+ 6= 1.
Montrons d’abord l’existence des (F∗(f), σ)-projecteurs de H/K. Supposons H+ non abélien.
D’après la proposition 2.7.9, H+ possède un p-sous-groupe quasiunipotent H-minimal A
(p ∈ P+). Par hypothèse d’induction, H/AK possède un (F∗(f), σ)-projecteur E/AK. Si
p ∈ σ, soit F/K un (F∗(f),P+)-projecteur de E/K (il existe d’après 2)). E/K étant un
σ-groupe, F/K est un (F∗(f), σ)-projecteur de E/K. Le lemme 5.3.11 montre que F/K est
un (F∗(f), σ)-projecteur de H/K. Donc on peut supposer p 6∈ σ. Soient F/K un σ-sous-
groupe de Hall de E/K, U/K une σ-section localement close de H qui contient F/K et
B/K une section localement close normale de U telle que U/B ∈ F∗(f). U/K intersecte
trivialement AK/K et on a E/K = AK/K o F/K (corollaire 4.2.8). Aussi on a E ≤ UA
et UA/BA ∈ F∗(f), donc UA = BE puisque E/AK est un (F∗(f), σ)-projecteur de H/AK.
Ainsi, on obtient U = B(U ∩ E) = BF et F/K est un (F∗(f), σ)-projecteur de H/K.

On peut donc supposer H+ abélien. Soit O = Oσ(H+K/K). Supposons que H/O possède
un (F∗(f), σ)-projecteur E/O. E/K possède un (F∗(f),P+)-projecteur F/K d’après 2). E/K
étant un σ-groupe, F/K est un (F∗(f), σ)-projecteur de E/K. Le lemme 5.3.11 dit que F/K
est un (F∗(f), σ)-projecteur de H/K. Ainsi, on peut supposer O/K = 1, en particulier les
σ-sous-groupes de H/K sont localement fini. Soit F/K un (F∗(f), σ)-projecteur d’un σ-
sous-groupe de Hall R/K de H/K (F/K existe d’après le fait 5.3.9). Comme R/K est un
σ-groupe et comme R/K∩H+K/K = 1 puisque O = 1, FH+/K est un (F∗(f), σ)-projecteur
de RH+/K. Comme H/H+K est localement fini, le fait 5.3.9 montre que FH+/K est un
(F∗(f), σ)-projecteur de H/H+K. Soient U/K un σ-sous-groupe de H/K qui contient F/K
et B/K un sous-groupe normal de U/K avec U/B ∈ F∗(f). Alors on a UH+/BH+ ∈
F∗(f), donc UH+ = BH+F puisque FH+/K est un (F∗(f), σ)-projecteur de H/H+K.
Mais U/K ∩H+K/K = 1 puisque U/K est un σ-groupe, donc U = BF (U ∩H+) = BF . On
en déduit que F/K est un (F∗(f), σ)-projecteur de H/K.

Montrons que les (F∗(f), σ)-projecteurs de H/K sont conjugués dans H/K. Soient F1/K
et F2/K deux (F∗(f), σ)-projecteurs de H/K. Le théorème 4.1.18 permet de supposer qu’un
σ-sous-groupe de Hall R/K de H/K contient F1/K et F2/K. Alors F1/K et F2/K sont des
(F∗(f),P+)-projecteurs de R/K et 2) donne le résultat. �

Corollaire 5.3.15. – Soient σ ⊆ P+, f une fonction de R-préformation sur π ⊆ P+ et
H/K ∈ R. Si ∞ ∈ σ ∩ π, on suppose σ ⊆ π et f(∞) ⊆ ∩p∈σf(p). Alors H/K possède une
unique classe de conjugaison de (F(f), σ)-projecteurs.

Preuve. – Le corollaire 5.2.13 dit que tout σ-sous-groupe de H/K qui est dans F∗(f)
appartient à F(f). Le théorème 5.3.14 donne le résultat. �

Corollaire 5.3.16. – On suppose H/K localement nilpotent. Soient σ ⊆ P+, f une fonction
de R-préformation sur π ⊆ P+, R/K l’unique σ-sous-groupe de Hall de H/K (proposition
4.1.12) et S/K l’unique sous-groupe π-couvrant de Hall de R/K (corollaire 4.4.12). Alors
S/K est l’unique (F∗(f), σ)-projecteur de H/K. De plus, si U/K ∈ F∗(f) est un σ-sous-
groupe de H/K, alors U/K est contenu dans S/K.
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Preuve. – Montrons que S/K est un F∗(f)-groupe. Comme S/K est localement nil-
potent, S/K est hypercentral (proposition 3.4.18) et centralise toutes ses sections S/K-
dloc-minimales. En particulier, les π-sections S/K-dloc-minimales de S sont des f -sections de
S/K. Comme S/K n’a pas de sous-groupe π-couvrant propre (lemme 4.4.6), on a montré
que S/K est un F∗(f)-groupe.

Montrons que tout σ-sous-groupe V/S ∈ F∗(f) de H/S est trivial. D’après le corollaire
4.4.11, S/K est l’unique sous-groupe π-couvrant de Hall de V/K. On en déduit que V n’a
pas de π-section V/S-dloc-minimale non triviale. Mais V/S est un F∗(f)-groupe, donc V/S
n’a pas de sous-groupe π-couvrant propre, ce qui prouve que V/S est trivial.

Ainsi, comme F∗(f) est une classe Q-dloc-close (lemme 5.2.6), tout σ-sous-groupe U/K ∈
F∗(f) de H/K est contenu dans S/K.

D’après le théorème 5.3.14, H/K possède un (F∗(f), σ)-projecteur L/K. Alors LS/S est
un σ-groupe et un F∗(f)-sous-groupe de H/S (lemme 5.2.6). Ce qui précède montre que L/K
est contenu dans S/K. Comme S/K est à la fois un σ-groupe et un F∗(f)-groupe, on obtient
L/K = S/K. �

Proposition 5.3.17. – Soient σ ⊆ P+, f une fonction de R-préformation sur π ⊆ P+,
H/K ∈ R un σ-groupe et F/K un (F∗(f), σ)-projecteur de H/K. Alors NH(F )/F est une
section localement close qui ne contient pas de (σ ∩ π)-élément non trivial.

Preuve. – Montrons que NH(F )/F est une section localement close. Par induction sur
le rang de H+. On peut supposer K− = 1 et H/K non localement fini, donc H+ 6= 1.
Soit N0 le plus grand sous-groupe normal et localement clos de H contenu dans NH(F ).
Alors F/K est un (F∗(f), σ)-projecteur de N0F/K, donc le théorème 5.3.14 et l’argument
de Frattini donnent NH(N0F ) = N0NH(F ) = NH(F ). Quitte à considérer H/N0 au lieu de
H/K, on peut supposer N0 = K. Comme H+ 6= 1, H+ possède un sous-groupe H-minimal
A. (FA/A)/(AK/A) est un (F∗(f), σ)-projecteur de (H/A)/(AK/A) et, par hypothèse d’in-
duction, NH(FA)/FA est une section localement close. Comme NH(F ) ≤ NH(FA), on
peut supposer FA normal dans H. Par le théorème 5.3.14 et l’argument de Frattini, on ob-
tient H = ANH(F ), en particulier A ∩ F est normal dans H, donc A ∩ F ≤ N0 = K et
H/K = AK/K oNH(F )/K.

Soit C/K = CH/K(AK/K). Alors C ∩ F est un sous-groupe localement clos et normal
de H, donc C ∩ F ≤ N0 = K. Ainsi [NC(F ), F ] ≤ C ∩ F = K, donc on a NC(F )/K =
CC/K(F/K) et, comme CC/K(F/K) est localement clos (proposition 3.1.33) et est normal
dans H/K puisque H = ANH(F ), NC(F ) ≤ N0 = K. Mais H = ANH(F ), donc on obtient
C = ANC(F ) = AK. En particulier, comme Q(H+) centralise A, on a Q(H+) ≤ A(H+∩K)
et la proposition 2.7.9 donne NH+(F )′ ≤ NH+(F ) ∩ Q(H+) ≤ NH+(F ) ∩ A(H+ ∩ K). Or
NA(F ) ≤ K, donc NH+(F )/(H+ ∩K) est abélien. Comme K− = 1, H+ centralise K (fait
1.2.6), ce qui prouve que H+∩K est central dans H+ et que NH+(F ) est nilpotent. Soit E =
EH+(NH+(F )). Il s’agit d’un sous-groupe de H+ définissable, connexe et autonormalisant
(corollaires 2.4.5 et 2.6.2), et NH(F ) normalise E. Comme E est définissable, NH(E) est
localement clos. Donc, si NH(E)+ < H+, l’hypothèse d’induction donne le résultat. Sinon,
comme on a NH(E)+ ≤ NH+(E) = E, E = H+ et le corollaire 2.4.5 donne NH+(F ) ≤
F (H+). Or F (H+) centralise A, donc on obtient F (H+) ≤ C = AK et NH+(F ) ≤ AK ∩
NH(F ) = K. CommeH/K = AK/KoNH(F )/K, on aH+K/K = AK/KoNH+(F )K/K =
AK/K. Alors NH(F )/K est localement fini, et NH(F ) est donc un sous-groupe localement
clos de H.

Il reste à montrer que NH(F )/F ne contient pas de (σ ∩ π)-élément non trivial. On
suppose le contraire. Alors NH(F )/F possède un (σ∩π)-sous-groupe localement clos abélien
U/F 6= 1. En particulier, U/F est un F∗(f)-groupe, et U/K est un σ-groupe. Comme F/K
est un (F∗(f), σ)-projecteur de H/K contenu dans U/K, F couvre U/F , ce qui contredit
U/F 6= 1. �
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Le corollaire 5.3.15 permet de retrouver le théorème 5 de [4] (pour les groupes de rang
de Morley fini), en prenant σ = P, K = 1, R = Dloc et π ⊆ P, puis en appliquant la
conjugaison des (F(f), σ)-projecteurs de H/K.

On peut aussi remarquer que le théorème 5.3.14 contient, dans son énoncé, plusieurs
résultats déjà connus :

- la conjugaison des µ-sous-groupes de Hall pour tout µ ⊆ P (théorème 3.2.5), en prenant
σ = µ, π = P+, R = Dloc et f(p) = Dloc pour tout p ∈ P+ ;

- l’existence et la conjugaison des sous-groupes µ-couvrants de Hall pour tout µ ⊆ P+

(théorème 4.4.9), en prenant σ = P+, π = µ, R = Dloc et f(p) = Dloc pour tout p ∈ µ.
On obtient une nouvelle démonstration et une généralisation du théorème 3.6.6, il s’agit

aussi d’une généralisation du théorème 6 de [4] :

Proposition 5.3.18. – Soient H/K ∈ Dloc, f la fonction de Dloc-préformation sur π ⊆ P+

qui, à tout p ∈ π, associe le singleton {{1}}. Alors les (F∗(f), π)-projecteurs de H/K sont
exactement les π-sous-groupes localement nilpotents de H/K qui contiennent tous les π-
éléments de leur normalisateur.

Preuve. – Soient C/K un (F∗(f), π)-projecteur de H/K et R/K un π-sous-groupe de Hall
de H/K qui contient C/K. Alors C/K est autonormalisant dans R/K d’après la proposi-
tion 5.3.17. Aussi, d’après le corollaire 5.2.13, C/K est un F(f)-groupe, donc C/K centralise
chacune de ses sections C/K-dloc-minimales. Ainsi, C/K est hypercentral, donc localement
nilpotent d’après la proposition 3.4.18. On en déduit que C/K est un π-sous-groupe locale-
ment nilpotent de H/K qui contient tous les π-éléments de son normalisateur.

Réciproquement, soit C/K un π-sous-groupe localement nilpotent de H/K qui contient
tous les π-éléments de son normalisateur. Soit R/K un π-sous-groupe de Hall de H/K qui
contient C/K. Alors C/K est un sous-groupe localement nilpotent maximal de R/K (propo-
sition 3.4.18) et C/K ∈ Dloc (proposition 3.3.1). De plus, C/K est hypercentral (proposition
3.4.18), donc le corollaire 3.1.34 montre que C centralise ses sections C/K-dloc-minimales, et
C/K est un F(f)-groupe.

On montre que, si L est un sous-groupe localement clos de R et normalisé par C tel
qu’on ait l ∈ dloc(Cl, C) pour tout l ∈ L, alors C/K est un (F(f), π)-projecteur de LC/K.
Soit U/V ∈ F(f) une section de LC avec K ≤ V et C ≤ U . Alors on a U = (U ∩ L)C et,
pour tout u ∈ NU (CV ), il existe l ∈ U ∩ L avec u ∈ lC. Donc on a l ∈ dloc(Cl, C) ≤ CV ,
et u ∈ CV . On en déduit que CV/V est un sous-groupe autonormalisant de U/V . Mais
U/V est hypercentrale puisque U/V ∈ F(f). Donc U/V vérifie la condition de normalisateur
(proposition 3.4.18). Ainsi on a U = CV , ce qui prouve que C/K est un (F(f), π)-projecteur
de LC/K.

Montrons que C/K est un (F∗(f), π)-projecteur de H/K. D’après le théorème 5.3.14, il
suffit de montrer que C/K est un (F∗(f), π)-projecteur de R/K. Donc, d’après le paragraphe
précédent, il suffit de montrer que, pour tout x ∈ R, x ∈ dloc(Cx, C). Supposons le contraire.
Soit (Ri)i≤α (α ordinal) une suite croissante de sous-groupe localement clos de R qui vérifie :

(i) R0 = K et Rα = R ;
(ii) pour tout n ∈ N, il existe un ordinal β(n) tel que Rβ(n) = R(n)K (R(n)K est

localement clos d’après le corollaire 3.1.26) ;
(iii) Ri+1/Ri est C/K-dloc-minimal pour tout i < α ;
(iν) Rµ = ∪j<µUj pour tout ordinal limite µ.

Alors il existe un plus petit ordinal ν < α tel qu’il existe x ∈ Rν+1 \Rν avec x 6∈ dloc(Cx, C).
Le paragraphe précédent montre que C/K est un (F(f), π)-projecteur de RνC/K.

Supposons x ∈ Rνdloc(Cx, C). Alors il existe u ∈ Rν et y ∈ dloc(Cx, C) tels que x = uy.
Donc on a u ∈ dloc(Cu, C) = dloc(Cxy−1

, C) et, comme y ∈ dloc(Cx, C), u ∈ dloc(Cx, C).
Ainsi on obtient x ∈ dloc(Cx, C), ce qui est contradictoire. On en déduit x 6∈ Rνdloc(Cx, C).

On a montré Rν ≤ Rν+1 ∩ Rνdloc(Cx, C) < Rν+1 et, par C/K-dloc-minimalité de
Rν+1/Rν , on obtient Rν = Rν+1 ∩ Rνdloc(Cx, C) et RνC = Rνdloc(Cx, C). Donc on a
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Cx ≤ RνC. Alors, si x ne normalise pas RνC, on a Cx−1 � RνC. Le raisonnement précédent
appliqué à x−1 au lieu de x donne x−1 ∈ dloc(Cx−1

, C), d’où x ∈ dloc(Cx−1
, C) = dloc(C,Cx)

ce qui est contradictoire. On a montré que x normalise RνC et, donc, Cx/K est un (F(f), π)-
projecteur de RνC/K. Le corollaire 5.3.15 dit qu’il existe r ∈ Rν tel que Cx = Cr. Alors on
a x ∈ NR(C)r = Cr ⊆ CRν = Rνdloc(Cx, C), ce qui est contradictoire. On en déduit que
C/K est un (F∗(f), π)-projecteur de H/K. �

5.4 Groupes superrésolubles

Dans cette section, nous étudions les sous-groupes superrésolubles (définition 5.4.1) et
localement superrésolubles des sections localement closes des groupes de rang de Morley fini.

Définition 5.4.1. – Un groupe G est dit être superrésoluble s’il possède une série normale
finie avec des facteurs cycliques.

Remarque 5.4.2. – Tout sous-groupe et tout quotient d’un groupe superrésoluble est su-
perrésoluble.

On note Fs la classe des groupes localement superrésolubles. Le résultat principal de cette
section donne, pour tout H/K ∈ Dloc, l’existence et la conjugaison des (Fs, π)-projecteurs de
H/K pour tout π ⊆ P+ (théorème 5.4.21). Il s’agit d’une conséquence du théorème 5.3.14.

La proposition 5.4.7 et le corollaire 5.4.11 sont analogues à des résultats de Wehrfritz sur
les groupes linéaires localement superrésolubles [83].

Fait 5.4.3. – ([69], 5.4.8 p.145, Zappa) Si G est un groupe superrésoluble, alors G
possède une série normale

1 = G0 < G1 < ... < Gn = G

dans laquelle chaque facteur est cyclique d’ordre premier ou cyclique d’ordre infini et l’ordre
des facteurs à partir de la gauche est ceci : facteurs impairs d’ordres décroissants, facteurs
infinis, facteurs d’ordre 2.

Fait 5.4.4. – ([69], 5.4.10 p.146) Si G est un groupe superrésoluble, alors F (G) est
nilpotent et G/F (G) est un groupe fini et abélien. En particulier, G′ est nilpotent.

Lemme 5.4.5. – Soit H/K une section superrésoluble d’un groupe de rang de Morley fini
connexe et résoluble G avec K localement fini. Soient p1, p2, ..., pn (n ∈ N) les entiers pre-
miers distincts de 2 tels que Q(G) possède un élément non trivial d’ordre pi (i = 1, ..., n).
Alors il existe un entier l divisant h = 2(p1 − 1)...(pn − 1) tel que (H/K)/F (H/K) soit
d’exposant l.

Preuve. – D’après le fait 5.4.3, il existe une suite croissante (Hi)i=0,...,m (m ∈ N) formée
de sous-groupes normaux de H avec H0 = K et Hi+1/Hi d’ordre premier ou bien isomorphe
à Z pour tout i = 0, ...,m − 1. De plus, on peut supposer qu’il existe j ∈ {0, ...,m} tel que
tous les éléments non triviaux de Hj/K soient d’ordre impair et tel que, si j < m, alors,
Hk+1/Hk est soit d’ordre 2 soit d’ordre infini pour tout k ∈ {j, ...,m − 1}. En particulier,
comme K est localement fini, Hj est localement fini.

Soit i ∈ {0, ...,m−1}. Montrons que AH(Hi+1/Hi) est d’exposant divisant h. Si Hi+1/Hi

est d’ordre impair p 6∈ {p1, ..., pn}, Hi+1/Hi n’est pas couvert par Q(G) ∩ H. Donc la
proposition 2.7.9 donne [H,Hi+1] ≤ Q(G) ∩ Hi+1 ≤ Hi et H centralise Hi+1/Hi. Si on
a |Hi+1/Hi| ∈ {p1, ..., pn}, alors |AH(Hi+1/Hi)| divise ps − 1 pour un s ∈ {1, ..., n}. Si
|Hi+1/Hi| = 2, alors H centralise Hi+1/Hi. Enfin, si Hi+1/Hi est isomorphe à Z, on a
|AH(Hi+1/Hi)| ≤ 2 puisque |Aut(Z)| = 2. Notons C =

⋂m−1
i=0 CH(Hi+1/Hi). Alors on a

(C/K)m−1 = 1, et C/K est un sous-groupe nilpotent et normal de H/K. En particulier
C/K est contenu dans F (H/K). Mais ce qui précède montre que H/C est d’exposant l0
pour un entier l0 qui divise h. Donc on obtient le résultat. �



122 CHAPITRE 5. THÉORIES DES FORMATIONS

Lemme 5.4.6. – Soient H/K une section localement close d’un groupe de rang de Morley
fini résoluble et U/K un sous-groupe de H◦K/K normalisé par un sous-ensemble X/K de
H◦K/K. Si, pour tout x ∈ X/K, EU/K(x) = U/K, alors l’action de 〈X/K〉 sur U/K est
nilpotente.

Preuve. – Comme H◦K/K et H◦/(H◦ ∩K) sont isomorphes, on peut supposer K ≤ H◦.
On fait la preuve par induction sur le rang de d(H◦). Soit A un sous-groupe H◦-minimal
de d(H◦). Par hypothèse d’induction, l’action de 〈XA/AK〉 sur UA/AK est nilpotente. Si
U/K ∩AK/K = 1, on conclut que l’action de 〈X/K〉 sur U/K est nilpotente. On peut donc
supposer U/K ∩AK/K 6= 1.

On va montrer que 〈X/K〉 centralise AK/K. Ainsi, on aura démontré que l’action de
〈X/K〉 sur UA/K est nilpotente, ce qui prouve le lemme. Soient x ∈ X/K et Cx/K =
CAK/K(x). Comme EU/K(x) = U/K et U/K∩AK/K 6= 1, on a EAK/K(x) 6= 1 et Cx/K 6= 1.
D’après le fait 1.3.18, (H◦)′ centralise A et (H◦/K)′ centralise AK/K. On en déduit que
H◦/K normalise Cx/K et que H◦ normalise (Cx∩A)/(A∩K). La proposition 3.1.33 montre
que (Cx ∩A)/(A ∩K) est un Dloc-groupe et ce groupe n’est pas trivial puisque Cx/K 6= 1.
Comme x centralise (Cx ∩ A)/(A ∩K), le lemme 3.5.1 dit que x centralise AK/K et X/K
centralise AK/K. Ceci prouve le lemme. �

Proposition 5.4.7. – Soit R/K un sous-groupe localement superrésoluble d’une section
localement close H/K d’un groupe de rang de Morley fini G. Alors R/K est (localement
nilpotent)-par-(fini, abélien).

Preuve. – On peut supposer K− = 1. En particulier K est localement fini. Comme R/K
est localement résoluble, le corollaire 3.4.12 permet de supposer G résoluble. Nous montrons
d’abord que R/K est nilpotent-par-fini. Pour cela, il suffit de montrer que R◦/(K ∩ R◦)
est nilpotent-par-fini. Donc on peut supposer R et G connexes. Soient p1, p2, ..., pn (n ∈ N)
les entiers premiers distincts de 2 tels que Q(G) possède un élément non trivial d’ordre pi

(i = 1, ..., n), h = 2(p1 − 1)...(pn − 1) et F/K = 〈xh : x ∈ R/K〉.
Montrons que F/K est nilpotent. Soit x ∈ R/K. Si y est un élément de R/K, 〈x, y〉

est superrésoluble. Le lemme 5.4.5 dit que 〈x, y〉/F (〈x, y〉) est d’exposant l pour un diviseur
l de h. Ainsi, xh appartient à F (〈x, y〉). Comme F (〈x, y〉) est nilpotent (fait 5.4.4), on en
déduit 〈x, y〉 ⊆ ER/K(xh). Ceci étant vrai pour tout y ∈ R/K, on obtient ER/K(xh) = R/K.
Comme ceci est vrai pour tout x ∈ R/K, le lemme 5.4.6 dit que l’action de F/K sur R/K
est nilpotente. Ceci prouve la nilpotence de F/K.

D’après le choix de F , RQ(G)/Q(G)F est d’exposant borné. G/Q(G) étant divisible (pro-
position 2.7.9), RQ(G)/Q(G)F est un sous-groupe d’exposant borné de la section localement
close divisible G/Q(G)F . Le lemme 5.1.18 dit que RQ(G)/Q(G)F et R/(R ∩ Q(G)F ) sont
finis. Comme (R∩Q(G)K)/K et F/K sont deux sous-groupes nilpotents qui se normalisent,
(R ∩Q(G)F )/K est nilpotent et R/K est nilpotent-par-fini.

Montrons que R/K est (localement nilpotent)-par-(fini, abélien). Par ce qui précède et le
fait 1.3.3, il suffit de montrer que R′K/K est localement nilpotent. Soit X une partie finie
de R′. Alors il existe une partie finie Y de R telle que X soit contenu dans 〈Y 〉′. Le fait 5.4.4
dit que 〈Y 〉′K/K est nilpotent puisque 〈Y 〉 est superrésoluble. Donc 〈XK/K〉 est nilpotent.
�

Comme le montrent les faits 5.4.9 et 5.4.10, la notion de groupe localement superrésoluble
est très liée à celle de groupe hypercyclique (définition 5.4.8). Nous montrons que les deux
notions sont même équivalentes pour ce qui concerne les sous-groupes des sections localement
closes (corollaire 5.4.11).

Définition 5.4.8. – On appelle série ascendante d’un groupe G une suite croissante (Ui)i≤α

(α étant un ordinal) de sous-groupes de G telle que U0 = 1, Uα = G, Ui soit un sous-groupe
normal de Ui+1 pour tout i < α et, pour tout ordinal limite µ ≤ α, Uµ = ∪i<µUi.



5.4. GROUPES SUPERRÉSOLUBLES 123

Un groupe G est dit être hypercyclique si il possède une série ascendante normale avec
des facteurs cycliques.

Fait 5.4.9. – ([81], lemme 11.19 p.168) Si un groupe G est localement superrésoluble
et est une extension d’un groupe hypercentral par un groupe finiment engendré, alors G est
hypercyclique.

Fait 5.4.10. – ([6], Baer) Tout groupe hypercyclique est localement superrésoluble.

Corollaire 5.4.11. – Soit U/K un sous-groupe d’un Dloc-groupe. Alors U/K est localement
superrésoluble si et seulement si U/K est hypercyclique.

Preuve. – Supposons U/K localement superrésoluble. Les propositions 5.4.7 et 3.4.18
montrent que U/K est nilpotent-par-fini. Le fait 5.4.9 donne l’hypercyclicité de U/K.

Le fait 5.4.10 donne la réciproque. �

Lemme 5.4.12. – Soient H/K une section localement close d’un groupe de rang de Morley
fini résoluble G et A/K une section H/K-dloc-minimale de H telle que H ′K/K centralise
A/K. Alors, si R désigne le sous-anneau de End(A/K) engendré par AH(A/K), R est un
anneau intègre.

Preuve. – Supposons d’abord A/K localement fini. Alors, pour tout r ∈ R, Ker(r) et
r(A/K) sont normalisés par H/K puisque R est abélien. De plus, pour tout r ∈ R, Ker(r)
et r(A/K) sont des sections localement closes puisque A/K est localement fini. Comme
A/K est H/K-dloc-minimale, on en déduit que, pour tout r ∈ R \ {0}, Ker(r) est trivial et
r(A/K) = A/K. Autrement dit, r est un automorphisme de A/K. Ceci prouve que R est un
anneau intègre.

Donc on peut supposer A/K sans torsion, en particulier A = A+K. On peut aussi suppo-
ser K− = 1 . Soit r 6= 0 un élément de R. Montrons que r(A/K) = A/K. Il existe un couple
d’entiers (m,n) ∈ N×N \ {(0, 0)} et des éléments h1, ..., hm et k1, ..., kn de H tels que, pour
tout a ∈ A/K, on ait r(a) = ah1 ...ahma−k1 ...a−kn . Soit

r0 : A+ −→ A+

a 7−→ ah1 ...ahma−k1 ...a−kn

C’est un homomorphisme définissable de groupe et Ker(r0) et Im(r0) sont définissables.
Aussi, on a r(A/K) = Im(r0)K/K. Donc r(A/K) est une section localement close de H.
De plus, r(A/K) est normalisé par H puisque R est abélien. Comme A/K est H/K-dloc-
minimale et comme r 6= 0, on obtient r(A/K) = A/K.

Soit U/K = Ker(r). Supposons U/K 6= 1. Montrons que U/K = A/K. Comme K est
localement fini puisque K− = 1, r−1

0 (K ∩ A+)/Ker(r0) est localement fini. Ker(r0) étant
définissable, r−1

0 (K ∩A+) est localement clos. Mais on a r−1
0 (K ∩A+)K/K = U/K puisque

A = A+K. Donc U est un sous-groupe localement clos. R étant abélien, Ker(r) est normal
dansH/K et U/K = A/K par minimalité de A/K. Ceci est contradictoire. Ainsi,Ker(r) = 1
et R est intègre. �

Corollaire 5.4.13. – Soient H/K une section localement close d’un groupe de rang de Mor-
ley fini résoluble G et L/M une section H/K-dloc-minimal de H. Si AH(L/M) est d’exposant
au plus 2, alors AH(L/M) est d’ordre au plus 2 et L/M possède une série ascendante avec
des facteurs cycliques dont les termes sont normalisés par H.

Preuve. – Si AH(L/M) = 1, le corollaire est trivial. On peut donc supposer que AH(L/M)
possède une involution i. Montrons que AH(L/M) est d’ordre 2. Supposons le contraire. Alors
AH(L/M) possède un sous-groupe A d’ordre 4 et A est abélien. Le lemme 5.4.12 dit que A
engendre un anneau intègre. Donc A possède au plus une involution, ce qui est contradictoire.
Ainsi, AH(L/M) est d’ordre 2 et AH(L/M) est engendré par i.

Comme le lemme 5.4.12 dit que AH(L/M) engendre un anneau intègre, i inverse L/M .
On en déduit que H normalise chaque sous-groupe de L/M . Ceci prouve le corollaire. �
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Proposition 5.4.14. – Soit U/K un sous-groupe localement superrésoluble d’une section
localement close H/K. Alors dloc(U)/K est localement superrésoluble. De plus, si L/M est
une section dloc(U)/K-dloc-minimale de U+K, alors Adloc(U)(L/M) est d’ordre au plus 2.

Preuve. – Le corollaire 3.4.12 permet de supposer H résoluble. On peut aussi supposer
K− = 1. En particulier, K est localement fini. Soit U0/K = HP (U/K). C’est un sous-groupe
localement nilpotent (fait 1.3.3). D’après la proposition 5.4.7, U0 est d’indice fini dans U et
U/U0 est abélien. On note V/U0 le sous-groupe de U/U0 engendré par les carrées des éléments
de U/U0. Alors U/V est d’exposant au plus 2. La proposition 3.3.1 dit que dloc(U0)/K est
localement nilpotent et la proposition 3.3.6 donne dloc(U0) = dloc(U0)+ ∗ T où T/K est le
sous-groupe de torsion maximal de dloc(U0)/K et dloc(U0)+ est nilpotent.

Montrons que dloc(V )/T est hypercentral. Supposons le contraire. Soit Z/T l’hypercentre
de dloc(V )/T . Le corollaire 3.1.34 montre qu’il s’agit d’une section localement close. De plus,
la proposition 3.1.33 donne 1 = Z(dloc(V )/Z) = Cdloc(V )/Z(V Z/Z), d’où Z(V Z/Z) = 1.
Comme V/U0 est abélien, on obtient U0Z/Z 6= 1. D’après la proposition 3.4.18, dloc(U0)/K
et U0/K sont hypercentraux. Ainsi, U0Z/Z a un centre non trivial. Le corollaire 5.4.11
dit que UZ/Z est hypercyclique. On en déduit que UZ/Z possède un sous-groupe cyclique
normal et non trivial L/Z dans Z(U0Z/Z). Mais Z est un sous-groupe localement clos de
U0 et Z contient T . Donc L/Z est sans torsion et L/Z est infini cyclique. Ceci prouve que
UZ/CUZ(L/Z) est d’ordre au plus 2. On a montré que U/CU (L/Z) est d’ordre au plus 2 et
V centralise L/Z. Ceci contredit Z(V Z/Z) = 1. Donc dloc(V )/T est hypercentral.

Montrons que U+K/K est hypercentral dans dloc(V )/K. dloc(V )/K possède un sous-
groupe de Carter C/K (théorème 3.6.6 (i)). Comme dloc(V )/T est hypercentral, dloc(V )/T
est localement nilpotent (proposition 3.4.18) et le théorème 3.6.6 (ii) donne dloc(V ) = TC.
Comme U+ = dloc(V )+ (lemme 3.1.24), C+ est contenu dans U+. On en déduit que C+T
est un sous-groupe normal de U+T . Comme C/C+ est localement fini (corollaire 3.1.7 (i)),
U+T/C+T est localement fini. Ceci montre que U+/(U+∩T )C+ est localement fini et, comme
(U+)+ = U+ (lemme 3.1.5 (ii)), on a montré que U+ = (U+∩T )C+. Comme U+ = dloc(U0)+

(lemme 3.1.24), U+ centralise T et C+ est normal dans U+. K étant localement fini, T est
localement fini. Alors, U+/C+ est localement fini et U+ = C+. C/K est hypercentral d’après
la proposition 3.4.18. Comme U+ centralise T et comme dloc(V ) = TC, on en déduit que
U+K/K est hypercentral dans dloc(V )/K.

Soit L/M une section dloc(U)/K-dloc-minimale de U+K. Montrons :

(1) Adloc(U)(L/M) est d’ordre au plus 2. De plus, L/M possède une série ascendante
avec des facteurs cycliques et dont les termes sont normalisés par dloc(U).

Comme U+K/K est hypercentral dans dloc(V )/K, on a CL/M (dloc(V )/M) 6= 1. Mais dloc(U)
normalise CL/M (dloc(V )/M) et la proposition 3.1.33 dit que CL/M (dloc(V )/M) est une sec-
tion localement close. Donc dloc(V ) centralise L/M par minimalité de L/M . Le corollaire
3.1.17 et le lemme 3.1.24 donnent

dloc(U)/dloc(V ) = UU+/dloc(V ) ∼= U/(U ∩ dloc(V ))

Comme V ≤ U ∩ dloc(V ), ceci prouve que dloc(U)/dloc(V ) est d’exposant au plus 2. On a
montré que Adloc(U)(L/M) est d’exposant au plus 2, et le corollaire 5.4.13 donne (1).

Il reste à montrer que dloc(U)/K est localement superrésoluble. D’après le fait 5.4.10, il
suffit de montrer que dloc(U)/K est hypercyclique. Comme on a dloc(U) = UU+ (corollaire
3.1.17), dloc(U)/U+K est hypercyclique. Mais, par la proposition 3.5.7 et (1), il existe une
série ascendante de U+K/K avec des facteurs cycliques et dont les termes sont normalisés
par dloc(U). Donc dloc(U)/K est hypercyclique. �

Définition 5.4.15. – On note fs la fonction de Dloc-préformation qui, à tout p ∈ P, associe
la classe des Dloc-groupes abéliens d’exposant divisant p− 1, et telle que fs(∞) = fs(3).
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Fait 5.4.16. – ([51], McLain) Les facteurs chefs d’un groupe localement résoluble G sont
abéliens.

Fait 5.4.17. – ([24], ex. f, p.358) Si un groupe fini G a un p-facteur chef U/V (p ∈ P)
avec AG(U/V ) groupe abélien d’exposant divisant p− 1, alors U/V est d’ordre p.

Corollaire 5.4.18. – Si un groupe G a un p-facteur chef U/V (p ∈ P) avec AG(U/V ) groupe
abélien d’exposant divisant p− 1, alors U/V est d’ordre p.

Preuve. – Soient A = AG(U/V ) et H = (U/V ) o A. H est un groupe localement fini et
localement résoluble. Le fait 5.4.16 dit que U/V est abélien. Montrons d’abord que A est
fini. Supposons le contraire. A possède un sous-groupe A0 d’ordre n ∈ N avec n > p − 1.
Soient u ∈ U/V \ {1}, U0 la clôture normale de 〈u〉 dans (U/V ) o A0 et H0 = U0 o A0.
H0 est fini puisque H est localement fini. Soient U1 un sous-groupe minimal normal de H0

dans U0 et C = CH0(U1). H0/C est un groupe abélien d’exposant divisant p − 1 et le fait
5.4.17 dit que U1 est d’ordre p. On en déduit que A0C/C est d’ordre au plus p− 1. A0 étant
d’ordre n > p− 1, on obtient C ∩A0 6= 1. A étant abélien, A normalise CU/V (C ∩A0), donc
H aussi. La minimalité de U/V donne CU/V (C ∩ A0) = 1, ce qui est contradictoire puisque
U1 ≤ CU/V (C ∩A0). On en déduit la finitude de A.

Alors A normalise un sous-groupe fini U2 6= 1 de U/V et, U/V étant abélien, U2 est
normal dans H. Par minimalité de U/V , on obtient U/V = U2 et H est fini. Le fait 5.4.17
donne le résultat. �

Proposition 5.4.19. – F(fs) = Fs ∩ Dloc.

Preuve. – Montrons que tout F(fs)-groupe est localement superrésoluble. Par le fait 5.4.10,
il suffit de montrer que tout F(fs)-groupe est hypercyclique. Supposons le contraire. Alors
il existe un F(fs)-groupe F/K qui n’est pas hypercyclique. D’après la proposition 3.5.7,
F/K possède une série croissante normale (Fi/K)i≤α (α ordinal) formée de sous-groupes
localement clos avec des facteurs F/K-dloc-minimaux et telle que F0 = K, Fα = F et
Fµ = ∪i<µFi pour tout ordinal limite µ ≤ α. Il existe un plus petit ordinal ν < α tel que
Fν+1/Fν ne possède pas de série ascendante avec des facteurs cycliques et dont les termes
sont normalisés par F . D’après le corollaire 5.4.18, les p-sections F/K-dloc-minimales de F
pour p ∈ P sont cycliques. Donc Fν+1/Fν est une ∞-section et AF (Fν+1/Fν) est d’exposant
2. Le corollaire 5.4.13 donne une contradiction, d’où F(fs) ⊆ Fs ∩ Dloc.

Réciproquement, soit S/K ∈ Fs ∩ Dloc. Montrons que S/K est un F(fs)-groupe. Il faut
montrer que, si L/M est une section S/K-dloc-minimale de S, alors L/M est une fs-section.
Comme S/K est hypercyclique (corollaire 5.4.11), on peut supposer L/M ∞-section. Alors
(L∩S+K)/(M ∩S+K)(∼= L/M) est une section S/K-dloc-minimale de S+K. La proposition
5.4.14 dit que (L∩S+K)/(M ∩S+K) est une fs-section, donc L/M est aussi une fs-section.
Ceci prouve que S/K est un F(fs)-groupe, ce qui permet de conclure. �

Fait 5.4.20. – ([69], 12.1.6 p.346, Mal’cev, McLain) Un facteur chef d’un groupe
localement nilpotent G est central.

Théorème 5.4.21. – Soient π ⊆ P+ et H/K une section localement close d’un groupe de
rang de Morley fini résoluble G. Alors les (F(fs), π)-projecteurs de H/K sont exactement les
(Fs, π)-projecteurs de H/K. De plus, on a F(fs) = F∗(fs), en particulier H/K possède une
unique classe de conjugaison de (Fs, π)-projecteurs.

Preuve. – Soient F/K un (F(fs), π)-projecteur de H/K, R/K ∈ Dloc un π-sous-groupe
de H/K contenant F/K et A/K ∈ Dloc un sous-groupe normal de R/K avec R/A ∈ Fs. La
proposition 5.4.19 donne R/A ∈ F(fs) et on en déduit R = FA. On a montré que F/K est
un (Fs, π)-projecteur de H/K.
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Réciproquement, soient V/K un (Fs, π)-projecteur de H/K, R/K ∈ Dloc un π-sous-
groupe de H/K contenant F/K et A/K ∈ Dloc un sous-groupe normal de R/K avec R/A ∈
F(fs). Comme R/A est localement superrésoluble d’après la proposition 5.4.19, V couvre
R/A. Pour montrer que V/K est un (F(fs), π)-projecteur de H/K, il reste à montrer que
V/K est un F(fs)-groupe. Le corollaire 4.1.24 dit que dloc(V )/K est un π-groupe et la
proposition 5.4.14 dit que dloc(V )/K est localement superrésoluble. Donc V est localement
clos. La proposition 5.4.19 dit que V/K est un F(fs)-groupe.

Montrons que F(fs) = F∗(fs). D’après la remarque 5.2.3, il suffit de montrer F∗(fs) ⊆
F(fs). On va montrer que tout F∗(fs)-groupe vérifie les hypothèses du théorème 5.2.12. Soient
H/K ∈ F∗(fs), p ∈ P et U/V une p-section H/K-dloc-minimale de H couverte par un sous-
groupe ∞-couvrant de Hall de H/K avec AH(U/V ) ∈ fs(∞). Si p 6= 2, on a fs(∞) ⊆ fs(p)
et on obtient AH(U/V ) ∈ fs(p). Sinon, A = U/V o AH(U/V ) est un 2-groupe. Donc A est
localement nilpotent. Comme U/V est à la fois localement fini et H/K-dloc-minimal, U/V
est un sous-groupe minimal normal de H/V . Alors U/V est minimal normal dans A et le
fait 5.4.20 dit que A centralise U/V , d’où AH(U/V ) = 1 ∈ fs(2). Le théorème 5.2.12 dit que
H/K est un F(fs)-groupe. On en déduit F∗(fs) ⊆ F(fs).

Le théorème 5.3.14 permet de conclure. �

W. Gaschütz a montré que, pour tout groupe fini et résoluble G, les projecteurs su-
perrésolubles de G sont exactement les Fs-sous-groupes E de G tels que, pour toute pair
(U, V ) de sous-groupes de G avec E ≤ U < V , |V : U | n’est pas premier [34].

Comme le montre l’exemple 5.4.22, les (Fs,P+)-projecteurs des groupes de rang de Morley
fini résolubles ne peuvent être caractérisés de la même façon.

Exemple 5.4.22. – Considérons C+ o C∗ où C∗ agit linéairement sur C+. Si u désigne un
élément d’ordre 4 de C∗ et si on note G = C+ o 〈u〉, alors les (Fs,P+)-projecteurs de G sont
exactement les conjugués de 〈u〉. Pourtant, il existe une pair (U, V ) de sous-groupes de G
avec 〈u〉 < U < V et |V : U | = 2. En effet, si on choisit x ∈ C+\{1} et si on note X la clôture
normale de x dans G et Y le sous-groupe engendré par les carrées de X, alors X/Y o 〈u〉
est un 2-groupe. On peut choisir y ∈ CX/Y (u) \ {1}. En prenant U = Y 〈u〉 et V = U〈y〉, on
obtient bien |V : U | = 2.

5.5 Théorie des formations connexes

En théorie des groupes finis, il y a deux façons distinctes d’approcher la théorie des
formations. D’une part il y a les formations localement définies, ce qui correspond à la théorie
des formations que l’on a établie pour les sections localement closes. D’autre part, il y a la
théorie des formations établie par W. Gaschütz [34], laquelle est basée sur la notion de sous-
groupe de Frattini. Ces deux approches sont équivalentes en théorie des groupes finis [70]. En
général, la seconde se généralise mal au groupes infinis. Toutefois, nous pouvons avoir une
telle approche dans le cas des groupes de rang de Morley fini résolubles et connexes. En effet,
en certaines circonstances, les groupes connexes se comportent comme des groupes finis.

5.5.1 La théorie

La théorie des formations connexes se traite de la même façon qu’est traité le cas fini
dans [69] p. 269 à 274. L’approche n’utilise pas la théorie des sous-groupes de Hall, mais
seulement le sous-groupe de Frattini◦ (définition 2.3.1).

Définition 5.5.1. – Une formation connexe est une classe F de groupes de rang de Morley
fini connexes et résolubles qui vérifie les conditions suivantes :

(i) l’image d’un F-groupe par un homomorphisme définissable de groupe est un F-groupe ;
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(ii) si G est un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble avec deux sous-groupes
normaux et définissables N1 et N2 tels que G/N1 et G/N2 soient des F-groupes, G/(N1∩N2)◦

est un F-groupe.
On dira que F est saturée si, pour tout groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble

G, G/Fratc(G) ∈ F implique G ∈ F .

Le principal exemple de formation connexe est celle des groupes de rang de Morley fini
connexes et nilpotents. Le lemme 2.3.4 montre que cette formation est saturée.

Lemme 5.5.2. – Soient F une formation connexe saturée, G un groupe de rang de Morley
fini connexe et résoluble et N un sous-groupe G-minimal de G. On suppose G/N ∈ F et
G 6∈ F . Alors il existe un sous-groupe M ∈ F tel que G = NM et tel que N ∩M soit fini.
De plus, deux tels sous-groupes sont conjugués.

Preuve. – Comme G/N ∈ F et G 6∈ F , N n’est pas contenu dans Fratc(G) puisque F est
saturée. Donc il existe un sous-groupe définissable, connexe et propre maximal M de G qui
ne contient pas N . Par maximalité de M , G = NM . Alors M ∩ N est normal dans G et,
N étant G-minimal, M ∩N est fini. Aussi, comme M/(M ∩N) ∼= G/N appartient à F , M
aussi.

On va montrer, par induction sur le rang de G, que deux F-sous-groupes K1 et K2 tels
que G = NK1 = NK2 et tels que N ∩ K1 et N ∩ K2 soient finis sont conjugués. K1 et
K2 sont deux sous-groupes définissables, connexes et propres maximaux de G puisque N est
G-minimal. Si G a un sous-groupe G-minimal B distinct de N , alors G/B n’appartient pas
à F puisque G = G/(N ∩B)◦ n’appartient pas à F . Par maximalité de K1 et de K2, B est
contenu dans K1 et K2. L’hypothèse d’induction donne alors le résultat et on peut supposer
que N est l’unique sous-groupe G-minimal de G. Si G avait un centre infini, N serait alors
central dans G. K1 et K2 serait donc normaux et, par conséquent, triviaux. On peut donc
supposer le centre de G fini. Comme les intersections K1∩N et K2∩N sont finis et normales
dans G, donc centrales, elles sont triviales d’après le fait 1.3.17. Aussi N centralise G′ d’après
le fait 1.3.18, donc K ′

1 et K ′
2 sont triviaux. On en déduit que G′ est contenu dans N . Mais

G′ n’est pas trivial puisque G a un centre fini, donc G′ = N par G-minimalité de N . Le fait
1.3.21 donne alors le résultat. �

Définition 5.5.3. – Soient F une formation connexe et G un groupe de rang de Morley
fini connexe et résoluble. On note GF le plus petit sous-groupe normal et définissable de G
tel que G/GF appartienne à F .

Un sous-groupe H de G est un sous-groupe F-couvrant de G si H appartient à F et si
S = SFH pour tout sous-groupe définissable et connexe S de G qui contient H.

D’après la définition 5.5.1, le sous-groupeGF existe toujours et est définissable et connexe.

Lemme 5.5.4. – Soient F une formation connexe, G un groupe de rang de Morley fini
connexe et résoluble et N un sous-groupe définissable et normal de G.

(i) Si H est un sous-groupe F-couvrant de G, alors HN/N est un sous-groupe F-couvrant
de G/N .

(ii) Si K/N est un sous-groupe F-couvrant de G/N et si H est un sous-groupe F-couvrant
de K◦, alors H est un sous-groupe F-couvrant de G.

Preuve. – (i) Soient S/N un sous-groupe définissable et connexe de G/N qui contient
HN/N et R le sous-groupe de S qui vérifie R/N = (S/N)F . Comme S◦/(S◦∩R) ∼= S◦R/R =
S/R ∈ F , S◦/R◦ = S◦/(S◦ ∩ R)◦ ∈ F . Donc, comme S◦ contient H, S◦ = R◦H. Ainsi
S/N = (R◦H)N/N = (R/N)(HN/N) et c’est fini.

(ii) Soit S un sous-groupe définissable et connexe de G qui contient H. Comme K◦/(K◦∩
N) ∼= K◦N/N = K/N ∈ F ,K◦ = H(K◦∩N) etK = HN . Alors SN/N contientK/N . Aussi



128 CHAPITRE 5. THÉORIES DES FORMATIONS

SN/(SFN) est isomorphe à S/(S ∩SFN) qui appartient à F , donc SN = K(SFN) = KSF

et on obtient S = SF (S ∩K) = SF (S ∩K)◦. Or H ≤ (S ∩K)◦ ≤ K◦ et (S ∩K)◦/(SF ∩K)◦

est un F-groupe, donc (S ∩K)◦ = (SF ∩K)◦H et on conclut S = SF (S ∩K)◦ = SFH. �

Théorème 5.5.5. – Soit F une formation connexe.
(i) Si tout groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble a un sous-groupe F-couvrant,

F est saturée.
(ii) Si F est saturée, tout groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble G a un

sous-groupe F-couvrant et deux tels sous-groupes sont conjugués dans G.

Preuve. – Montrons (i). Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble
tel que G/Fratc(G) appartienne à F et H un sous-groupe F-couvrant de G. Alors G =
Fratc(G)H et G = H ∈ F , d’où le résultat.

Montrons (ii) par induction sur le rang de G. On peut supposer que G n’appartienne
pas à F . Soit N un sous-groupe G-minimal de G. Par hypothèse d’induction G/N a un
sous-groupe F-couvrant K/N .

Si G/N n’appartient pas à F , alors K est distinct de G et K a un sous-groupe F-couvrant
H d’après l’hypothèse d’induction. Le lemme 5.5.4 (ii) dit qu’alors H est un sous-groupe F-
couvrant de G. Soient K et L deux sous-groupes F-couvrants de G. Par le lemme 5.5.4 (i)
KN/N et LN/N sont des sous-groupes F-couvrants de G/N et sont donc conjugués d’après
l’hypothèse d’induction. Aussi KN/N est distinct de G/N puisque G/N n’appartient pas à
F . Donc, K et Lg étant des sous-groupes F-couvrants de KN pour un g ∈ G, K et L sont
conjugués par hypothèse d’induction.

On peut donc supposer que G/N appartient à F . Le lemme 5.5.2 dit qu’alors il existe un
sous-groupe K de G tel que K soit un F-groupe, G = NK et K ∩ N soit fini. Comme G
n’est pas un F-groupe et comme N est G-minimal, N = GF . Aussi, K est un sous-groupe
définissable, connexe et propre maximal de G, donc K est un sous-groupe F-couvrant de G.
Si H est un autre sous-groupe F-couvrant de G alors G = NH et N ∩ H est fini puisque
N est G-minimal et G n’est pas un F-groupe. Le lemme 5.5.2 dit que H et K sont donc
conjugués. �

Corollaire 5.5.6. – Soient F une formation connexe saturée, G un groupe de rang de Morley
fini connexe et résoluble et N un sous-groupe définissable et normal de G. Alors tout sous-
groupe F-couvrant de G/N est de la forme HN/N où H est un sous-groupe F-couvrant de
G.

Preuve. – Soient K/N (resp. L) un sous-groupe F-couvrant de G/N (resp. G). Alors
LN/N est un sous-groupe F-couvrant de G/N d’après le lemme 5.5.4 (i). Donc LN/N est
conjugués à K/N par le théorème 5.5.5. �

Corollaire 5.5.7. – Soient F une formation connexe saturée et G un groupe de rang de
Morley fini connexe et résoluble. Alors le normalisateur de tout sous-groupe F-couvrant H
de G est anormal.

Preuve. – Soient g ∈ G etK = 〈NG(H), NG(H)g〉. Alors 〈H,Hg〉 est définissable et connexe
d’après le fait 1.2.5, et H et Hg sont deux sous-groupes F-couvrants de 〈H,Hg〉. D’après le
théorème 5.5.5 il existe u ∈ 〈H,Hg〉 ≤ K tel que Hu = Hg. Ainsi gu−1 ∈ NG(H) ≤ K et g
appartient à K. �

Corollaire 5.5.8. – Soient F une formation connexe saturée. Alors tout groupe de rang de
Morley fini connexe et nilpotent a un unique sous-groupe F-couvrant.

Preuve. – Suit directement du corollaire précédent. �
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Proposition 5.5.9. – Soient F une formation connexe saturée et G un groupe de rang de
Morley fini connexe et résoluble. Si H est un F-groupe tel que G = F (G)H, alors H est
contenu dans un sous-groupe F-couvrant de G.

Preuve. – Par induction sur le rang de G. On peut supposer que G n’est pas un F-
groupe. Soit N un sous-groupe G-minimal de G. Alors HN/N est un F-groupe et G/N =
(HN/N)F (G/N), donc HN/N est contenu dans un sous-groupe F-couvrant de G/N d’après
l’hypothèse d’induction. Ce sous-groupe est de la forme KN/N avec K sous-groupe F-
couvrant de G d’après le corollaire 5.5.6.

Si KN est distinct de G alors, comme KN = F (KN)H, l’hypothèse d’induction dit que
H est contenu dans un sous-groupe F-couvrant M de KN . Or M est conjugué à K dans
KN donc M est un sous-groupe F-couvrant de G. Ainsi on peut supposer G = KN et GF

contenu dans N .
Comme N centralise F (G), K ∩ F (G) est normal dans G. Si K ∩ F (G) est infini, alors

par hypothèse d’induction, H est contenu dans T où T désigne un sous-groupe de G tel
que T/(K ∩ F (G))◦ soit un sous-groupe F-couvrant de G/(K ∩ F (G))◦. Comme GF est
contenu dans N , TF est aussi contenu dans N . Ainsi TF est contenu dans (K ∩ N)◦ qui
est trivial puisque N est G-minimal et puisque G n’appartient pas à F . On en déduit que
T est un F-groupe d’où le résultat. On peut alors supposer K ∩ F (G) fini. Ceci donne
F (G)◦ = N(K ∩ F (G))◦ = N et on obtient G = NH. N étant G-minimal, H est un
sous-groupe définissable, connexe et propre maximal de G et G = GFH, donc H est un
sous-groupe F-couvrant de G. �

Définition 5.5.10. – Soient F une formation connexe, G un groupe de rang de Morley
fini connexe et résoluble et H un F-groupe. H est un F-projecteur de G si HN/N est un
F-sous-groupe maximal de G/N pour tout sous-groupe normal et définissable N de G.

Théorème 5.5.11. – Soient F une formation connexe et G un groupe de rang de Morley
fini connexe et résoluble.

(i) Tout sous-groupe F-couvrant de G est un F-projecteur de G.
(ii) Si F est saturée, tout F-projecteur de G est un sous-groupe F-couvrant de G.

Preuve. – (i) Soient N un sous-groupe normal et définissable de G et H un sous-groupe
F-couvrant de G. Si HN/N est contenu dans un F-sous-groupe K/N de G/N , alors K◦/(N∩
K◦) ∼= K◦N/N = K/N est un F-groupe. On en déduit que K = K◦N = HN , ce qui donne
le résultat.

(ii) Par induction sur le rang de G. On peut supposer G non trivial. Soient N un sous-
groupe G-minimal de G et H un F-projecteur de G. Alors HN/N est un F-projecteur de
G/N . Par hypothèse d’induction, HN/N est un sous-groupe F-couvrant de G/N . D’après
le corollaire 5.5.6, il existe un sous-groupe F-couvrant H∗ de G tel que HN = H∗N . Aussi
HN = F (HN)H et la proposition 5.5.9 dit que H est contenu dans un sous-groupe F-
couvrant K de HN . Mais H est un F-sous-groupe maximal de G, donc H = K. Alors H et
H∗ sont conjugués dans HN d’après le théorème 5.5.5. �

5.5.2 Applications

Dans la suite on désignera parN ◦ la formation connexe des groupes de rang de Morley fini
connexes et nilpotents. Comme première application des résultats ci-dessus nous donnons une
autre démonstration de l’existence et de la conjugaison des sous-groupes nilpotents, connexes
et autonormalisants dans un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble (corollaire
5.5.13). Cette preuve utilise seulement la section 2.1 et les lemmes 2.3.2 et 2.3.4. En fait on
montre qu’on a affaire aux sous-groupes N ◦-couvrants (proposition 5.5.12).
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Proposition 5.5.12. – N ◦ est une formation connexe saturée. De plus, si G est un groupe
de rang de Morley fini connexe et résoluble, alors les sous-groupes N ◦-couvrants de G sont
exactement les sous-groupes nilpotents, autonormalisants et connexes de G.

Preuve. – N ◦ est une formation connexe saturée d’après le lemme 2.3.4. Le théorème
5.5.5 dit alors que G a un sous-groupe N ◦-couvrant C. G = F (G)C d’après le fait 1.3.19.
On en déduit que NG(C)◦ = NF (G)(C)◦C est nilpotent et est égal à C puisque C est N ◦-
couvrant. Le corollaire 5.5.7 et la proposition 2.1.7 disent que NG(C) est connexe, donc C
est un sous-groupe nilpotent, connexe et autonormalisant de G. Il suffit alors de montrer
qu’un sous-groupe nilpotent, connexe et autonormalisant K de G est N ◦-couvrant. On peut
supposer G contrexemple de rang minimal. D’après le fait 1.3.19, la minimalité du rang
de G, le théorème 5.5.5 et l’argument de Frattini, on a G = F (G)◦NG(K) = F (G)◦K. La
proposition 5.5.9 dit alors que K est contenu dans un sous-groupe N ◦-couvrant de G. Comme
NG(K) = K, K est alors N ◦-couvrant dans G. �

Corollaire 5.5.13. – Soit G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble. Alors
les sous-groupes nilpotents, connexes et autonormalisants de G existent et sont conjugués.

Preuve. – Suit de la proposition 5.5.12 et du théorème 5.5.5. �

En utilisant le théorème 2.4.7, nous obtenons le résultat suivant :

Corollaire 5.5.14. – Les sous-groupes N ◦-couvrants d’un groupe de rang de Morley fini
connexe et résoluble G sont exactement les sous-groupes de Carter de G.

La seconde application concerne la classe des π∗-groupes. Le lemme 5.5.15 montre que la
classe des π∗-groupes est une formation connexe saturée.

Dans ce qui suit nous nous permettons l’usage de l’ensemble des résultats du chapitre 2.

Lemme 5.5.15. – La classe des π∗-groupes est une formation connexe saturée pour tout
ensemble π d’entiers premiers.

Preuve. – Soient π un ensemble d’entiers premiers et F la classe des π∗-groupes. Il est clair
que F est une formation connexe et on va montrer qu’elle est saturée. Soit H un groupe de
rang de Morley fini connexe et résoluble avec Bπ(H) non trivial. Il suffit de trouver un sous-
groupe propre, définissable et connexe maximal de H qui ne contient pas Bπ(H). D’après le
fait 1.3.13, F (H)◦ a un π∗-sous-groupe caractéristique C tel que F (H)◦ = C ∗ Bπ(H). Soit
K un sous-groupe de Carter de H. Le théorème 2.4.7 dit que K est nilpotent, définissable
et connexe. Donc le fait 1.3.13 dit que K a un π∗-sous-groupe caractéristique D tel que
K = D ∗ Bπ(K). Comme H = F (H)◦K d’après le fait 1.3.19 et la remarque 2.1.2, H =
Bπ(H)(DC). Comme Bπ(H) est non trivial et comme DC ∩ Bπ(H) est fini puisque DC
est un π∗-sous-groupe, DC est contenu dans un sous-groupe propre, définissable et connexe
maximal M de H. Alors M ne contient pas Bπ(H) et la démonstration est achevée. �

L’objet du théorème suivant est de caractériser les sous-groupes F-couvrants des groupes
de rang de Morley fini connexes et résolubles où F désigne la formation des π∗-groupes.
Notons que ce théorème permet une nouvelle démonstration du théorème de Borovik et
Nesin sur les π∗-groupes (fait 4.4.2, corollaire 5.5.17).

Théorème 5.5.16. – Soient F la classe des π∗-groupes et G un groupe de rang de Morley
fini résoluble et connexe. Alors les sous-groupes F-couvrants de G sont exactement les π∗-
sous-groupes maximaux de G.
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Preuve. – On déduit du théorème 5.5.5 et du lemme 5.5.15 que G a un sous-groupe
F-couvrant L et que deux sous-groupes F-couvrants de G sont conjugués. Alors, comme
G/Bπ(G) est un F-groupe, G = Bπ(G)L et, comme un π∗-sous-groupe de G intersecte
finiment Bπ(G), L est un π∗-sous-groupe maximal de G. Pour finir la preuve du théorème, il
suffit donc de montrer qu’un π∗-sous-groupe maximal U de G est un sous-groupe F-couvrant
de G. Comme U ∩Bπ(G) est fini, il est suffisant de prouver G = Bπ(G)U . Supposons que G
soit un contrexemple de rang minimal au théorème. D’après le fait 1.3.13, F (G)◦ a un π∗-
sous-groupe caractéristique C tel que F (G)◦ = C ∗Bπ(G). Alors CU est un π∗-sous-groupe
de G, donc U contient C et Bπ(G)U contient F (G)◦. Le fait 1.3.19 dit alors que Bπ(G)U
est normal dans G. Soit N = NG(U). Montrons que N est anormal dans G. Soient g ∈ G
et F = d(N,Ng). Si F = G, g ∈ F sinon, par minimalité de G, il existe a ∈ F ◦ tel que
Ua = Ug. Ainsi g ∈ NG(U)a ⊆ F . Le théorème 2.5.1 dit que N contient un sous-groupe
de Carter D de G. Le fait 1.3.13 donne l’existence d’un π∗-sous-groupe V de D tel que
D = Bπ(D) ∗ V . Or Bπ(D) est contenu dans Bπ(G) et UV est un π∗-sous-groupe de G
puisque V normalise U , donc V est contenu dans U et D est contenu dans Bπ(G)U . Comme
D est anormal dans G d’après le théorème 2.4.7, Bπ(G)U est anormal dans G. Le fait que
Bπ(G)U soit un sous-groupe normal propre de G est contredit. �

Le théorème de Borovik et Nesin sur les π∗-groupes (fait 4.4.2) devient alors un corollaire
du théorème ci-dessus et du théorème 5.5.5.

Corollaire 5.5.17. – ([12], Borovik, Nesin) Soit G un groupe de rang de Morley fini
résoluble et connexe et π un ensemble de nombres premiers. Alors les π∗-sous-groupes maxi-
maux de G sont conjugués. Si K est l’un d’eux, alors G = Bπ(G)K et Bπ(G) ∩ K est un
sous-groupe fini.

5.6 Conclusion

Dans cette dernière section, nous cherchons les liens entre les deux théories des formations
que nous avons établies (proposition 5.6.5 et exemple 5.6.6).

Définition 5.6.1. – Un sous-groupe L/K d’une section localement close H/K est dit dloc-
anormal dans H/K si h ∈ dloc(L,Lh) pour tout h ∈ H.

On remarque que, dans les groupes de rang de Morley fini, tout sous-groupe anormal est
dloc-anormal, et tout sous-groupe dloc-anormal est déf-anormal. Dans le contexte des groupes
de rang de Morley fini connexes et résolubles, les notions d’anormalité, de déf-anormalité et
de dloc-anormalité sont fortement liées :

Lemme 5.6.2. – Si G est un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble, alors les
conditions suivantes sont équivalentes pour tout sous-groupe H de G :

(i) H est anormal ;
(ii) H est définissable et déf-anormal ;
(iii) H est localement clos et dloc-anormal.

Preuve. – Supposons H anormal. Alors H est déf-anormal et dloc-anormal. De plus, H est
définissable d’après la proposition 2.1.7. En particulier, H est localement clos. On a montré
que (i) implique (ii) et (iii).

Supposons H définissable et déf-anormal. Alors le corollaire 2.1.8 dit que H est anormal.
Donc (i) et (ii) sont équivalent.

Il reste à montrer que (iii) implique (ii). Soit H un sous-groupe localement clos et dloc-
anormal. Montrons que H est définissable et déf-anormal par induction sur le rang de G.
Comme H est dloc-anormal, H et d(H) sont déf-anormaux, et il suffit de montrer H est
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définissable. Comme d(H) est déf-anormal, la proposition 2.1.7 dit que d(H) est connexe.
Par hypothèse d’induction, on peut supposer G = d(H). En particulier, G normalise H−.
Quitte à quotienter G par H−, on peut supposer H− = 1. Supposons G 6= 1. Alors G possède
un sous-groupe G-minimal A. Par hypothèse d’induction, HA/A est définissable et G = HA.
En particulier, A ∩ H est normal dans G. Comme H− = 1, on a G 6= H et A � H. Donc
A ne peut pas être central dans G. Le fait 1.3.17 donne A ∩ Z(G) = 1. Alors, si on avait
A ∩H 6= 1, on aurait A ≤ H d’après le fait 1.2.13, ce qui est contradictoire. Donc H est un
complément de A dans G. Le lemme 2.1.3 dit que H est un sous-groupe anormal de G. Donc
H est définissable (proposition 2.1.7) et G = H. Ceci contredit H− = 1, et on a montré que
(iii) implique (ii). �

Dans la suite, R désignera une sous-classe de Dloc S-dloc-close et Q-dloc-close qui contient
tous les groupes de rang de Morley fini connexes et résolubles, et f désignera une fonction
de R-préformation sur un sous-ensemble π de P+.

Corollaire 5.6.3. – Soit G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble. Alors
NG(F ) est anormal dans G pour tout (F∗(f), π)-projecteur F de G. En particulier, NG(F )
est définissable et connexe.

Preuve. – Si NG(F ) est anormal, la proposition 2.1.7 dit que NG(F ) est définissable
et connexe. Montrons que NG(F ) est anormal. La proposition 5.3.17 dit que NG(F ) est
localement clos. Donc, d’après le lemme 5.6.2, il suffit de montrer queNG(F ) est dloc-anormal.
Soit g ∈ G. Alors F et F g sont des (F∗(f), π)-projecteurs de dloc(NG(F ), NG(F )g). D’après
le théorème 5.3.14, il existe h ∈ dloc(NG(F ), NG(F )g) tel que Fh = F g. On obtient g ∈
NG(F )h ⊆ dloc(NG(F ), NG(F )g). Ceci prouve que NG(F ) est dloc-anormal. �

Corollaire 5.6.4. – On suppose π = P+. Si G est un groupe de rang de Morley fini connexe
et résoluble, alors tout (F∗(f),P+)-projecteur F de G est définissable et connexe.

Preuve. – La proposition 5.3.17 montre que F est autonormalisant. Le corollaire 5.6.3
permet de conclure. �

Proposition 5.6.5. – On suppose π = P+. Soient F∗(f)◦ la classe des F∗(f)-groupes
définissables et connexes et G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble, alors :

(i) F∗(f)◦ est une formation connexe saturée contenue dans F(f) ;
(ii) les sous-groupes F∗(f)◦-couvrants de G sont exactement les (F∗(f),P+)-projecteurs

de G.

Preuve. – Montrons que F∗(f)◦ est une formation connexe. Le lemme 5.2.6 montre que
l’image d’un F∗(f)◦-groupe par un homomorphisme définissable de groupe est un F∗(f)◦-
groupe. Donc F∗(f)◦ vérifie la condition (i) de la définition 5.5.1. Montrons que F∗(f)◦ vérifie
aussi la condition (ii) de la définition 5.5.1. Soient N1 et N2 deux sous-groupes normaux et
définissables de G tels que G/N1 et G/N2 soient des F∗(f)◦-groupes. Il faut montrer que
G/(N1 ∩ N2)◦ est un F∗(f)◦-groupe. Soit U/V une section G/(N1 ∩ N2)◦-dloc-minimale
de G. Comme G est connexe, G centralise (N1 ∩ N2)/(N1 ∩ N2)◦. En particulier, si on a
(U ∩N1∩N2)/(V ∩N1∩N2) 6= 1, alors (U ∩N1∩N2)/(V ∩N1∩N2) ∼= U/V est une f -section
de G. Donc on peut supposer N1 ∩N2 ≤ V . Supposons que U/V ne soit pas une f -section.
Si UN1/V N1 6= 1, alors UN1/V N1 est isomorphe à U/V et, comme G/N1 est un F∗(f)◦-
groupe, la proposition 5.2.9 dit qu’il existe p ∈ π− tel que UN1/V N1 soit une p-section
et qu’il existe un sous-groupe ∞-couvrant de Hall R/N1 de G/N1 qui couvre UN1/V N1.
Comme UN1/V N1 n’est pas centralisé par G, le lemme 5.1.19 dit que UN1/V N1

∼= U/V
est finie. Le lemme 5.2.10 montre que G centralise U/V , ce qui est contradictoire puisqu’on
a supposé que U/V n’est pas une f -section. Donc on peut supposer UN1/V N1 = 1. De
la même façon, on peut supposer UN2/V N2 = 1. Alors on a (U ∩ N1)/(V ∩ N1) 6= 1 et,
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quitte à considérer (U ∩ N1)/(V ∩ N1) au lieu de U/V , on peut supposer U ≤ N1. On en
déduit U = U ∩ V N2 = V (U ∩ N2) et, comme on a U ≤ N1 et N1 ∩ N2 ≤ V , on obtient
U = V , ce qui est contradictoire. On a montré que U/V est une f -section. Ceci prouve que
G/(N1 ∩ N2)◦ est un F(f)-groupe. En particulier, G/(N1 ∩ N2)◦ est un F∗(f)◦-groupe et
F∗(f)◦ est une formation connexe. En fait, on a aussi prouvé F∗(f)◦ ⊆ F(f). En effet, si G
est un F∗(f)◦-groupe et si on prend N1 = N2 = 1, alors ce qui précède prouve que G est un
F(f)-groupe, d’où F∗(f)◦ ⊆ F(f).

Montrons que tout (F∗(f),P+)-projecteur U de G est un sous-groupe F∗(f)◦-couvrant de
G. Le corollaire 5.6.4 montre que U est définissable et connexe. Donc U est un F∗(f)◦-groupe,
et U est un sous-groupe F∗(f)◦-couvrant de G.

Montrons que F∗(f)◦ est saturée. Le théorème 5.3.14 dit que G possède un (F∗(f),P+)-
projecteur V . Le paragraphe précédent dit que V est un sous-groupe F∗(f)◦-couvrant de G.
Alors le théorème 5.5.5 (i) dit que F∗(f)◦ est une formation connexe saturée.

Il reste à montrer que les sous-groupes F∗(f)◦-couvrants de G sont des (F∗(f),P+)-
projecteurs de G. Le théorème 5.3.14 dit que G possède un (F∗(f),P+)-projecteur W , et
W est un sous-groupe F∗(f)◦-couvrant de G d’après ce qui précède. Par conjugaison des
sous-groupes F∗(f)◦-couvrants de G (théorème 5.5.5 (ii)), les sous-groupes F∗(f)◦-couvrants
de G sont des (F∗(f),P+)-projecteurs de G. �

L’exemple suivant montre qu’il existe des formations connexes saturées qui ne peuvent
pas être caractérisées par une fonction de préformation :

Exemple 5.6.6. – On considère, dans le pur langage des groupes, le p-groupe (p ∈ P)
G = Zp∞ × B où B est un groupe abélien connexe d’exposant p. Le lemme 5.5.15 montre
que la classe V des p∗-groupes est une formation connexe saturée. Aussi, Zp∞ est le seul
sous-groupe V-couvrant de G.

Alors il n’est pas possible de choisir f de façon à ce qu’il existe un sous-ensemble σ de
P+ tel que Zp∞ soit le (F∗(f), σ)-projecteur de G. En effet, si on a p 6∈ π ∩ σ, alors {1}
est l’unique (F∗(f), σ)-projecteur de G puisque toutes les sections de G sont des p-groupes.
Sinon, on a p ∈ π ∩ σ et, comme G est abélien, toutes ses section G-dloc-minimales sont des
f -sections. Donc G est un F(f)-groupe, et G est l’unique (F∗(f), σ)-projecteur de G.



Chapitre 6

Questions

La théorie des groupes finis nous a fourni un bon modèle pour étudier certains aspects
des groupes de rang de Morley fini résolubles. Nous avons vu que certains théorèmes fon-
damentaux de la théorie des groupes finis résolubles ont des analogues pour les groupes
de rang de Morley fini résolubles, bien que ces derniers ne soient généralement pas loca-
lement finis. Cependant, nous pensons qu’il faut aller plus loin dans cette étude puisque
l’étude que nous avons faite soulève de nouvelles questions. D’autres théories concernant les
groupes finis résolubles pourraient avoir des analogues pour les groupes de rang de Morley
fini, par exemple la théorie des injecteurs ou celle des classes de Schunck. Aussi certaines
notions, telle que les M∗-normalisateurs, n’ont été traitées que partiellement. D’autre part,
certains résultats peuvent peut-être se généraliser aux groupes de rang de Morley fini non
nécessairement résolubles, par exemple l’existence des sections dloc-minimales (proposition
3.5.7). Une autre question importante est celle concernant le choix de la classe de groupes
étudiée. En effet, modulo certaines complications modèles-théoriques qui peuvent être im-
portantes, notre étude pourrait se généraliser à d’autres classes de groupes stables. Dans ce
dernier chapitre, nous détaillons les questions que nous nous posons à la suite de cette thèse.
Aussi, nous rappelons les conjectures importantes concernant les groupes de rang de Morley
fini résolubles. Ce chapitre peut aussi être l’occasion de recevoir des critiques sur des sujets
susceptibles de faire l’objet d’un futur travail.

Classes de Schunck

Dans la section 5.6, nous avons pu créer un lien entre la théorie des formations connexes
(section 5.5) et la théorie des formations concernant les sections localement closes résolubles
(sections 5.1 à 5.3). Au regard de l’exemple 5.6.6 et de l’hypothèse faite sur π dans la
proposition 5.6.5 (nous imposons π = P+), ce lien reste ténu. La question qui se pose est
celle de l’existence d’une théorie, nécessairement beaucoup plus générale, qui inclurait nos
deux théories des formations. La théorie des groupes finis nous laissent de sérieux espoirs.
En effet, pour les groupes finis et résolubles, Schunck a établi une théorie beaucoup plus
générale que la théorie des formations (cf. [71]). Si nous obtenions un analogue de cette
théorie pour les groupes de rang de Morley fini résolubles, il devrait être possible d’unifier
nos deux théories des formations, ou au moins d’établir des liens plus sérieux que ceux que
nous avons déjà.

Le théorie de Schunck [71] est celle des classes de Schunck. On rappelle qu’une classe
H de groupes finis résolubles est une classe de Schunck si H est close par isomorphismes et
si on a G ∈ H si et seulement si G/CoreG(M) ∈ H pour tout sous-groupe maximal M de
G (CoreG(M) désigne l’intersection des conjugués de M dans G). Schunck a montré que,
pour toute classe de groupes H close par isomorphismes, tout groupe fini et résoluble possède
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un H-projecteur 1 si et seulement si H est une classe de Schunck. De plus, si tel est le cas,
alors les H-projecteurs d’un groupe fini et résoluble G sont conjugués. Le résultat de Schunck
est plus général que celui donné par la théorie des formations. Nous n’avons connaissance
que de deux généralisations de cette théorie à des classes de groupes infinis : celle de M. J.
Tomkinson [76] pour les groupes résolubles localement finis et abéliens-par-finis et celle de
B. Höfling [41] pour les groupes résolubles localement finis et nilpotents-par-finis.

Classes de Fitting

La notion de classe de Fitting dualise la notion de formations. Ainsi, comme nous avons
pu établir une théorie des formations pour les sections localement closes résolubles, il est
naturel de s’intéresser aux classes de Fitting. Une classe F non vide de groupes finis et close
par isomorphismes est appelée une classe de Fitting si tout sous-groupe normal d’un F-groupe
est un F-groupe et si un produit normal de deux F-groupes est un F-groupe. Lorsqu’on étudie
les classes de Fitting, on s’intéresse aux injecteurs. Pour une classe K de groupes finis, un sous-
groupe V d’un groupe G est un K-injecteur de G si V ∩N est un un K-sous-groupe maximal
de N pour tout sous-groupe sous-normal N de G. En fait, les injecteurs sont aux classes de
Fitting ce que les projecteurs sont aux formations. B. Fischer, W. Gascḩtz et B. Hartley [26]
ont montré que si F est une classe de Fitting, tout groupe fini et résoluble G possède une
unique classe de conjugaison de F-injecteurs. Cette théorie a pu être généralisée à certaines
classes de groupes infinis, dont les U-groupes [39]. Aussi, dans un travail en préparation [27],
on a généralisé le théorème principal de [39]. Dans un travail soumis pour publication [28],
on a établi une théorie des classes de Fitting pour les sections localement closes. Le résultat
d’existence et de conjugaison a un analogue pour les sections localement closes résolubles.
La preuve, relativement proche de celle des groupes finis, nécessite fortement l’usage du
théorème d’existence et de conjugaison des sous-groupes de Carter.

F∗(f)-groupes

Pour établir la théorie des formations des sections localement closes résolubles, nous avons
eu besoin d’introduire les classes de groupes de la forme F∗(f) où f désigne une fonction de
préformation sur un ensemble π ⊆ P+. A l’inverse de F(f), F∗(f) n’est pas, en général, une
formation (exemple 5.2.27 et proposition 5.2.29). C’est l’une des raisons pour lesquelles on ne
s’intéresse à F∗(f) qu’en tant qu’outil. Mais cet outil est vraiment fondamental pour l’étude
des classes de groupes de la forme F(f) et des projecteurs. C’est pourquoi, on aimerait que
les classes de la forme F∗(f) puissent devenir des objets intéressants pour eux-mêmes. On se
pose la question suivante :

Question 6.1. – R désigne une sous-classe de Dloc qui est S-dloc-close et Q-dloc-close. Si f
est une fonction de R-préformation sur π ⊆ P+, est-ce que F∗(f) est une (R, p)-préformation
pour tout p ∈ π ?

On ne connait pas la réponse à cette question. Une réponse positive rendrait la notion F∗(f)
plus intéressante.

1Un sous-groupe H d’un groupe fini G est un H-projecteur si HN/N est un H-sous-groupe maximal de
G/N pour tout sous-groupe normal N de G
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M∗-normalisateurs

Nous avons pu trouver des analogues pour les sections localement closes de certains
résultats concernant lesM-normalisateurs des U-groupes. En particulier, lesM-normalisateurs
des sections localement closes résolubles existent et sont conjugués (remarque 5.1.7). De plus,
ils sont préservés par quotientement (théorème 5.1.9). Par contre, nos connaissances sur les
M∗-normalisateurs sont très partielles. Nous aimerions une réponse à la question suivante :

Question 6.2. – H/K désigne une section localement close résoluble. Si M désigne un π-
système de H/K pour π ⊆ P+, existe-t-il, dans H/K, une unique classe de conjugaison de
M∗-normalisateurs ?

Si on donnait une réponse positive à la question ci-dessus, on pourrait se demander ce que
sont les images des M∗-normalisateurs dans les groupes quotients :

Question 6.3. – H/K désigne une section localement close résoluble et A/K un Dloc-sous-
groupe normal de H/K. Si M désigne un π-système de H/K pour π ⊆ P+, est-ce que les
images des M∗-normalisateurs de H/K dans H/A sont des M∗-normalisateurs de H/A ?

Sections minimales normales

Nous avons établi l’existence des sections dloc-minimales dans toute section localement
close résoluble (proposition 3.5.7). Ce résultat est fondamental pour la suite de la thèse.
L’hypothèse de résolubilité intervient tout au long de la preuve de la proposition 3.5.7.
Cependant, se poser la question de la véracité d’un tel résultat pour les sections localement
closes non nécessairement résolubles est naturel :

Question 6.4. – SiH/K désigne une section localement close (non nécessairement résoluble),
est-ce que H/K contient une section H/K-dloc-minimale ?

D’une façon schématique, la première partie de la preuve de la proposition 3.5.7 consiste à
se restreindre à un groupe localement fini. Cela devrait aussi être possible dans le cas non
résoluble. Ensuite, ce qui donne la possibilité de conclure, c’est essentiellement la présence
d’un corps dans les groupes résolubles (fait 1.3.16). Si le groupe n’est pas résoluble, nous
éspérons mâıtriser les sections simples par un théorème de Kegel qui montre, en particulier,
qu’un quotient simple d’un Mc-groupe localement fini est linéaire ([44], théorème 2.7).

Comme il semble que les principales difficultés pour répondre à la question 6.4 se trouvent
au niveau des sections localement finies, l’existence des sections dloc-minimales soulève la
question suivante concernant les Mc-groupes localement finis :

Question 6.5. – On considère G un Mc-groupe localement fini et N un sous-groupe normal
de G. Est-ce que G/N possède un sous-groupe minimal normal ?

Produit de groupes localement finis

Le lemme 3.1.11 dit que si H et K sont des sous-groupes localement clos d’un groupe
de rang de Morley fini G et si H normalise K, alors HK est localement clos. On peut
se demander ce qui se passe lorsqu’on a seulement HK = KH. Le lemme 4.3.13 donne une
réponse partielle à ce problème dans le cas où on suppose G résoluble. Pour ce qui concerne le
cas général, on sait seulement que la preuve du lemme 3.1.11 permet de ramener le problème
au cas où H et K sont localement finis. La question devient donc :
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Question 6.6. – On considère H et K deux sous-groupes localement finis d’un groupe de
rang de Morley fini. Si HK = KH, est-ce que HK est localement fini ?

On rappelle qu’il est connu que, si un groupe résoluble G s’écrit sous la forme G = AB avec
A et B localement finis, alors G est aussi localement fini (fait 4.3.12). Aussi, N. M. Suchkov
[73] a donné un exemple de groupe non périodique G qui s’écrit sous la forme G = AB avec
A et B localement finis.

Groupes stables

Il existe plusieurs classes de groupes stables qui généralisent la notion de groupe de rang
de Morley fini. Parmis elles, il y a les groupes ω-stables, superstables, stables menus, les <-
groupes.... De nombreuses propriétés algébriques des groupes de rang de Morley fini sont
vérifiées par les groupes appartenant à ces classes. Par exemple, la conjugaison des sous-
groupes de Hall a été prouvée pour les groupes ω-stables résolubles ([4], fait 1.4.11). Aussi,
l’existence des sous-groupes de Carter a été établie pour les <-groupes et la conjugaison de
ceux-là pour les groupes stables menus (cf. [79], et les faits 1.5.4 et 1.5.6). Cependant, lorsque
l’on étudie ces classes de groupes, les complications modèles-théoriques peuvent rendre très
délicates la généralisation des théorèmes connus pour les groupes de rang de Morley fini. Nous
nous posons la question de savoir si certains théorèmes que nous avons énoncés se généralisent
à des classes plus générales de groupes stables. Du fait de l’étude de F. O. Wagner concernant
les sous-groupes de Carter des <-groupes, la généralisation des résultats du chapitre 2 nous
intéresse plus particulièrement.

On finit ce chapitre en rappelant trois conjectures qui concernent directement les groupes
de rang de Morley fini résolubles, mais dont l’intérêt peut être beaucoup plus général.

Conjecture de Nesin

Il est bien connu que tout groupe algébrique résoluble et connexe sur un corps algébriquement
clos peut s’écrire sous la forme d’un produit semi-direct d’un groupe abélien T agissant sur
un sous-groupe nilpotent U (cf. [42], p.123). Nous aimerions un tel résultat pour les groupes
de rang de Morley résolubles et connexes, avec au moins U définissable. Dans [56], A. Nesin
a conjecturé ceci :

Conjecture de Nesin : Si G est un groupe de rang de Morley fini résoluble et connexe,
alors F (G)◦ a un complément dans G.

Cette conjecture est établie dans [25] lorsque le groupe est 2-résoluble et sans centre. Pour
ce qui concerne le cas général, c’est surtout la possibilité d’avoir un mauvais corps et, par
exemple, un groupe résoluble sans torsion et non nilpotent qui rend le problème très difficile.

Conjecture de Borovik

Selon un théorème de Mal’cev [53], les groupes linéaires sont localement résiduellement
finis. A. V. Borovik conjecture que l’on peut généraliser ce théorème aux groupes de rang de
Morley fini :

Conjecture de Borovik : Tout groupe de rang de Morley fini est localement résiduellement
fini.
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Il semble que cette conjecture soit aussi difficile que la conjecture de Cherlin-Zil’ber. Mais
une réponse positive à la conjecture de Cherlin-Zil’ber n’est pas suffisant pour répondre à la
conjecture de Borovik. En effet, on ne sait même pas si un groupe de rang de Morley fini
résoluble est localement résiduellement fini. On aimerait donc montrer qu’un groupe de rang
de Morley fini résoluble est localement résiduellement fini. Si on y parvenait, cela pourrait
engendrer de nombreuses questions sur les sous-groupes finiment engendrés des groupes de
rang de Morley fini résolubles.

Une question de Kegel

Un célèbre théorème de O. H. Kegel [46] dit que si un groupe fini G s’écrit sous la forme
G = AB avec A et B des sous-groupes nilpotents, alors G est résoluble. Ce théorème a
ensuite été généralisé à diverse classes de groupes infinis. En particulier, O. H. Kegel [45] a
étendu son résultat aux groupes linéaires. O. H. Kegel a posé la question suivante :

Question 6.7. – (Kegel) Si un groupeG de rang de Morley fini s’écrit sous la formeG = AB
avec A et B deux sous-groupes nilpotents de G, est-ce que G est résoluble ?

Notons que si il existait un groupe simple de rang de Morley fini qui s’écrit sous la forme
G = AB avec A et B nilpotents, alors G serait un contrexemple à la conjecture de Cherlin-
Zil’ber.

Il serait intéressant d’étudier les groupes de rang de Morley fini résolubles qui s’écrivent
sous la forme G = AB avec A et B nilpotents. En effet, O. H. Kegel [45] (en 1965) avait
conjecturé que, si un groupe fini G s’écrit sous la forme G = AB avec A et B nilpotents de
classes de nilpotence a et b respectivement, alors G(a+b) = 1. Un contrexemple a été donné
par J. Cossey et S. Stonehewer dans [21] (en 1998 !).



Bibliographie

[1] T. Altinel. Groups of finite Morley rank with strongly embedded subgroups. J. Algebra,
180 (1996), no. 3, 778-807.

[2] T. Altinel, A. Borovik et G. Cherlin. Groups of mixed type. J. Algebra, 192
(1997), no. 2, 524-571.

[3] T. Altinel, A. Borovik et G. Cherlin. On groups of finite Morley rank with weakly
embedded subgroups. J. Algebra, 211 (1999), no. 2, 409-456.

[4] T. Altinel, G. Cherlin, L.-J. Corredor et A. Nesin. A Hall theorem for ω-stable
groups. J. London Math. Soc. (2) 57 (1998), no. 2, 385-397.

[5] C. Altseimer et A. Berkman. On Quasi- and Pseudounipotent Groups of finite
Morley rank. Preprint.

[6] R. Baer. Supersoluble groups. Proc. Amer. Math. Soc. 6, (1955), 16-32.

[7] J. T. Baldwin et A. Pillay. Semisimple stable and superstable groups. Ann. Pure
Appl. Logic 45 (1989), no. 2, 105-127.

[8] A. Baudisch. A new uncountably categorical group. Trans. Amer. Math. Soc. 348
(1996), no. 10, 3889-3940.

[9] O. V. Belegradek. On groups of finite Morley rank. in Abstracts of the Eighth
International Congress of Logic, Methodology and Philosophy of Science, LMPS’87,
Moscow, USSR, 17-22 August 1987, 100-102.

[10] A. V. Borovik et A. Nesin. Groups of finite Morley Rank. Oxford Logic Guides,
26. Oxford Science Publications. The Clarendon Press, Oxford University Press, New
York, 1994. xviii+409 pp.

[11] A. V. Borovik et A. Nesin. On the Schur-Zassenhaus theorem for groups of finite
Morley rank. J. Symbolic Logic 57 (1992), no. 4, 1469-1477.

[12] A. V. Borovik et A. Nesin. Schur-Zassenhaus theorem revisited. J. Symbolic Logic
59 (1994), no. 1, 283-291.

[13] A. V. Borovik et B. Poizat. Simple groups of finite Morley rank without nonnil-
potent connected subgroups. Preprint polycopié par VINITI, 1990.
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ÉTUDE DES GROUPES RÉSOLUBLES DE RANG DE MORLEY FINI

RÉSUMÉ : Le chapitre 1 regroupe des définitions et résultats utiles pour la suite.
On étudie les groupes de rang de Morley fini résolubles et connexes dans le chapitre 2.
Cette étude se fait à partir des sous-groupes anormaux, et a pour objet l’analyse des sous-
groupes de Carter ainsi que celle des centralisateurs généralisés. En particulier, il est montré
que les sous-groupes de Carter d’un groupe de rang de Morley fini résoluble et connexe
sont exactement les sous-groupes anormaux minimaux. Dans le chapitre 3, on introduit
et on analyse les sous-groupes localement clos des groupes de rang de Morley fini. Cette
notion permet d’étudier les groupes de rang de Morley fini résolubles non nécessairement
connexes. On peut alors montrer que les sous-groupes de Carter d’un groupe de rang de
Morley fini résoluble non nécessairement connexe forment une seule classe de conjugaison.
Dans le chapitre 4 on définit un ∞-élément, et on donne deux généralisations des sous-
groupes de Hall des groupes résolubles de rang de Morley fini : les π-sous-groupes de Hall
généralisés et les sous-groupes π-couvrants de Hall avec π un sous-ensemble de P ∪ {∞} où
P est l’ensemble des entiers premiers. On montre la conjugaison des π-sous-groupes de Hall
généralisés et l’existence et la conjugaison des sous-groupes π-couvrants de Hall. Dans le
chapitre 5 on donne une théorie des formations pour les sous-groupes localement clos des
groupes de rang de Morley fini résolubles. Cette théorie s’établit à partir des sous-groupes
π-couvrants de Hall. Le résultat final de la théorie unifie les résultats de conjugaison des
sous-groupes de Hall et d’existence et de conjugaison des sous-groupes de Carter. Ensuite
on donne une théorie des formations pour les groupes de rang de Morley fini résolubles et
connexes. Cette théorie est similaire à la théorie des formations des groupes finis résolubles
établie par W. Gaschütz. On finit le chapitre 5 en donnant un lien entre les deux théories
des formations.

STUDY OF SOLVABLE GROUPS OF FINITE MORLEY RANK

SUMMARY : Chapter 1 contains definitions and results that we needed later. We study
solvable connected groups of finite Morley rank in chapter 2. This is done using abnormal
subgroups. The two main examples of abnormal subgroups which are closely analyzed are
Carter subgroups and generalized centralizers. In particular, it is shown that the Carter sub-
groups of a solvable connected group of finite Morley rank are exactly its minimal abnormal
subgroups. In chapter 3, we introduce and analyse the locally closed subgroups of groups of
finite Morley rank. This notion allows to study groups of finite Morley rank which are not
necessarily connected. We are thus able to show that a solvable group of finite Morley rank
has in general a single conjugacy class of Carter subgroups. In chapter 4 we define an ∞-
element, and we give two generalizations of the Hall subgroups of solvable groups of finite
Morley rank : generalized Hall π-subgroups and Hall π-covering subgroups with π a subset
of P ∪ {∞} where P is the set of prime integers. We show conjugacy of the generalized
Hall π-subgroups and the existence and the conjugacy of the Hall π-covering subgroups of
a solvable group of finite Morley rank. In chapter 5 we give a formation theory for the lo-
cally closed subgroups of solvable groups of finite Morley rank. This is done using the Hall
π-covering subgroups. The final result unifies the conjugacy results of the Hall subgroups
and the existence and conjugacy of Carter subgroups. Then we give a formation theory for
the solvable connected groups of finite Morley rank. This theory is similar to the formation
theory finite solvable groups established by W. Gaschütz. We end chapter 5 by giving a link
between the two formation theories.


