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1 Introduction

W. Gaschiitz a introduit en 1963 ([16]) la théorie des formations pour les groupes finis résolubles.
Cette théorie unifie, et généralise considérablement, les notions de sous-groupes de Carter et de sous-
groupes de Hall. Elle a ensuite été généralisée a beaucoup de classes de groupes localement fini et
localement résolubles : groupes (localement nilpotents)-par-finis ([30]), F'C-groupes ([31]), groupes
localement finis linéaires ([35]) et U-groupes ([15]). Tout ces travaux ont été unifiés dans [18]. Mais
il a été établie une théorie des formations pour d’autres classes de groupes: classe des groupes
polycycliques ([23] et [24]), groupes satisfaisant min-p pour tout entier premier p ([10])....

L’objectif de cet article est d’établir une théorie des formations pour les groupes de rang de
Morley fini résolubles. Cette théorie généralisera celle de [1]. L’ensemble du travail se fera dans
un contexte plus général que les groupes de rang de Morley fini résolubles : les sections localement
closes résolubles des groupes de rang de Morley fini (définition 2.21).

Bien que la classe de groupes que nous étudions ne soit pas une classe de groupes localement
fini, on avait comme idée de départ de suivre ’approche de [15] pour la théorie des formations des
U-groupes. Cela semblait étre rendu possible par I'introduction, dans [14], des notions d’oo-élément
et de sous-groupe de Hall généralisé (définition 2.40). On rappelle qu’un élément  d’une section
localement close H/K d’un groupe de rang de Morley fini est un co-élément si, pour un € H
dont la classe modulo K est Z, d(2)K/K est sans torsion. Finalement, il n’a pas été possible de
concrétiser 'idée du départ, la principale raison étant que les sous-groupes de Hall généralisés ne se
préservent pas, en général, par quotientement. On a alors été amené a considérer un autre analogue
aux sous-groupes de Hall pour les groupes de rang de Morley fini: les sous-groupes w-couvrants de
Hall (définition 3.8). 7 désigne ici un sous-ensemble de P* ou, si on note P I’ensemble des entiers
premiers, Pt = P U {oo}. L’idée est basée sur le fait que, pour # C P, un mw-sous-groupe de Hall
d’un groupe fini résoluble GG est un sous-groupe minimal parmis ceux qui couvrent chaque m-section
de G. En fait, il s’agit de voir les sous-groupes de Hall comme étant des objets minimaux. D’autre
part, si H est un m-sous-groupe de Hall d’un groupe fini résoluble (G, alors H vérifie deux propriétés
duales I'une de l'autre:

(¢1) HN A est un m-sous-groupe de Hall de A pour tout sous-groupe normal A de G;

(i) HK/K est un m-sous-groupe de Hall de G/ K pour tout sous-groupe normal K de G.

Or, les sous-groupes de Hall généralisés vérifient (¢) et pas (é¢), tandis que, pour les sous-groupes
m-couvrants de Hall, c’est I'inverse (corollaire 3.13 et exemple 3.16). Finalement, les deux notions
sont équivalentes lorsque oo ¢ 7 (lemme 3.10). Dans la partie 3, nous montrons des propriétés
des sous-groupes m-couvrants de Hall, en particulier 'existence et la conjugaison (théoréme 3.12).



Toutefois, pour étudier les sous-groupes m-couvrants de Hall, nous utilisons la plupart des résultats
de [14] (cf. preuve du théoréme 3.21).

A partir de la notion de sous-groupes m-couvrants de Hall, nous introduisons une notion de
M-normalisateur (définition 4.6) similaire & celle de [15]. On montre que ces sous-groupes sont
préservés par quotientement (théoréme 4.9). Ce résultat est similaire au lemme 2.13 de [15], mais
la preuve est trés différente. Le point qui va marquer notre différence avec [15] est 'impossibilité
de trouver un théoréme de ”couverture et d’évitement” analogue au théoréme 3.4 de [15] (exemples
4.11 et 4.12). Ceci aura des conséquences importantes sur ’étude des projecteurs. Pour remédier &
ce probléme, nous introduisons la notion de M*-normalisateur (définition 4.20). Ce sont des sous-
groupes des M-normalisateurs qui ne sont pas trés loin de vérifier la propriétés de couverture et
d’évitement. Nous montrons alors des propriétés des M*-normalisateurs qui vont nous permettre
de suivre la stratégie de [15] pour la fin de la preuve du théoréme principal (théoreme 6.14).

De fagon analogue & [15], nous définissons des fonctions de préformation f auxquelles on associe
des classes de groupes F(f) et §*(f) (définition 5.2). La classe F(f) est une R-formation (définition
5.14, lemme 5.15) & la différence de §*(f) (exemple 5.16). Par contre, c’est la classe *(f) qui
permet de travailler et d’arriver a des résultats généraux, puisque les projecteurs en rapport avec
3(f) n’existent pas toujours (exemple 6.8). Les fonctions f les plus interressantes sont celles pour
lesquelles F(f) = §*(f). Le théoréme 5.11 donne un critére pour que f vérifie F(f) = F*(f). Nous
arrivons au théoréme principal de I'article (théoréme 6.14). Il concerne Iexistence et la conjugaison
des projecteurs (définition 6.7). Ce théoreme unifie plusieurs résultats importants concernants les
groupes de rang de Morley fini résolubles : conjugaison des sous-groupes de Hall et des sous-groupes
de Hall généralisés, le théoreme 5 de [1] (qui concerne les formations), existence et conjugaison des
sous-groupes m-couvrants de Hall, existence et conjugaison des sous-groupes de Carter (proposition
6.18).

La derniere partie donnera une application du théoréme 6.14 a la superrésolubilité. On montre
I’existence d’une fonction de préformation f; qui détermine quelles sections localement closes sont
localement superrésolubles (proposition 7.21). Comme cette fonction vérifie les hypothéses du théo-
réme 5.11, on a F(fs) = F*(fs) et on en déduit un théoréme sur les projecteurs localement su-
perrésolubles (théoreme 7.23). Cette derniére partie est aussi l’occasion d’étudier plus précisément
les sous-groupes localement superrésolubles des groupes de rang de Morley fini et, notamment, de
montrer qu’ils sont toujours (localement nilpotents)-par-(finis, abéliens) (proposition 7.8).

2 Prérequis

La notation est celle habituellement utilisée. Pour des généralités sur le sujet on pourra se référer
soit au livre de A. Borovik et A. Nesin ([5]), soit au livre de B. Poizat ([27]). De la méme facon que
dans [14], on note P ’ensemble des entiers premiers et PT = P U {oo}. Aussi, pour tout = C PT,
on notera 7~ = 7\ {0}, 7t =PF \met 7' =P\ 7.

2.1 Généralités

Pour tout groupe GG de rang de Morley fini, on note G° sa composante conneze, c’est-a-dire
I'intersection de ses sous-groupes définissables d’indice fini. G° est un sous-groupe définissable et
d’indice fini de (. On étend cette notation aux sous-groupes des groupes de rang de Morley fini,
en notant H° = H Nd(H)° pour tout sous-groupe H d’un groupe de rang de Morley fini.

Le fait suivant est un corollaire du théoréme des indécomposables de Zil’ber.

Fait 2.1. — ([37], Zil’ber) Soient G un groupe de rang de Morley fini, H < G définissable et
conneze, et X C G, alors [H, X] est définissable et connexe.

Fait 2.2. - ([22], Nesin) Soit G un groupe nilpotent de rang de Morley fini. Alors G = D x C,
D=Tx N ou

D est définissable, connexe, caractéristique et divisible,

C' est définissable et d’exposant borné,



T est la partie de torsion de D et est abélien et divisible,

N est un sous-groupe sans torsion.

De plus, st G est connexe, alors T est central dans G et C' peut étre choist conneze et caracté-
ristique.

Définition 2.3. - Pour tout groupe G, le sous-groupe de Fitting F(G) de G est le sous-groupe de
G engendré par ses sous-groupes nilpotents normauz.

Fait 2.4. - ([4],Belegradek, [20], Nesin) Si G est un groupe de rang de Morley fini, son sous-
groupe de Fitting F'(G) est nilpotent et définissable.

Fait 2.5. - ([21], Nesin) Soit G un groupe de rang de Morley fini, connexe et résoluble. Alors
G/F(G)° (et, done, G/F(G)) est un groupe divisible et abélien.

Pour tout entier premier p, on appelle p-tore un p-groupe abélien et divisible. Pour un p-tore T,
la dimension du groupe des éléments d’ordre p de T', considéré comme espace vectoriel sur le corps
premier, s’appelle la taille de T

Fait 2.6. — ([8], Borovik, Poizat) Les sous-p-tores d’un groupe de rang de Morley fini sont de
taille finie, bornée par un certain entier m.

Définition 2.7. — ([2], déf. 2.1, Borovik) Soit G un groupe de rang de Morley fini. Un sous-
groupe définissable, connexe et nilpotent U de (G est quasiunipotent st U ne contient pas de p-tores
pour tout entier premier p.

Définition 2.8. — ([2], déf. 2.1) Soit G un groupe de rang de Morley fini. On définit par Q(G) =
(UIU Q4 G,U est quasiunipotent ) le radical quasiunipotent de G.

Les résultats de [2] et la remarque 3.23 de [14] montrent que le radical quasiunipotent d’un
groupe de rang de Morley fini est quasiunipotent.
Le fait 2.9 généralise le fait 2.5.

Fait 2.9. - ([14], prop. 3.26) Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble.
Alors G/Q(G) est abélien et divisible.

Le radical de Hirsch-Plotkind’un groupe G est le sous-groupe de G engendré par ses sous-groupes
localement nilpotents normaux. On le note HP((). Le fait 2.10 montre qu’il s’agit toujours d’un
sous-groupe localement nilpotent de G.

Fait 2.10. - ([29], 12.1.2 p.343, Hirsch, Plotkin) Si deur sous-groupes A et B d’un groupe G
sont localement nilpotents et se normalisent, alors AB est localement nilpotent.

2.2 Sous-groupes de Carter

Définition 2.11. — Soit C un sous-groupe d’un groupe G. C' est un sous-groupe de Carter de G si
C' est localement nilpotent nilpotent et autonormalisant.

F.O. Wagner a montré ’existence et la conjugaison des sous-groupes nilpotents et autonormali-
sants dans les groupes de rang de Morley fini connexes et résolubles (fait 2.13). Le fait 2.12 montre
que ces sous-groupes sont exactement les sous-groupes de Carter.

Fait 2.12. - ([13], cor. 5.12) Soit G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble. Alors
tout sous-groupe localement nilpotent de G est nilpotent.

Fait 2.13. - ([33], Wagner) Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble et
L un sous-groupe normal et définissable de G tel que G/L soit nilpotent. Alors :

(i) G a un sous-groupe de Carter C';

(i) G=LC;

(iii) les sous-groupes de Carter de G sont conjugués.



Fait 2.14. — ([13], cor. 5.20) Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble, C
un sous-groupe de Carter de G et N un sous-groupe normal (non nécessairement définissable) de
G. Alors CN/N est un sous-groupe de Carter de G/N el tous les sous-groupes de Carter de G/N
sont de cette forme. En particulier, les sous-groupes de Carter de G/N sont conjugués.

Fait 2.15. — ([13], corollaire 7.7) Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et 2-
résoluble et C' un sous-groupe de Carter de G. Alors il existe un entier k tel que G = G* x C.

Il est montré dans [13] que, dans les groupes de rang de Morley fini connexes et résolubles; la
notion de sous-groupe de Carter est tres liée a celle de sous-groupe anormal.

Définition 2.16. — Un sous-groupe H d’un groupe G est anormal dans G si, pour tout g € G,
g € (H, H9).

Fait 2.17. - ([13], théoréme 1.2) Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble
et H un sous-groupe de G. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) H est anormal;

(i) H contient un sous-groupe de Carter de G;

(i) H est définissable et connexe et il existe n € N et une suite décroissante (H;)o<i<n de sous-
groupes de G tel que Hy = G, H, = H et, pour tout i = 1,...,n, H; est un sous-groupe propre
définissable et connexre maximal de H;_1 qui n’est pas normal dans H;_1.

On définit le centralisateur généralisé.
Définition 2.18. — Soient G un groupe et A un sous-groupe de G. Nous définissons le centrali-

sateur généralisé E4(g) d’un élément g de Ng(A) par Ea(g) = U,en(ady) (1) ot ad, désigne
Uapplication

neN

adg: A — A
r — [2,4]

Le centralisateur généralisé Eo(X) d’un sous-ensemble X de Ng(A) est Uintersection des Fy(x)
pour x € X.

Cette notion a été introduite, sans étre nommée, par T.A. Peng dans [25]. En général, pour un
groupe résoluble, il ne s’agit méme pas d’un sous-groupe (un exemple est donné dans [26]). Tl est
montré dans [13] que les centralisateurs généralisés des groupes de rang de Morley fini connexes et
résolubles constituent des sous-groupes anormaux trés particuliers :

Fait 2.19. — ([13], cor. 5.12) Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe el résoluble
et H un sous-groupe localement nilpotent de G. Alors Eq(H) est un sous-groupe définissable et
connere et H est contenu dans F(Eq(H)).

Fait 2.20. - ([13], cor. 7.4) Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et résoluble et
H un sous-groupe nilpotent de G. Alors Eq(H) est anormal dans G.

2.3 Sous-groupes localement clos

Dans un groupe de rang de Morley fin1 G| la cléture définissable d’un sous-ensemble X de G est
I'intersection des sous-groupes définissables de G qui contiennent X. On la note d(X). Par condition
de chaine descendante sur les sous-groupes définissables de (7, c’est un sous-groupe définissable de
G.

La notion de sous-groupe localement clos a été introduite et étudiée dans [14] et [12]. Les résultats
montrés ici concernent, en général, les sections localement closes.

Définition 2.21. - Un sous-groupe H d’un groupe de rang de Morley fini G est dit localement
clos si, pour toute partie fini X de H, d(X) < H.
On appelle section localement close un quotient entre deux sous-groupes localement clos.



Le fait 2.22 donne une caractérisation des sous-groupes localement clos.

Fait 2.22. - ([12], lemme 3.4) Soient G un groupe de rang de Morley fini et H un sous-groupe
de GG. Alors H est localement clos si et seulement st H est définissable-par-localement fini.

Le fait 2.23 permet de définir une notion de eléture locale (définition 2.24).

Fait 2.23. — ([14], lemme 3.7) Dans un groupe de rang de Morley fini, toute intersection de
sous-groupes localement clos est localement close.

Définition 2.24. — Soient G un groupe de rang de Morley fini et X une partie de G. La cloture
locale dioe (X) de X dans G est le plus petit sous-groupe localement clos de G qui contient X.

Fait 2.25. - ([14], rem. 3.9) Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble et X un
sous-ensemble de G. Alors dj,.(X) = (X)T(X). En particulier, si X est fini, djoc(X) = d(X).

Le fait 2.26 est utilisé partout dans le texte et son utilisation ne sera pas mentionnée.

Fait 2.26. - ([14], lemme 3.6) Soient G un groupe de rang de Morley fini et H et K deux
sous-groupes localement clos de G tels que H normalise K. Alors HK est localement clos.

Pour tout groupe G, on note G° = G(®) = G, pour tout ordinal i, Gi*t! = [G, G7] et GU+) =
[GW) GW] et, pour tout ordinal limite j, G7 = ﬂiq G et GU) = ﬂiq elON

Fait 2.27. — ([12], cor. 3.14) Soient G un groupe de rang de Morley fini et H un sous-groupe de
G localement clos. Alors, pour tout ordinal o, H* et H(®) sont localement clos.

Fait 2.28. — ([12], lemme 3.22) Soient G un groupe de rang de Morley fini et H/K une section
localement close de G. Alors, pour tout sous-ensemble X de H, Cp/g(XK/K) est une section de
H localement close.

Définition 2.29. — Soient G un groupe de rang de Morley fini et H/K une section localement close
de G. Une H-section A/B non triviale et localement close de H est dite H/K-dj,.-minimale si B
contient K et si, pour toute H-section localement close C/B de A, A= C ou B=C.

Le fait 2.30 permet de montrer un analogue au théoréme de Jordan-Holder pour les sections
localement closes des groupes de rang de Morley fini résolubles (cor. 6.7, [12]).

Fait 2.30. — ([12], prop. 6.5) Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble, H/K une
section localement close de G et UJV une H-section non triviale et localement close de H avec
K < V. Alors U/V contient une section H/K -dj,.-minimale.

Dans [14] ont été introduits, pour tout sous-groupe H d’un groupe de rang de Morley fini, les
sous-groupes Ht et H~ qui sont des imitations de la composante connexe.

Définition 2.31. — Soient G un groupe de rang de Morley fini et H un sous-groupe de G. On note
HY =(d(h)°:he H) et H- = (U < H : U est définissable et conneze ).

Remarque 2.32. — Si H est un sous-groupe d’un groupe de rang de Morley fini G, alors HHY/H*
est un groupe de torsion. En particulier, si G est résoluble, H Ht/H7T est localement fini.

Fait 2.33. — ([14], lemme 3.2) S¢ H est un sous-groupe d’un groupe G de rang de Morley fini :
(1) HY et H™ sont définissables, connexes et normalisés par H.
() (HY)r = HY et (H™)" = H™.



Cet article concerne les sections localement closes résolubles des groupes de rang de Morley fini.
Le fait 2.34 montre que de telles sections sont aussi des sections localement closes de groupes de
rang de Morley fini résolubles.

Fait 2.34. - ([12], cor. 4.11) Soient G un groupe de rang de Morley fini, H/K une section
localement close de G et L/K un sous-groupe localement résoluble de H/K. Alors il existe un
sous-groupe définissable et résoluble de d(H)/K~ qui couvre L/K, en particulier dj,.(L)/K est
résoluble.

Fait 2.35. - ([12], cor. 4.14) Soient G un groupe de rang de Morley fini, H/K une section
localement close de G et L/K un sous-groupe localement nilpotent de H/K. Alors djoc(L)/K est
localement nilpotent.

Le fait 2.36 est analogue au fait 2.2.

Fait 2.36. — ([12], cor. 4.16) Soient G un groupe de rang de Morley fini, H/ K une section de G
localement close et localement nilpotente et R/ K le sous-groupe de torsion mazximal de H/ K. Alors
H/K~=HYK~ /K~ *R/K~ et HY K~ /K~ est nilpotent.

Fait 2.37. - ([12], prop. 4.17) Soient G un groupe de rang de Morley fini et H/K une section
localement close de G. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) H/K est localement nilpotent ;

(i) H/K est hypercentrale;

(i) H/ K vérifie la condition de normalisateur.

De plus, si l'une de ces conditions est vérifice, H/K est nilpotent-par-fini.

Définition 2.38. — Pour toule section localement close H/K d’un groupe de rang de Morley fini,
on note (H/K)"N Uintersection des sections localement closes normales UJ/K de HJK telles que
H/U soit localement nilpotent.

Fait 2.39. - ([12], cor. 6.8) Si H/K est une section localement close d’un groupe de rang de
Morley fini résoluble, alors (H/K)/(H/K)LN est localement nilpotent.

2.4 Sous-groupes de Hall généralisés

Dans [14], on avait introduit la notion de m-élément pour # C PT. Cette notion généralise la
notion habituelle de m-élément pour = C P.

Définition 2.40. — Soient R/ K un sous-groupe d’une section localement close résoluble H/ K,
un élément de H et T sa classe modulo K. Alors:

a) T est un m-élément si, pour tout p € Pt \ m, d(z)K/K est sans élément d’ordre p;

b) R/ K est un m-sous-groupe de H/K si tous les éléments de R/ K sont des n-éléments;

¢) R/K est un m-sous-groupe de Hall généralisé de H/K si R/ K est un w-sous-groupe mazimal
de H/K.

d) R/K est un p-sous-groupe de Sylow de H/K (pour p € P*) si R/K est un p-sous-groupe
mazximal de H/K .

On remarque que la définition @) a un sens puisque, si k est un élément de K alors, par le fait
2.26, d(zk) < djpe (¢ K) < d(z) K. Or d(2)K/K n’a pas d’élément d’ordre p et d(xk)K/K non plus.

Pour p € P, un p-sous-groupe d’une section localement close résoluble H/K est localement
nilpotent. Par contre, ’exemple 2.42 montre, qu’en présence d’un mauvais corps (définition 2.41),
il peut exister des co-groupes non nilpotents.

Définition 2.41. - Une structure (K,+,.,T) de rang de Morley fini est un mauvais corps si
(K,+,.) est un corps et si T est un sous-groupe propre et infini de K*.



On ne sait pas si 1l existe ou non un mauvais corps. Pendant longtemps, il a été conjecturé que
de tels objets n’existent pas. Suite a certains travaux récents, B. Poizat a conjecturé leur existence
en caractéristique nulle ([28]). Par contre, F.O. Wagner a effectué certains travaux concernant les
mauvais corps de caractéristique non nulle, et il conjecture qu’il n’existe pas de tels objets ([32]).

Exemple 2.42. - Si il existe un mauvais corps K de caractéristique nulle avec un sous-groupe
multiplicatif 7', infini, propre, définissable et sans torsion, alors Ky x T (o 7" agit linéairement sur
K ;) est un oo-groupe non nilpotent de rang de Morley fini.

Définition 2.43. — Un pur groupe est un groupe qui n’est considéré qu’avec sa structure de groupe.

Dans certains exemples, nous parlerons d’un pur groupe G isomorphe a C*. Dans ce cas, la
structure définissable de C* sera donnée par sa loi de groupe. En particulier, la possibilité d’un
sous-groupe propre, infini et définissable sera exclue.

Le fait suivant généralise un fait qui a été prouvé avec I’hypothese ” H définissable” par Borovik

et Nesin ([6]).

Fait 2.44. — ([14], cor. 3.5) Soient © un ensemble d’entiers premiers, G un groupe de rang de
Morley fini et H un sous-groupe localement clos de G. Si x € Ng(H) est tel que sa classe modulo
H soit un m-élément de Ng(H)/H, alors le coset xH contient un w-élément.

Définition 2.45. — Soient # C PT et H/K une section localement close résoluble d’un groupe de
rang de Morley fini. On note O (H/K) le sous-groupe de H/K engendré par les m-sous-groupes
normauz de H/K.

Fait 2.46. — ([14], cor. 4.7 et 4.25) Soient 1 C P* et H/K une section localement close d’un
groupe de rang de Morley fini résoluble. Alors O (H/K) est une m-section localement close.

Fait 2.47. — ([8], Borovik, Poizat) Soient p € P el P un p-sous-groupe localement fini d’un
groupe G de rang de Morley fini. Alors P° est nilpotent et P° = B x T est le produit central d’un
groupe nilpotent B d’exposant borné et d’un p-tore T.

Nous rappelons les principaux résultats concernant les sous-groupes de Hall dans les groupes de
rang de Morley fini résolubles. Les faits 2.48, 2.49 et 2.56 ont été énoncer pour les groupes w-stables
résolubles. 1l s’avere que les preuves données permettent des énoncés un peu plus général. Nous
donnons ces énoncés dans le contexte des sections localement closes des groupes de rang de Morley
fini résolubles.

Fait 2.48. — ([1], Altinel, Cherlin, Corredor, Nesin) Soient # C P, G un groupe de rang de
Morley fini résoluble et H un sous-groupe localement clos de G. Alors les w-sous-groupes de Hall
de H sont conjugués.

Fait 2.49. - ([1], Altinel, Cherlin, Corredor, Nesin) Soient # C P, G un groupe de rang de
Morley fini résoluble, H un sous-groupe de G localement clos, N un sous-groupe normal de H et R
un w-sous-groupe de Hall de H. Alors:

(i) RON est un m-sous-groupe de Hall de N;

(ii) Si N est localement clos, RN/N est un w-sous-groupe de Hall de H/N et tous les m-sous-
groupes de Hall de H/N sont de cette forme.

Fait 2.50. - ([14], prop. 4.12) Si H/K est une section localement close et localement nilpotente
d’un groupe de rang de Morley fini résoluble, alors H/ K posséde un unique w-sous-groupe de Hall
généralisé pour tout m C PT.

Fait 2.51. — ([14], th. 4.18) Dans une section localement close d’un groupe de rang de Morley
fini résoluble, les m-sous-groupes de Hall généralisés de H/K sont conjugués pour tout # C P,



Fait 2.52. — ([14], cor. 4.19) Soient # C PT, H/K une section localement close d’un groupe de
rang de Morley fini résoluble, R/K est un w-sous-groupe de Hall généralisé de H/K et N/K un
sous-groupe normal de H/ K. Alors R/K N N/K est un w-sous-groupe de Hall généralisé de N/K
et tous les m-sous-groupes de Hall généralisés de N/K sont de celte forme.

Fait 2.53. - ([14], cor. 4.24) Soient # C Pt et H/K une section localement close d’un groupe
de rang de Morley fini résoluble. Si R/K désigne un m-sous-groupe de Hall généralisé de H/K,
alors R/K est une section localement close.

Fait 2.54. - ([14], cor. 5.5) Soient G un goupe de rang de Morley fini résoluble, # C PT, H/K
une section localement close de G, R/K un w-sous-groupe de Hall généralisé de H/K et A un
sous-groupe localement clos et normal de H qui contient K. On suppose qu’un ’-sous-groupe de
Hall généralisé de A/ K est d’exposant borné. Alors RAJA est un w-sous-groupe de Hall généralisé
de H/A et tous les w-sous-groupes de Hall généralisés de H/A sont de celte forme.

Définition 2.55. — Soient G un groupe et & = (Sp)pep une famille de sous-groupes o, pour tout
entier p, Sp désigne un p-sous-groupe de Sylow de G. On dit que & est une base de Sylow de GG st
(Sp 1 p € m) est un w-sous-groupe pour tout m C P.

Fait 2.56. — ([1], Altinel, Cherlin, Corredor, Nesin) Soient G un groupe de rang de Morley
fini résoluble et H/K une section localement close de G. Alors H/K posséde une unique classe de
conjugaison de bases de Sylow.

Définition 2.57. — Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble, H/K une section
définissable-par-localement fini de G et B = (Sp/K).cp+ une famille de sous-groupes o, pour
tout # C P, Sy /K désigne un m-sous-groupe de Hall généralisé de H/K. On dit que B est une
base de Sylow généralisée de H/K si, pour tout o C 7 CPT, S, /K < S, /K.

Fait 2.58. — ([14], th. 6.6) Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble et H/K une
section localement close de G. Alors H/K posséde une unique classe de conjugaison de bases de
Sylow généralisées.

Dans ce qui suit, pour tout # C P, les n-sous-groupes de Hall généralisés seront appelés m-sous-
groupes de Hall. Il n’y a pas d’ambiguité possible puisque, si @ C P, les notions de w-sous-groupe
de Hall et de m-sous-groupe de Hall généralisés sont équivalentes.

3 Sous-groupes couvrants de Hall
Nous aurons besoin des définitions et falts suivants.

Définition 3.1. — ([7]) Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble et # C P. G est un
m*-groupe si G est connexe et si ses sections définissables, abéliennes et conneres sont m-divisibles.

Définition 3.2. — Pour tout # C P*, on note B, (G) le m-sous-groupe de Hall de Q(G).

Remarque 3.3. — B;(() est quasiunipotent et B, (G) = @ B,(G).
peE™

Fait 3.4. - ([7], Borovik, Nesin) Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble et connexe
et 1 C P. Alors les m* -sous-groupes mazimauzr de G sont conjugués. St K est l'un d’euz, alors
G = B (G)K et Br(G)N K est un sous-groupe fini.

Lemme 3.5. - Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble et connexe et m C P. Alors
les m*-sous-groupes mazrimauzr de G sont exactement les sous-groupes de G de la forme B, . (G)D
ou D désigne un sous-groupe définissable et divisible mazimal d’un sous-groupe de Carter de (.



Preuve. — Soient D un sous-groupe définissable et divisible maximal d’un sous-groupe de Carter
C de G (C existe d’apres le fait 2.13). Alors B,1(G)D est un 7*-sous-groupe de . Montrons la
maximalité de B, . (G)D. Soit K un m*-sous-groupe maximal de G qui contient B+ (G)D. Alors
K N Br(G) est fini d’apres le fait 3.4, donc B, +(G) est d’indice fini dans K N Q(G). Le fait 2.9
dit que G/Q(G) est abélien et divisible, donc le fait 2.13 (é¢) dit que G = CQ(G). Soit B le sous-
groupe d’exposant borné définissable et connexe maximal de C'. Alors les faits 2.2 et 2.17 montrent
que C' = B« D, en particulier G/Q(G) = (BQ(G)/Q(G))(DQ(G)/Q(G)). Comme G/Q(G) est
divisible, on obtient G = DQ(G) = KQ(G). On en déduit que B, (G)D est d’indice fini dans K,
donc B, 1 (G)D = K puisque K est connexe. Ainsi, B, (G)D est bien un m*-sous-groupe maximal
de G. Par conjugaison des m*-sous-groupes maximaux de G (fait 3.4), tous les m*-sous-groupes
maximaux de G sont de cette forme, ce qui prouve le lemme. O

Lemme 3.6. — Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble tel que G =Gt et 1 CP. S
T est un w*-sous-groupe marimal de G, alors T =TT,

Preuve. — Le fait 3.4 montre que G = B, (G)T, en particulier B, (G)T™" est normal dans G. Or
T/T est localement fini, donc G/ B, (G)T™" aussi. Ainsi on a Gt < B, (G)T*, donc G = B, (G)T™.
Mais le fait 3.4 dit que B;(G)NT est fini, donc T/T™ est fini. 7' étant connexe, on a le résultat.
(I

Fait 3.7. — ([14], prop. 4.17) Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble, H/ K une
section localement close de G, # CPT, R/K un m-sous-groupe de Hall de H/K et U un sous-groupe
normal, définissable et connexe de H tel que H/U soit localement fini. Alors il existe un sous-groupe

de Carter C de U tel que R normalise B (U)CK.

Définition 3.8. — Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble, H /K une section localement
close de G, R/K une section localement close de H et m C PT. Si R couvre toules les m-sections
localement closes normales de H, on dit que R/ K est un sous-groupe m-couvrant de H/K. De plus,
st R/ K est un sous-groupe w-couvrant minimal de H/ K, alors R/ K est un sous-groupe w-couvrant

de Hall de H/K.

Dans toute cette partie G désigne un groupe de rang de Morley fini résoluble, H/K une section
localement close de G et m un sous-ensemble non vide de P+.

Lemme 3.9. - Si R/K est un sous-groupe w-couvrant de H/K et si S/K est un sous-groupe
n-couvrant de R/K, alors S/K est un sous-groupe m-couvrant de H/ K.

Preuve. — Soit F/D une m-section localement close et normale de H. Alors F = (RN E)D puisque
R/K est un sous-groupe m-couvrant de H/K. Or (RN E)/(R N D) est une m-section définissable-
par-localement fini et normale de R, donc RN E < S(R N D). Ceci montre que ' < SD, et on en
déduit le résultat. 0O

Lemme 3.10. - Si 7 C P, alors les sous-groupes w-couvrants de Hall de H/K sonl exactement
les m-sous-groupes de Hall de H/K. De plus, tout sous-groupe m-couvrant de H/K contient un
m-sous-groupe de Hall de H/ K.

Preuve. — Soit R/K un m-sous-groupe de Hall de H/K. Montrons que R/K est un sous-groupe
n-couvrant de Hall de H/K. D’apres le fait 2.49, R/K est un sous-groupe m-couvrant de H/K.
D’apreés le lemme 3.9, il suffit de montrer que R/K n’a pas de sous-groupe w-couvrant propre.
Supposons le contraire et soit .S/K un sous-groupe w-couvrant propre de R/K. D’apres le fait 2.30
il existe un ordinal « et une suite croissante (Ri)iSQ de sous-groupes normaux et localement clos
de R avec Rqg = K, Ry = R, R, = U<, R; pour tout ordinal limite p et, pour tout ¢ < «, la
section Riy1/R; est R-dj.-minimale. Comme S < R, il existe un plus petit j < a tel que R; ne
soit pas contenu dans 5. j est nécessairement un ordinal successeur, donc il existe un ordinal %
tel que j = k + 1. Par minimalité de j, S contient Ry. Ainsi S ne couvre pas R;/Ry, ce qui est
contradictoire. Donc R/K est un sous-groupe m-couvrant de Hall de H/K.



Supposons maintenant que R/K soit un sous-groupe m-couvrant de H/K. Soit S/K un m-sous-
groupe de Hall de R/K. Le fait 2.49 montre que S/K est un sous-groupe m-couvrant de R/K. On
déduit alors du lemme 3.9 que S/K est sous-groupe m-couvrant de H/K. Soit T/K un m-sous-
groupe de Hall de H/K qui contient S/K. Alors T/K est un sous-groupe m-couvrant de Hall de
H/K d’apres ce qui précede, donc T'= S. Ceci finit la preuve du lemme. 0O

Lemme 3.11. - Si L/K est un sous-groupe w-couvrant de H/K et si (K N HY)™ =1, alors L
contient un (71)*-sous-groupe marimal de HT pour tout # C Pt qui contient co.

Preuve. — Montrons H* = LYQ(H™"). HTK/Q(H*)K étant abélien (fait 2.9), HYK/Q(HT)K
posséde un unique P-sous-groupe de Hall V/Q(HT)K. Alors HYK/V est sans torsion et LV
contient HYK, d’ot HY K = LTV. LTV/LTQ(HT)K est localement fini, donc (LTV)™T est contenu
dans LYQ(HT)K. Maison a (LYV)YK/K = (H*K)*"K/K = HYK/K = L*V/K, ce qui prouve
LTV = LYQ(HT)K. Comme H* centralise K puisque (KNH*')™ =1, LYQ(H™) est normal dans
L*TV. Comme (KN HT)™ =1, K est localement fini, donc aussi L*V/LTQ(H™). Ainsi on obtient
HY = (HTK)* = (LTV)T < LTQ(H™") et on a bien H* = LTQ(H™).

B, (H*) étant un w-groupe, L contient B, (H™). On en déduit que H* = B, (HT)(LNH*)~.
Soit U un (7t1)*-sous-groupe maximal de (LNH1)~. Alors (LNHY)™ = B, ((LNH*)™)U d’apres
le fait 3.4. Mais B,+((L N H¥)™) est contenu dans B,.(H™) puisque co € 7w et H*/Q(H™) est
divisible et abélien (fait 2.9), donc H* = B, (H1)U. Soit U; un (71)*-sous-groupe maximal de
H* qui contient U. Alors U; N By (H™) est fini d’apres le fait 3.4, donc U est d’indice fini dans
Uy et U = U,. Ceci prouve que L contient un (71 )*-sous-groupe maximalde H+. 0O

Théoréme 3.12. - Toul sous-groupe w-couvrant de H/K contient un sous-groupe w-couvrant de
Hall de H/K et les sous-groupes w-couvrants de Hall de H/K sont conjugués dans H/K. De plus,
st R/K est un sous-groupe w-couvrant de Hall de H/K, alors :

(i) R/K contient un m-sous-groupe de Hall de H/K ;

(11) si 0o € 7, il existe un (71)*-sous-groupe mazimal T de HT et un m~ -sous-groupe de Hall
S de H qui normalise T tel que R=TKS et SNHT < T, en particulier RONHTK =TK ;

(11i) si 0o € 7 et si R est un sous-groupe de H de la forme TKS ot T est un (m1)*-sous-groupe
mazimal de HT et S un w~ -sous-groupe de Hall de H qui normalise TK, R/K est un sous-groupe
m-couvrant de Hall de H/K .

Preuve. — D’aprés le lemme 3.10 et le fait 2.48, il suffit de prouver le théoréme lorsque oo € 7.
Donc, durant toute la preuve, on supposera oo € . On va d’abord prouver ceci :

Soient T un (71)*-sous-groupe mazimal de HY et R/TK un 7~ -sous-groupe de
Hall de Ng(T)K/TK. Alors R/ K est un sous-groupe m-couvrant de Hall de H]K

() et tout sous-groupe w-couvrant de Hall de H/K est de cette forme. De plus, RN
HYK = TK et toul sous-groupe m-couvrant de H/K contient un sous-groupe m-
couvrant de Hall de H/K.

Notons K} = (KNH*)™, K = K/i(l, T=TK,/K, et H= H/K,.Supposons l’assertion (*) vraie
quand K; = 1. D’aprés le fait 3.4, T' est un (71)*-sous-groupe maximal de HY/Ky. Aussi T est un
(m1)*-sous-groupe maximal de T Ky, donc Ny (T)K, /K| = Nﬁ(T)ﬂprés le fait 3.4 et I’argument

de Frattini. On en déduit que (N37(T)K)/(TK) = (Ng(T)K/K1)/(TK). Ce qui précéde montre que
(R/K,)/(TK) est un m~-sous-groupe de Hall de (N(T)K)/(TK). Par hypothese, (R/K)/K est
un sous-groupe m-couvrant de Hall de H/K et tout sous-groupe m-couvrant de Hall de H /K est de
cette forme. Aussi, tout sous-groupe m-couvrant de H /K contient un sous-groupe m-couvrant de Hall
de H/K. Deplus, R/K1NHYK/K, = TK, donc il est clair que I’assertion (*) est toujours vraie, et
on peut alors supposer K1 = 1. Ainsi H* centralise K, donc K normalise T et Ng(T)K = Ny (T).

On va d’abord montrer que R/K contient un 7~ -sous-groupe de Hall de /K. R/TK étant un
n~-sous-groupe de Hall de Ny (T')/TK, le fait 2.49 dit que R contient un 7~ -sous-groupe de Hall S
de Ny (T). D’apres le fait 3.4 et ’argument de Frattinion a H = B . (HT)Ng(T). Alors, d’aprés le
fait 2.49, SB,+(H')/Br+(H™") est un 7~ -sous-groupe de Hall de H/B,+(H*). Comme B,.(H")
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est un m1-groupe, on a montré que S est un 7~ -sous-groupe de Hall de H. En particulier SK/K est
un 7~ -sous-groupe de Hall de H/K d’apres le fait 2.49 et ainsi, R/ K contient un 7~ -sous-groupe
de Hall de H/K.

Montrons que R/ K est un sous-groupe m-couvrant de H/K. Soit F/D une m-section localement
close et normale de H avec K < D. Comme, d’aprés ce qui précéde, R/K contient un 7~ -sous-
groupe de Hall de H/K, R couvre E/EtD, donc on peut supposer F = EtD. Par le fait 3.4
les (71)*-sous-groupes maximaux de HT sont conjugués et ceux de £+ aussi, donc 7' contient un
(m1)*-sous-groupe maximal V de E*. Or, comme E*/(E* N D) est un m-groupe, E* N D contient
Bri(ET) et EY = V(ET N D) d’aprés le fait 3.4. On en déduit que F = E¥YD =VD <TD < RD
et R couvre E/D.

Montrons que RN HTK = TK et que R/K est un sous-groupe m-couvrant de Hall de H/K.
Comme R/TK est un 7~ -groupe et comme HT = B_ . (HT)T d’apres le fait 3.4, RNHTK = TK.
Soit S/ K un sous-groupe m-couvrant de /K contenu dans R/ K. Le lemme 3.11 dit que .S contient
un (71 )*-sous-groupe maximal U de H* | lequel est nécessairement contenu dans (RNH*)~. Comme
T est aussi un (71 )*-sous-groupe maximal de H7, il existe € (RN H1)~ tel que U® = T d’apres
le fait 3.4. Comme R/(RN H* K) est un 7~ -groupe, le fait 2.49 donne R = S(RN H*K). Or on a
vuque RNHYK =TK, donc R= ST = SU®. Ainsi il existe s € S et u € U tels que ¢ = su®, en
particulier # = us € S. Ceci montre que R = S et que R/K est bien un sous-groupe m-couvrant de
Hall de H/K.

Finissons la preuve de ’assertion (*). Soit L/K un sous-groupe w-couvrant de H /K. Montrons
que L/K contient un sous-groupe de H/K conjugué & R/K. Par le lemme 3.11, L contient un
(m1)*-sous-groupe maximal U de H*. Le fait 3.4 permet de supposer U = T'. Alors T est un (71)*-
sous-groupe maximal de (LNH*)~. Soit ) un 7~ -sous-groupe de Hall de Ny (7). Ona L = B, ((LN
HY)" )N (T) d’aprés le fait 3.4 et I’argument de Frattini, donc QB+ ((LNH*)™)/B. ((LNHT)7)
est un 7~ -sous-groupe de Hall de L/B,.((LNH™Y)™) d’apres le fait 2.49. Comme B, ((LNH*)™)
est un wt-groupe, on en déduit que Q est un 7~ -sous-groupe de Hall de L. Le lemme 3.10 dit que
L contient un 7~ -sous-groupe de Hall de H, donc le fait 2.48 dit que @ est un 7~ -sous-groupe de
Hall de H. Par le fait 2.49, QT K/TK est un 7w~ -sous-groupe de Hall de Ny (T)/TK (K normalise
T puisque H* centralise K). Ainsi, QT K/TK est conjugué & R/K (fait 2.48) et, comme L contient
QTK, L/K contient un sous-groupe de H/K conjugué & R/K. Comme on a vu que R/K est un
sous-groupe m-couvrant de Hall de H/K | ceci finit la preuve de ’assertion (*).

Montrons que les sous-groupes w-couvrants de Hall de H/K sont conjugués. Soient Ry/K et
Rs/K deux sous-groupes m-couvrants de Hall de H/K. D’aprés (#), il existe deux (71)*-sous-
groupes maximaux Ty et T5 de HT contenus respectivement dans Ry et Ry et telles que Ry /T1 K et
Ra/T5 K soient des 7~ -sous-groupes de Hall de N (T1)K/T1K et Ny (T2)K/T>K respectivement.
Le fait 3.4 permet de supposer T; = Ty et le fait 2.48 donnent la conjugaison de R;/T1 K et de
Ro/T1 K dans Ny (T1)K/Ti K. 1l reste donc & montrer (¢), (49) et (id4).

Montrons d’abord (ii). Soit R/K un sous-groupe de H/K de la forme TKS/K ou T est un
(m1)*-sous-groupe maximalde H7 et S un 7~ -sous-groupe de Hall de H qui normalise TK. Alors R
normalise (TTK N H*)~. Mais le fait 3.4 et ’argument de Frattini montrent que Ny ((TKNHT)™) <
(TKNHY)Y"Ng(T) < KNg(T), donc R < KNg(T) et R/TK est un 7~ -sous-groupe de Hall de
Ng(T)K/TK d’apres le fait 2.49. L’assertion (*) permet de conclure.

Montrons (¢) et (i7). Soit @/K un m-sous-groupe de Hall de H/K. D’aprés le fait 3.7 il existe un
sous-groupe de Carter C' de HT tel que @ normalise B, (HT)CK. Soient D le sous-groupe définis-
sable et divisible maximal de C' et T'= B, (H™)D. On va montrer que TK contient QT K N H+ K.
Par le fait 2.2, D(CN B (HT)K)/(C'N B (HT)K) est le sous-groupe divisible maximal de C'/(C'N
Br(H%)K), donc TK/B,(H%)K est le sous-groupe divisible maximal de CB,(H+*)K/B,(HT)K.
Alors TK est normal dans Ng(B;(H1T)CK) et @ normalise TK. Le lemme 3.5 dit que T est
un (71)*-sous-groupe maximal de HT et le fait 3.4 donne H* = B_.(HT)T. Donc (QTK N
HYK)/TK(= (QTK N B+ (HT))TK/TK) est a la fois un w-groupe et un ml-groupe et, par
conséquent, est trivial. Ainsi T'K contient QT K N HTK.

Comme QTKNHYK <TK,QTK/TK est localement fini et QT K /T K est un 7~ -groupe. Par
le fait 2.51, Q/K contient un 7~ -sous-groupe de Hall de H/K, donc le fait 2.49 dit que QT K/TK
est un 7~ -sous-groupe de Hall de Ny (T)K/TK. Puisque T est un (71)*-sous-groupe maximal de
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H* | Dassertion (*) montre que QT K/K est un sous-groupe m-couvrant de Hall de H/K. Comme
les sous-groupes m-couvrants de Hall de H/K sont conjugués, on peut supposer R = QTK et on a
donc prouvé (7). De plus, on a prouvé que RNHTK = (QNHTK)TK = TK. D’aprés les faits 2.49
et 2.51, ) contient un 7~ -sous-groupe de Hall Sy de H. Le fait 2.49 dit que R = QTK = S¢TK
puisque QT K/TK est localement fini. Comme Sy normalise T'K, So normalise (T KNH™*)~. Notons
B = B+ ((TK N H*)™). Alors le fait 3.4 dit que (T K N HT)™ = BT. Soit S un 7~ -sous-groupe
de Hall de Nprg, (7). D’aprés ’argument de Frattini, on a BT'Sy = BNprs,(T). SB/B est un
7~ -sous-groupe de Hall de BT'Sy/B d’apres le fait 2.49. Comme B est un 7*-groupe, on en déduit
que S est un 7~ -sous-groupe de Hall de BT'Sy. Le fait 2.48 dit alors que S est un 7~ -sous-groupe
de Hall de H donc, comme R/TK est un n~-groupe, R = TKS d’aprés le fait 2.49. Comme
T(SNHY) = (B, (HY)NT(SNH*))T d’aprés le fait 3.4, T(SN H*)/T est a la fois un m-groupe
et un wt-groupe, donc SN HY < T. Ceci finit la preuve de (i1). O

Corollaire 3.13. - Si A/K est une section localement close et normale de H et si R/K est un
sous-groupe w-couvrant de Hall de H/K, alors RA/A est un sous-groupe w-couvrant de Hall de

HJA.

Preuve. — Sim C P, le lemme 3.10 et le fait 2.49 donnent le résultat. Sinon le théoréme 3.12 (i7)
montre que RA/A est un sous-groupe m-couvrant de Hall de H/A. O

Corollaire 3.14. - Si R/K est un sous-groupe m-couvrant de Hall de H/K, et si U/K est une
section localement close de H qui contient R/K, alors R/ K est un sous-groupe w-couvrant de Hall

de U/K.

Preuve. — Si w C P, le lemme 3.10 donne le résultat. Sinon le théoréme 3.12 (é¢) dit qu’il existe
T un (71)*-sous-groupe maximal de H* et S un 7~ -sous-groupe de Hall de H qui normalise T tel
que R=TKS. Comme R<U,on a7 <U doncTT < U*. Alors le lemme 3.6 dit que 1" est un
(m1)*-sous-groupe maximal de U, donc le théoréme 3.12 (iii) donne le résultat. O

Corollaire 3.15. — Si H/K est localement nilpotent, H/K posséde un unique sous-groupe w-
couvrant de Hall.

Preuve. — On peut supposer K~ = 1. Alors HT est nilpotent d’aprés le fait 2.36. Comme
(HT)*t = H* | le fait 2.2 montre que H7 est divisible. En particulier, H* est un (71)*-groupe. Soit
Sy /K P'unique 7~ -sous-groupe de Hall de H/K . Par le fait 2.49, il existe S un 7~ -sous-groupe de
Hall de I tel que Sy = SK. D’apreés le théoréme 3.12 (¢), H/ K posséde un sous-groupe m-couvrant
de Hall R/K et ona R = HYKS = H*S; d’apres (ii). Ainsi, R/K est normal dans H/K donc,
par conjugaison des sous-groupes m-couvrants de Hall de H/K (théoréme 3.12), R/K est 'unique
sous-groupe m-couvrant de Hall de H/K. O

L’exemple 3.16 montre que I'intersection d’un sous-groupe m-couvrant de Hall (# C P*) d’un
groupe de rang de Morley fini résoluble G avec un sous-groupe normal et localement clos T de
(G n’est pas nécessairement un sous-groupe m-couvrant de Hall de 7. La proposition 3.17 donne
une information sur les intersections des sous-groupes m-couvrants de Hall (m C P*) des sections
localement closes des groupes de rang de Morley fini résolubles avec ses sous-groupes normaux.

Exemple 3.16. - Si (G est un pur groupe isomorphe & C* et si on choisit 7" un sous-groupe non
trivial et localement fini de G, alors G est un sous-groupe oo-couvrant de Hall de GG. Pourtant {1}
est 'unique sous-groupe co-couvrant de Hall de 7', et GNT # 1.

Proposition 3.17. - Si A/K est une section localement close et normale de H et si R/K est un
sous-groupe w-couvrant de Hall de H /K, alors (RNA)/K contient un unique sous-groupe m-couvrant

de Hall de A/ K.

Preuve. — Si 7w C P, le lemme 3.10 et le fait 2.49 donnent le résultat. Donc on peut supposer
oo € 7. On peut aussi supposer K~ = 1. Le théoréme 3.12 (ii) montre qu’il existe un (71)*-sous-
groupe maximal 7' de HT et un #~-sous-groupe de Hall S de H qui normalise 7" tels que R = TKS.
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Alors (TN A1) est un (71)*-sous-groupe maximal de A d’apres le fait 3.4 et, d’apres le fait 2.49,
SN A est un ™ -sous-groupe de Hall de A qui normalise (T'N A*)°. Donc le théoréeme 3.12 (ii7) dit
que (TNAT)°K(SNA)/K est un sous-groupe m-couvrant de Hall de A/K, en particulier (RNA)/K
est un sous-groupe w-couvrant de A/K.

Supposons que (RNA)/K ait un unique sous-groupe m-couvrant de Hall V/ K. Comme (RNA)/K
est un sous-groupe w-couvrant de A/ K, le lemme 3.9 dit que V/K est un sous-groupe w-couvrant de
Hall de A/ K. Or V/K est I'unique sous-groupe m-couvrant de Hall de (RN A)/ K, donc le corollaire
3.14 dit que (RN A)/K ne contient pas d’autre sous-groupe m-couvrant de Hall de A/K. 1l suffit
donc de démontrer le résultat pour H = R.

Soit U/ K un sous-groupe m-couvrant de Hall de A/K. Le théoréme 3.12 (i) montre qu’il existe
un (71)*-sous-groupe maximal 7' de Ht tel que R normalise TK et, aussi, RN HtK = TK. Mais
R=H,donc HT K = TK et, comme H* centralise K puisque K~ = 1 (fait 2.1), T centralise K et
T est normal dans HT. K étant localement fini, H/T est aussi localement fini, donc H*(= RT) = T.
Ainsi Rt est un (71)*-groupe, donc (A N RT)~ aussi. En particulier (AN RT)~K/K est contenu
dans tout sous-groupe m-couvrant de Hall de A/K. Par le corollaire 3.13, il suffit de montrer que
U/(AN RT)™ K est I'unique sous-groupe m-couvrant de Hall de A/(A N R*)™ K, c’est-a-dire qu’on
peut supposer (AN RT)™ < K. Comme K~ = 1,0on a (AN RT)™ =1 et le fait 2.1 montre que A
centralise RT. Comme AT < (ANRT)™, A est localement fini. D’aprés le lemme 3.10 U/K est un -
sous-groupe de Hall de A/K. Soit O/K = O, (R/K). Alors UO/O est un w-sous-groupe de Hall de
AQO/O d’apres le fait 2.54, en particulier U = UONA. Si UO/QO est I'unique 7-sous-groupe de Hall
de AO/O alors tout sous-groupe m-couvrant de Hall de A/K est contenu dans (ONA)/K =U/K,
donc on a le résultat et on peut alors supposer O/K = 1.

U/K est un m-sous-groupe de Hall de A/K, donc URT/R*K est un m-sous-groupe de Hall
de ART/RTK. Comme R/RTK est un m-groupe, on en déduit que URT = ART. Ainsi on a
A/K = U/K * (AN RYK)/K et U/K est 'unique m-sous-groupe de Hall de A/K et, donc, est
U/K normal dans R/K. Comme O/K = 1, on a montré que U/K = 1, donc A/K n’a qu’un seul
m-sous-groupe de Hall (c’est le sous-groupe trivial). O

Lemme 3.18. - SiU/K est une section localement close de H/K et si U/ K n’a pas de sous-groupe
n-couvrant (de U/K ) propre, alors U/K est contenu dans un sous-groupe m-couvrant de Hall de

H/K.

Preuve. — Si oo ¢ 7, le lemme 3.10 donne le résultat, donc on peut supposer oo € 7. On
peut aussi supposer K~ = 1. On fait la preuve par induction sur le rang de HT. Soit B/K
I’intersection des sous-groupes m-couvrants de Hall de H/K. Alors B est un sous-groupe localement
clos et normal de H. U/K étant sans sous-groupe m-couvrant propre, U/(U N B~ K) est aussi sans
sous-groupe m-couvrant propre, donc UB~ /B~ K et (UB~/B7)/(B~K/B~) aussi. Si B~ # 1,
I’hypothese d’induction dit qu’il existe un sous-groupe m-couvrant de Hall (S/B~)/(B~K/B™) de
(H/B™)/(B~K/B7) avec UB™ < 5. D’apres le corollaire 3.13, il existe un sous-groupe m-couvrant
de Hall Sy/K de H/K avec S = SyB~. Par le choix de B, Sy contient B, donc S/K est un
sous-groupe m-couvrant de Hall de H/K qui contient U/K | et on peut supposer B~ = 1.

D’apres le fait 2.2, F(H1)° = B, (Ht) % D ou D est I'unique (71)*-sous-groupe maximal de
F(H™)°. Mais D est normal dans H¥ et, donc, D est contenu dans tout (71)*-sous-groupe maximal
de H*. D’apres le théoreme 3.12 (i7), D est contenu dans B, donc D = 1 puisque B~ = 1. Ainsi
ona F(HT) = B, (Ht) = Q(H™) et F(HT) ne contient pas de (71)*-sous-groupe non trivial. D
onc, d’apres le fait 2.5, tout (71)*-sous-groupe de H¥ est abélien. Si U+ = 1, le lemme 3.10 donne
le résultat, donc on peut supposer Ut # 1. Comme K~ = 1, le théoréme 3.12 (i¢) dit que U™T
est un (71)*-sous-groupe de H*, donc ce qui précéde dit que U7 est abélien et non contenu dans
F(HT). Alors Eg+(U™) est un sous-groupe définissable, anormal et propre de H+ d’apres les faits
2.19 et 2.20, donc, Ng(Egx+(UT))T < H*. Aussi, comme K centralise Ht du fait que K~ = 1,
K < Ng(Eg+(Ut)). Donc I'hypothése d’induction dit que U/K est contenu dans un sous-groupe
m-couvrant de Hall R/K de Ng(Fy+(UT))/K. Par le théoréeme 3.12 (i7), R = TKS ou T est un
(m1)*-sous-groupe maximal de Ny (Eg+(U1))t et S un 7~ sous-groupe de Hall de Ny (Eg+(UT))
qui normalise 7. Comme H* centralise K, T' centralise K et R normalise 7.
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Eg+(UT) étant un sous-groupe anormal de HT| les faits 2.9 et 2.20 montrent que HT =
Q(HN)Eg+(UT). Comme Q(HY) = B,o(H*),ona H* = B, (H")Ex+(U"). Comme B, (H™)
est normal dans H*, on obtient H* = B, (H")Eg+(Ut)t = B, (HT)Ng(Eg+(UT))*t. Le fait
3.4 donne alors HT = B, (H*)T. Ceci prouve que T est un (7')*-sous-groupe maximal de H%.
Soit S7 un 7~ -sous-groupe de Hall de Ng(T') qui contient S. Comme H = B, (HT)Ng(T) d’apres
le fait 3.4 et I'argument de Frattini, le fait 2.49 montre que S est un 7~ -sous-groupe de Hall de
H. Le théoreme 3.12 (i4i) montre que TKS;/K est un sous-groupe m-couvrant de Hall de H/K.
Comme TK Sy /K contient U/ K, on a finit la preuve. O

Proposition 3.19. - 5i (S;/K)rcp+ est une base de Sylow généralisée de H/K et st U est un
sous-groupe définissable, connexe et normal de H tel que H/U soit localement fini, alors il existe
un sous-groupe de Carter C' de U tel que S; normalise B, (U)CK pour tout # C PT.

Preuve. — On fait la preuve par induction sur le rang de U. Notons K1 = (KNU)~ et By /K; =
B (U/K1) pour tout # C PT. Si K; # 1 alors, par hypothése d’induction, il existe un sous-groupe
de Carter D/K; de U/K; tel que S; /Ky normalise B, DK/Kj pour tout # C PT. D’apres le fait
2.14 il existe un sous-groupe de Carter C de U tel que D = CK;. Soit # C PT. D’apres le fait 2.9,
[U,Bz] <QU)NBr < Bx(U)K1, done B /B (U)K1 < Z(U/ B (U)K1) < CB-(U)K1 /B (U)K
d’aprés le fait 2.14. En particulier B, DK = B (U)CK et S; normalise B (U)CK. Ceci étant vrai
pour tout 7 C PT, on a le résultat et on peut donc supposer K; = 1.

Si U est nilpotent, il n’y a rien & démontrer, donc le fait 2.9 permet de supposer que Q(U)
contient un sous-groupe H-minimal A. Alors (Sz A/AK ) cp+ est une base de Sylow généralisée de
H/AK d’aprés le fait 2.54. Par hypothése d’induction il existe un sous-groupe de Carter D/A de
U/A tel que Sy A/A normalise B, (U/A)DK /A pour tout # C PT. Soit 7 C P+ et B/A = B, (U/A).
Alors S; normalise BDK et on a B (U)A = BNQ(U). Aussion a [B, U] < BNQU) = B (U)A,
donc B/ B (U)A est central dans U/ B, (U)A. Mais DB, (U)/Bz(U)A est un sous-groupe de Carter
de U/Br(U)A d’apres le fait 2.14, donc B < DB, (U) et, comme U centralise K (K; = 1), on
a KNU < DB;(U). En particulier BDK NU = DB (U)(K NU) = DB;(U) et Sy normalise
B (U)D (pour tout 7 C PV).

Soit p € PT tel que A soit un p-groupe. Montrons

il emiste un sous-groupe de Carter C' de U tel que D = CA et tel que Sp1 normalise
(+) B, (U)CK.

Soient S = S,uD et V = (SNU)~. Comme S,. contient B, (U)K et normalise B,.(U)DK,
S est un sous-groupe localement clos de H. S contient B,.(U) et B,.(U) est contenu dans V/,
done B, (V) = B, (U). Aussi (SNU)/V et S/(SNU) sont localement fini, donc S/V est aussi
localement fini. Alors, d’apres le fait 3.7, 5,1 normalise B, . (V)Co K pour un sous-groupe de Carter
Co de V. CgA/A étant un sous-groupe de Carter de V/A d’aprés le fait 2.14, il existe v € V tel
que (CoA)" = D. Notons C = (. Comme D <V < S = 5,10, on peut supposer v € Sp..
On en déduit que S,+ normalise B, (V)OK = B, (U)CK. C étant un sous-groupe de Carter de
D(L V), C est un sous-groupe de Carter de U (fait 2.14), ce qui prouve (x).

On choisit C' un sous-groupe de Carter comme dans (). Soit # C P+. Si p € m, A est contenu
dans B (U) puisque A est un p-groupe, donc Sy normalise B (U)C'K. Soit L = B, (U)CK N
B (U)DK. Si p & m, () montre que Sy normalise L. On a L = B (U)CK(B,.(U)CK N A). Soit
T'/K le p-sous-groupe de Hall de CK /K. Alors T'B,. (U)/B,. (U)K est un p-sous-groupe de Hall
de B, (U)CK/B, (U)K (fait 2.54). Comme B, (U)K/K est un pt-groupe, T/K est un p-sous-
groupe de Hall de B, (U)CK/K. En particulier, T' contient B, (U)CK N A et L = B, (U)CK.
Ceci finit la preuve de la proposition. O

Définition 3.20. — Une base de Sylow couvrante de H/K est une famille (R /K)rcp+ ot Ry /K
est un sous-groupe m-couvrant de Hall de H/K pour toul # CPT et od R, < Ry pour tout o C 7.

Théoréme 3.21. - (i) H/K posséde une unique classe de conjugaison de bases de Sylow cou-
vrantes.
De plus, si (Rx/K)rcp+ est une base de Sylow couvrante de H/K , alors :
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(%) 1l existe une base de Sylow généralisée (Sp/K).cp+ de H/K et un sous-groupe de Carter
C de HT tels que, pour tout # C PT, S; normalise B;(H"’)C’K, Ry = Sr sioo € m et, st on
note D le sous-groupe définissable et divisible marimal de C', Ry = S; D si oo € w. En particulier
R:Ro = Rquo pour tout 1 CPT et tout ¢ CPT;

(#3i) la base de Sylow généralisée (Sr /K ) cp+ de (ii) est U'unique base de Sylow généralisée de
H/K telle que Sy < R, pour tout # CPT.

Preuve. — On va d’abord montrer I’existence d’une base de Sylow couvrante (R/K).cp+ de
H/K qui vérifie (i7). D’apres le fait 2.58, H/K posséde une base de Sylow généralisée (S /K)rcp+.
Aussi, la proposition 3.19 dit qu’il existe un sous-groupe de Carter C' de H™ tel que Sy normalise
Br(HY)CK pour tout 7 C P*. C' a un unique sous-groupe D définissable et divisible maximal.
Alors Sy normalise B, (H*)DK pour tout 7 C P*. Pour tout # C P*, on note Ty = B, (H')D. Le
lemme 3.5 montre que, pour tout 7 C P+ qui contient oo, Ty est un (71)*-sous-groupe maximal de
H*. Alors, pour tout # C Pt qui contient oo, Ry /K = T;S- /K est un sous-groupe m-couvrant de
Hall de H/K d’apres le théoréme 3.12. De méme, si oo & m, le lemme 3.10 dit que R./K = Sz /K
est un sous-groupe m-couvrant de Hall de H/K. Soient # C Pt et ¢ C PT. Si o0 € 71U o, alors
Ry Ry; = S7Ss = Srus = Rruo.Sioco € m\o,alors Ry Ry = Br(H)DS, - S, = Br (HT)DS,-uo =
BWUU(H*')DS(WUU)— = Rruo. De fagon analogue on a Ry R, = Rruo si 00 € o \ . De méme, si
0o € mNo, alors Ry R, = Bx(HT)DS,- = B,(HY)DS,- = BWUU(H‘i')DS(WUU)— = Rius. On en
déduit que (Ry/K) cp+ est une base de Sylow couvrante de H/K qui vérifie (ii).

Montrons que toute base de Sylow couvrante (Uy /K )zcp+ de H/K est conjugué a (Ry /K ) rcp+-
On va montrer cela par induction sur le rang de H*. On peut supposer K~ = 1. Supposons d’abord
H* abélien. Comme (H+t)* = H* (fait 2.33), HT K/K est I'unique sous-groupe oco-couvrant de
Hall de H/K et on a Roe = HTK = Us. Comme (U,/K)pep et (Rp/K)pep sont deux bases
de Sylow de H/K et sont conjugués d’aprés le fait 2.56, on peut supposer U, = R, pour tout
7 CP. Ainsi,sico €7 CPt,ona Ry = HtR,—- = U,. On en déduit qu’on peut supposer 4+
non abélien. Par le fait 2.9, Q(H™*) contient un sous-groupe H-minimal A. D’apres le corollaire
3.13 et ’hypotheése d’induction, (Rr A/AK ) cp+ et (Ur AJAK) cp+ sont conjugués, donc on peut
supposer Ry A = Ur A pour tout m# C PT. Soit p € P* tel que A soit un p-groupe. Alors R,1/K et
U, /K sont deux sous-groupes p*-couvrants de R0 A/K(= UL A/K). Si R,./K (resp. U,./K)
contient strictement un sous-groupe pt-couvrant V/K de R,1LAJK, alors le lemme 3.9 dit que
V/K est un sous-groupe pt-couvrant de H/K, ce qui est contradictoire puisque R, /K (resp.
Upr/K) est un sous-groupe pt-couvrant de Hall de H/K . Le théoréme 3.12 dit alors que R,u et
Upx sont A-conjugués. Donc, comme A < Ry N Uy pour tout m C PT qui contient p, on peut
supposer fi,1 = Up1. Ainsi, pour tout 7 C ptoonaly =UzAN Upr = Rz ANR,. = Ry. Comme
Up = Ry A= R, pour tout # C PT qui contient p, on a prouvé la conjugaison des bases de Sylow
couvrantes de H/K.

Il reste & montrer I'unicité de (Sz/K)rcp+. Soit (Vz/K).cp+ une base de Sylow généralisée
de H/K telle que V; < R, pour tout 7 C Pt. Soit # C Pt. Montrons que (R, N HTK)/K) est
un m-groupe. Si oo ¢ 7 le lemme 3.10 donne le résultat. Sinon, comme B, (H1)D est un (71)*-
sous-groupe maximal de HT, le théoréme 3.12 donne R N HT K = (B, (H*T)D)K. Or D' est sans
torsion (fait 2.2) et est contenu dans Q(H™) (fait 2.9), donc D’ est contenu dans B, (H™). Ceci
prouve que (R NHYK) < B, (HT)K, donc ((RNHTK)/K)' est bien un m-groupe. On en déduit
que (R " HYK)/K a un unique m-sous-groupe de Hall O/K. En particulier O = V;, N HTK =
Sx N HTK et, aussi, les m-sous-groupes de Hall de H /@ sont localement fini. Ainsi, d’apres le fait
2.49,0na S;0/0 =5,-0/0 et V;O/0 = V,-O/O. Mais, par le lemme 3.10, on a nécessairement
Sz- = Ry- = V-, donc Sy = V. Ceci finit la preuve du théoréme. O

On dira que la base de Sylow généralisée (S;/K).cp+ du théoréme ci-dessus est la base de
Sylow généralisée de H/K associée a (Ry/K)rcp+.
L’exemple ci-dessous dit que, si 7 et ¢ sont deux sous-ensembles de Pt on n’a pas nécessairement

R "Ry = Rrno-

Exemple 3.22. - On considére un pur groupe (G isomorphe a C*. Pour tout # C P, on note
Sz le m-sous-groupe de Hall de G. Pour tout # C P+, on note R, = S; si oo gdret Ry =G
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sinon. Alors (Rr)rcp+ est une base de Sylow couvrante de G. Or, si # C P n’est pas vide, on a
RN Ry =S # 1(= Rypnnt).

4 M-normalisateurs

On va maintenant montrer un résultat concernant les normalisateurs des sous-groupes de Hall
des sections localement closes des groupes de rang de Morley fini (corollaire 4.4). Le contrexemple
suivant montre qu’un normalisateur d’un p-sous-groupe (p € P) d’un groupe de rang de Morley fini
n’est pas nécessairement localement clos.

Exemple 4.1. - On considére K un corps algébriquement clos indénombrable de caractéristique
non nulle et G = Ky x K* ou K* agit linéairement sur K. Si « désigne un élément non trivial de
K4, x un élément d’ordre infini de K* et V = (u, #), alors Ng(V N K ) contient z et pas d(x). En
particulier, Ng(V N K ) n’est pas localement clos.

Dans toute cette section G désigne un groupe de rang de Morley fini résoluble et H/K une
section localement close de G.

Lemme 4.2. — Soit V/K une section localement close de H qui intersecte trivialement (H/K)'V
Alors Ngyg (V/K) est une section localement close et V/K est hypercentral dans Ng/g (V/K).

Preuve. — Soit L/K = (H/K)™V. Pour tout ordinal 4, on note Z;/L = Z;(H/L) et V; = Z; N\ V.
Z; et V; sont localement clos pour tout ordinal ¢ (fait 2.28). H/L étant hypercentral (fait 2.37),
il existe un ordinal g tel que V' = V. Soit N/K = Np/x(V/K). N/K centralise Vi11/V; pour
tout i < p, donc V/K est hypercentral dans N/K. On note Cy = H ; pour tout ordinal ¢ < g,
Cit1/Vi = Ce, v, (Vig1/Vi) et, pour tout ordinal limite v < i, €, = ﬂi<y C;. Alors €,/ K normalise
V/K et, comme N/K est contenu dans C,,/K, C,, = N. Mais C}, est localement clos d’apres le fait
2.28, donc on a prouvé le lemme. O

Proposition 4.3. — Soit V/K une section localement close de H telle que V/K N (HTK/K)*V
soit normal dans H /K. Alors Ny i (V/K) est une section localement close de H.

Preuve. — Supposons V/K N HT K /K normal dans H/K. Soient N/K = Ny (V/K), U/K =
V/IKNHYK/K et C/U = Cyyu(V/U). Alors C est localement clos d’aprés le fait 2.28. Mais on a
[Ng+x/x (V/K),V/K] < U/K, donc Ng+g/x(V/K) = C/K et, comme H/HTK est localement
fini, on en déduit N est localement clos.

Finissons la preuve de la proposition. Soit B/K = V/KN(H*K/K)*V . Quitte & considérer H/B
au lieu de H/K, on peut supposer B/K = 1. Le lemme 4.2 montre que N+ /g (V/KNHTK/K)
est une section localement close. Comme H/HtK est localement fini, Ny x (V/K N HYK/K) est
une section localement close. Soit N/K = Ny/x(V/K N HTK/K). Alors, V/K N NtK/K étant
contenu dans H* K/K, V/KNN*TK/K est normal dans N/K. Ce qui précéde dit que Ny (V/K)
est une section localement close. Mais N/ (V/K) est contenu dans N/K, donc Ny g (V/K) est
une section localement close. O

Corollaire 4.4. — Soient L/ K une section normale et localement close de H/K, # C Pt et R/ K
un m-sous-groupe de Hall de L/K. Alors Ny/g (R/K) est une section localement close de G.

Preuve. — Soit A/K = (H"'K/K)LN. D’apres le fait 2.53 et la proposition 4.3, il suffit de montrer
que R/K N A/K est normal dans H/K. A/K est un sous-groupe nilpotent de H/K d’aprés le fait
2.5,donc A/KNL/K posséde un unique m-sous-groupe de Hall Ry/K (fait 2.50). De plus, Rg/K est
normal dans H/K. Commeon a R/KNA/K = Ry/K d’apreés le fait 2.52, on a prouvé le corollaire.
|

Corollaire 4.5. — Si L/K est une section localement close et normale de H/K et si R/K est un
sous-groupe w-couvrant de Hall de L/K (xm CP%), alors Ng(R) est localement clos.
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Preuve. — Si oo &€ 7 le lemme 3.10 et le corollaire 4.4 donnent le résultat. Donc on peut supposer
oo € m. Alors, d’aprés le théoreme 3.12 (ii), il existe un (71)*-sous-groupe maximal 7' de H* et un
7~ -sous-groupe de Hall de S de H qui normalise 1" tel que R =TKS et RNHYK =TK. T étant
contenu dans (TKNHT)™,onaTK = (TKNH*)™ K, en particulier Ng(TK) = Ng((TKNH*)™)
est localement clos. Ainsi R/TK(= STK/TK) est un n~ -sous-groupe de Hall de Ny (TK)/TK
d’apres le fait 2.49. Le corollaire 4.4 dit alors que NNH(TK)(R) est localement clos. Comme RN
HYK =TK, Ng(R) normalise TK et, ainsi, Nz (R)(= Ny, (rk)(R)) est localement clos. O

Ce résultat est essentiel pour la suite. Notamment, il montre que les M-normalisateurs (défini-
tion 4.6) sont des sections localement closes.

Définition 4.6. — Pour tout 1 CPT, M = (M, /K),cr est un w-systéme de H/K si, pour toul
o Cm, M, est un sous-groupe normal et localement clos de H el si M,, < M,, dés que 0o C 01.

Soit R = (Ro/K)ocp+ une base de Sylow couvrante de H/ K. D’aprés la proposition 3.17, pour
tout o C PT, il existe un unique sous-groupe ot -couvrant de Hall R /K de M, /K contenu dans
Ror KN My /K Alors Ry /K N(\,cr Nayr (RS /K) est appelé M-normalisateur de H/K associé
aR.

Remarque 4.7. - Par le théoréme 3.21, pour tout # C Pt et tout m-systéme M d’une section
localement close H/K d’un groupe de rang de Morley fini résoluble, les M-normalisateurs de H/K
sont conjugués. De plus, le corollaire 4.5 montre que ce sont des sections localement closes de H.

On peut remarquer que les M-normalisateurs dans le sens ”classique” (cf. [15]) correspondent
exactement aux notres si /K est localement fini. Ainsi le fait 4.8 peut se déduire du lemme 2.13
de [15] (ot il est donné pour les U-groupes) et du fait qu'un M. -groupe résoluble de torsion est un

U-groupe ([9]).

Fait 4.8. — ([15], lemme 2.13, Gardiner, Hartley, Tomkinson) On suppose H/K locale-
ment fini. Soient AJ/K un sous-groupe normal de H/K, # CP, M = (M,/K)ocr un m-systéme
de HIK, M = (M;A[/A)ocr, (Ro/K)ocp+ une base de Sylow couvrante de H/K et N/K le
M-normalisateur de H/K associé a (Rg/_K)gcer. Alors NAJA est le M-normalisateur de H/A
associé a (R A/A),cp+ et tout M-normalisateur de H/A est de cette forme.

Théoréme 4.9. — Soient A/K une section localement close el normale de H, # C PT, M =
(Mo /K)ocr un w-systéeme de H/K, M = (Mo A/A)ocr, R = (Ro/K)ocp+ une base de Sylow
couvrante de H/K et N/K le M-normalisateur de H/K associé a R. Alors NAJA est le M-
normalisateur de H/A associé a (RyAJ/A),cp+ et tout M-normalisateur de H/A est de cette forme.

Preuve. — On peut supposer K~ = 1. Pour tout o C 7, on note R*, /K l'unique sous-groupe
ot-couvrant de Hall de M, /K contenu dans R,./K N M, /K. Alors, pour tout o C 7, R: (AN
M,)/(A N M,) est un sous-groupe ot-couvrant de Hall de M, /(A N M,) d’aprés le corollaire
3.13. Donc, pour tout ¢ C m, R, A/A est un sous-groupe ot-couvrant de Hall de M, A/A Soit
M /A le M-normalisateur de H/A. associé & (R, A/A),cp+. Comme, pour tout o C T, R AJAL
R, AJANM,A/A, la proposition 3.17 donne M/A = R;A/ADOUQWNH/A(R;J_A/A), en particulier
AN < M. Montrons I'inclusion inverse. Pour cela on va d’abord montrer le résultat lorsque 7 = P+
(partie T). Ensuite, dans la partie II, on traitera le cas général.

I.1) Si A/K est un p-groupe pour un p € PT.

Soient Ny = NM(R;J_) et Ny = NND(R?pVOO}J_). R;J_/K étant un sous-groupe pr-couvrant de
Hall de M, /K, il n’a pas de sous-groupe pt-couvrant propre. Mais R;J_/K est un sous-groupe

pt-couvrant de AR;J_/K donc, par le lemme 3.18, R;J_/K est un sous-groupe pt-couvrant de Hall
de AR;J_/K. Par le théoréme 3.12 et "argument de Frattini on obtient M = ANy. D’autre part on

a AR”‘EPYOO}J_ N R;J_ =(AN R;J_)R”‘Epyoop_ et le lemme 3.10 dit que R?pyoo}J_/K est un {p, co}*-sous-

groupe. Donc Ry, Oo}J_/K est un {p, oo}t-sous-groupe de Hall de (4N R;L)Rifp Oo}J_/K et le fait
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2.48 et I’argument de Frattini montrent que Ng = (AN R;J_)Nl. On en déduit que M = AN;. 1l
suffit donc de montrer que N; est contenu dans N. Soit ¢ C PT.

Sip ¢ o, R, contient ANM, . Donc, comme M /A normalise R* | A/A, M /K normalise R* /K.

Sip€oetococ€o, Rffpyoo}J_ NRI,A= R;J_(Rffpyoop_ N A) = R:. puisque R?pyoo}J_/K est un
{p, co}t-groupe d’aprés le lemme 3.10. En particulier N;/K normalise R /K.

On peut donc supposer p € o et oo € o (donc p € P). Pour tout v C PT, on note U, /K 1'unique
sous-groupe v-couvrant de Hall de M, /K contenu dans R, /K N M, /K (donc U, = R?.). Alors
(U,/K),cp+ est une base de Sylow couvrante de M, /K. D’aprés le théoreme 3.21, il existe un
sous-groupe définissable et divisible maximal D d’un sous-groupe de Carter de M} tel que D < U,
pour tout ¥ C Pt qui contient co et tel que U, normalise B, (M} )DK pour tout v C P+. Comme
No/K normalise R, /K et comme p € ¢, No/K normalise U, /K. En particulier Ny /K (< No/K)
normalise R* , A/K NU,./K = R: (ANU,.)/K. Sion note B = B,.(M}), alors BD est un p*-
sous-groupe maximal de M} (lemme 3.5) et le théoreme 3.12 (iii) montre que U,» = (BD)KU, .
Comme BDK est normal dans U,+ (par le choix de D) et comme A/K est un p-groupe, ceci montre
que ANU,. = AN BDK (fait 2.49). Soit D; = ABN DK. Comme tous les p-éléments de AB/K
sont contenus dans A/ K, (D1 NA)/K est "'unique p-sous-groupe de Sylow de D, /K. En particulier
le fait 2.49 montre que, comme Dy /(B N D1)K est un p-groupe, Dy = (D1 N A)(B N Dy). Ainsi
ANUpr = ANB(ABNDK) = ANB(D1NA)(BND1)=(D1NA)ANB). Or ANB < K puisque
A/K est un p-groupe, donc ANU,. = AN DK. Mais DK est contenu dans U, (= R>.) d’apres
le choix de D, donc on a montré que Ni/K normalise R, /K. On en déduit que N; est contenu

dans NV, d’ou M = AN.

1.2) On peut supposer Q(H™) = 1, A localement fini. De plus, on peut supposer qu’on a soit
A< HTK, sot ANHTK = K.

D’aprés 1.1) on peut supposer A = A°K et ANQ(d(H)®) < K, en particulier A/K est abélien
et central dans H°K/K (fait 2.9). On peut méme supposer que, si Q(d(H)°) posséde un ¢-élément
non trivial pour ¢ € P, A/K ne posséde pas de ¢g-élément non trivial. Soit Ap/K le sous-groupe
de torsion maximal de A/K. Alors A/Aq est sans torsion, donc on peut supposer A = Ag et A est
localement fini puisque K~ = 1. De plus, on peut supposer A < HTK ou ANHTK = K.

Montrons que Q(H™) N M est contenu dans N. Soient p € Pt et 2 € B,(HT)NM et 0 C PT.

Sipdo,[v,R:.]<By(H")NM, <R} ..

Sip € cetoo€ o,alors RE, /K est un oct-groupe d’apres le lemme 3.10. Donc, comme
ANQH)) <K, [x,RE)<B,(H")NR:LA<SB,(HY)NA<QU(H))NA<LK.

Sipe€ oetoodao,lethéortme 3.12 dit qu’il existe un o*-sous-groupe maximal 7' de M} et un
o’-sous-groupe de Hall S de M, tels que T'K soit normal dans R:J_ et R:J_ =TKS. On en déduit
que B,(HT)N R” | A est contenu dans TKA. Or, si AN HTK =K, TKANHT est contenu dans
TK et on obtient B,(HT)NR:, A<TK < R*,.Sinonona A< HYK et A= (ANH*)K. Comme
A/K < Z(H°K/K)et K~ =1, AN H? est central dans H*, donc AN H* est contenu dans tout
sous-groupe de Carter de H*. Soient C' un sous-groupe de Carter de H* et D(C') son sous-groupe
définissable et divisible maximal. Alors les faits 2.2 et 2.17 montrent que C' = (CNBp (H*))* D(C).
Comme A/ K ne posséde pas de g-élément non trivial (¢ € P) si Q(d(H)®) en possede un, et comme
AN HY est contenu dans C', (AN HT)K/K = (AN D(C))K/K. Or B,.(HT)D(C) est un o*-
sous-groupe maximal de HT d’aprés le lemme 3.5. Donc, d’aprés le fait 3.4 et comme C' est un
sous-groupe de Carter quelconque de H* | on peut supposer T'= B, . (H*)D(C). En particulier on
a ANHY <TK, ce quidonne B,(H*)NR: A= B,(H")NTKA=B,(H")NTK <R:,.Ona
montré que [z, R*, ] est contenu dans R”, pour tout o C PT et on en déduit que, comme ceci est
vrai pour tout # € B, (HT) N M et tout p € PT, Q(H+) N M normalise R*, pour tout ¢ C P+,
On a donc bien Q(HY)N M < N.

Supposons le résultat vrai lorsque Q(H*) = 1. Par 1.1, on a MQ(H') = ANQ(H™). Mais
Q(HT) N M est contenu dans N, donc M = AN(M NQ(HT)) = AN et, ainsi, on peut supposer
QU = 1.

1.3) M N HYK est contenu dans AN .
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Comme Q(H™*) = 1, le fait 2.9 montre que H™ est divisible et abélien, donc Roo /K = HT K/K.
En particulier H1 K normalise R;J_ dés que oo ¢ 0. On a donc M N HTK = ﬂgg:NHJrK(Rg/A N
Myugoo}A) et, de méme, N N HYK = NocpNy+x(Ror N Moufeo}). En particulier on obtient
RotNHYTKNM = ﬁggpNRwLnH+K(Rg/A N (Myugooy N Reor)A) et, aussi,

RN HTKNN= ﬂggpNRwJ_nH+K(Rg/ N (Mcru{oo} N ROOJ_))

Supposons A < HT K. Alors le fait 4.8 montre que NocpNp_ | (Ror AN (Myufoo} N Reor)A) =
A(ﬂggpNRwJ_ (Rg/ N (Mcru{oo} N ROOJ_))), donc on a RN Hf[{ NnNM = A(ROOJ_ NHTKN N)
Mais, si ¢ C Pt contient oo, le lemme 3.10 montre que R /K est un ot-sous-groupe de Hall de
(AN My)R: /K. Par Pargument de Frattini on obtient M N HYK = (AN Mo)Nyaa+x (REL).
En particulier, comme A est localement fini, (M N HT K)/Nyrap+x(R5.) est localement fini. Or
NNHYK = Nocp+,coco Narnm+x (REL), done (M N HTYK)/(N N HTK) est localement fini et
MNHYK = (R NHTK N M)(N N HTK) d’apres le fait 2.49. Ce qui précéde montre qu’on a
bien M N H+K = AN N H ).

Donc, par 1.2), on peut supposer AN HTK = K. Soit ¢ C Pt qui contient co. Alors [M N
HYK R )< HYKNR:, A Or HYKA/ANR  A/A est un ot -groupe d’aprés le lemme 3.10, donc
(HYKNR:, A)/K est un ot-groupe puisque AN HTK = K. (RF . NHTK)/K étant le ot-sous-
groupe de Hall de H* K /K, on en déduit que HYKNR*, A= HY KNR?,, donc [MNHTK, R%,] <
R et MO HTK normalise R’ .. Ceci étant vrai pour tout o C PT qui contient co, M N HTK
est contenu dans N.

1.4) Argument final (lorsque # = P71 ).

Pour finir la preuve du théoréme, il reste & montrer que M HT = ANH7T. En effet, on aura
alors M = AN(M N H*) = AN d’aprés 3). Notons X = ﬂggpNRwL(Rg/ N M) etV =
NocpNr_, (RorA N My A). Comme RY, = M} R, pour tout o C P puisque MF (< HT) est
abélien. On a donc X < N et Y < M. D’autre part on peut appliquer le fait 4.8 & X et Y et on
obtient

X(ROOJ_ ﬂH+A) RO-I(ROOJ_ ﬂH+A) MO-(ROOJ_ ﬂH+A)

= N
(Roor O HT A) g@) Rocs/(Roeartit ) (Roor N HA) (Roor N HA) )

et, de meme, Y (R, N HTA) = Nr_, (Ror(Roor N HYA)N My(Roor N HTA)). Or R 1 couvre
H/HTA d’apreés le fait 2.49, donc le fait 4.8 donne

XHYA/HYA(= YHYA/HYA) = Nocp N+ a(R HYAJHY A0 M, HT AJHT A)

Comme R*, = M} R, pour tout ¢ C P, on en déduit que M et N sont contenus dans XHT A =
YHtA donconabien MHT = ANHY puisque X < Net Y < M.

I1.Cas général (m quelconque).

On suppose A # K. Alors il existe n € N* et une suite croissante (4;);=g, ., de sous-groupes
normaux et définissables-par-localement fini de H avec Ag = K, A,, = A et, pour tout: =0,...,n—1,
Aiy1/A; est soit un m-groupe, soit un mt-groupe. On peut donc clairement supposer que A/K est
soit un 7-groupe, soit un mt-groupe. En particulier, si on note U/K = NocxNu/ i (1L /K), alors
A est contenu soit dans Ry, soit dans U.

Soit V/A = NocaNpja(R;L/A). Sion définit M, = K pour tout ¢ ¢ 7 et si on note N' =
(My/K)ycps et N = (MyAJA)ycp+ des Pt-systemes de H/K et H/A respectivement, alors
U/K est le N-normalisateur de H/K associé & R et V/A est le N-normalisateur de H/A associé
a (RoA/A)scp+. La partie T prouve que V.=UA. Or N = R, NU et M = RANV, donc on a
M =R, ANUA. Commeon a A< R, ou A<U, on obtient M = (R, NU)A = NA. Le résultat

est donc prouvé. O
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L’exemple 4.11 montre qu’il est impossible de trouver un théoréme de couverture et d’évitement
analogue au théoréme 3.4 de [15]. Et méme, comme le montre I’exemple 4.12 il est possible, en pré-
sence d’un mauvais corps, qu’il existe une section H/K-dj,.-minimale de H qui ne soit ni couverte,
ni évitée par les M-normalisateurs de H/K (o M désigne un 7-systeme de H/K pour = C PV).
On peut ajouter a cela que ’exemple 2.42 (qui donne un oo-groupe non nilpotent) nous empéche de
trouver un analogue au corollaire 3.3 de [15]. Par contre, le corollaire 4.10 dit que, pour tout p € =,
toute p-section H/K-dj,.-minimale centrale de H est couverte par les M-normalisateurs H/K.

Corollaire 4.10. - Soient 7 C P, M = (M, /K)ocr un w-systéme de H/K et N/K un M-
normalisateur de H/ K. Alors, pour tout p € w, N couvre toute p-section normale de H/K centra-
lisée par M,.

Preuve. — Soient p € 7 et U/A une p-section normale de H/K centralisée par M, /K. On reprend
les notations du théoreme 4.9. Comme U/A est une p-section et comme U/A centralise M, A/A,
U/A est contenu dans M/A = NA/A. Ceci prouve le résultat. O

Exemple 4.11. — Si G est un pur groupe isomorphe a C* et si 7 = {00}, on note M = (G)ocxr
un m-systéme de (. Alors (G est I'unique M-normalisateur de GG et G couvre des p-sections G-dj,c-
minimales non triviales de G pour p & 7.

Exemple 4.12. - On suppose qu’il existe un mauvais corps g/ de caractéristique nulle avec 7" un
sous-groupe de o /{* définissable, infini et sans torsion. On considére U = (oK 3 T) x (oK % T)
(ot T agit linéairement sur K, ) et i "automorphisme involutif de U qui, & tout (u,v) € U associe
(v,u). On forme le produit semi-direct G = U x (7). Soit M = (G),cp+ un Pt-systeme de G.
Si M est un M-normalisateur de G associé & une base de Sylow couvrante (So)ocp+ de G avec
Si2y = (i), alors M = Cg(i). On en déduit que o/ x oK est un sous-groupe G-djpe-minimal de
(G qui n’est ni couvert, ni évité par M.

Lemme 4.13. - Soient ¢ C P+, R/K un sous-groupe c-couvrant de Hall de H/K et U/K un
sous-groupe oo-couvrant de R/K. Alors U/K contient un ot -sous-groupe de Hall de R/K. En
particulier, tout sous-groupe oo-couvrant de Hall de H/K contenu dans R/K contient un ot -sous-

groupe de Hall de R/K .

Preuve. — Montrons que U/K contient un ot-sous-groupe de Hall de R/K. D’aprés le lemme

3.10, on peut supposer co € o. On peut supposer U/K sous-groupe co-couvrant de Hall de R/ K. Le
lemme 3.9 dit que U/K est un sous-groupe oo-couvrant de Hall de H/K. D’apres le théoréme 3.21,
il existe une base de Sylow couvrante R = (R, /K),cp+ de H/K. Par conjugaison des sous-groupes
o-couvrants de Hall de H/K et des sous-groupes oo-couvrants de Hall de R/K (théoréme 3.12), on
peut supposer R = R, et U = Ry, Par le théoréme 3.21 (i7), il existe un sous-groupe de Carter C'
de HT tel que, pour tout 7 C P+, R, normalise B,CK et tel que,si co € 7w, Ry = R,- D olt D est
le sous-groupe définissable et divisible maximal de C. Or T' = B, (H%)D est un (o1)*-sous-groupe
maximal de Ht (lemme 3.5) et R, normalise T K, donc R, = B,(HT)DKR,- d’aprés le théoréme
3.12 (43). De méme, Ro, = Boo(HY)DK. Soit S/K un ot-sous-groupe de Hall de DK /K. Alors
S/(DK N B, (H1)K) est un ot-sous-groupe de Hall de DK/(DK N B,(HT)K) (fait 2.49). On
en déduit que SB, (H1)K/B,(Ht)K est un ot-sous-groupe de Hall de B,(HY)DK/B,(H1)K.
Mais B, (H1)K/K est sans o1-élément non trivial, donc S/K est un ot-sous-groupe de Hall de
B,(HY)DK/K. Comme R = R, = B,(HY)DKR,-, S/K est un ot-sous-groupe de Hall de R/K.
Comme S < DK < U, on a le résultat.

Si L/K est un sous-groupe oo-couvrant de Hall de /K contenu dans R/ K, alors le corollaire
3.14 dit que L/K est un sous-groupe oo-couvrant de Hall de R/K. Ce qui précéde dit que L/K
contient un ot-sous-groupe de Hall de R/K . Ceci finit la preuve du lemme. O

Corollaire 4.14. - Soient v C PT, R/K un sous-groupe v-couvrant de Hall de H/K et S/K un
vt-sous-groupe de Hall de R/K. Alors S/K est abélien et divisible.
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Preuve. — On peut supposer co € v. Soit R = (Ry/K),cp+ une base de Sylow couvrante de H/K
avec R = R,,. D’aprés le fait 2.48 et le lemme 4.13, on peut supposer S/ K contenu dans R.. /K. Le
théoreme 3.12 (4i) dit qu’il existe un P*-sous-groupe maximal 7' de HT tel que Ry, = T'K et le fait
2.9 dit que T" est sans torsion. Ainsi Reo/RL K est abélien et divisible et, comme SN R K = K,
SR! /R K est isomorphe & S/K. Mais le fait 2.49 dit que SR’ /R. K est un vt-sous-groupe de
Hall de Ro /R, K, donc S/K est abélien et divisible. O

Fait 4.15. — ([14], lemme 4.20) On suppose G connexe. Soienl p un entier premier et T un
p-tore de G. Alors TN F(G) < Z(G).

Lemme 4.16. — Soient U/V une section H/K-djoc-minimale de H, # C P et R/K un sous-
groupe m-couvrant de Hall de H/ K. Alors R couvre ou évite UJV .

Preuve. — On peut supposer K~ = 1, en particulier HT centralise K. On peut aussi supposer
que U/V est une p-section pour un p & 7 et que U/V n’est pas évité par R. Si co & m, R/K est un
m-sous-groupe de Hall de H/K d’aprés le lemme 3.10. Alors R évite U/V | ce qui est contradictoire.
Donc on a co € w. Le théoréme 3.12 dit que R/K contient un sous-groupe oco-couvrant de Hall
Reo/K de H/K. Mais le lemme 4.13 dit alors que R../K contient un mt-sous-groupe de Hall Ry/K
de R/K. Comme p € 't et comme R n’évite pas U/V, Ry n’évite pas U/V, donc R, non plus.
On peut alors supposer m = {oo}, en particulier R = Re. D’aprés le théoréme 3.12 (if), R = TK
pour un P*-sous-groupe maximal T' de H* | en particulier 7' n’évite pas U/V.

Notons B = Bp(H™). Supposons U/V non couverte par B. Alors B évite U/V et on a [B, (U N
T)V] < BNU < V. Comme le fait 3.4 donne H* = BT, on obtient [HT, (U NT)V] < V[T, (U N
TYV] < (UNT)V et H* normalise (U NT)V. Par conjugaison des P*-sous-groupes maximaux dans
H* (fait 3.4), on a (UNT)V = (UNT)V pour tout P*-sous-groupe maximal 7} de H*. On en
déduit que (U N TV est normal dans H. Par minimalité de U/V et comme T n’évite pas U/V,
ona (UNT)V =U. Mais (UNT)V = (UNR)V, donc R couvre U/V et on en déduit qu’on peut
supposer que BR couvre U/V. Quitte & remplacer U/V par (UNBK)/(V N BK), on peut supposer
U < BK.

Soit Tp un p-sous-groupe de Sylow de T'. Par le fait 2.49, Ty n’évite pas U/V. De plus, comme
T est un P*-groupe, on a By (T)=1 et To NQ(T) = 1. Mais ToQ(T)/Q(T) est un p-sous-groupe de
Sylow de T/Q(T) (fait 2.49), et T/Q(T) est abélien et divisible (fait 2.9), donc ToQ(T)/Q(T) est
un p-tore. Mais T est un P*-groupe, donc Q(7) est sans torsion et Ty est un p-tore. Comme on
a B(K NHY) < F(HY) puisque KN HY < Z(H*), To(K N HY)N B(K N HY) est central dans
H (fait 4.15). On en déduit que (To K N BK)/K est central dans H* K/K. Par conjugaison des
p-sous-groupes de Sylow de T et par conjugaison des P*-sous-groupes maximaux de H ™ (fait 3.4),
on en déduit que To K N BK est normal dans H. Ceci prouve que To K N U est normal dans H et,
comme Ty n’évite pas U/V, Ty couvre U/V par minimalité de U/V. On en déduit que R couvre
v/v. O

Lemme 4.17. - Soit H/K est une section localement close abélienne et divisible. Alors les sous-
groupes d’exposant bornés de H/K sont finis.

Preuve. — Par le fait 2.34, on peut supposer d(H) résoluble. Il suffit de montrer que, pour tout
p € P, les p-sous-groupes d’exposant bornés de H/K sont finis. Soient p € P, B/K un p-sous-
groupe d’exposant borné de H/K et S/K un p-sous-groupe de Sylow de H/K. Alors S/K est un
p-tore. Les faits 2.49 et 2.47 montrent qu’il existe un p-tore T' de H qui couvre S/ K. Le fait 2.6 dit
que T est de taille finie. Donc S/K est aussi de taille fini et B/ K, par conséquent, est fini. O

Lemme 4.18. - Soient U/V une p-section H/K-dj,c-minimale de H (p € P), M/K une section
normale et localement close de H qui ne centralise pas U/V et R/K un sous-groupe p*-couvrant
de Hall de M/K. Alors, soit Ng(R) évite U/V, soit RT couvre U/V. De plus, si Rt couvre U/V,
alors U/V est finie.

Preuve. — On suppose que Ny (R) n’évite pas U/V. Montrons d’abord que R n’évite pas U/V .

Soit D = M/Cpy(U/V), on a D # 1 par hypothése. D agit sur U/V par conjugaison. Soit .S7 un p-
sous-groupe de Sylow de M. Alors, d’apres le fait 2.49, 51 couvre U/V et S; couvre O, (D). De plus,
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Sy est hypercentral (fait 2.37), donc U/V x Oy (D) aussi et Cy v (Op(D)) # 1. Or Cyyv(0p(D))
est une section localement close (fait 2.28) normalisée par H, donc O,(D) centralise U/V par
minimalité de U/V. On en déduit que Op(D) = 1. Comme D # 1, on a O, (D) # 1. Si R évite
U/V, alors Ny v (RV/V) est centralisé par R et, comme R couvre O,.(D), 1 # Ny(R)V/V <
Ny (RV/V) < Cyyv(R) < Cyyv(0,.(D)). Ainsi, par minimalité de U/V, O, (D) centralise
U/V, ce qui est contradictoire. Donc R n’évite pas U/V .

Montrons maintenant que R couvre U/V. D’aprés le lemme 4.13, si S/K est un sous-groupe
oo-couvrant de Hall de R/K, S/K contient un p-sous-groupe de Sylow de R/K. En particulier S
n’évite pas U/V (fait 2.49). D’aprés le lemme 3.9, S/K n’a pas de sous-groupe oco-couvrant propre
et, d’aprés le lemme 3.18, il existe un sous-groupe oo-couvrant de Hall Sy/K de H/K qui contient
S/K. Alors Sy/K couvre U/V d’aprés le lemme 4.16. Or, d’aprés le théoréme 3.12 (id), Sp = TK
pour un P*-sous-groupe maximal 7' de H*. Comme T est quasiunipotent (fait 2.9) et comme
Bp(T) = 1 puisque T est un P*-groupe, T" est sans torsion, donc (Sp/K)’ est sans torsion. Comme
Sy couvre U/V, on en déduit que Sy centralise U/V. Par conséquent, S(< Sp) centralise U/V. Par
conjugaison des sous-groupes oo-couvrants de Cpr/ g (U/V), (SNU)V/V = (S1NU)V/V pour tout
sous-groupe oo-couvrant de Hall S1/K de Cyr/x(U/V). En particulier (SN U)V/V est normalisé
par H/K (puisque Cypr/x(U/V) est normal dans H/K). Ainsi S couvre U/V par minimalité de
U/V et, donc, R couvre U/V. D’apres le lemme 3.18, S/K n’a pas de sous-groupe co-couvrant
propre donc, comme S/ST K est localement fini, S = STK et ST couvre U/V. En particulier RT
couvre U/V.

Montrons que U/V est finie. Soient Re, /K un sous-groupe co-couvrant de Hall de R/K et P/K
un p-sous-groupe de Sylow de Ro,/K. Par le lemme 4.13, P/K est un p-sous-groupe de Sylow de
R/K.Comme R couvre U/V | le fait 2.49 montre que P couvre U/V. Mais le corollaire 4.14 dit que
P/K est un p-tore et PV/V est un p-tore. Or U/V est une p-section H/K-dj,.-minimale de H/K.
Donc U/V est un sous-groupe d’exposant p de PV/V et le lemme 4.17 dit que U/V est finie. O

Lemme 4.19. - Soient H/K une section localement close d’un groupe de rang de Morley fini
résoluble et U/K une section localement close de H qui couvre ou évite chaque section H[K-dj,.-
minimale de H. Si un sous-groupe L/K de U/K couvre les mémes sections H [ K -dj,c-minimales

de H que U/K, alors L =U.

Preuve. — Supposons L < U. D’apres le fait 2.30, il existe un ordinal p et une suite croissante
(H;)i<yu de sous-groupes normaux et localement clos de H tels que Hy = K, H, = H, Hiy1/H;
soit H/K-dj..-minimal pour tout i < p et Hy, = U;j<oH; pour tout ordinal limite o < p. Il existe
un plus petit ordinal v < p tel que H, N L # H, NU. v ne peut pas étre un ordinal limite, donc
il existe un ordinal 3 tel que f+ 1 =v. Ona HgNU # H, NU, donc U n’évite pas H,/Hg et
U couvre H,/Hg. On en déduit que L couvre aussi H, /Hg. Soit v € (H, NU) \ L. Alors il existe
leLNH,ethe Hgtels que u=1h. Comme ! € U, h appartient & Hz NU(= Hg N L), ce qui est
contradictoire. [

Définition 4.20. - Soient @ C Pt, M = (M,/K)ocr un m-systéme de H/K, N/K un M-
normalisateur de H/ K et N*/K wune section localement close de N qui, pour toul p € 7, couvre
toutes les p-sections normales de H/K centralisées par M,,. St N* /K est minimale pour ces condi-
tions, alors N* /K est appellé M*-normalisateur de H/K .

Lemme 4.21. - Soient 7 C Pt contenant oo et M = (M, /K )ocr un m-systéme de /K. On sup-
pose que Mo, centralise les co-sections H [ K -dy,.-minimales de My, . Alors les M*-normalisateurs
de H/K sont exactement les sous-groupes w-couvrants de Hall des M-normalisateurs de H/K .

Preuve. — Soient R = (R,/K),cp+ une base de Sylow couvrante de H/K et N/K le M-
normalisateur de H/K associé a R. Pour tout o C 7, on note R? . /K l'unique sous-groupe ot-
couvrant de Hall de M,/K contenu dans R,./K N M,/K. Si M/K est une section localement
close de N qui, pour tout p € 7, couvre toutes les p-sections localement closes normales de H/K
centralisées par M,, alors tout sous-groupe mw-couvrant R/K de Hall de M/K posséde la méme
propriété. Comme R/K est contenu dans un sous-groupe m-couvrant de Hall de N/K d’apres les
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lemmes 3.9 et 3.18, on en déduit qu’il suffit, pour prouver le lemme, de montrer que les sous-groupes
m-couvrants de Hall de N/K sont des M*-normalisateurs de H/K.

D’apres le corollaire 4.10, pour tout p € &, tout sous-groupe m-couvrant de Hall de N/K couvre
toutes les p-sections localement closes normales de H/K centralisées par M. Soit L/K une section
localement close d’un sous-groupe m-couvrant de Hall R/K de N/K telle que, pour tout p € 7, L
couvre toutes les p-sections localement closes normales de H/K centralisées par M,. On va montrer
qu’on a nécessairement L/K = R/K, ce qui finira la preuve du lemme.

Soit U/V une g-section H/K-dj,.-minimale de H (¢ € 77 ) qui n’est pas évitée par N. Montrons
que L couvre U/V. D’aprés le choix de L, on peut supposer U/V non centralisée par M,. Comme
N n’évite pas U/V, Nu(R;.) n’évite pas U/V et Ry, couvre U/V (lemme 4.18). Alors le lemme
4.13 et le fait 2.49 disent que U/V est couverte par R, donc, par conjugaison des sous-groupes oo-
couvrants de Hall de H/K (théoréme 3.12), tout sous-groupe oo-couvrant de Hall de H/K couvre
U/V. Or L couvre toutes les co-sections H/K-dj,.-minimales de H d’aprés ’hypothése faite sur
M. Donc, par le théoréme 3.12, L/K contient un sous-groupe oo-couvrant de Hall de H/K | ce
qui prouve que L couvre U/V. De plus, on a montré que N couvre ou évite chaque ™ -section
H/K-djse-minimale de H.

Montrons que L/K = R/K. Soient P/K un 7~ -sous-groupe de Hall de L/K et P;/K un 7~ -
sous-groupe de Hall de R/K qui contient P/K. Par ce qui précede et par le fait 2.49, P et P;
couvrent chaque 7~ -section H/K-dj,.-minimale de H non évitée par N. Comme P et P; sont
contenus dans N, P et Py évitent les 7~ -sections H/K-dj,.-minimales de H évitées par N. Alors
le lemme 4.19 donne P = P;. Aussi, L/K contient un sous-groupe co-couvrant de Hall Q/K de
H/K d’aprés le théoreme 3.12. D’apres le corollaire 3.14, @/ K est un sous-groupe oo-couvrant de
Hall de R/K. Le théoreme 3.21 (i¢) montre que R = P(); pour un sous-groupe oo-couvrant de Hall
Q1/K de R/K. Par conjugaison des sous-groupes co-couvrants de Hall de R/K (théoréme 3.12),
on obtient R = PQ < L. Ceci finit la preuve du lemme. O

Proposition 4.22. — Soient 7 C Pt contenant co et M = (My/K)ocr un m-systéme de
H/K. On suppose que H/K est un M-normalisateur de lui-méme. Alors il existe N*/K un M*-
normalisateur de H/K. De plus, il existe un sous-groupe de Carter C'/K de MIT K/K tel que
N* = Bp(MX)Ng(C). En particulier les M*-normalisateurs de H/K sont conjugués.

Preuve. — Montrons qu’un sous-groupe N*/K de H/K de la forme N* = Bp(M}t)Ng(C), ou
C désigne un sous-groupe de Carter de M} | est un sous-groupe localement clos de H/K qui, pour
tout p € 7, couvre toutes les p-sections localement closes normales de H/K centralisées par M,.
Par le fait 2.14 et I’argument de Frattini, H = M Ng(C) = Mt N*. Notons By = Boo(MZ).
Par le fait 2.9 et le fait 2.14, C' couvre Mt /Q(MZF), donc N* couvre MF /By. On en déduit que
H = ByN*. Mais, par le fait 2.14, C' couvre chaque section M -minimale centrale de ML . Donc,
comme By est sans torsion, N* couvre chaque co-section H/K-dj,.-minimale centrale de M., et on
en déduit que N* est un sous-groupe (localement clos) de H/K qui, pour tout p € m, couvre toutes
les p-sections normales de H/K centralisées par M.

Montrons maintenant la minimalité de N*/K. Soit M/K un sous-groupe localement clos de
H/K qui, pour tout p € m, couvre toutes les p-sections normales de H/K centralisées par M,.
Soient By = BOO(MO‘Z) et B = ByK. Comme H normalise un sous-groupe oot -couvrant de Hall
de Mo /K et comme (MX) B/B est d’exposant borné d’aprés le fait 2.9, toutes les co-sections de
H/B sont centralisées par M., B/B. Donc, par le théoreme 4.9 et le lemme 4.21, M B/B est un
sous-groupe m-couvrant de Hall de H/B. Comme H/B n’a pas de sous-groupe m-couvrant propre
puisque H/K est un M-normalisateur de lui-méme, on a H = M B. Soit I, = M N MX. Alors
MY = LBy et, donc, MY = Lt By. By étant sans torsion, on en déduit que L = LT et L est
définissable et connexe. Montrons que L est anormal dans Mot Soit (A;)i=1,. . » une suite croissante
de sous-groupes normaux de MF tels que Ag = 1, A, = By et A;y1/A; soit M -minimal pour
tout ¢ < n. De plus on suppose qu’il existe une sous-suite (Ag)r=i,, . s de (Ai)i=1,.. n telle que
Aj iy [Ai,, soit H-minimale pour tout m < . Si A;, ., /A;, (pour m <) n’est pas centralisée par
M, alors le fait 2.15 appliqué & Q@ = A, ., /A;, x MZ /(M) muni de 'action naturelle montre
que M} /(MZX)" est un sous-groupe de Carter de ), donc A;41/A; n’est pas centralisée par Mt
pour tout i = iy, ..., im+1 — 1. En particulier L couvre chaque section A;41/4; qui est centralisée
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par MY . On note Ly = L et, si on suppose L; construit pour un j € N et L; # M, on note
Ljy1 = LjAi) ot i(j) est le plus petit entier de 1,...,n tel que Ay & Lj. Soit ji Uentier tel que
L;j, = MF. Comme MF, = LBy alors, pour tout ¢ = 1,...,n, A;41/A4; est L-minimale puisque By
est nilpotent. On en déduit que, pour tout j =1, ..., j1, L;_1 est un sous-groupe propre, définissable
et connexe maximal de L;. De plus, comme L couvre chaque section A;y1/4; qui est centralisée par
MZX, Lj_1 ne centralise pas Aiy/Aij—1) et Lj_1 n’est pas normal dans L; pour tout j = 1,..., ji.
Le fait 2.17 dit alors que L est anormal dans M et que L contient un sous-groupe de Carter Cy
de ME. Soit C*/K = CoK/K.

Alors C*/K est un sous-groupe de Carter de ME K/K d’apres le fait 2.14. Comme M/K
normalise LK /K et comme LK /K est anormaldans M} K/K,ona Ng/x (LK/K) = M/K puisque
H = MB. Par I'argument de Frattini, Ny/gx (LK/K) = LNy (C*)/K, donc H = MX Ny (C*)
et Ng(C*) = Ny (C*). Ce qui précéde montre que M est contenu dans Bp(MZI)Ng(C*). La
conjugaison des sous-groupes de Carter de Mt K/K donne la minimalité de N*/K, ce qui permet
de conclure. 0O

Corollaire 4.23. - Soient # C Pt contenant co et M = (My/K)ycn un w-systéme de H/K. On
suppose que H/K est un M*-normalisateur de lui-méme. Alors Mo, /K centralise les co-sections
H/K-dje-minimales de H.

Preuve. — Soit U/V une oo-section H/K-dj,.-minimale de H. Montrons que M., /K centralise
U/V. On peut supposer que Mo, couvre U/V, et méme que U soit contenu dans My,. Comme
H/K est un M*-normalisateur de H/K, H/K est, en particulier, un M-normalisateur de H/K
et la proposition 4.22 montre que H = Bp(M1t)Ng(C) ot C/K est un sous-groupe de Carter de
MI K/K. En particulier Mt K = Bp(MZ)C. Soit R/K un P-sous-groupe de Hall de M., /K,
alors Bp (M) est contenu dans R et M., = RC d’aprés le fait 2.49. Comme H/K est un M-
normalisateur de H/ K, R est normal dans H et on peut supposer R < V. Mais M..,/R(= C/(CNR))
est nilpotent, donc centralise ses sections H/K-dj,.-minimales. On en déduit que M, centralise

U/v. O

On ne connait rien des M*-normalisateurs dans le cas général. En particulier, on aimerait une
réponse a la question suivante :

Question 4.24. - Si M désigne un m-systeme de H/K pour # C P+t existe-t-il, dans H/K, une
unique classe de conjugaison de M*-normalisateurs?

Lemme 4.25. — Soit # C PT. On suppose que, pour tout p € =, H/K posséde un sous-groupe

pt-couvrant de Hall normal Upr /K. Alors H/K a un sous-groupe at

R/K.

-couvrant de Hall normal

Preuve. — Soit R/K un sous-groupe 7w+ -couvrant de Hall de /K. Notons  le plus petit cardinal
strictement superieur & C'ard(H/K). Nous allons construire une suite décroissante (L;/K);<x de
sous-groupes localement clos et normaux de H/K telle que Ly = R, ce qui prouvera le résultat.
Soit Ly = H. Supposons que, pour un ordinal ¢ < XN, on ait construit L; pour tout j < ¢ et que R
soit toujours contenu dans L; pour j < ¢. Alors, si ¢ est un ordinal limite, on note L; = Ng«;Lg et
on a bien R < L;. Sinon, soit j un ordinal tel que ¢ = 5+ 1. D’aprés la proposition 3.17, pour tout
pem U,./KNL;/K contient un unique sous-groupe m*-couvrant de Hall U, ;/K de L;j/K. On
note L; = NperU,r ;. Comme R est contenu dans Lj, alors R/K est un sous-groupe m—-couvrant
de Hall de L;/K (corollaire 3.14). Par le théoréme 3.12, pour tout p € m, U,. ;/K contient un
sous-groupe 7w+ -couvrant de Hall de L;/K. Aussi, les sous-groupes mt-couvrants de Hall de L;/K
sont conjugués et U, ;/K est normal dans L;/K, donc U,. ;/K contient R/K. En particulier
R/K est contenu dans U, ;/K pour tout p € m, donc R < L;. Ceci prouve que R est contenu dans
Ly.

Montrons que R contient Ly. Par le choix de N, il existe un ordinal ¢ < Rtel que L, = L, 41, donc
L, = Ly. Supposons d’abord oo € m. Alors U, . /K est localement fini (lemme 3.10), donc L, /K est
localement fini et U,. ,/K est un p’-groupe pour tout p € 7. On en déduit que L, /K (= Luy1/K)
est un mt-groupe, donc R contient Ly. Donc on peut supposer co & w. Soient p € PT et U/V une
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p-section de H/K couverte par L,. Montrons que R couvre U/V. On peut supposer p € m. D’apres
le théoréme 3.12, R/K contient un sous-groupe oo-couvrant de Hall Ro/K de L,/K. Comme
Ly/K =U,x /K, lelemme4.13 dit que Ro, /K contient un p’-sous-groupe de Hall S/K de L, /K.
Le fait 2.49 dit que S couvre U/V, donc R couvre U/V. Comme L, est normal dans H, L, couvre
ou évite chaque section H/K-dj,.-minimale de H. Alors le lemme 4.19 donne le résultat. O

Proposition 4.26. - Soient 7 C Pt et M = (M, /K)ocr un w-systéme de H/K. Alors H/K est
un M-normalisateur de H/K si et seulement st H/K n’a pas de sous-groupe w-couvrant propre el
st, pour tout p € w, l'une des deux conditions suivantes est réalisée :

(i) p= o0 et Moo /K a un P-sous-groupe de Hall normal ;

(i) p € = et toute p-section U/V H[K-dj..-minimale de H est soit centralisée par M, soit
couverte par un sous-groupe co-couvrant de Hall de H/K .

Preuve. — Supposons que H/K soit un M-normalisateur de H/K. Soit R = (Rs/K),cp+ une
base de Sylow couvrante de H/K tel que H/K soit le M-normalisateur de H/K associé & R.
Soit p € . Supposons p = co. D’apres le lemme 3.10 et le fait 2.49, Roo N Moo /K est un P-
sous-groupe de Hall de M., /K normalisé par H/K, donc H/K vérifie (7). Supposons maintenant
p € . Soit U/V une p-section H/K-dj,.-minimale de H non centralisée par M,. Montrons que
U/V est couverte par un sous-groupe oo-couvrant de Hall de H/K. Notons R/K I'unique sous-
groupe pt-couvrant de Hall de M, /K contenu dans dans R,. N M, /K (proposition 3.17). Alors
H/K normalise R/K puisque H/K est le M-normalisateur de H/K associé & R. Aussi, M, /R est
un p-groupe. Ainsi M, /R est localement nilpotent, donc hypercentral (fait 2.37), ce qui montre
que M, centralise les p-sections H/K-dj,.-minimales de H non couvertes par R. En particulier R
couvre U/V. Par le lemme 4.13, R, /K contient un p-sous-groupe de Sylow S/K de R,./K, donc
Reo /K contient (SN R)/K qui est un p-sous-groupe de Sylow de R/K (fait 2.49). Comme S N R
couvre chaque p-section normale de H/K couverte par R (fait 2.49), alors Re, couvre U/V. On a
montré que H/K vérifie (i7).

Réciproquement supposons que H/K n’ait pas de sous-groupe m-couvrant propre et que, pour
tout p € m, I'une des conditions (¢) et (i¢) soit réalisée. Montrons que H/K est un M-normalisateur
de H/K. 1l suffit de montrer que, pour tout o C 7, M,/K a un sous-groupe o*-couvrant de Hall
normal. Supposons que, pour tout p € 7, M,/K ait un sous-groupe pt-couvrant de Hall normal
Spo /K. Alors, pour tout p € ¢, M, /K aun unique sous-groupe pt-couvrant de Hall Upr /K, lequel
est contenu dans S, N M, /K (proposition 3.17). Comme U, 1 /K est normal dans M, /K pour tout
p € 0, le lemme 4.25 dit que M, /K posséde un sous-groupe o*-couvrant de Hall normal. On en
déduit que pour montrer que H/K est un M-normalisateur de H/ K, il suffit de montrer que, pour
tout p € m, M,/K a un sous-groupe pt-couvrant de Hall normal. Soient p € m, R/K un sous-
groupe pt-couvrant de Hall de M, /K et U/V une section H/K-dj,.-minimale de M,. Montrons
que Ng(R) couvre U/V. Par (i), on peut supposer p # oo. Aussi, on peut supposer U/V non
couverte par R, donc U/V est une p-section. De plus, comme p € P, U/V est centralisée par M,
d’aprés (4i), en particulier U/V normalise RV/V. Mais le théoreme 3.12 et ’argument de Frattini
montrent que Ng/y (RV/V) = Ng(R)V/V, donc Ng(R) couvre U/V. On a prouvé que H/K est
un M-normalisateur de H/K. O

5 Formations

Si U/V est une section normale d’un groupe G, on note Ag(U/V) le groupe des automorphismes
de U/V induits par G. Ainsi, Ag(U/V) est isomorphe & G/Cq(U/V). Par abus de language, on
considerera Ag(U/V) = G/Cq(U/V).

Pour toute classe G de groupe, on appelle G-groupe un élément de G.

On introduit une série de notations et définitions.

Définition 5.1. — On désignera par Dloc la classe des sections localement closes résolubles des

groupes de rang de Morley fini. Pour tout groupe de rang de Morley fini G, on note Dloc(G) la
classe de ses sections localement closes résolubles.
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Soit © une sous-classe de Dloc. © est dite I-dj,c-close si, pour tout H/K € Dloc(G) (pour un
groupe de rang de Morley fini G) et pour tout U sous-groupe localement clos de H, UK/K € © si
et seulement si U/(UNK) € D.

Soit © une sous-classe I-dj,.-close de Dloc. D est dite Q-djyc-close si, pour tout H/K € © el
tout U/ K € Dloc sous-groupe normal de H/K, H/U € D.

Soilt ® une sous-classe de Dloc. D est dite S-djoc-close, si pour tout H/K € D, toul sous groupe
U/K € Dloc de H/K appartient ¢ ©.

Dans toute la suite, SR désignera une sous-classe de Dloc qui est S-dj,.-close et Q-dj,c-close. Le
fait 2.34 nous permet de supposer, pour les démonstrations, que les éléments de R sont des sections
localement closes de groupes de rang de Morley fini résolubles.

Définition 5.2. - Soient p € P+, H/K &€ Dloc et & une classe de groupes. On note C i (€,p)
Uintersection des centralisateurs dans H/K des p-sections H]K -djoc-minimales UV de H telles
que Ag(U/V) € €. Si H/K n’a pas de telles sections, Cg (€, p) = H/K. Soit C/K = Cy/k(€,p).
Alors on note A i (€,p) = H/C.

Soit X une sous-classe Q-dj,c-close de R. X est une (R, p)-préformation pour p € PT si, pour

Soient ™ un sous-ensemble non vide de PT et f une application qui, & chaque p € w, associe
une (R, p)-préformation f(p) (on dit que [ est une fonction de M-préformation sur ). On note
S(f) la classe des m-groupes H/K € R telle que Ak (R, p) € f(p) pour tout p € .

Soient H/K € R, 7 un sous-ensemble non vide de Pt, f une fonction de R-préformation sur
m, p €x el U/V une p-section H/K-dj,e-minimale de H. On dit que U/V est une f-section de
H/K si Ag(U/V) € f(p). Un sous-groupe L/K € R de H/K est un sous-groupe f-couvrant de
H/K si L couvre toutes les f-sections de H/K. On note F*(f) la classe des groupes H/K € R
sans sous-groupe f-couvrant propre.

Remarque 5.3. - Soient 7 un sous-ensemble non vide de PT et f une fonction de SR-préformation

sur 7. Alors le lemme 4.19 donne F(f) C F*(f).

Remarque 5.4. — Soient 7 un sous-ensemble non vide de Pt f une fonction de SR-préformation
sur met H/K € R. Alors H/K € (f) si et seulement si chaque section H/K-dj,c-minimale de H
est une f-section.

On rapelle que U désigne la classe des groupes localement finis et localement résolubles G tels
que, pour tout H < G et tout p € P, les p-sous-groupes de Sylow de H sont conjugués ([15], [17]).
Le fait 2.48 dit que les sections localement closes et localement fini des groupe de rang de Morley
fini résoluble appartiennent a .

Le lemme 5.6 constitue une remarque importante, puisque c’est grace a son existence, que 1’on
pourra appliquer les résultats de [15] & notre contexte.

Fait 5.5. — ([15], th. 3.4, Gardiner, Hartley, Tomkinson) Soient G un U-groupe, 7 C P,
M = (My)ocr un w-systéme de G, S une base de Sylow de G et D le M-normalisateur de G
associé & S. Alors D évite tous les facteurs chefs de G, sauf les p-facteurs chefs centralisés par M,
pour p € w, lesquels sont couverts.

Lemme 5.6. - Soient m un sous-ensemble non vide de PT et f une fonction de R-préformation

sur . Alors F*(f)nU =F(f) NU.

Preuve. — Par la remarque 5.3, on a §(f) NU C F*(f) NU. Soit H/K € F*(f) NU. Pour
tout p € ™ on note M,/K = Cg g (f(p),p). Alors H/M, € f(p) pour tout p € m. Soient M =
(Mp/K)per et M/K un M-normalisateur de H/K. D’aprés le fait 5.5, M /K est un sous-groupe
J-couvrant de H/K.On en déduit M = H, en particulier H/K est un w-groupe et, pour tout p € 7,
Api (Dloc,p) € f(p). Ceci montre que /K est un F(f)-groupe. 0O

Lemme 5.7. — Soit f une fonction de R-préformation sur 1 C P¥. Alors F*(f) est Q-dj,c-close.
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Preuve. — §*(f) est I-djoc-close. Montrons que §*(f) est Q-djoc-close. Soient H/K € F*(f) et
M/ K un sous-groupe normal de H/K dans Dloc. Soient L/M un sous-groupe f-couvrant de H/M
et U/V une f-section de H/K. Montrons que L couvre U/V. On peut supposer UM # VM. Alors
UM/V M est une f-section de H/M et UM = (LNUM)V. Ainsi U = (UN L)V et L couvre U/V.
On en déduit que L/K est un sous-groupe f-couvrant de H/ K, donc L = H puisque H/K € F*(f).
Ceci montre que H/M € F*(f) et que F*(f) est @-djpe-close. O

Nous nous interresserons particulierement aux fonctions de fR-préformations f pour lesquelles
3 (f) = 3(f). Nous donnons un critére permettant de reconnaitre certaines d’entre elles (théoréme

5.11).

Définition 5.8. — Soient [ une fonction de R-préformation sur # C Pt et H/K € Dloc. Le
m-systéme My g (f) = (NpeoCr/k (f(P), p))ocr de H/K est appellé f-systeme de H /K.

Lemme 5.9. — Soient f une fonction de R-préformation sur # C Pt et H/K € R. Alors
H/K € 3*(f) st et seulement si H/K est un My g (f)-normalisateur de H/K et, si oo € 7,
Ch/k (f(00), 00) centralise les co-sections H | K -dj,c-minimales de H.

Preuve. — Pour tout ¢ C 7, on note My /K = MpeoCryx(f(p),p). Supposons H/K € F*(f).
D’apres le corollaire 4.10, tout M g/ g (f)-normalisateur de I/ /K est un sous-groupe f-couvrant de
H/K. Donc H/K est un My g (f)-normalisateur de H/K et on peut supposer co € 7. D’apres la
proposition 4.22, /K possede un My g (f)*-normalisateur N*/K. H/K étant sans sous-groupe
f-couvrant propre, on a H = N* et le corollaire 4.23 montre que M., centralise les oo-sections
H/K-djse-minimales de H.

Réciproquement, supposons que H /K soit un Mg g (f)-normalisateur de H /K et que, si oo € m,
M centralise les oo-sections H/K-dj,.-minimales de H. Alors H/K est un sous-groupe m-couvrant
de Hall de H/K. Soit L/K un sous-groupe f-couvrant de H/K. On va montrer que L = H.
Montrons d’abord que L/K est un sous-groupe oo-couvrant de H/K. Si co ¢ m, alors H/K est
localement fini et L/K est un sous-groupe co-couvrant de H/K, donc on peut supposer co € 7.
Comme M., centralise les co-sections H/K-dj,.-minimales de H et comme H/Ms, € f(o0), L/K
couvre toutes les co-sections H/K-dj,.-minimales de H et L/K est donc un sous-groupe oo-couvrant
de H/K.

Soient p € P+, U/V une p-section H/K-dj,.-minimale de H et C'/K = Cy x (U/V). Montrons
que L couvre U/V. Ce qui préceéde permet de supposer p # co. Comme L/K est un sous-groupe
oo-couvrant de H/K | le lemme 4.13 dit que L/K contient un 7~ -sous-groupe de Hall de H/K. Donc
le fait 2.49 permet de supposer p € m. Si M, < C alors, comme H/M, € f(p), on a H/C € f(p)
et U/V est une f-section de H/K, donc L couvre U/V. On va donc supposer M, £ C. Alors la
proposition 4.26 dit qu’un sous-groupe oo-couvrant de Hall H/K couvre U/V. Mais le théoréme
3.12 donne l’existence d’un sous-groupe oo-couvrant de Hall S/K de H/K contenu dans L/K. Par
conjugaison des sous-groupe oo-couvrants de Hall de H/K (théoréme 3.12), S couvre U/V, donc
L couvre U/V. On en déduit que L couvre chaque p-section H/K-dj,.-minimale de H/K pour
p€ Pt donc L = H (lemme 4.19) et H/K € 3*(f). O

Proposition 5.10. — Soient f une fonction de R-préformation sur 7 C PT et H/K € R. Alors
H/K € F*(f) si et seulement si H/K n’a pas de sous-groupe w-couvrant propre et si, pour tout
p € 7 et toute p-section H [ K -djoc-minimale U/V de H, (i) ou (it) est vérifiée:

(i) UJV est une f-section;

(i) p € m~ et un sous-groupe oco-couvrant de Hall de H/K couvre UJV .

Preuve. — Si H/K € §*(f), alors tout sous-groupe m-couvrant de H/K est f-couvrant, donc H/K
n’a pas de sous-groupe m-couvrant propre. Le lemme 5.9 dit que les oo-sections H/ K-dj,.-minimales
de H/K sont des f-sections. Aussi, le lemme 5.9 montre que H /K est un M gy (f)-normalisateur
de H/K, donc la proposition 4.26 montre que, si p € 7~ alors toute p-section H/K-dj,.-minimale
de H vérifie (i) ou (4i).

Réciproquement, supposons que H/K n’ait pas de sous-groupe m-couvrant propre et que, pour
tout p € , toute p-section H/K-dj,.-minimale de H vérifie (i) ou (4¢). Soit R/K un P-sous-groupe
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de Hall de C/K = Cp/g(f(o0),00). Montrons que N¢(R) couvre chaque p-section H/K-dj,e-
minimale de C' pour tout p € Pt. Soit U/V une telle section. Si p # oo, le fait 2.49 dit que R
couvre U/V, donc N¢(R) couvre U/V. Donc on peut supposer p = co. Le fait 2.48 et ’argument
de Frattini donnent Ne v (RV/V) = Ne(R)V/V. Mais U/V est centralisée par C'//K d’apres (i),
donc N (R) couvre U/V.

Montrons que H/K appartient & §*(f). No(R) est localement clos d’aprés le corollaire 4.4.
Donc, par le lemme 4.19 et par ce qui précéde, (' normalise R. Alors la proposition 4.26 dit que
H/K est un My g (f)-normalisateur de /K. Le lemme 5.9 permet de conclure. O

Théoréme 5.11. — Soient f une fonction de R-préformation sur # C Pt et H/K € §*(f). Si
oo € w, on suppose que H[K vérifie

Pour tout p € P et toute p-section H/K-dj,.-minimale U/V de H couverte par un
(¥)  sous-groupe oo-couvrant de Hall de H/K, si on a Ag(U/V) € f(c0), alors p € 7
et Ag(U/V) € f(p).

Alors HIK € Z(f).

Preuve. — On peut supposer oo € 7. Soient p € P et U/V une p-section H/K-dj,.-minimale de H.
Montrons que UU/V est une f-section. Soit C'/K = Cg g (f(o0), 00). Montrons qu’on peut supposer
que C' ne centralise pas U/V. Comme H/K est un 3*(f)-groupe, H/K n’a pas de sous-groupe
m-couvrant propre. Le lemme 4.13 dit que, si p € 7, alors U/V est couverte par un sous-groupe
oo-couvrant de Hall de H/K. () montre que C ne centralise pas U/V. Supposons p € 7. D’aprés
la proposition 5.10, on peut supposer p € 7~ et U/V couverte par un sous-groupe oo-couvrant
de Hall R/K de H/K. Si C centralise U/V, on a Ag(U/V) € f(o0). Donc on obtient p € 7 et
Ag(U/V) € f(p) d’aprés (x), et U/V est une f-section. Ainsi, on peut supposer que C' ne centralise
pas U/V. On va montrer que ceci est contradictoire.

Soit Ry/K un sous-groupe pt-couvrant de Hall de H/K qui contient R/K (Ro/K existe d’aprés
les lemmes 3.9 et 3.18). D’apres la proposition 3.17, Rg/K N C/K contient un unique sous-groupe
pt-couvrant de Hall R;/K de C/K. En particulier, Ry normalise Rj/K et Ny (R}) couvre U/V.
Le lemme 4.18 dit que U/V est fini, en particulier (C'R)* centralise U/V .

Soit Uy /V une section C'R/K-dj,.-minimale contenue dans U/V. Montrons que C'R centralise
U1/V. R/K est un sous-groupe oo-couvrant de Hall de R/K (lemme 3.9), donc R = RYK et
R/K est un sous-groupe co-couvrant de Hall de (C'R)T K /K (corollaire 3.14). Par ’argument de
Frattini et par conjugaison des sous-groupes co-couvrants de Hall de (CR)*K/K (théoréme 3.12),
on obtient CR = (CR)*N¢gr(R). Notons N = Ncg(R) et montrons que N centralise U1 /V. Soit
(L;i)i<a (o ordinal) une suite croissante de sous-groupes localement clos de R normalisés par N
avec _Lo =K, Lo = R, Lit1/L; est N-djo-minimale pour tout i < o et Lg = U;j<pL; pour tout
ordinal limite 8 < a. De plus, on construit cette suite de telle fagon que, si L; évite Uy /V et si
il existe une section N-dj,.-minimale M/L; de R avec M qui évite Uy /V, alors L;y; évite Uy /V.
Alors il existe un plus petit ordinal j tel que L; n’évite pas U1 /V . j est nécessairement un ordinal
successeur et il existe k < « avec j = k 4+ 1. Ly est un sous-groupe localement clos de R maximal
parmis ceux qui évite U1 /V et qui sont normalisés par N. Comme (C'R)™" centralise U/V et comme
CR = (CR)*N, Uy /V est N-dj,.-minimal. Donc tout sous-groupe localement clos de R qui est
normalisé par N et qui contient strictement Lg couvre Uy /K. Comme R/K est un sous-groupe oo-
couvrant de Hall de R/ K, il existe un P*-sous-groupe maximal 7' de R* tel que R = T'K (théoréme
3.12 (49)). T' étant sans torsion (fait 2.9), R'Ly /Ly est aussi sans torsion, donc R'Lj ne couvre pas
Uy/V d’ott R < Ly. Ainsi R/ Ly, est abélien. Soient W/ Ly le plus grand sous-groupe de torsion de
R/Ly. Comme R = RYK = Rt L, R/Lj n’est pas localement fini et W < R. C' centralise chaque
oo-section H/K-dj,e-minimale de H (lemme 5.9) donc, en particulier, N¢(R) centralise chaque
oo-section N/K-dj,.-minimale de R et on a Cryw (Nc(R)) # 1. Comme N = N¢(R)R et comme
R/W est abélien, on en déduit Cr/w (N) # 1. Notons X/W = Cgw (V). Pour tout § € N/Ly, on
note

adg: X/L, — W/Ly
T — [Z.g]
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C’est un homomorphisme de groupe et Imady est localement fini pour tout § € N/Ly, donc
(X/Lk)/Cx/r,(N) est localement fini et Cx/r, (N) # 1. Par maximalité de Ly, Cx/r, (N) couvre
U1/V,done N < Cg(U1/V) et CR centralise Uy /V.

On a montré Cy v (C) # 1, donc C' centralise U/V par minimalité de U/V, ce qui est contra-
dictoire. On en déduit que toutes les sections H/K-dj,.-minimales de H sont des f-sections, donc

H/K € 3(f) (remarque 5.4). O

Corollaire 5.12. — Soient f une fonction de R-préformation sur m C P+ et H/K € §*(f) un
m-groupe. Si o0 € m, on suppose f(oo) C Npexf(p). Alors F(f) = F*(f).

Preuve. — La remarque 5.3 dit que F(f) est contenu dans F*(f). Montrons la réciproque. Soit
H/K € §*(f). Comme H/K vérifie la propriété (x) du théoreme 5.11, H/K € (f). O

Remarque 5.13. - La preuve du théoreme 5.11 dit que, si f est une fonction de $R-préformation
sur 7 C Pt et si H/K est un §*(f)-groupe, si U/V est une p-section H/K-dj,.-minimale de H
(p € P) couverte par un sous-groupe co-couvrant de Hall de /K, alors on a A (U/V) € f(o0).

Par analogie & [15], nous définissons une formation (définition 5.14). Jusqu’a la fin de cette
section, nous étudions les liens entre les notions de formations et de F*(f)-groupes et F(f)-groupes.
En général, la notion de formation est tres liée & celle de projecteur (définition 6.7). Dans cet article,
pourtant consacré aux projecteurs, nous n’utilisons pas la notion de formation (les parties 6 et 7,
sont indépendantes des résultats ci-dessous). En effet, on montre qu’en général, pour une fonction
de R-préformation f, F*(f) n’est pas une R-formation (exemple 5.16). Cependant, F(f) est une
R-formation (lemme 5.15). C’est I'un des faits qui rend ces classes de groupes intéressantes.

Définition 5.14. — Une sous-classe ® de Dloc est dite R-dj,.-close si, pour tout H/K € Dloc et
tout (U;/K)ser famille de sous-groupe normauz de H/K dans Dloc telle que H/U; € R pour tout
1 e, onaH/ﬂieriEQ.

Toute sous-classe R-djo.-close de R est appelé une R-formation .

Lemme 5.15. — Si f est une fonction de R-préformation sur # C P, alors F(f) est une R-
formation.

Preuve. — 1l faut montrer que §(f) est R-dj,c-close. F(f) est I-djoe-close. Montrons que §(f)
est Q-djoc-close. Soient H/K € F(f) et U/K un Dloc-sous-groupe normal de H/K. Soient p € ,
D, /U = Cgyu(Dloc,p) et Cp/K = Cryx (Dloc, p). €y est contenu dans D,,. Par définition de F(f)
on a H/C, € f(p), donc H/D, € f(p) puisque f(p) est Q-djoc-close. Ceci étant vrai pour tout
p € 7, on obtient H/U € F(f) et F(f) est Q-djpe-close.

Maintenant on va montrer que F(f) est R-djsc-close. Soient H/K € R et (U; /K )ier une famille
de Dloc-sous-groupe normaux de H/K telle que H/U; soit un F(f)-groupe pour tout ¢ € I. Notons
U = NierU;, Cp /U = Cgyu(Dloc, p) pour tout p € m et Ly, ;/U; = Cyyu,(Dloc, p) pour tout i € 1
et tout p € 7. On a C, = NierEp; pour tout p € m. Mais H/E,; est un f(p)-groupe pour tout
p € 7 et tout ¢ € I puisque H/U; € F(f) pour tout ¢ € I. On en déduit que H/U est un f(p)-groupe
pour tout p € 7 puisque Ak (f(p),p) € f(p) par définition d’une (R, p)-préformation. Ainsi, H/U
appartient & F(f). Ceci finit la preuve du lemme. O

La PR-formation F(f) sera appelée R-formation saturée définie par f.
L’exemple 5.16 montre qu’en général, les classes de groupes de la forme §*(f) ne sont pas des
R-formations.

Exemple 5.16. — On considére le pur groupe C* et F' un groupe isomorphe a un sous-groupe fini
de C*. On note m = {00} et G = C* x F. G posséde un sous-groupe U du méme ordre que F qui
intersecte trivialement C* U F. Si f est une fonction de Dloc-préformation sur 7, alors G/F et G/U
sont des F*(f)-groupes. Pourtant, G(= G/(F NU)) n’est pas un §*(f)-groupe. Donc F*(f) n’est
pas une Dloc-formation.
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En fait, exemple 5.16 est générique. En effet; pour chaque fonction de Dloc-préformation f
avec 3*(f) # S(f), on peut construire un Dloc-groupe H/K qui n’est pas un §*(f)-groupe avec
deux Dloc-sous-groupes normaux Ly /K et Lo/K qui s’intersectent trivialement et tels que H/L;
et H/Ly soient des §*(f)-groupes (proposition 5.18).

Lemme 5.17. — Soient f une fonction de R-préformation sur m CPY et H/K € §*(f). St R/K
est un sous-groupe oo-couvrant de Hall de H/ K, alors N (R)/K est un §*(f)-groupe.

Preuve. — On peut supposer oo € 7. Comme Ny (R)/K est un Dloc-sous-groupe de H/K (corol-
laire 4.5), Ny (R)/K est un SR-groupe. Montrons que Ny (R)/K n’a pas de sous-groupe m-couvrant
propre. Soit Ryp/K un sous-groupe m-couvrant de Ng(R)/K. Comme oo € 7w, (Ry N R)/K est
un sous-groupe oo-couvrant de R/K (proposition 3.17). R/K n’a pas de sous-groupe oo-couvrant
propre (lemme 3.9). Donc Ry contient R. Mais H/K n’a pas de sous-groupe m-couvrant propre
puisque H/K € §*(f). Le lemme 4.13 dit que R/K contient un 71-sous-groupe de Hall S/K de
H/K. Alors S/K est un wt-sous-groupe de Hall de Ny (R)/K et tout mi-élément de Ny (R)/K
est dans R/K. On en déduit que Ng(R)/R est un m-groupe et Npg(R) = RgR = Ry. Ceci prouve
que Ng(R)/K n’a pas de sous-groupe m-couvrant propre.

Soient p € w et U/V une p-section Ng(R)/K-dj,c-minimal de Ny (R). On suppose que soit
p & 7, soit U/V n’est pas couverte par R. D’aprés la proposition 5.10, il suffit de montrer que
U/V est une f-section. Comme U/V n’est pas couverte par R, on peut supposer R < V puisque
U/VxAg(U/V)et UR/VRx Ag(UR/V R) sont isomorphes. Mais il existe une section H/K-djoc-
minimale Uy /V} de H telle que V; évite U/V et Uy n’évite pas U/V. Par minimalité de U/V | Uy
couvre U/V. Supposons que Uy /V) ne soit pas une f-section de H/K . La proposition 5.10 dit qu’on
ap € m et, par conjugaison des sous-groupes oo-couvrants de Hall de H/K (théoréme 3.12), R
couvre Uy /Vy. Alors on a Uy = (U; N R)V; et, comme V contient R, on obtient Uy = (U3 N V).
Ainsi, U = (UNU)V = (UNW)V et V] couvre U/V, ce qui est contradictoire. Donc Uy /V] est
une f-section.

Le théoreme 3.12 (ii) et le fait 3.4 donnent HT = Q(H™)T. Par I’argument de Frattini,
on obtient H = Q(HT)Ng(R). Comme Q(H*) centralise U;/V;, on en déduit Cy(U;/Vi) =
Q(H"’)C’NH(R)(Ul/Vl). Mais Uy /V; est une f-section et H/Cp(U1/V1) est un f(p)-groupe. Donc
Ny (R)/Cnyry(Ui/Vi) est un f(p)-groupe. On a Cn,(r)(U1/Vi) < Cnyry(U/V) puisque Uy
couvre U/V et Vy évite U/V. Donc Ag(U/V) est un f(p)-groupe et U/V est une f-section de
Nu(R)/K. O

Proposition 5.18. — Si f est une fonction de Dloc-préformation sur # C P*, alors §*(f) est une
Dloc-formation si et seulement si F*(f) = F(f).

Preuve. — Si 3*(f) = §(f), le lemme 5.15 dit que F*(f) est une Dloc-préformation. Récipro-
quement, supposons §(f) # §(f). La remarque 5.3 dit qu’il existe un F*(f)-groupe H/K qui
n’est pas un F(f)-groupe. Soit R/K un sous-groupe oco-couvrant de Hall de H/K. Montrons qu’on
peut supposer I = Ny (R). La proposition 5.17 dit que Ng(R)/K est un 3" (f)-groupe. D’apres le
corollaire 3.14, R/K est un sous-groupe oo-couvrant de Hall de Ny (R)/K. Il reste & montrer que
N (R)/K n’est pas un §(f)-groupe. Comme H/K & F(f), le théoreme 5.11 montre qu’on a oo € 7
et qu’il existe p € P et L/M une p-section H/K-dj,.-minimale de H couverte par un sous-groupe
oo-couvrant de Hall R/K de H/K et qu’on a soit p & m, soit Ag(L/M) € f(o0) \ f(p). Comme R
couvre L/M on a Np(R)/Np(R) # 1. Le théoréme 3.12 (i7) et le fait 3.4 donnent H* K = Q(H™)R.
Par ’argument de Frattini et le théoréme 3.12, H = Q(H )Ny (R). Comme Q(H ™) centralise L/M
et comme H = Q(HY)Ng(R), Np(R)/Nay(R) est une section Ng(R)/K-djoc-minimale. Si p ¢ m,
NL(R)/Na(R) n’est pas une f-section et Ng(R)/K n’est pas un §(f)-groupe. Donc on peut sup-
poser A (L/M) € f(o0) \ f(p). Comme on a

Cr(L/M) = QUHT)Cyy 1y (L/M) = QUHT)Clyvyy (1) (NL(R) /Ny (R)),

on obtient Ay, (r)(NL(R)/Nu(R)) € f(o0) \ f(p) et N (R)/Nar(R) n’est pas une f-section. Ceci
prouve que Ny (R)/K n’est pas un F(f)-groupe et on peut supposer H = Ny (R).
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Comme R/K n’a pas de sous-groupe oo-couvrant propre (lemme 3.9) et comme R/RT K est
localement fini, on a R = RT K. Le fait 2.9 dit que R'K/K est sans torsion et le fait 2.27 dit que
R'K/K est un Dloc-groupe. Alors LR'/M R’ est une p-section H/R'K-dj,c-minimale de H et on a
Cy(LR'/MR) = Cg(L/M). Ainsi, on a soit p € w, soit Ag(LR'/MR') € f(co)\ f(p) et R/R'K
n’est pas un F(f)-groupe. On peut donc supposer R/K abélien. De plus, on a H/M € F*(f) \3(f)
et on peut supposer K = M.

Soient Dy et Dy deux groupes définissablement isomorphes & d(H) et ¢ et ¢2 les isomorphismes
de d(H) sur Dy et Dy respectivement. Soit G = (Dy X D2) x d(H) ou d(H) agit sur D x
Dy par conjugaison et, pour tout u € d(H) et (¢1(u1), ¢2(u2)) € D1 X Da, (¢1(u1), ¢2(u2))* =
(¢1(ut), d2(uy)). Alors Gy est un groupe de rang de Morley fini. On note Hy = (¢1(K) X ¢2(K))xH,
Ro = (¢)1([{) X ¢)2(R)) A [{, Lo = (¢1(L) X ¢2([{)) A [{, [\71 = (¢)1([{) X ¢2([{)) A [{, H1 = LQR()HQ
et Iy = {(é1(0),¢2(0),k) : L € L,k € K. Ly/K; et L1/K; sont des Dloc-sous-groupes normaux
de Hy/K; qui s’intersectent trivialement. Ly/K; est une section H;/Ki-dj,.-minimale de Hy et
Lo/K; n’est pas une f-section de Hy/K;. Alors RoHo/K; est un sous-groupe f-couvrant propre
de Hi/ Ky et H1/K; n’est pas un §*(f)-groupe.

Montrons que Ry Hy/ K7 est un §*(f)-groupe. D’apres la proposition 5.10, les oo-sections H /K-
djoe-minimales de H sont des f-sections de H/K. Donc les co-sections RoHo/K1-djsc-minimales
de RoHp sont des f-sections de RoHo/K1. Soit Fy/K; un sous-groupe f-couvrant de RoHo/K].
Alors Fy couvre RoHy/Ry. Comme Ry/K; est abélien, si Uy /Vi = (¢2(U)/¢2(V)) est une oo-
sections RoHy/Ki-djse-minimales de Rg/K7, alors on a Ap,m,(U1/Vi) = HRo/Cu(U/V)Ry et
Apom, (U1 /V1) est un f(oo)-groupe. En particulier, toutes les oo-sections RgHy/K1-djoe-minimales
de Ry/ K sont des f-sections de RoHy/K1. Comme R/K n’a pas de sous-groupe co-couvrant propre
(lemme 3.9), Ry/ K1 n’a pas de sous-groupe oco-couvrant propre. On en déduit que Fy contient Ry,
d’ott Fy = RoHy et RoHo/ K1 est un §*(f)-groupe.

Comme RoHy couvre Hy/Lg et Hy/Ly1, H1/Lg et Hy/L; sont des §*(f)-groupes. Mais on a
Lo/KiNLi/Ky = 1 et, pourtant, H,/K; n’est pas un §(f)-groupe. Donc F™(f) n’est pas une
Dloc-formation. 0O

Maintenant, on peut se poser la question suivante :

Question 5.19. — Si f est une fonction de SR-préformation sur 7 C Pt est-ce que F*(f) est une
(R, p)-préformation pour tout p € w7

On ne connait pas la réponse & cette question. Une réponse positive rendrait la notion §*(f)
plus intéressante. En effet, il s’agit, pour I'instant, surtout d’un outil pour ’étude de F(f) et
des projecteurs, et on éspére que les classes de la forme §*(f) puissent aussi devenir des objets
intéressants pour eux-meémes.

6 Projecteurs

Nous définissons un projecteur (définition 6.7), puis prouvons le théoréme principal de ’article
(théoréme 6.14).

Lemme 6.1. — Soient f une fonction de R-préformation sur m C PY, H/K € R et A/K une
section localement close et normale de H telle que H/A € F*(f). Si D/K est un sous-groupe
f-couvrant de H/ K, alors H = AD.

Preuve. — Soit U/V une f-section de H/A. Alors U/V est aussi une f-section de H/ K, et U/V est
couverte par D. On en déduit que DA/A est un sous-groupe f-couvrant de H/A, d’ou le résultat.
O

Lemme 6.2. - Soient H/K une section localement close d’un groupe de rang de Morley fini réso-
luble, A/ K une section localement close, abélienne et normale de H, D/K une section localement
close de H telle que H = AD, # C P, Ry/K un sous-groupe o-couvrant de Hall de D/K et Sy /K
le sous-groupe o-couvrant de Hall de A/K. Alors R,S, /K eslt un sous-groupe o-couvrant de Hall

de H/K.
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Preuve. — Soit U/V une o-section normale et localement close de H/K. (UND)/(UNVAND)
est une o-section normale de D/K, donc R, couvre (U N D)/(UNVAN D) et, comme D couvre
U/(UNVA), R, couvre U/(U NV A). Aussi, (U N A)/(V N A) est une o-section de A, donc S,
couvre (UNA)/(VNA), ce qui montre que S, couvre (UNVA)/V. On en déduit que R,S, couvre
U/V,donc Ry S,/ K est un sous-groupe o-couvrant de H/K . Soit U, /K un sous-groupe o-couvrant
de Hall de H/K contenu dans R,S,/K (U,/K existe par le théoreme 3.12). Alors (U, N A)/K
contient un sous-groupe o-couvrant de Hall de A/K (proposition 3.17), donc Sy < U,. U, /K est
un sous-groupe o-couvrant de Hall de DS, /K (corollaire 3.14), donc U, /S, est un sous-groupe
o-couvrant de Hall de DS, /S, (corollaire 3.13). Mais, d’aprés le corollaire 3.13, R, /(Ss N D) est
un sous-groupe o-couvrant de Hall de D/(S, N D), donc RyS5/S, est un sous-groupe o-couvrant
de Hall de DS, /S, et on a le résultat. O

Lemme 6.3. - Soient f une fonction de R-préformation sur m CPY, H/K € R et A/K une sec-
tion localement close, normale et abélienne de H telle que H/A € §*(f). Si H/K a un Mg/ (f)*-
normalisateur D/K, alors D/K € §*(f).

Preuve. — Soit Dg/K un sous-groupe f-couvrant de D/K. Supposons D # Dy. D/K étant un
Mk (f)*-normalisateur de H /K, il existe une f-section U/V de H/K non couverte par Dy. Soit
p € Pt tel que U/V soit une p-section. A/K étant abélien, A/K centralise U/V. On en déduit
que U/V est D/K-dj,e-minimale et D/Cp(U/V) € f(p). Ceci prouve que (U N D)/(V N D) est une
f-section de D/K, en particulier Dy couvre (U N D)/(V N D). Ainsi, Dy couvre U/V | ce qui est
contradictoire. O

Proposition 6.4. — Soient f une fonction de R-préformation sur 1 C PT, H/K € R et A/K
une section localement close, normale et abélienne de H telle que H/A € F*(f). Si un sous-
groupe E/K € F*(f) de H/K est tel que H = AL, alors E/K est contenu dans un Mg g (f)-
normalisateur de H/K .

Preuve. — Soient C = ((MpeoCr/x(f(p),P))A/K)ocr, R = (Rs/K)scp+ une base de Sylow
couvrante de F/K et 8§ = (S,/K)scp+ la base de Sylow couvrante de A/K. Le lemme 6.2 montre
que G = (RySy/K)ycp+ est une base de Sylow couvrante de H/K. Montrons que /K est contenu
dans F;/K le C-normalisateur de H/K associé & G. La proposition 3.17 dit que, pour tout o C
7, Ro/K N (MpeoCr/x (f(p),p)) contient un unique sous-groupe o-couvrant de Hall R}/K de
NpeoCr/x (f(p),p). Comme E/K € F*(f), £/K est un My, (f)-normalisateur de £//K (lemme
5.9), donc E/K mnormalise R./K pour tout ¢ C w. Mais R%S,/K est un sous-groupe o-couvrant
de Hall de (NpeoCryx (f(p),p))A/K pour tout ¢ C 7 (lemme 6.2), donc £/K < E1/K.

Soient ¢ C et B = AN E. On appelle o-f-section de H/K (resp. E/K) une f-section de H/K
(resp. E/K) qui est une o-section. Montrons:

(*)  Npeo Cryr (f(p), 1) < (MpeaCryx (f(p),p))A/K

Si U/V est une o-f-section de E/K évitée par A, alors Cg/g(U/V)A/K = Cp/x(UA/V A), en
particulier UA/V A est une o-f-section de H/K. Si U/V est une o-f-section de E/K non évitée
par A, alors U/V est couverte par A et Cg g (U/V)A/K = Chy/rg((UNA)/(V NA)), en particulier
(UNA)/(VNA) est une o-f-section de H/K. On en déduit que Nyeo Cryx (f(p), p) est contenu
dans Nyeo (Cr/x (f(p), p)A/K). Donc, pour montrer (x), il suffit de montrer :

(1) Oweo (Cr/e(f(p), P)A/K) = (MpeoCryx (f(p), p))A/K

A étant abélien, si on note B = AN E, alors B < Cg(U/V) pour toute U/V o-f-section de EF/K.
Donc montrer (1) revient & montrer:

(2) N (Ce/p x A/B) = ( N Cp/p) x A/B

U/V o—fsection de EJ/K U/V o—fsection de EJ/K

Comme E/BNA/B =1, I'égalité (2) est vérifiée et on a démontré ().
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Soit o C m. L’égalité (%) montre que R} S,/K contient un unique sous-groupe o-couvrant de
Hall P;/K de Cy/x(f(p),p) (proposition 3.17). Alors P;/K est I'unique sous-groupe o-couvrant
de Hall de NyeoCryi (f(p),p)) contenu dans R, S, /K et P;/K est normalisée par £,/K. On en
déduit que E1/K est contenu dans un M g g (f)-normalisateur de H /K, ce qui finit la preuve de
la proposition. O

Corollaire 6.5. — Soient [ une fonction de R-préformation sur m CPY, H/K € R et A/K une
section localement close, normale, abélienne et localement fini de H telle que H/A € F*(f). Alors
H/K posséde un My g (f)"-normalisateur. Si un sous-groupe /K € F*(f) de H/K est tel que
H = AFE, alors E/K est contenu dans un Mg g (f)*-normalisateur de H/K.

Preuve. — A/K est localement fini et /A € §*(f), donc C/x (f(00), 00) centralise les co-sections
H/K-djse-minimales de H. Le lemme 4.21 dit que H/K possede un Mg, g (f)*-normalisateur et
que, de plus, les Mg,k (f)*-normalisateurs de H/K sont exactement les sous-groupes m-couvrants
de Hall de ses Mg (f)-normalisateurs.

Supposons qu’il existe un sous-groupe E/K € §*(f) de H/K est tel que H = AFE. La proposition
6.4 dit qu’il existe D/K un Mgk (f)-normalisateur de H /K qui contient £/K. Comme E/K €
3*(f), E/K n’a pas de sous-groupes m-couvrant propre et F/K est contenu dans un sous-groupe
m-couvrant de Hall R/K de D/K (lemme 3.18). Comme R/K est un Mg/ g (f)*-normalisateur de
H/K d’apres ce qui précede, on a fini la preuve du corollaire. O

Corollaire 6.6. — Soient [ une fonction de R-préformation sur # C PT, H/K € R, A/K une
section localement close, normale, abélienne et localement fini de H telle que H/A € F*(f) et D/K

un Mg g (f)*-normalisateur de H/K. Si un sous-groupe localement clos L/K de H/K contient
D/K, alors D/K est un Mg g (f)*-normalisateur de L/K.

Preuve. — D’apreés le lemme 6.3, D/K est un g (f)-groupe. Le lemme 6.1 donne L = (L N A)D
et le corollaire 6.5 dit que D/K est contenu dans un My, g (f)*-normalisateur Dy /K de L/K.
D’aprés le lemme 6.3, on a D /K € 3*(f). Comme H = AL, L/(L N A) € F*(f) et le lemme
6.1 donne L = (LN A)Dy, d’ot H = AD;. Le corollaire 6.5 dit que D;/K est contenu dans un
My g (f)*-normalisateur Do /K de H/K. Comme D < D, on obtient D = Di(= Ds). 0O

Définition 6.7. — Soient § une classe de groupes, ¢ C PT, H/K & Dloc et F/K € F un o-
sous-groupe de H/K. Si, pour tout R/K € Dloc o-sous-groupe de H/K contenant F/K et toul
AJK € Dloc sous-groupe normal de R/ K tel que R/A € F, on a R= FA, alors F/K est appellé
(8, o)-projecteur de H/ K.

L’exemple 6.8 dit que les (F(f), o)-projecteurs n’existent pas toujours. C’est pourquoi nous
étudierons seulement les (F*(f), o)-projecteurs. Toutefois, il suffit qu'une fonction f vérifie les
hypothéses du théoréme 5.11, pour que I’on obtienne §(f) = §*(f), et nous pouvons alors appliquer
les résultats des (§*(f), o)-projecteurs aux (§(f), o)-projecteurs.

Exemple 6.8. - On considére G un pur groupe isomorphe a C*. Si f désigne une fonction de
Dloc-préformation sur {oo} et T' le sous-groupe localement fini maximal de G, alors 'unique F(f)-
sous-groupe de G est {1}. Mais G/T est un §(f)-groupe, donc GG n’a pas de F(f)-projecteur.

Le fait 6.9 est le résultat principal de [15]. Ici, nous 1’énongons pour les sections localement
closes et localement fini des groupes de rang de Morley fini résolubles. Cela est possible grace au
lemme 5.6.

Fait 6.9. - ([15], th. 5.4, Gardiner, Hartley, Tomkinson) Soient ¢ C Pt, f une fonction de
R-préformation sur 1 C Pt et H/K € R. On suppose H/K localement fini. Alors H/K posséde
une unique classe de conjugaison de (3*(f), c)-projecteurs.

Remarque 6.10. — Soient ¢ C Pt F une sous-classe Q-dj,.-close de Dloc, H/K € Dloc, A/K
une o-section localement close et normale de H et F/K un (§, o)-projecteur de H/K. Alors FA/A
est un (§, o)-projecteur de H/A.
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Lemme 6.11. — Soient 0 C PT, §F une sous-classe Q-djge-close de Dloc, H/K &€ Dloc, A/K
une o-section localement close et normale de H et F/A un (§,o)-projecteur de H/A. Alors tout
(8, o)-projecteur de F/K est un (§,o)-projecteur de H/ K.

Preuve. — Soient E/K un (3, o)-projecteur de F/K, R/K € Dloc o-sous-groupe de H/K conte-
nant E/K et B/K € Dloc un sous-groupe normal de R/K tel que R/B € §. F/A étant un
(8, o)-projecteur de H/A, F/K est un o-sous-groupe de H/K et F/A € §, donc on a F = AFE,
en particulier F' < AR. Or RA/AB est un J-groupe et RA/K est un o-groupe, donc on obtient
RA = FB, en conséquence, R = (RN F)B. On en déduit que (RN F)/(BNF) est un §-groupe,
donc RNF = (BN F)E puisque E/K est un (3, o)-projecteur de F/K. Ceci prouve que R = EB.
(I

Lemme 6.12. — Soient [ une fonction de R-préformation sur # C P, H/K € R et A/K une
section localement close, normale, abélienne et localement fini de H telle que H/A € F*(f). Alors
les My i (f)*-normalisateurs de H/K sont exactement les (F*(f), PT)-projecteurs de H/K.

Preuve. — Si F/K est un (§*(f), PT)-projecteur de H/K, alors H = F'A puisque H/A € F*(f).
Le corollaire 6.5 donne I'existence d’'un M g/ g (f)*-normalisateur D/K de H /K qui contient £/K.
Mais D/K € F*(f) (lemme 6.3) et les (§*(f), P+ )-projecteurs de H/K sont des F*(f)-sous-groupes
maximaux de H/K, donc E = D.

Réciproquement, soit D/K un Mgk (f)*-normalisateur de /K. Le lemme 6.3 dit que D/K
est un §*(f)-groupe. Soient L/K € Dloc un sous-groupe de H/K qui contient D/K et N/K €
Dloc un sous-groupe normal de L/K tel que L/N € F*(f). D’aprés le corollaire 6.6, D/K est
un Mg g (f)*-normalisateur de L/K. Alors L = ND d’apres le lemme 6.1, donc D/K est un
(F*(f), P*)-projecteur de H/K. O

Lemme 6.13. — Soient f une fonction de R-préformation sur 7 C PT, H/K € R el A un
sous-groupe H-minimal de H avec AK/K sans torsion et tel que H/AK € F*(f). Alors les
My g (f)*-normalisateurs de H/K sont exactement les (F*(f), Pt)-projecteurs de H/K . De plus,
les (3*(f), PT)-projecteurs de H/K sont conjugués dans H/K.

Preuve. — On peut supposer H/K & 3"(f), en particulier AK/K n’est pas une f-section de H/K.
Montrons d’abord que tout Mg g (f)*-normalisateur £/K de H/K est un (§*(f), P*)-projecteur
de H/K. Par le lemme 6.3, E/K est un §*(f)-groupe. On a H = AFE d’aprés le lemme 6.1. Par
H-minimalité de A, toute section localement close U/K de H qui contient E/K couvre ou évite
AK/K, en particulier ¥ évite AK/K. Soient U/K une section localement close de H qui contient
E/K et B/K une section localement close normale de U telle que U/B € F*(f). Si U couvre
AK/K, alors U = H et AB/B n’est pas une f-section de H. Comme H = AFE, on en déduit que,
comme H/B € 3*(f), A < B, en particulier H = BE. Si U évite AK/K, alors U = E puisque
H = AE. Ainsi, E/K est un (§*(f), P*)-projecteur de H/K.

Montrons que tout (§*(f), P*)-projecteur F/K de H/K est un My, g (f)*-normalisateur de
H/K.Ona H = AF puisque H/AK € §*(f). Donc H/K = AK/K % F/K par H-minimalité de
A et puisque H/K & F*(f). Ainsi, I couvre toutes les f-sections de H/K. Si F/K contient un
sous-groupe f-couvrant Iy1/K de H/K, alors H = AF; (lemme 6.1). On en déduit que F'/K est un
sous-groupe f-couvrant minimal de H/K. Aussi, la proposition 6.4 dit que F/K est contenu dans
un Mg g (f)-normalisateur £/K de H/K, donc F'//K est un My g (f)*-normalisateur de H/K.

Montrons la conjugaison des (F*(f), PT)-projecteurs de H/K. Si H/K est un Mpg/g(f)-
normalisateur de H /K, alors la proposition 4.22 donne le résultat. Sinon, soit E/K un (F*(f), P*)-
projecteur de /K. Comme /K est un Mg g (f)*-normalisateur de H/K, I/ K est contenu dans
un My g (f)-normalisateur D/K de H /K. Maisona /K = AK/K x E/K puisque H/K & F*(f)
et par H-minimalité de A, donc H = D ou E = D. Comme H # D puisque H/K n’est pas un
My (f)-normalisateur de H/K, on a montré que les (F*(f), Pt)-projecteurs de H/K sont des
My g (f)-normalisateurs de H/K, en particulier ils sont conjugués. [

Théoréme 6.14. — Soient ¢ CPT, H/K € R el [ une fonction de R-préformation sur # C PT.
Alors H/ K posséde une unique classe de conjugaison de (F*(f), o)-projecteurs.
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Preuve. — 1) Sioc =P% et si H a un sous-groupe H-minimal A tel que H/AK € F*(f).

Soit T/K le sous-groupe de torsion maximal de AK/K. Montrons d’abord ’existence des
(F*(f), Pt)-projecteurs. H/T a un (F*(f), PT)-projecteur Fy/T d’aprés le lemme 6.13. Le lemme
6.12 dit que Fy/K posséde un (F*(f), PT)-projecteur Fy/K. F1/K est un (F*(f), PT)-projecteur
de H/K (lemme 6.11).

Montrons maintenant la conjugaison des (F*(f), PT)-projecteurs de H/K . Soient F1/K et Ey/ K
deux (F*(f), PT)-projecteurs de H/K. Alors E1\T/T et E>T/T sont des (F*(f), PT)-projecteurs de
H/T (remarque 6.10). D’aprés le lemme 6.13, on peut supposer F1T = E2T. Mais le lemme 6.12 dit
que E1/K et Ey/K sont des M*-normalisateurs de E1T/ K, et le lemme 4.21 montrent qu’il existe
My /K et My/K des M-normalisateurs de F1T/K tels que Ey/K et E2/K soient des sous-groupes
m-couvrants de Hall de My /K et My/K respectivement. Par conjugaison des M-normalisateurs de
E1T/K (remarque 4.7), on peut supposer M; = M. Le théoreme 3.12 dit que F1/K et E3/K sont
conjugués dans M; /K, ce qui finit la preuve.

2) Sioc="Pt.

Par induction sur le rang et le degré de d(H). Si H/ K est localement fini, le fait 6.9 donne le résul-
tat, donc on peut supposer H+ # 1. Soit A un sous-groupe H-minimalde Ht. Alors H/AK posséde
une unique classe de conjugaison de (F*(f), P*)-projecteurs par hypothése d’induction. Montrons
d’abord que H/K posséde un (§F*(f), PT)-projecteur. Soit F/AK un (F*(f), P*)-projecteur de
H/AK. Si d(H) = d(F), alors A est F-minimal et 1) dit que F/K a un (F*(f), PT)-projecteur.
Sinon, par hypotheése d’induction, F/K possede un (F*(f), PT)-projecteur. Alors le lemme 6.11
donne Dexistence d’un (F*(f), P*)-projecteur de H/K.

Soient F1/K et E2/K deux (F*(f), PT)-projecteurs de H/K. E1A/AK et F2AJAK étant des
(5*(f), P*)-projecteurs de H/AK (remarque 6.10), I’hypothése d’induction permet de supposer
F1A = EbA. E1/K et Ey/K sont des (F*(f), PT)-projecteurs de F1 A/ K. L’hypothése d’induction
permet de supposer d(E1A) = d(H). Alors A est EjA-minimal et 1) dit que F,/K et Ey/K sont
conjugués.

3) Si o est un sous-ensemble quelconque de P¥.

Par induction sur le rang et le degré de d(H). Par le fait 6.9, on peut supposer H* # 1. Mon-
trons d’abord 'existence des (F*(f), o)-projecteurs de H/K. Supposons H*t non abélien. D’apres
le fait 2.9, H posséde un p-sous-groupe quasiunipotent H-minimal A (p € PT). Par hypothése
d’induction, H/AK posséde un (§*(f), o)-projecteur E/AK. Si p € o, soit F/K un (F*(f),PT)-
projecteur de E/K (il existe d’apres 2)). E/K étant un o-groupe, F/K est un (3*(f), o)-projecteur
de E/K. Le lemme 6.11 montre que F//K est un (F*(f), o)-projecteur de H/K. Donc on peut sup-
poser p ¢ o. Soient F/K un o-sous-groupe de Hall de E/K, U/K une o-section localement close
de H qui contient F//K et B/K une section localement close normale de U telle que U/B € §*(f).
U/K intersecte trivialement AK/K et on a F/K = AK/K x F/K (fait 2.54). Aussiona E < UA
et UA/BA € §*(f), donc UA = BE puisque E/AK est un (§*(f), o)-projecteur de H/AK. Ainsi,
on obtient U = B(UNE) = BF et F/K est un (§*(f), o)-projecteur de H/K.

On peut donc supposer H* abélien. Soit O = O, (H*K/K). Supposons que H/Q posseéde un
(5*(f), o)-projecteur E/O. E/K posséde un (F*(f), PT)-projecteur F/K d’aprés 2). E/K étant un
o-groupe, F'/K est un (§*(f), o)-projecteur de /K. Le lemme 6.11 dit que F// K est un (§*(f), o)-
projecteur de H/K. Ainsi, on peut supposer O/K = 1, en particulier les o-sous-groupes de H/K
sont localement fini. Soit F//K un (§*(f), o)-projecteur d’un o-sous-groupe de Hall R/K de H/K
(F/K existe d’apres le fait 6.9). Comme R/K est un o-groupe et comme R/K N HTK/K =1
puisque @ = 1, FHT /K est un (§*(f), o)-projecteur de RH* /K. Comme H/HT K est localement
fini, le fait 6.9 montre que FH* /K est un (F*(f), o)-projecteur de H/H* K. Soient U/K un o-sous-
groupe de H/K qui contient F'/K et B/K un sous-groupe normal de U/K avec U/B € F*(f). Alors
onaUHT/BHY € §*(f), donc UHY = BHTF puisque FH* /K est un (§*(f), o)-projecteur de
H/HYK.Mais U/KNHTK/K =1 puisque U/K est un o-groupe, donc U = BF(UNH*) = BF.
On en déduit que F/K est un (§*(f), o)-projecteur de H/K.
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Montrons que les (F*(f), o)-projecteurs de H/K sont conjugués dans H/K. Soient Fy/K et
Fy/K deux (§*(f), o)-projecteurs de H /K. Le fait 2.51 permet de supposer qu’un o-sous-groupe de
Hall R/K de H/K contient F1/K et Fo/K. Alors Fy /K et Fo/K sont des (F*(f), PT)-projecteurs
de R/K et 2) donne le résultat. O

Corollaire 6.15. — Soient ¢ CPt, H/K € R et [ une fonction de R-préformation sur # C P+,
Si oo € o N, on suppose 0 C w et f(00) C NMpeof(p). Alors H/K posséde une unique classe de
conjugaison de (F(f), o)-projecteurs.

Preuve. — Le corollaire 5.12 dit que §*(f) = F(f), et le théoreme 6.14 donne le résultat. O

Corollaire 6.16. — On suppose H/K localement nilpotent. Soient ¢ C Pt, [ une fonction de
R-préformation sur # C P, R/K lunique o-sous-groupe de Hall de H/K (fait 2.50) et S/K
Punique sous-groupe m-couvrant de Hall de R/ K (corollaire 3.15). Alors S/K est Uunique (F*(f), 0)-
projecteur de H/ K. De plus, si U/K € F*(f) est un o-sous-groupe de H/K, alors U/ K est contenu
dans S/K.

Preuve. — Montrons que S/K est un §*(f)-groupe. Comme S/ K est localement nilpotent, S/ K est
hypercentral (fait 2.37) et centralise toutes ses sections S/K-djoc-minimales. En particulier, les -
sections S/ K-dj,c-minimales de S sont des f-sections de S/K. Comme S/K n’a pas de sous-groupe
m-couvrant propre (lemme 3.9), on a montré que S/K est un F*(f)-groupe.

Montrons que tout o-sous-groupe V/S € F*(f) de H/S est trivial. D’apres le corollaire 3.14,
S/ K est 'unique sous-groupe w-couvrant de Hall de V/K. On en déduit que V n’a pas de w-section
V/S-djoc-minimale non triviale. Mais V/S est un §*(f)-groupe, donc V/S n’a pas de sous-groupe
m-couvrant propre, ce qui prouve que V/S est trivial.

Ainsi, comme F*(f) est une classe @-djoe-close (lemme 5.7), tout o-sous-groupe U/K € §*(f)
de H/K est contenu dans S/K.

D’aprés le théoréme 6.14, H/K possede un (F*(f), o)-projecteur L/K. Alors LS/S est un o-
groupe et un F*(f)-sous-groupe de H/S (lemme 5.7). Ce qui précéde montre que L/K est contenu
dans S/ K. Comme S/K est & la fois un o-groupe et un §*(f)-groupe, on obtient L/K = S/K. O

Corollaire 6.17. — Soient 0 C PT, f une fonction de R-préformation sur m CPT, H/K € R un
o-groupe et F/K un (§*(f),o)-projecteur de H/K. Alors Ny (F)/F est un m't-section localement
close.

Preuve. — Montrons que Ng(F)/F est une section localement close. Par induction sur le rang
de d(H). On peut supposer K~ = 1 et H/K non localement fini, donc H* # 1. Soit Ny le
plus grand sous-groupe normal et localement clos de H contenu dans Ng(F). Alors F/K est
un (§*(f),o)-projecteur de NoF/K, donc le théoréme 6.14 et I'argument de Frattini donnent
Ng(NoF) = NoNg(F) = Ng(F). Quitte & considérer H/Ng au lieu de H/K, on peut suppo-
ser Ng = K. Comme HT # 1, HT posséde un sous-groupe H-minimal A. (FA/A)/(AK/A) est
un (§*(f), o)-projecteur de (H/A)/(AK/A) et, par hypothése d’induction, Ng(FA)/F A est une
section localement close. Comme Ny (F') < Ng(F'A), on peut supposer F'A normal dans H. Par le
théoréme 6.14 et "argument de Frattini, on obtient H = ANy (F), en particulier AN F est normal
dans H,donc ANF < Ny =K et H/K = AK/K x Ng(F)/K.

Soit C/K = Cg/g(AK/K). Alors C'N I est un sous-groupe localement clos (fait 2.28) et
normal de H, donc CNF < Ny = K. Ainsi [Ne(F),F] < CNF = K, donc on a Ne(F)/K =
Ceoix(F/K) et, comme Cc/g (F'/K) est localement clos (fait 2.28) et est normal dans H /K puisque
H = ANg(F), No(F) < Ny = K. Mais H = ANg(F), donc on obtient C' = AN¢(F) = AK. En
particulier, comme Q(H 1) centralise A, on a Q(HT) < A(H* N K) et le fait 2.9 donne Ng+(F) <
Ng+(F)NQ(HT) < Ng+(F)NA(HTNK). Or Ns(F) < K, donc Ng+(F)/(HT N K) est abélien.
Comme K~ = 1, HT centralise K (fait 2.1), ce qui prouve que HT N K est central dans H™T et
que N+ (F) est nilpotent. Soit E = Fg+(Ng+(F)). Il s’agit d’un sous-groupe de HT définissable,
connexe et autonormalisant (faits 2.17 et 2.20) et Ng(F) normalise E. En particulier N (F) est
localement clos. Donc, si Ng(F)T < HT, I'hypothése d’induction donne le résultat. Sinon, comme
on a Ng(E)t < Npg+(F) = E, E = HY et le fait 2.19 donne Ngy+(F) < F(HT). Or F(HY)
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centralise A, donc on obtient F(HT) < C' = AK et Ny+(F) < AK N Ng(F) = K. Comme
H/K = AK/K » Ng(F)/K, on a H'K/K = AK/K % Ng+(F)K/K = AK/K et Ng(F)/K est
localement fini, ce qui est contradictoire.

Il reste & montrer que Ny (F)/F est un mt-groupe. Supposons que Ny (F)/F posséde un 7-
élément non trivial. Alors Ny (F)/F posséde un m-sous-groupe localement clos abélien U/F # 1. En
particulier, U/F est un §*(f)-groupe. Comme F/K est un (F*(f), o)-projecteur de H/K contenu
dans U/K, F couvre U/F, ce qui est contradictoire. On en déduit que Ng(F)/F n’a pas de m-
élément non trivial. En particulier, les éléments de torsions de Ny (F)/F sont des ml-éléments.
Ceci montre que, si oo & m, Ny (F)/F est un ml-groupe.

Supposons que Ny (F)/F ne soit pas un mt-groupe. Par ce qui précede, on a oo € 7. I existe
r € Ny (F) tel que d(z)F/F ne soit pas un 7*-groupe. On note O/F = O, .(d(z)F/F). Alors
d(z)F/O est un m-groupe abélien non trivial, en particulier d(z)F/O est un F*(f)-groupe. Comme
d(z)F/K est un o-groupe et comme F'/K est un (§*(f), o)-projecteur de /K, on obtient d(z)F =
OF = O, ce qui est contradictoire. O

Le corollaire 6.15 permet de retrouver le théoréme 5 de [1] (pour les groupes de rang de Morley
fini), en prenant ¢ = P, K = 1, R = Dloc et ®# C P, puis en appliquant la conjugaison des
(F(f), o)-projecteurs de H/K.

On peut aussi remarquer que le théoréme 6.14 contient, dans son énoncé, plusieur résultats déja
connus :

- la conjugaison des p-sous-groupes de Hall pour tout p C P (fait 2.49), en prenant ¢ = 7 = g,
R = Dloc et f(p) = Dloc pour tout p € pu;

- I’existence et la conjugaison des sous-groupes pi-couvrants de Hall pour tout p C Pt (théoréme
3.12), en prenant ¢ = Pt 7 = u, R = Dloc et f(p) = Dloc pour tout p € p.

On obtient une nouvelle démonstration et une généralisation du théoréme 7.6 de [12], il s’agit
aussi d’une généralisation du théoréme 6 de [1]:

Proposition 6.18. — Soient H/K une section localement close résoluble d’un groupe de rang de
Morley fini, f la fonction de Dloc-préformation sur # C Pt qui, a tout p € 7, associe le single-
ton {{1}}. Alors les (§*(f), 7)-projecteurs de H/K sont exactement les mw-sous-groupes localement
nilpotents de H/K qui conliennent tous les w-éléments de leur normalisateur.

Preuve. — Soient C'/K un (F*(f), w)-projecteur de H/K et R/K un m-sous-groupe de Hall de
H/K qui contient C'/K. Alors C'/ K est autonormalisant dans R/ K d’apreés le corollaire 6.17. Aussi,
d’aprés le corollaire 5.12, C/K est un F(f)-groupe, donc C/K centralise chacune de ses section
C'/K-djse-minimales. Ainsi, C'/K est hypercentral, donc localement nilpotent d’apres le fait 2.37.
On en déduit que C/K est un w-sous-groupe localement nilpotent de H/K qui contient tous les
m-éléments de son normalisateur.

Réciproquement, soit C'/ K un m-sous-groupe localement nilpotent de H/K qui contient tous les
m-éléments de son normalisateur. Soit R/K un m-sous-groupe de Hall de H/K qui contient C'/K.
Alors C'/K est un sous-groupe localement nilpotent maximal de R/K (faits 2.37) et C'/K € Dloc
(fait 2.35). De plus, C'/K est hypercentral (fait 2.37), donc le fait 2.28 dit que C'//K est un JF(f)-
groupe. Montrons d’abord que, pour tout @ € R, € djoc(C¥,C). Supposons le contraire. Soit
(Ri)i<a (o ordinal) une suite croissante de sous-groupe localement clos de R qui vérifie:

(1) Ro= K et Ry = R;

(i) pour tout n € N, il existe un ordinal F(n) tel que Rg(,) = RWEK (RMWEK est localement
clos d’apres le fait 2.27);

(#4i) Riy1/ Ry est C'/K-dj,e-minimal pour tout ¢ < o ;

(iv) R, = U;<,U; pour tout ordinal limite f.

Alors il existe un plus petit ordinal v < a tel qu’il existe # € R, 41 \ Ry, avec @ & dj,.(C*, C).
Comme toute section U/V € §(f) de R, avec K <V, est hypercentrale, donc vérifie la condition
de normalisateur (fait 2.37), C' couvre chaque section U/V € F(f) de R,C, avec K < V. En
particulier, C'/K est un (3(f), w)-projecteur de R,C/K. Si R,C/K est normal dans R,1C/K,
alors le corollaire 6.15 et 1’argument de Frattini donnent R,11C' = R, Ng,,,c(C) et C/K n’est
pas autonormalisant dans R/ K, ce qui est contradictoire. R, 41/ R, étant '/ K-dj,.-minimal, on en
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déduit # € dioe (R, C)¥, RyC) = Rydioc(C*, C). Soient u € Ry, et y € dipe (C*, C) tels que & = uy.
Alors on a u € djoc (C*,C) = dloc(C’xy_l,C') et, comme y € dioe (C7, C), 4 € dioe (C7,C). Ainsi on
obtient @ € di,.(C*, '), ce qui est contradictoire.

Montrons que C/K est un (§*(f), w)-projecteur de H/K. D’aprés le théoréme 6.14, il suffit
de montrer que C'/K est un (§*(f), 7)-projecteur de R/K et, d’aprés le corollaire 5.12, il suffit de
montrer que C'/ K est un (§(f), 7)-projecteur de R/ K. Si ce n’est pas le cas, il existe un sous-groupe
U/K € Dloc de R/K qui contient C'/K, et une section normale et localement close V/K de U/K
avec U/V € F(f) et telle que U # VC. Mais U/V est hypercentrale, donc vérifie la condition de
normalisateur (fait 2.37). Ainsi, il existe € Ny (CV)\C'V, ce qui contredit & € djo. (C, C) (L CV).
Ceci finit la preuve de la proposition. O

Corollaire 6.19. - ([12], th. 7.6) Soient H/K une section localement close résoluble d’un groupe
de rang de Morley fini et N/ K un Dloc-sous-groupe normal de H/ K . Alors H/ K posséde une unique
classe de conjugaison de sous-groupes de Carter. De plus, st C/K est un sous-groupe de Carter de
H/K, alors CN/N est un sous-groupe de Carter de H/N el tous les sous-groupes de Carter de
H/N sont de cette forme.

7 Groupes superrésolubles

Dans cette section, nous étudions les sous-groupes superrésolubles (définition 7.1) et localement
superrésolubles des sections localement closes des groupes de rang de Morley fini.

Définition 7.1. - Un groupe G est dit étre superrésoluble s’il posséde une série normale finie avec
des facteurs cycliques.

Remarque 7.2. — Tout sous-groupe et tout quotient d’un groupe superrésoluble est superrésoluble.

On note §; la classe des groupes localement superrésolubles. Le résultat principal de cette section
donne, pour tout H/K € Dloc, I’existence et la conjugaison des (s, 7)-projecteurs de H/K pour
tout # C P+ (théoréme 7.23). Il s’agit d’une conséquence du théoréme 6.14.

La proposition 7.8 et le corollaire 7.12 sont analogues a des résultats de Wehrfritz sur les groupes
linéaires localement superrésolubles ([36]).

Fait 7.3. - ([29], 5.4.8 p.145, Zappa) Si G est un groupe superrésoluble, alors G posséde une
série normale

1l=Gy<Gi< ... <G, =G

dans laquelle chaque facteur est cyclique d’ordre premier ou cyclique d’ordre infini et l'ordre des
facteurs a partir de la gauche est ceci: facteurs impairs d’ordres décroissants, facteurs infinis,
facteurs d’ordre 2.

Fait 7.4. - ([29], 5.4.10 p.146) Si G est un groupe supperrésoluble, alors F(G) est nilpotent et
G/F(G) est un groupe fini et abélien. En particulier, G' est nilpotent.

Lemme 7.5. — Soit H/K une section superrésoluble d’un groupe de rang de Morley fini connexe
et résoluble G avec K localement fini. Soient p1,pa,...,pn (n € N) les entiers premiers distinets de
2 tels que Q(G) posséde un élément non trivial d’ordre p; (i = 1,...,n). Alors il existe un entier |
divisant h = 2(py — 1)...(pn — 1) tel que (H/K)/F(H/K) soit d’exposant .

Preuve. — D’apres le fait 7.3, il existe une suite croissante (H;);=o . m (m € N) formée de sous-
groupes normaux de H avec Hy = K et H;yi/H; d’ordre premier ou bien isomorphe & Z pour
tout i = 0,...,m — 1. De plus, on peut supposer qu’il existe j € {0, ..., m} tel que tous les éléments
non triviaux de H;/K solent d’ordre impair et tel que, pour tout k € {j,...,m — 1}, Hy41/Hy, soit
d’ordre 2 ou d’ordre infini. En particulier, comme K est localement fini, f; est localement fini.
Soit i € {0,...,m— 1}. Montrons que Ag(H;4+1/H;) est d’exposant divisant h. Si H;41/H; est
d’ordre impair p € {p1,...,pn}, Hiy1/H; n’est pas couvert par Q(G) N H. Donc le fait 2.9 donne
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[H,Hi41] < Q(G) N Hiy1 < H; et H centralise Hy11/H;. Sion a |Hyy1/Hi| € {p1,...,pn}, alors
|Amg(Hi1/H;)| divise ps — 1 pour un s € {1,...,n}. Si |H;y1/H;| = 2, alors H centralise H;1/H;.
Enfin, si H;41/H; est isomorphe & Z, on a [Ag(H;41/H;)| < 2 puisque |Aut(Z)| = 2. Notons
C = ﬂ;nzgl Cr(Hiy1/H;). Ce qui précede montre que H/C' est d’exposant Iy pour un entier ly qui
divise h. Mais C'/K est nilpotent et normal dans H/K. Donc C'/K est contenu dans F'(H/K) et
on obtient le résultat. O

Fait 7.6. — ([12], lemme 6.1) Soient G un groupe de rang de Morley fini résoluble, H un sous-
groupe localement clos et connexe de G, A un sous-groupe H-minimal de G et U/V une H-section
non triviale et localement close de A. Alors Cg(U/V) = Cg(A).

Lemme 7.7. — Soient H/K une section localement close d’un groupe de rang de Morley fini
résoluble et U/K un sous-groupe de H°K/K normalisé par un sous-ensemble X/K de H°K/K.
St, pour tout T € X/K, Ey g (T) = U/K, alors Uaction de (X/K) sur U/K est nilpotente.

Preuve. — Comme H°K/K et H°/(H° N K) sont isomorphes, on peut supposer K < H®. On fait
la preuve par induction sur le rang de d(H°). Soit A un sous-groupe H°-minimal de d(H°®). Par
hypothése d’induction, ’action de (X A/AK) sur UA/AK est nilpotente. Si U/KNAK/K =1, on
conclut que 'action de {X/K) sur U/K est nilpotente. On peut donc supposer U/K N AK/K # 1.

On va montrer que (X/K) centralise AK/K. Ainsi, on aura démontré que 'action de (X/K)
sur U A/K est nilpotente, ce qui prouve le lemme. Soient T € X/K et Cp/K = Cyx/x(T). Comme
Eyjg(@T) =U/K et UUKNAK/K # 1,0ona Eax g (T) # 1 et Cp/K # 1. D’apres le fait 2.5, (H°)’
centralise A et (H°/K)" centralise AK/K. On en déduit que H°/K normalise C/K et que H°
normalise (C; N A)/(A N K). Le fait 2.28 montre que (Cy N A)/(A N K) est un Dloc-groupe et ce
groupe n’est pas trivial puisque Cy/K # 1. Comme T centralise (Cy, N A)/(A N K), le fait 7.6 dit
que T centralise AK/K et X/K centralise AK/K. Ceci prouve le lemme. O

Proposition 7.8. — Soit R/K un sous-groupe localement superrésoluble d’une section localement
close H/K d’un groupe de rang de Morley fini G. Alors R/K est (localement nilpotent )-par-(fini,
abélien).

Preuve. — On peut supposer K~ = 1. En particulier K est localement fini. Comme R/K est
localement résoluble, le fait 2.34 permet de supposer G résoluble. Nous montrons d’abord que R/ K
est nilpotent-par-fini. Pour cela, il suffit de montrer que R°/(K N R°) est nilpotent-par-fini. Donc
on peut supposer R et G connexes. Soient p1, pa, ..., pn (n € N) les entiers premiers distincts de 2
tels que Q(G) posséde un élément non trivial d’ordre p; (i = 1,...,n), A = 2(p1 — 1)...(pn — 1) €t
F/K =({z":7 € R/K).

Montrons que F/K est nilpotent. Soit 7 € R/K. Si g est un élément de R/ K, (Z,7) est super-
résoluble. Le lemme 7.5 dit que (%,%)/F((%,7)) est d’exposant [ pour un diviseur  de h. Ainsi, Z"
appartient & F((Z,7)). Comme F((Z,7)) est nilpotent (fait 7.4), on en déduit (Z,y) C ER/K(Eh).
Ceci étant vrai pour tout ¥ € R/K, on obtient ER/K(Eh) = R/K. Comme ceci est vrai pour tout
Z € R/K, le lemme 7.7 dit que l'action de F/K sur R/K est nilpotente. Ceci prouve la nilpotence
de F/K.

D’aprés le choix de F, RQ(G)/Q(G)F est d’exposant borné. G/Q(G) étant divisible (fait
2.9), RQ(G)/Q(G)F est un sous-groupe d’exposant borné de la section localement close divi-
sible G/Q(G)F. Le lemme 4.17 dit que RQ(G)/Q(G)F et R/(R N Q(G)F) sont finis. Comme
(RNQ(G)K)/K et F/K sont deux sous-groupes nilpotents qui se normalisent, (RN Q(G)F)/K
est nilpotent et R/K est nilpotent-par-fini.

Montrons que R/K est (localement nilpotent)-par-(fini, abélien). Par ce qui précéde et le fait
2.10, il suffit de montrer que R'K/K est localement nilpotent. Soit X une partie finie de R’. Alors
il existe une partie finie Y de R telle que X soit contenu dans (Y). Le fait 7.4 dit que (Y)Y K/K
est nilpotent puisque (V) est superrésoluble. Donc (X K/K) est nilpotent. O

Comme le montre les faits 7.10 et 7.11, la notion de groupe localement superrésoluble est tres
liée & celle de groupe hypercyelique (définition 7.9). Nous montrons que les deux notions sont mémes
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équivalentes pour ce qui concerne les sous-groupes des sections localement closes (corollaire 7.12).

Définition 7.9. — On appelle série ascendante d’un groupe G une suite croissante (Us )i<o (a0 étant
un ordinal) de sous-groupes de G telle que Uy = 1, Uy = G, Uy soit un sous-groupe normal de U;4q
pour tout © < a et, pour tout ordinal limite p < o, Uy = U<, Us.

Un groupe G est dit étre hypercyclique si il posséde une série ascendante normale avec des
facteurs cycliques.

Fait 7.10. — ([34], lemme 11.19 p.168) 57 un groupe G est localement superrésoluble et est une
extenston d’un groupe hypercentral par un groupe finiment engendré, alors G est hypercyclique.

Fait 7.11. — ([3], Baer) Tout groupe hypercyclique est localement superrésoluble.

Corollaire 7.12. — Soit U/K un sous-groupe d’un Dloc-groupe. Alors U/ K est localement super-
résoluble si et seulement si UJ/K est hypercyclique.

Preuve. — Supposons U/K localement superrésoluble. La proposition 7.8 et le fait 2.37 montrent
que U/K est nilpotent-par-fini. Le fait 7.10 donne I’hypercyclicité de U/ K.
Le fait 7.11 donne la réciproque. O

Lemme 7.13. - Soient H/K une section localement close d’un groupe de rang de Morley fini
résoluble G et A/K une section H|K -djoc-minimale de H telle que H'K/K centralise A/K. Alors,
st R désigne le sous-anneau de End(A/K) engendré par Ag(A/K), R est un anneau intégre.

Preuve. — Supposons d’abord A/ K localement fini. Alors, pour tout r € R, Ker(r) et r(A/K) sont
normalisés par H /K puisque R est abélien. De plus, pour tout » € R, Ker(r) et r(A/K) sont des
sections localement closes puisque A/K est localement fini. Comme A/ K est H/K-dj,c-minimale,
on en déduit que, pour tout r € R\ {0}, Ker(r) est trivial et r(A/K) = A/K. Autrement dit, r
est un automorphisme de A/K. Ceci prouve que R est un anneau intégre.

Donc on peut supposer A/K sans torsion, en particulier A = AT K. On peut aussi supposer
K~ =1.8Soit r # 0 un élément de R. Montrons que r(A/K) = A/K. 1l existe un couple d’entiers
(m,n) € Nx N\ {(0,0)} et des éléments hy, ..., hy, et ki, ..., k, de H tels que, pour tout a € A/K,
on ait r(@) = @ .. @@ ...a". Soit

ro: At — At
h

a —  aMalmabr

Clk"

C’est un homomorphisme définissable de groupe et Ker(rg) et Im(ry) sont définissables. Aussi, on
ar(A/K) = Im(rg)K/K. Donc r(A/K) est une section localement close de H. De plus, r(A/K)
est normalisé par H puisque R est abélien. Comme A/K est H/K-dj,.-minimale et comme r # 0,
on obtient r(A/K) = A/K.

Soit U/K = Ker(r). Supposons U/K # 1. Montrons que U/K = A/K. Comme K est locale-
ment fini puisque K~ = 1, 75 (K N AT)/Ker(ro) est localement fini. Ker(ro) étant définissable,
ro LK N A1) est localement clos. Mais on a r5 (K N AY)K/K = U/K puisque A = AT K. Donc U
est un sous-groupe localement clos. R étant abélien, Ker(r) est normal dans H/K et U/K = A/ K
par minimalité de A/K. Ceci est contradictoire. Ainsi, Ker(r) = 1 et R est intégre. O

Corollaire 7.14. — Soient H/K une section localement close d’un groupe de rang de Morley fini
résoluble G et L/M wune section H/K-dj,c-minimal de H. Si Ag(L/M) est d’exposant au plus
2, alors Ag(L/M) est d’ordre au plus 2 et L/M posséde une série ascendante avec des facteurs
cycliques dont les termes sont normalisés par H.

Preuve. — Si Ay (L/M) = 1, le corollaire est trivial. On peut donc supposer que Ag (L/M) possede
une involution ¢. Montrons que Ay (L/M) est d’ordre 2. Supposons le contraire. Alors Ag(L/M)
posseéde un sous-groupe A d’ordre 4 et A est abélien. Le lemme 7.13 dit que A engendre un anneau
intégre. Donc A posséde au plus une involution, ce qui est contradictoire. Ainsi, Ag(L/M) est
d’ordre 2 et Ag(L/M) est engendré par i.
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Comme le lemme 7.13 dit que Ag(L/M) engendre un anneau intégre, ¢ inverse L/M. On en
déduit que H normalise chaque sous-groupe de L/M. Ceci prouve le corollaire. O

Lemme 7.15. - Soient U/K un sous-groupe d’une section localement close résoluble H/ K et V/K

un sous-groupe d’indice fini de U/K. Alors VY = dj,e (V)T = UT = dj,. (U)T.

Preuve. — U/K normalise un sous-groupe Vy/K de V/K d’indice fini dans U/K. Alors on a
V0+ SVT SUT et dipe (Vo)™ < dioe (V) < dioe(U)T. Donc on peut supposer V' = Vj et il suffit de
montrer que d,.(U)* est contenu dans V.

Comme U normalise V', U normalise V. De plus, VV+/V T est un sous-groupe d’indice fini
de UVT/VT. VVT/VT étant localement fini (remarque 2.32), UVt /V™T est aussi localement fini.
On en déduit que UV T est localement clos. Ceci prouve que dj,.(U) est contenu dans UV T et que
dioc (U)VF/VT est localement fini. Alors djoe(U)* est contenu dans V. O

Proposition 7.16. — Soit U/K un sous-groupe localement superrésoluble d’une section locale-
ment close H/K. Alors djo.(U)/ K est localement superrésoluble. De plus, si L/M est une section
dioc(U)/ K -djoc-minimale de UT K, alors Ady,oy(L/M) est d’ordre au plus 2.

Preuve. — Le fait 2.34 permet de supposer H résoluble. On peut aussi supposer K~ = 1. En
particulier, K est localement fini. Soit Uy/K = HP(U/K). C’est un sous-groupe localement nil-
potent (fait 2.10). D’aprés la proposition 7.8, Uy est d’indice fini dans U et U/Uy est abélien. On
note V/Uy le sous-groupe de U/Uy engendré par les carrées des éléments de U/Uy. Alors U/V est
d’exposant au plus 2. Le fait 2.35 dit que djoc(Up)/ K est localement nilpotent et le fait 2.36 donne
dioc(Un) = dioe(Ug)T % T ot T/K est le sous-groupe de torsion maximal de dj,c(Ug)/K et dioe(Up)™
est nilpotent.

Montrons que djoe(V)/T est hypercentral. Supposons le contraire. Soit Z/T I’hypercentre de
dioe(V)/T. Le fait 2.28 montre qu’il s’agit d’une section localement close. De plus, le fait 2.28
donne 1 = Z(dioe(V)/72) = Cap,ovyyz(VZ/7), dot Z(VZ]/Z) = 1. Comme V /Uy est abélien, on
obtient Uy Z/7 # 1. D’aprés le fait 2.37, dioc(Up)/ K et Uy/K sont hypercentraux. Ainsi, UpZ/Z a
un centre non trivial. Le corollaire 7.12 dit que UZ/Z est hypercyclique. On en déduit que UZ/Z
posséde un sous-groupe cyclique normal et non trivial L/Z dans Z(UyZ/7Z). Mais Z est un sous-
groupe localement clos de Uy et Z contient T'. Donc L/Z est sans torsion et L/Z est infini cyclique.
Ceci prouve que UZ/Cyz(L/Z) est d’ordre au plus 2. On a montré que U/Cy(L/Z) est d’ordre au
plus 2 et V centralise L/Z. Ceci contredit Z(VZ/Z) = 1. Donc djoc(V)/T est hypercentral.

Montrons que Ut K/K est hypercentral dans dioe(V)/K. dioc(V)/K posséde un sous-groupe
de Carter C'/K (corollaire 6.19). Comme dj,.(V)/T est hypercentral, dj..(V)/T est localement
nilpotent (fait 2.37) et le corollaire 6.19 donne dj,.(V) = TC. Comme Ut = dj,c (V)T (lemme
7.15), Ct est contenu dans Ut. On en déduit que CtT est un sous-groupe normal de UTT.
Comme C/C* est localement fini (remarque 2.32), UTT/CHT est localement fini. Ceci montre
que Ut /(UT NT)Ct est localement fini et, comme (U+t)t = U™T (fait 2.33), on a montré que
Ut =(UtNT)Ct. Comme Ut = dioe(Up)t (lemme 7.15), UT centralise T' et Ct est normal dans
UT. K étant localement fini, T' est localement fini. Alors, Ut /C¥ est localement fini et Ut = C'F.
C/K est hypercentral d’apres le fait 2.37. Comme U™+ centralise 7' et comme dj,.(V) = T'C, on en
déduit que UT K/K est hypercentral dans djo.(V)/K.

Soit L/M une section dj,.(U)/K-djoc-minimale de U K. Montrons :

(1) Ady,oy(L/M) est d’ordre au plus 2. De plus, L/M posséde une série ascendante
avec des facteurs cycliques et dont les termes sont normalisés par djoc(U).

Comme UTK/K est hypercentral dans di,.(V)/K, on a Crm(dioe(V)/M) # 1. Mais dioe(U)
normalise C,/ar(dioc (V) /M) et le fait 2.28 dit que Cppr(dioc(V)/M) est une section localement
close. Donc djoc (V') centralise L/M par minimalité de L/M. Le fait 2.25 et le lemme 7.15 donnent

dioc(U)/dioe(V) = UUT [dioe (V) = U/ (U Ndioe (V)
Comme V < U N djoe(V), ceci prouve que dioe(U)/dioc (V) est d’exposant au plus 2. On a montré
que Ag, w)(L/M) est d’exposant au plus 2, et le corollaire 7.14 donne (1).
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Il reste & montrer que dj,.(U)/K est localement superrésoluble. D’apres le fait 7.11, il suffit de
montrer que dj,.(U)/K est hypercyclique. Comme on a di,.(U) = UU™T (fait 2.25), djoc (U)/UTK
est hypercyclique. Mais, par le fait 2.30 et (1), il existe une série ascendante de UT K/K avec des
facteurs cycliques et dont les termes sont normalisés par dj,. (U). Donc dioe (U)/ K est hypercyclique.

d

Définition 7.17. — On note f; la fonction de Dloc-préformation qui, a tout p € P, associe la classe
des Dloc-groupes abéliens d’exposant divisant p — 1, et telle que fs(o0) = f5(3).

Fait 7.18. — ([19], McLain) Les facteurs chefs d’un groupe localement résoluble G sont abéliens.

Fait 7.19. - ([11], ex. f, p.358) Si un groupe fini G a un p-facteur chef U/V (p € P) avec
Ag(UJV) groupe abélien d’exposant divisant p— 1, alors U/V est d’ordre p.

Corollaire 7.20. - Si un groupe G' a un p-facteur chef U/V (p € P) avec Aq(U/V) groupe abélien
d’exposant divisant p — 1, alors U/V est d’ordre p.

Preuve. — Soient A = Ag(U/V) et H = (U/V) = A. H est un groupe localement fini et localement
résoluble. Le fait 7.18 dit que U/V est abélien. Montrons d’abord que A est fini. Supposons le
contraire. A posséde un sous-groupe Ag d’ordre n € N avec n > p— 1. Soient w € U/V \ {1}, Up la
cloture normale de (u) dans (U/V) 1 Ag et Hg = Ug x Ag. Hy est fini puisque H est localement fini.
Soient U; un sous-groupe minimal normal de Hy dans Uy et C' = Chg, (U_l) Hy/C est un groupe
abélien d’exposant divisant p — 1 et le fait 7.19 dit que U; est d’ordre p. On en déduit que AqC/C
est d’ordre au plus p — 1. Ag étant d’ordre n > p — 1, on obtient C' N Ag # 1. A étant abélien, A
normalise Cyr/yv (C' N Ag), donc H aussi. La minimalité de U/V donne Cy v (C'N Ag) = 1, ce qui
est contradictoire puisque U; < Cyv(C'N Ag). On en déduit la finitude de A.

Alors A normalise un sous-groupe fini Us # 1 de U/V et, U/V étant abélien, U, est normal
dans H. Par minimalité de U/V , on obtient U/V = Us et H est fini. Le fait 7.19 donne le résultat.
O

Proposition 7.21. - §(fs) = &5 N Dloc.

Preuve. — Montrons que tout §(f;s)-groupe est localement superrésoluble. Par le fait 7.11, il
suffit de montrer que tout F(f;s)-groupe est hypercyclique. Supposons le contraire. Alors il existe
un F(fs)-groupe F/K qui n’est pas hypercyclique. D’aprés le fait 2.30, F/K posséde une série
croissante normale (F; /K )i< (o ordinal) formée de sous-groupes localement clos avec des facteurs
F/K-djs.-minimaux et telle que Fy = K, Fy = F et F, = Uj¢, F; pour tout ordinal limite ¢ < .
Il existe un plus petit ordinal v < « tel que F,11/F, ne posséde pas de série ascendante avec
des facteurs cycliques et dont les termes sont normalisés par F'. D’apres le corollaire 7.20, les p-
sections F'/ K-dj,.-minimales de F pour p € P sont cycliques. Donc F,41/F, est une co-section et
Ap(F,41/Fy) est d’exposant 2. Le corollaire 7.14 donne une contradiction, d’ou F(fs) C §s N Dloc.

Réciproquement, soit S/K € §; NDloc. Montrons que S/ K est un §(f;)-groupe. Il faut montrer
que, si L/M est une section S/ K-dj,c-minimale de S, alors L/M est une fs-section. Comme S/ K est
hypercyclique (corollaire 7.12), on peut supposer L/M co-section. Alors (LNSTK)/(M NSTK)(=
L/M) est une section S/K-dj,.-minimale de ST K. La proposition 7.16 dit que (L N STK)/(M N
STK) est une fs-section, donc L/M est aussi une fs-section. Ceci prouve que S/K est un §(fs)-
groupe, ce qui permet de conclure. O

Fait 7.22. - ([29], 12.1.6 p.346, Mal’cev, McLain) Un facteur chef d’un groupe localement
nilpotent G est central.

Théoréme 7.23. — Soient # C Pt el H/K une section localement close d’un groupe de rang
de Morley fini résoluble G. Alors les (F([s), w)-projecteurs de H/K sont exactement les (§s,m)-
projecteurs de H/ K. De plus, on a F(fs) = 3*(fs), en particulier H/K posséde une unique classe
de conjugaison de (§s, m)-projecteurs.
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Preuve. — Soient F/K un (F(fs), m)-projecteur de H/K, R/K € Dloc un m-sous-groupe de H/K
contenant F/K et A/K &€ Dloc un sous-groupe normal de R/K avec R/A € §,. La proposition
7.21 donne R/A € F(fs) et on en déduit R = FA. On a montré que F//K est un (F;, m)-projecteur
de H/K.

Réciproquement, soient V/K un (§;, m)-projecteur de H/K, R/K € Dloc un w-sous-groupe de
H/K contenant F'/K et A/K € Dloc un sous-groupe normal de R/K avec R/A € F(fs). Comme
R/A est localement superrésoluble d’aprés la proposition 7.21, V' couvre R/A. Pour montrer que
V/K est un (F(f;s), 7)-projecteur de H/ K, il reste & montrer que V/K est un §(f;)-groupe. Le fait
2.53 dit que djoe(V)/K est un m-groupe et la proposition 7.16 dit que djo.(V)/K est localement
superrésoluble. Donc V est localement clos. La proposition 7.21 dit que V/K est un §(f;)-groupe.

Montrons que F(fs) = §*(fs). D’aprés la remarque 5.3, il suffit de montrer F*(f;) C F(fs). On
va montrer que tout §*(f;)-groupe vérifie les hypothéses du théoréme 5.11. Soient H/K € §*(fs),
p € P et U/V une p-section H/K-dj,.-minimale de H couverte par un sous-groupe oco-couvrant de

Hall de H/K avec Ag(U/V) € fs(c0).Sip # 2,0na fs(c0) C fs(p) et on obtient Ag(U/V) € fs(p).
Sinon, A = U/V x Ag(U/V) est un 2-groupe. Donc A est localement nilpotent. Comme U/V est &
la fois localement fini et H/K-dj,e-minimal, U/V est un sous-groupe minimal normal de H/V. Alors
U/V est minimal normal dans A et le fait 7.22 dit que A centralise U/V, d’ott Ay (U/V) =1 € f,(2).
Le théoreme 5.11 dit que H/K est un §(f;)-groupe. On en déduit §*(fs) C F(fs).

Le théoréme 6.14 permet de conclure. O

W. Gaschiitz a montré que, pour tout groupe fini et résoluble (7, les projecteurs superrésolubles
de G sont exactement les F;-sous-groupes F de G tels que, pour toute pair (U, V) de sous-groupes
de G avec E < U <V, |V :U| n’est pas premier ([16]).

Comme le montre I’exemple 7.24, les (Fs, PT)-projecteurs des groupes de rang de Morley fini
résolubles ne peuvent étre caractérisés de la méme facon.

Exemple 7.24. - Considérons C; »x C* ou C* agit linéairement sur C;. Si u désigne un élément
d’ordre 4 de C* et si on note G = C; x {(u), alors les (F;,P+)-projecteurs de GG sont exactement
les conjugués de (u). Pourtant, il existe une pair (U, V) de sous-groupes de G avec (u) < U <V et
|V : U| = 2. En effet, si on choisit « € Cy \ {1} et si on note X la cloture normale de # dans G et
Y le sous-groupe engendré par les carrées de X, alors X/Y x (u) est un 2-groupe. On peut choisir

¥ € Cxy(u) \ {1}. En prenant U = Y (u) et V = U(y), on obtient bien |V : U| = 2.
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