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� Introduction

W�Gasch�utz a introduit en ���� �����	 la th�eorie des formations pour les groupes 
nis r�esolubles�
Cette th�eorie uni
e� et g�en�eralise consid�erablement� les notions de sous
groupes de Carter et de sous

groupes de Hall� Elle a ensuite �et�e g�en�eralis�ee �a beaucoup de classes de groupes localement 
ni et
localement r�esolubles � groupes �localement nilpotents	
par

nis �����	� FC
groupes �����	� groupes
localement 
nis lin�eaires �����	 et U
groupes �����	� Tout ces travaux ont �et�e uni
�es dans ����� Mais
il a �et�e �etablie une th�eorie des formations pour d�autres classes de groupes � classe des groupes
polycycliques ����� et ����	� groupes satisfaisant min
p pour tout entier premier p �����	����

L�objectif de cet article est d��etablir une th�eorie des formations pour les groupes de rang de
Morley 
ni r�esolubles� Cette th�eorie g�en�eralisera celle de ���� L�ensemble du travail se fera dans
un contexte plus g�en�eral que les groupes de rang de Morley 
ni r�esolubles � les sections localement
closes r�esolubles des groupes de rang de Morley 
ni �d�e
nition ����	�

Bien que la classe de groupes que nous �etudions ne soit pas une classe de groupes localement

ni� on avait comme id�ee de d�epart de suivre l�approche de ���� pour la th�eorie des formations des
U
groupes� Cela semblait �etre rendu possible par l�introduction� dans ����� des notions d����el�ement
et de sous�groupe de Hall g�en�eralis�e �d�e
nition ����	� On rappelle qu�un �el�ement x d�une section
localement close H�K d�un groupe de rang de Morley 
ni est un �
�el�ement si� pour un x � H
dont la classe modulo K est x� d�x	K�K est sans torsion� Finalement� il n�a pas �et�e possible de
concr�etiser l�id�ee du d�epart� la principale raison �etant que les sous
groupes de Hall g�en�eralis�es ne se
pr�eservent pas� en g�en�eral� par quotientement� On a alors �et�e amen�e �a consid�erer un autre analogue
aux sous
groupes de Hall pour les groupes de rang de Morley 
ni � les sous�groupes ��couvrants de
Hall �d�e
nition ���	� � d�esigne ici un sous
ensemble de P� o�u� si on note P l�ensemble des entiers
premiers� P� � P � f�g� L�id�ee est bas�ee sur le fait que� pour � � P� un �
sous
groupe de Hall
d�un groupe 
ni r�esoluble G est un sous
groupe minimal parmis ceux qui couvrent chaque �
section
de G� En fait� il s�agit de voir les sous
groupes de Hall comme �etant des objets minimaux� D�autre
part� si H est un �
sous
groupe de Hall d�un groupe 
ni r�esoluble G� alors H v�eri
e deux propri�et�es
duales l�une de l�autre �

�i	 H �A est un �
sous
groupe de Hall de A pour tout sous
groupe normal A de G �
�ii	 HK�K est un �
sous
groupe de Hall de G�K pour tout sous
groupe normal K de G�

Or� les sous
groupes de Hall g�en�eralis�es v�eri
ent �i	 et pas �ii	� tandis que� pour les sous
groupes
�
couvrants de Hall� c�est l�inverse �corollaire ���� et exemple ����	� Finalement� les deux notions
sont �equivalentes lorsque � �� � �lemme ����	� Dans la partie �� nous montrons des propri�et�es
des sous
groupes �
couvrants de Hall� en particulier l�existence et la conjugaison �th�eor�eme ����	�
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Toutefois� pour �etudier les sous
groupes �
couvrants de Hall� nous utilisons la plupart des r�esultats
de ���� �cf� preuve du th�eor�eme ����	�

A partir de la notion de sous
groupes �
couvrants de Hall� nous introduisons une notion de
M�normalisateur �d�e
nition ���	 similaire �a celle de ����� On montre que ces sous
groupes sont
pr�eserv�es par quotientement �th�eor�eme ���	� Ce r�esultat est similaire au lemme ���� de ����� mais
la preuve est tr�es di��erente� Le point qui va marquer notre di��erence avec ���� est l�impossibilit�e
de trouver un th�eor�eme de �couverture et d��evitement� analogue au th�eor�eme ��� de ���� �exemples
���� et ����	� Ceci aura des cons�equences importantes sur l��etude des projecteurs� Pour rem�edier �a
ce probl�eme� nous introduisons la notion de M��normalisateur �d�e
nition ����	� Ce sont des sous

groupes des M
normalisateurs qui ne sont pas tr�es loin de v�eri
er la propri�et�es de couverture et
d��evitement� Nous montrons alors des propri�et�es des M�
normalisateurs qui vont nous permettre
de suivre la strat�egie de ���� pour la 
n de la preuve du th�eor�eme principal �th�eor�eme ����	�

De fa�con analogue �a ����� nous d�e
nissons des fonctions de pr�eformation f auxquelles on associe
des classes de groupes F�f	 et F��f	 �d�e
nition ���	� La classe F�f	 est une R�formation �d�e
nition
����� lemme ����	 �a la di��erence de F��f	 �exemple ����	� Par contre� c�est la classe F��f	 qui
permet de travailler et d�arriver �a des r�esultats g�en�eraux� puisque les projecteurs en rapport avec
F�f	 n�existent pas toujours �exemple ���	� Les fonctions f les plus interressantes sont celles pour
lesquelles F�f	 � F��f	� Le th�eor�eme ���� donne un crit�ere pour que f v�eri
e F�f	 � F��f	� Nous
arrivons au th�eor�eme principal de l�article �th�eor�eme ����	� Il concerne l�existence et la conjugaison
des projecteurs �d�e
nition ���	� Ce th�eor�eme uni
e plusieurs r�esultats importants concernants les
groupes de rang de Morley 
ni r�esolubles � conjugaison des sous
groupes de Hall et des sous
groupes
de Hall g�en�eralis�es� le th�eor�eme � de ��� �qui concerne les formations	� existence et conjugaison des
sous
groupes �
couvrants de Hall� existence et conjugaison des sous
groupes de Carter �proposition
����	�

La derni�ere partie donnera une application du th�eor�eme ���� �a la superr�esolubilit�e� On montre
l�existence d�une fonction de pr�eformation fs qui d�etermine quelles sections localement closes sont
localement superr�esolubles �proposition ����	� Comme cette fonction v�eri
e les hypoth�eses du th�eo

r�eme ����� on a F�fs	 � F��fs	 et on en d�eduit un th�eor�eme sur les projecteurs localement su

perr�esolubles �th�eor�eme ����	� Cette derni�ere partie est aussi l�occasion d��etudier plus pr�ecis�ement
les sous
groupes localement superr�esolubles des groupes de rang de Morley 
ni et� notamment� de
montrer qu�ils sont toujours �localement nilpotents	
par
�
nis� ab�eliens	 �proposition ���	�

� Pr�erequis

La notation est celle habituellement utilis�ee� Pour des g�en�eralit�es sur le sujet on pourra se r�ef�erer
soit au livre de A� Borovik et A� Nesin ����	� soit au livre de B� Poizat �����	� De la m�eme fa�con que
dans ����� on note P l�ensemble des entiers premiers et P� � P � f�g� Aussi� pour tout � � P��
on notera �� � � n f�g� �� � P� n � et �� � P n ��

��� G�en�eralit�es

Pour tout groupe G de rang de Morley 
ni� on note G� sa composante connexe� c�est
�a
dire
l�intersection de ses sous
groupes d�e
nissables d�indice 
ni� G� est un sous
groupe d�e
nissable et
d�indice 
ni de G� On �etend cette notation aux sous
groupes des groupes de rang de Morley 
ni�
en notant H� � H � d�H	� pour tout sous
groupe H d�un groupe de rang de Morley 
ni�

Le fait suivant est un corollaire du th�eor�eme des ind�ecomposables de Zil�ber�

Fait ���� � ������ Zil	ber
 Soient G un groupe de rang de Morley �ni� H � G d�e�nissable et
connexe� et X � G� alors �H�X� est d�e�nissable et connexe�

Fait ���� � ������ Nesin
 Soit G un groupe nilpotent de rang de Morley �ni� Alors G � D �C�
D � T �N o�u

D est d�e�nissable� connexe� caract�eristique et divisible�
C est d�e�nissable et d�exposant born�e�
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T est la partie de torsion de D et est ab�elien et divisible�
N est un sous�groupe sans torsion�
De plus� si G est connexe� alors T est central dans G et C peut �etre choisi connexe et caract�e�

ristique�

D�e�nition ���� � Pour tout groupe G� le sous
groupe de Fitting F �G	 de G est le sous�groupe de
G engendr�e par ses sous�groupes nilpotents normaux�

Fait ��
� � ��
��Belegradek� ����� Nesin
 Si G est un groupe de rang de Morley �ni� son sous�
groupe de Fitting F �G	 est nilpotent et d�e�nissable�

Fait ���� � ������ Nesin
 Soit G un groupe de rang de Morley �ni� connexe et r�esoluble� Alors
G�F �G	� 	et� donc� G�F �G	
 est un groupe divisible et ab�elien�

Pour tout entier premier p� on appelle p�tore un p
groupe ab�elien et divisible� Pour un p
tore T �
la dimension du groupe des �el�ements d�ordre p de T � consid�er�e comme espace vectoriel sur le corps
premier� s�appelle la taille de T �

Fait ���� � ����� Borovik� Poizat
 Les sous�p�tores d�un groupe de rang de Morley �ni sont de
taille �nie� born�ee par un certain entier m�

D�e�nition ���� � ����� d�ef� ���� Borovik
 Soit G un groupe de rang de Morley �ni� Un sous�
groupe d�e�nissable� connexe et nilpotent U de G est quasiunipotent si U ne contient pas de p�tores
pour tout entier premier p�

D�e�nition ���� � ����� d�ef� ���
 Soit G un groupe de rang de Morley �ni� On d�e�nit par Q�G	 �
hU jU E G�U est quasiunipotent i le radical quasiunipotent de G�

Les r�esultats de ��� et la remarque ���� de ���� montrent que le radical quasiunipotent d�un
groupe de rang de Morley 
ni est quasiunipotent�

Le fait ��� g�en�eralise le fait ����

Fait ���� � ���
�� prop� ����
 Soient G un groupe de rang de Morley �ni connexe et r�esoluble�
Alors G�Q�G	 est ab�elien et divisible�

Le radical de Hirsch�Plotkin d�un groupe G est le sous
groupe de G engendr�e par ses sous
groupes
localement nilpotents normaux� On le note HP �G	� Le fait ���� montre qu�il s�agit toujours d�un
sous
groupe localement nilpotent de G�

Fait ����� � ������ ������ p��
�� Hirsch� Plotkin
 Si deux sous�groupes A et B d�un groupe G
sont localement nilpotents et se normalisent� alors AB est localement nilpotent�

��� Sous�groupes de Carter

D�e�nition ����� � Soit C un sous�groupe d�un groupe G� C est un sous
groupe de Carter de G si
C est localement nilpotent nilpotent et autonormalisant�

F�O� Wagner a montr�e l�existence et la conjugaison des sous
groupes nilpotents et autonormali

sants dans les groupes de rang de Morley 
ni connexes et r�esolubles �fait ����	� Le fait ���� montre
que ces sous
groupes sont exactement les sous
groupes de Carter�

Fait ����� � ������ cor� ����
 Soit G un groupe de rang de Morley �ni connexe et r�esoluble� Alors
tout sous�groupe localement nilpotent de G est nilpotent�

Fait ����� � ������ Wagner
 Soient G un groupe de rang de Morley �ni connexe et r�esoluble et
L un sous�groupe normal et d�e�nissable de G tel que G�L soit nilpotent� Alors �

�i	 G a un sous�groupe de Carter C �
�ii	 G � LC �
�iii	 les sous�groupes de Carter de G sont conjugu�es�
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Fait ���
� � ������ cor� ����
 Soient G un groupe de rang de Morley �ni connexe et r�esoluble� C
un sous�groupe de Carter de G et N un sous�groupe normal 	non n�ecessairement d�e�nissable
 de
G� Alors CN�N est un sous�groupe de Carter de G�N et tous les sous�groupes de Carter de G�N
sont de cette forme� En particulier� les sous�groupes de Carter de G�N sont conjugu�es�

Fait ����� � ������ corollaire ���
 Soient G un groupe de rang de Morley �ni connexe et ��
r�esoluble et C un sous�groupe de Carter de G� Alors il existe un entier k tel que G � Gk oC�

Il est montr�e dans ���� que� dans les groupes de rang de Morley 
ni connexes et r�esolubles� la
notion de sous
groupe de Carter est tr�es li�ee �a celle de sous�groupe anormal�

D�e�nition ����� � Un sous�groupe H d�un groupe G est anormal dans G si� pour tout g � G�
g � hH�Hgi�

Fait ����� � ������ th�eor�eme ���
 Soient G un groupe de rang de Morley �ni connexe et r�esoluble
et H un sous�groupe de G� Alors les conditions suivantes sont �equivalentes �

�i	 H est anormal�
�ii	H contient un sous�groupe de Carter de G�
�iii	H est d�e�nissable et connexe et il existe n � N et une suite d�ecroissante �Hi	��i�n de sous�

groupes de G tel que H� � G� Hn � H et� pour tout i � �� ���� n� Hi est un sous�groupe propre
d�e�nissable et connexe maximal de Hi�� qui n�est pas normal dans Hi���

On d�e
nit le centralisateur g�en�eralis�e�

D�e�nition ����� � Soient G un groupe et A un sous�groupe de G� Nous d�e�nissons le centrali

sateur g�en�eralis�e EA�g	 d�un �el�ement g de NG�A	 par EA�g	 �

S
n�N�adg	

�n��	 o�u adg d�esigne
l�application

adg � A 	
 A
x �	
 �x� g�

Le centralisateur g�en�eralis�e EA�X	 d�un sous�ensemble X de NG�A	 est l�intersection des EA�x	
pour x � X�

Cette notion a �et�e introduite� sans �etre nomm�ee� par T�A� Peng dans ����� En g�en�eral� pour un
groupe r�esoluble� il ne s�agit m�eme pas d�un sous
groupe �un exemple est donn�e dans ����	� Il est
montr�e dans ���� que les centralisateurs g�en�eralis�es des groupes de rang de Morley 
ni connexes et
r�esolubles constituent des sous
groupes anormaux tr�es particuliers �

Fait ����� � ������ cor� ����
 Soient G un groupe de rang de Morley �ni connexe et r�esoluble
et H un sous�groupe localement nilpotent de G� Alors EG�H	 est un sous�groupe d�e�nissable et
connexe et H est contenu dans F �EG�H		�

Fait ����� � ������ cor� ��

 Soient G un groupe de rang de Morley �ni connexe et r�esoluble et
H un sous�groupe nilpotent de G� Alors EG�H	 est anormal dans G�

��� Sous�groupes localement clos

Dans un groupe de rang de Morley 
ni G� la cl�oture d�e�nissable d�un sous
ensemble X de G est
l�intersection des sous
groupes d�e
nissables de G qui contiennent X� On la note d�X	� Par condition
de cha��ne descendante sur les sous
groupes d�e
nissables de G� c�est un sous
groupe d�e
nissable de
G�

La notion de sous�groupe localement clos a �et�e introduite et �etudi�ee dans ���� et ����� Les r�esultats
montr�es ici concernent� en g�en�eral� les sections localement closes�

D�e�nition ����� � Un sous�groupe H d�un groupe de rang de Morley �ni G est dit localement
clos si� pour toute partie �ni X de H� d�X	 � H�

On appelle section localement close un quotient entre deux sous�groupes localement clos�
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Le fait ���� donne une caract�erisation des sous
groupes localement clos�

Fait ����� � ������ lemme ��

 Soient G un groupe de rang de Morley �ni et H un sous�groupe
de G� Alors H est localement clos si et seulement si H est d�e�nissable�par�localement �ni�

Le fait ���� permet de d�e
nir une notion de cl�oture locale �d�e
nition ����	�

Fait ����� � ���
�� lemme ���
 Dans un groupe de rang de Morley �ni� toute intersection de
sous�groupes localement clos est localement close�

D�e�nition ���
� � Soient G un groupe de rang de Morley �ni et X une partie de G� La cl�oture
locale dloc�X	 de X dans G est le plus petit sous�groupe localement clos de G qui contient X�

Fait ����� � ���
�� rem� ���
 Soient G un groupe de rang de Morley �ni r�esoluble et X un
sous�ensemble de G� Alors dloc�X	 � hXi�hXi� En particulier� si X est �ni� dloc�X	 � d�X	�

Le fait ���� est utilis�e partout dans le texte et son utilisation ne sera pas mentionn�ee�

Fait ����� � ���
�� lemme ���
 Soient G un groupe de rang de Morley �ni et H et K deux
sous�groupes localement clos de G tels que H normalise K� Alors HK est localement clos�

Pour tout groupe G� on note G� � G��� � G� pour tout ordinal i� Gi�� � �G�Gi� et G�i��� �
�G�i�� G�i�� et� pour tout ordinal limite j� Gj �

T
i�j G

i et G�j� �
T
i�j G

�i��

Fait ����� � ������ cor� ���

 Soient G un groupe de rang de Morley �ni et H un sous�groupe de
G localement clos� Alors� pour tout ordinal �� H� et H��� sont localement clos�

Fait ����� � ������ lemme ����
 Soient G un groupe de rang de Morley �ni et H�K une section
localement close de G� Alors� pour tout sous�ensemble X de H� CH�K�XK�K	 est une section de
H localement close�

D�e�nition ����� � Soient G un groupe de rang de Morley �ni et H�K une section localement close
de G� Une H�section A�B non triviale et localement close de H est dite H�K
dloc
minimale si B
contient K et si� pour toute H�section localement close C�B de A� A � C ou B � C�

Le fait ���� permet de montrer un analogue au th�eor�eme de Jordan
H�older pour les sections
localement closes des groupes de rang de Morley 
ni r�esolubles �cor� ���� ����	�

Fait ����� � ������ prop� ���
 Soient G un groupe de rang de Morley �ni r�esoluble� H�K une
section localement close de G et U�V une H�section non triviale et localement close de H avec
K � V � Alors U�V contient une section H�K�dloc�minimale�

Dans ���� ont �et�e introduits� pour tout sous
groupe H d�un groupe de rang de Morley 
ni� les
sous
groupes H� et H� qui sont des imitations de la composante connexe�

D�e�nition ����� � Soient G un groupe de rang de Morley �ni et H un sous�groupe de G� On note
H� � hd�h	� � h � Hi et H� � hU � H � U est d�e�nissable et connexe i�

Remarque ����� � SiH est un sous
groupe d�un groupe de rang de Morley 
ni G� alorsHH��H�

est un groupe de torsion� En particulier� si G est r�esoluble� HH��H� est localement 
ni�

Fait ����� � ���
�� lemme ���
 Si H est un sous�groupe d�un groupe G de rang de Morley �ni �
�i	 H� et H� sont d�e�nissables� connexes et normalis�es par H�
�ii	 �H�	� � H� et �H�	� � H��
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Cet article concerne les sections localement closes r�esolubles des groupes de rang de Morley 
ni�
Le fait ���� montre que de telles sections sont aussi des sections localement closes de groupes de
rang de Morley 
ni r�esolubles�

Fait ���
� � ������ cor� 
���
 Soient G un groupe de rang de Morley �ni� H�K une section
localement close de G et L�K un sous�groupe localement r�esoluble de H�K� Alors il existe un
sous�groupe d�e�nissable et r�esoluble de d�H	�K� qui couvre L�K� en particulier dloc�L	�K est
r�esoluble�

Fait ����� � ������ cor� 
��

 Soient G un groupe de rang de Morley �ni� H�K une section
localement close de G et L�K un sous�groupe localement nilpotent de H�K� Alors dloc�L	�K est
localement nilpotent�

Le fait ���� est analogue au fait ����

Fait ����� � ������ cor� 
���
 Soient G un groupe de rang de Morley �ni� H�K une section de G
localement close et localement nilpotente et R�K le sous�groupe de torsion maximal de H�K� Alors
H�K� � H�K��K� �R�K� et H�K��K� est nilpotent�

Fait ����� � ������ prop� 
���
 Soient G un groupe de rang de Morley �ni et H�K une section
localement close de G� Alors les conditions suivantes sont �equivalentes �

�i	 H�K est localement nilpotent �
�ii	 H�K est hypercentrale �
�iii	 H�K v�eri�e la condition de normalisateur�
De plus� si l�une de ces conditions est v�eri��ee� H�K est nilpotent�par��ni�

D�e�nition ����� � Pour toute section localement close H�K d�un groupe de rang de Morley �ni�
on note �H�K	LN l�intersection des sections localement closes normales U�K de H�K telles que
H�U soit localement nilpotent�

Fait ����� � ������ cor� ���
 Si H�K est une section localement close d�un groupe de rang de
Morley �ni r�esoluble� alors �H�K	��H�K	LN est localement nilpotent�

��� Sous�groupes de Hall g�en�eralis�es

Dans ����� on avait introduit la notion de ���el�ement pour � � P�� Cette notion g�en�eralise la
notion habituelle de �
�el�ement pour � � P�

D�e�nition ��
�� � Soient R�K un sous�groupe d�une section localement close r�esoluble H�K� x
un �el�ement de H et x sa classe modulo K� Alors�

a	 x est un �
�el�ement si� pour tout p � P� n �� d�x	K�K est sans �el�ement d�ordre p�
b	 R�K est un �
sous
groupe de H�K si tous les �el�ements de R�K sont des ���el�ements�
c	 R�K est un �
sous
groupe de Hall g�en�eralis�e de H�K si R�K est un ��sous�groupe maximal

de H�K�
d	 R�K est un p
sous
groupe de Sylow de H�K 	pour p � P�
 si R�K est un p�sous�groupe

maximal de H�K�

On remarque que la d�e
nition a	 a un sens puisque� si k est un �el�ement de K alors� par le fait
����� d�xk	 � dloc�xK	 � d�x	K� Or d�x	K�K n�a pas d��el�ement d�ordre p et d�xk	K�K non plus�

Pour p � P� un p
sous
groupe d�une section localement close r�esoluble H�K est localement
nilpotent� Par contre� l�exemple ���� montre� qu�en pr�esence d�un mauvais corps �d�e
nition ����	�
il peut exister des �
groupes non nilpotents�

D�e�nition ��
�� � Une structure hK��� �� T i de rang de Morley �ni est un mauvais corps si
hK��� �i est un corps et si T est un sous�groupe propre et in�ni de K��

�



On ne sait pas si il existe ou non un mauvais corps� Pendant longtemps� il a �et�e conjectur�e que
de tels objets n�existent pas� Suite �a certains travaux r�ecents� B� Poizat a conjectur�e leur existence
en caract�eristique nulle �����	� Par contre� F�O� Wagner a e�ectu�e certains travaux concernant les
mauvais corps de caract�eristique non nulle� et il conjecture qu�il n�existe pas de tels objets �����	�

Exemple ��
�� � Si il existe un mauvais corps K de caract�eristique nulle avec un sous
groupe
multiplicatif T � in
ni� propre� d�e
nissable et sans torsion� alors K�oT �o�u T agit lin�eairement sur
K�	 est un �
groupe non nilpotent de rang de Morley 
ni�

D�e�nition ��
�� � Un pur groupe est un groupe qui n�est consid�er�e qu�avec sa structure de groupe�

Dans certains exemples� nous parlerons d�un pur groupe G isomorphe �a C � � Dans ce cas� la
structure d�e
nissable de C � sera donn�ee par sa loi de groupe� En particulier� la possibilit�e d�un
sous
groupe propre� in
ni et d�e
nissable sera exclue�

Le fait suivant g�en�eralise un fait qui a �et�e prouv�e avec l�hypoth�ese �H d�e
nissable� par Borovik
et Nesin ����	�

Fait ��

� � ���
�� cor� ���
 Soient � un ensemble d�entiers premiers� G un groupe de rang de
Morley �ni et H un sous�groupe localement clos de G� Si x � NG�H	 est tel que sa classe modulo
H soit un ���el�ement de NG�H	�H� alors le coset xH contient un ���el�ement�

D�e�nition ��
�� � Soient � � P� et H�K une section localement close r�esoluble d�un groupe de
rang de Morley �ni� On note O��H�K	 le sous�groupe de H�K engendr�e par les ��sous�groupes
normaux de H�K�

Fait ��
�� � ���
�� cor� 
�� et 
���
 Soient � � P� et H�K une section localement close d�un
groupe de rang de Morley �ni r�esoluble� Alors O��H�K	 est une ��section localement close�

Fait ��
�� � ����� Borovik� Poizat
 Soient p � P et P un p�sous�groupe localement �ni d�un
groupe G de rang de Morley �ni� Alors P � est nilpotent et P � � B � T est le produit central d�un
groupe nilpotent B d�exposant born�e et d�un p�tore T �

Nous rappelons les principaux r�esultats concernant les sous
groupes de Hall dans les groupes de
rang de Morley 
ni r�esolubles� Les faits ����� ���� et ���� ont �et�e �enoncer pour les groupes �
stables
r�esolubles� Il s�av�ere que les preuves donn�ees permettent des �enonc�es un peu plus g�en�eral� Nous
donnons ces �enonc�es dans le contexte des sections localement closes des groupes de rang de Morley

ni r�esolubles�

Fait ��
�� � ����� Alt�nel� Cherlin� Corredor� Nesin
 Soient � � P� G un groupe de rang de
Morley �ni r�esoluble et H un sous�groupe localement clos de G� Alors les ��sous�groupes de Hall
de H sont conjugu�es�

Fait ��
�� � ����� Alt�nel� Cherlin� Corredor� Nesin
 Soient � � P� G un groupe de rang de
Morley �ni r�esoluble� H un sous�groupe de G localement clos� N un sous�groupe normal de H et R
un ��sous�groupe de Hall de H� Alors �

�i	 R �N est un ��sous�groupe de Hall de N �
�ii	 Si N est localement clos� RN�N est un ��sous�groupe de Hall de H�N et tous les ��sous�

groupes de Hall de H�N sont de cette forme�

Fait ����� � ���
�� prop� 
���
 Si H�K est une section localement close et localement nilpotente
d�un groupe de rang de Morley �ni r�esoluble� alors H�K poss�ede un unique ��sous�groupe de Hall
g�en�eralis�e pour tout � � P��

Fait ����� � ���
�� th� 
���
 Dans une section localement close d�un groupe de rang de Morley
�ni r�esoluble� les ��sous�groupes de Hall g�en�eralis�es de H�K sont conjugu�es pour tout � � P��

�



Fait ����� � ���
�� cor� 
���
 Soient � � P�� H�K une section localement close d�un groupe de
rang de Morley �ni r�esoluble� R�K est un ��sous�groupe de Hall g�en�eralis�e de H�K et N�K un
sous�groupe normal de H�K� Alors R�K � N�K est un ��sous�groupe de Hall g�en�eralis�e de N�K
et tous les ��sous�groupes de Hall g�en�eralis�es de N�K sont de cette forme�

Fait ����� � ���
�� cor� 
��

 Soient � � P� et H�K une section localement close d�un groupe
de rang de Morley �ni r�esoluble� Si R�K d�esigne un ��sous�groupe de Hall g�en�eralis�e de H�K�
alors R�K est une section localement close�

Fait ���
� � ���
�� cor� ���
 Soient G un goupe de rang de Morley �ni r�esoluble� � � P�� H�K
une section localement close de G� R�K un ��sous�groupe de Hall g�en�eralis�e de H�K et A un
sous�groupe localement clos et normal de H qui contient K� On suppose qu�un ���sous�groupe de
Hall g�en�eralis�e de A�K est d�exposant born�e� Alors RA�A est un ��sous�groupe de Hall g�en�eralis�e
de H�A et tous les ��sous�groupes de Hall g�en�eralis�es de H�A sont de cette forme�

D�e�nition ����� � Soient G un groupe et G � �Sp	p�P une famille de sous�groupes o�u� pour tout
entier p� Sp d�esigne un p�sous�groupe de Sylow de G� On dit que G est une base de Sylow de G si
hSp � p � �i est un ��sous�groupe pour tout � � P�

Fait ����� � ����� Altinel� Cherlin� Corredor� Nesin
 Soient G un groupe de rang de Morley
�ni r�esoluble et H�K une section localement close de G� Alors H�K poss�ede une unique classe de
conjugaison de bases de Sylow�

D�e�nition ����� � Soient G un groupe de rang de Morley �ni r�esoluble� H�K une section
d�e�nissable�par�localement �ni de G et B � �S��K	��P� une famille de sous�groupes o�u� pour
tout � � P�� S��K d�esigne un ��sous�groupe de Hall g�en�eralis�e de H�K� On dit que B est une
base de Sylow g�en�eralis�ee de H�K si� pour tout � � � � P�� S��K � S��K�

Fait ����� � ���
�� th� ���
 Soient G un groupe de rang de Morley �ni r�esoluble et H�K une
section localement close de G� Alors H�K poss�ede une unique classe de conjugaison de bases de
Sylow g�en�eralis�ees�

Dans ce qui suit� pour tout � � P�� les �
sous
groupes de Hall g�en�eralis�es seront appel�es �
sous

groupes de Hall� Il n�y a pas d�ambiguit�e possible puisque� si � � P� les notions de �
sous
groupe
de Hall et de �
sous
groupe de Hall g�en�eralis�es sont �equivalentes�

� Sous�groupes couvrants de Hall

Nous aurons besoin des d�e
nitions et faits suivants�

D�e�nition ���� � ����
 Soient G un groupe de rang de Morley �ni r�esoluble et � � P� G est un
��
groupe si G est connexe et si ses sections d�e�nissables� ab�eliennes et connexes sont ��divisibles�

D�e�nition ���� � Pour tout � � P�� on note B��G	 le ��sous�groupe de Hall de Q�G	�

Remarque ���� � B��G	 est quasiunipotent et B��G	 �
L
p��

Bp�G	�

Fait ��
� � ����� Borovik� Nesin
 Soient G un groupe de rang de Morley �ni r�esoluble et connexe
et � � P� Alors les ���sous�groupes maximaux de G sont conjugu�es� Si K est l�un d�eux� alors
G � B��G	K et B��G	 �K est un sous�groupe �ni�

Lemme ���� � Soient G un groupe de rang de Morley �ni r�esoluble et connexe et � � P� Alors
les ���sous�groupes maximaux de G sont exactement les sous�groupes de G de la forme B�� �G	D
o�u D d�esigne un sous�groupe d�e�nissable et divisible maximal d�un sous�groupe de Carter de G�

�



Preuve� � Soient D un sous
groupe d�e
nissable et divisible maximal d�un sous
groupe de Carter
C de G �C existe d�apr�es le fait ����	� Alors B���G	D est un ��
sous
groupe de G� Montrons la
maximalit�e de B�� �G	D� Soit K un ��
sous
groupe maximal de G qui contient B�� �G	D� Alors
K � B��G	 est 
ni d�apr�es le fait ���� donc B���G	 est d�indice 
ni dans K � Q�G	� Le fait ���
dit que G�Q�G	 est ab�elien et divisible� donc le fait ���� �ii	 dit que G � CQ�G	� Soit B le sous

groupe d�exposant born�e d�e
nissable et connexe maximal de C� Alors les faits ��� et ���� montrent
que C � B � D� en particulier G�Q�G	 � �BQ�G	�Q�G		�DQ�G	�Q�G		� Comme G�Q�G	 est
divisible� on obtient G � DQ�G	 � KQ�G	� On en d�eduit que B�� �G	D est d�indice 
ni dans K�
donc B�� �G	D � K puisque K est connexe� Ainsi� B���G	D est bien un ��
sous
groupe maximal
de G� Par conjugaison des ��
sous
groupes maximaux de G �fait ���	� tous les ��
sous
groupes
maximaux de G sont de cette forme� ce qui prouve le lemme� �

Lemme ���� � Soient G un groupe de rang de Morley �ni r�esoluble tel que G � G� et � � P� Si
T est un ���sous�groupe maximal de G� alors T � T��

Preuve� � Le fait ��� montre que G � B��G	T � en particulier B��G	T� est normal dans G� Or
T�T� est localement 
ni� donc G�B��G	T� aussi� Ainsi on a G� � B��G	T�� donc G � B��G	T��
Mais le fait ��� dit que B��G	 � T est 
ni� donc T�T� est 
ni� T �etant connexe� on a le r�esultat�
�

Fait ���� � ���
�� prop� 
���
 Soient G un groupe de rang de Morley �ni r�esoluble� H�K une
section localement close de G� � � P�� R�K un ��sous�groupe de Hall de H�K et U un sous�groupe
normal� d�e�nissable et connexe de H tel que H�U soit localement �ni� Alors il existe un sous�groupe
de Carter C de U tel que R normalise B��U 	CK�

D�e�nition ���� � Soient G un groupe de rang de Morley �ni r�esoluble�H�K une section localement
close de G� R�K une section localement close de H et � � P�� Si R couvre toutes les ��sections
localement closes normales de H� on dit que R�K est un sous
groupe �
couvrant de H�K� De plus�
si R�K est un sous�groupe ��couvrant minimal de H�K� alors R�K est un sous
groupe �
couvrant
de Hall de H�K�

Dans toute cette partie G d�esigne un groupe de rang de Morley 
ni r�esoluble� H�K une section
localement close de G et � un sous
ensemble non vide de P��

Lemme ���� � Si R�K est un sous�groupe ��couvrant de H�K et si S�K est un sous�groupe
��couvrant de R�K� alors S�K est un sous�groupe ��couvrant de H�K�

Preuve� � Soit E�D une �
section localement close et normale de H� Alors E � �R�E	D puisque
R�K est un sous
groupe �
couvrant de H�K� Or �R � E	��R �D	 est une �
section d�e
nissable

par
localement 
ni et normale de R� donc R � E � S�R �D	� Ceci montre que E � SD� et on en
d�eduit le r�esultat� �

Lemme ����� � Si � � P� alors les sous�groupes ��couvrants de Hall de H�K sont exactement
les ��sous�groupes de Hall de H�K� De plus� tout sous�groupe ��couvrant de H�K contient un
��sous�groupe de Hall de H�K�

Preuve� � Soit R�K un �
sous
groupe de Hall de H�K� Montrons que R�K est un sous
groupe
�
couvrant de Hall de H�K� D�apr�es le fait ����� R�K est un sous
groupe �
couvrant de H�K�
D�apr�es le lemme ���� il su�t de montrer que R�K n�a pas de sous
groupe �
couvrant propre�
Supposons le contraire et soit S�K un sous
groupe �
couvrant propre de R�K� D�apr�es le fait ����
il existe un ordinal � et une suite croissante �Ri	i�� de sous
groupes normaux et localement clos
de R avec R� � K� R� � R� R� � �i��Ri pour tout ordinal limite � et� pour tout i � �� la
section Ri���Ri est R
dloc
minimale� Comme S � R� il existe un plus petit j � � tel que Rj ne
soit pas contenu dans S� j est n�ecessairement un ordinal successeur� donc il existe un ordinal k
tel que j � k � �� Par minimalit�e de j� S contient Rk� Ainsi S ne couvre pas Rj�Rk� ce qui est
contradictoire� Donc R�K est un sous
groupe �
couvrant de Hall de H�K�

�



Supposons maintenant que R�K soit un sous
groupe �
couvrant de H�K� Soit S�K un �
sous

groupe de Hall de R�K� Le fait ���� montre que S�K est un sous
groupe �
couvrant de R�K� On
d�eduit alors du lemme ��� que S�K est sous
groupe �
couvrant de H�K� Soit T�K un �
sous

groupe de Hall de H�K qui contient S�K� Alors T�K est un sous
groupe �
couvrant de Hall de
H�K d�apr�es ce qui pr�ec�ede� donc T � S� Ceci 
nit la preuve du lemme� �

Lemme ����� � Si L�K est un sous�groupe ��couvrant de H�K et si �K � H�	� � �� alors L
contient un ���	��sous�groupe maximal de H� pour tout � � P� qui contient ��

Preuve� � Montrons H� � L�Q�H�	� H�K�Q�H�	K �etant ab�elien �fait ���	� H�K�Q�H�	K
poss�ede un unique P
sous
groupe de Hall V�Q�H�	K� Alors H�K�V est sans torsion et LV
contient H�K� d�o�uH�K � L�V � L�V�L�Q�H�	K est localement 
ni� donc �L�V 	� est contenu
dans L�Q�H�	K� Mais on a �L�V 	�K�K � �H�K	�K�K � H�K�K � L�V�K� ce qui prouve
L�V � L�Q�H�	K� CommeH� centralise K puisque �K�H�	� � �� L�Q�H�	 est normal dans
L�V � Comme �K �H�	� � �� K est localement 
ni� donc aussi L�V�L�Q�H�	� Ainsi on obtient
H� � �H�K	� � �L�V 	� � L�Q�H�	 et on a bien H� � L�Q�H�	�

B��H
�	 �etant un �
groupe� L contient B��H

�	� On en d�eduit que H� � B�� �H
�	�L�H�	��

Soit U un ���	�
sous
groupe maximal de �L�H�	�� Alors �L�H�	� � B����L�H
�	�	U d�apr�es

le fait ���� Mais B�� ��L �H
�	�	 est contenu dans B�� �H

�	 puisque � � � et H��Q�H�	 est
divisible et ab�elien �fait ���	� donc H� � B���H

�	U � Soit U� un ���	�
sous
groupe maximal de
H� qui contient U � Alors U� � B�� �H

�	 est 
ni d�apr�es le fait ���� donc U est d�indice 
ni dans
U� et U � U�� Ceci prouve que L contient un ���	�
sous
groupe maximal de H�� �

Th�eor�eme ����� � Tout sous�groupe ��couvrant de H�K contient un sous�groupe ��couvrant de
Hall de H�K et les sous�groupes ��couvrants de Hall de H�K sont conjugu�es dans H�K� De plus�
si R�K est un sous�groupe ��couvrant de Hall de H�K� alors �

�i	 R�K contient un ��sous�groupe de Hall de H�K �
�ii	 si � � �� il existe un ���	��sous�groupe maximal T de H� et un ���sous�groupe de Hall

S de H qui normalise T tel que R � TKS et S �H� � T � en particulier R �H�K � TK �
�iii	 si � � � et si R est un sous�groupe de H de la forme TKS o�u T est un ���	��sous�groupe

maximal de H� et S un ���sous�groupe de Hall de H qui normalise TK� R�K est un sous�groupe
��couvrant de Hall de H�K�

Preuve� � D�apr�es le lemme ���� et le fait ����� il su�t de prouver le th�eor�eme lorsque � � ��
Donc� durant toute la preuve� on supposera � � �� On va d�abord prouver ceci �

��	

Soient T un ���	��sous�groupe maximal de H� et R�TK un ���sous�groupe de
Hall de NH �T 	K�TK� Alors R�K est un sous�groupe ��couvrant de Hall de H�K
et tout sous�groupe ��couvrant de Hall de H�K est de cette forme� De plus� R �
H�K � TK et tout sous�groupe ��couvrant de H�K contient un sous�groupe ��
couvrant de Hall de H�K�

Notons K� � �K �H�	�� K � K�K�� T � TK��K� et H � H�K�� Supposons l�assertion � 	 vraie
quand K� � �� D�apr�es le fait ���� T est un ���	�
sous
groupe maximal de H��K�� Aussi T est un
���	�
sous
groupe maximal de TK�� donc NH �T 	K��K� � NH �T 	 d�apr�es le fait ��� et l�argument
de Frattini� On en d�eduit que �NH �T 	K	��TK	 � �NH �T 	K�K�	��TK	� Ce qui pr�ec�ede montre que
�R�K�	��TK	 est un ��
sous
groupe de Hall de �NH �T 	K	��TK	� Par hypoth�ese� �R�K�	�K est
un sous
groupe �
couvrant de Hall de H�K et tout sous
groupe �
couvrant de Hall de H�K est de
cette forme� Aussi� tout sous
groupe �
couvrant deH�K contient un sous
groupe �
couvrant de Hall
de H�K� De plus� R�K��H�K�K� � TK� donc il est clair que l�assertion � 	 est toujours vraie� et
on peut alors supposer K� � �� Ainsi H� centralise K� donc K normalise T et NH �T 	K � NH�T 	�

On va d�abord montrer que R�K contient un ��
sous
groupe de Hall de H�K� R�TK �etant un
��
sous
groupe de Hall de NH �T 	�TK� le fait ���� dit que R contient un ��
sous
groupe de Hall S
de NH �T 	� D�apr�es le fait ��� et l�argument de Frattini on a H � B�� �H

�	NH �T 	� Alors� d�apr�es le
fait ����� SB�� �H

�	�B���H
�	 est un ��
sous
groupe de Hall de H�B���H

�	� Comme B�� �H
�	

��



est un ��
groupe� on a montr�e que S est un ��
sous
groupe de Hall de H� En particulier SK�K est
un ��
sous
groupe de Hall de H�K d�apr�es le fait ���� et� ainsi� R�K contient un ��
sous
groupe
de Hall de H�K�

Montrons que R�K est un sous
groupe �
couvrant de H�K� Soit E�D une �
section localement
close et normale de H avec K � D� Comme� d�apr�es ce qui pr�ec�ede� R�K contient un ��
sous

groupe de Hall de H�K� R couvre E�E�D� donc on peut supposer E � E�D� Par le fait ���
les ���	�
sous
groupes maximaux de H� sont conjugu�es et ceux de E� aussi� donc T contient un
���	�
sous
groupe maximal V de E�� Or� comme E���E� �D	 est un �
groupe� E� �D contient
B���E

�	 et E� � V �E� �D	 d�apr�es le fait ���� On en d�eduit que E � E�D � V D � TD � RD
et R couvre E�D�

Montrons que R � H�K � TK et que R�K est un sous
groupe �
couvrant de Hall de H�K�
Comme R�TK est un ��
groupe et commeH� � B�� �H

�	T d�apr�es le fait ���� R�H�K � TK�
Soit S�K un sous
groupe �
couvrant de H�K contenu dans R�K� Le lemme ���� dit que S contient
un ���	�
sous
groupe maximalU deH�� lequel est n�ecessairement contenu dans �R�H�	�� Comme
T est aussi un ���	�
sous
groupe maximal de H�� il existe x � �R�H�	� tel que Ux � T d�apr�es
le fait ���� Comme R��R�H�K	 est un ��
groupe� le fait ���� donne R � S�R �H�K	� Or on a
vu que R �H�K � TK� donc R � ST � SUx� Ainsi il existe s � S et u � U tels que x � sux� en
particulier x � us � S� Ceci montre que R � S et que R�K est bien un sous
groupe �
couvrant de
Hall de H�K�

Finissons la preuve de l�assertion � 	� Soit L�K un sous
groupe �
couvrant de H�K� Montrons
que L�K contient un sous
groupe de H�K conjugu�e �a R�K� Par le lemme ����� L contient un
���	�
sous
groupe maximalU de H�� Le fait ��� permet de supposer U � T � Alors T est un ���	�

sous
groupe maximalde �L�H�	�� SoitQ un ��
sous
groupe de Hall de NL�T 	� On a L � B�� ��L�
H�	�	NL�T 	 d�apr�es le fait ��� et l�argument de Frattini� donc QB�� ��L�H

�	�	�B�� ��L�H
�	�	

est un ��
sous
groupe de Hall de L�B����L�H
�	�	 d�apr�es le fait ����� Comme B�� ��L�H

�	�	
est un ��
groupe� on en d�eduit que Q est un ��
sous
groupe de Hall de L� Le lemme ���� dit que
L contient un ��
sous
groupe de Hall de H� donc le fait ���� dit que Q est un ��
sous
groupe de
Hall de H� Par le fait ����� QTK�TK est un ��
sous
groupe de Hall de NH �T 	�TK �K normalise
T puisque H� centralise K	� Ainsi� QTK�TK est conjugu�e �a R�K �fait ����	 et� comme L contient
QTK� L�K contient un sous
groupe de H�K conjugu�e �a R�K� Comme on a vu que R�K est un
sous
groupe �
couvrant de Hall de H�K� ceci 
nit la preuve de l�assertion � 	�

Montrons que les sous
groupes �
couvrants de Hall de H�K sont conjugu�es� Soient R��K et
R��K deux sous
groupes �
couvrants de Hall de H�K� D�apr�es ��	� il existe deux ���	�
sous

groupes maximaux T� et T� de H� contenus respectivement dans R� et R� et telles que R��T�K et
R��T�K soient des ��
sous
groupes de Hall de NH �T�	K�T�K et NH �T�	K�T�K respectivement�
Le fait ��� permet de supposer T� � T� et le fait ���� donnent la conjugaison de R��T�K et de
R��T�K dans NH �T�	K�T�K� Il reste donc �a montrer �i	� �ii	 et �iii	�

Montrons d�abord �iii	� Soit R�K un sous
groupe de H�K de la forme TKS�K o�u T est un
���	�
sous
groupe maximal deH� et S un ��
sous
groupe de Hall de H qui normalise TK� Alors R
normalise �TK�H�	�� Mais le fait ��� et l�argument de Frattini montrent que NH ��TK�H�	�	 �
�TK �H�	�NH �T 	 � KNH �T 	� donc R � KNH �T 	 et R�TK est un ��
sous
groupe de Hall de
NH �T 	K�TK d�apr�es le fait ����� L�assertion � 	 permet de conclure�

Montrons �i	 et �ii	� Soit Q�K un �
sous
groupe de Hall de H�K� D�apr�es le fait ��� il existe un
sous
groupe de Carter C de H� tel que Q normalise B��H�	CK� Soient D le sous
groupe d�e
nis

sable et divisible maximal de C et T � B��H�	D� On va montrer que TK contient QTK �H�K�
Par le fait ���� D�C �B��H�	K	��C �B��H�	K	 est le sous
groupe divisible maximal de C��C �
B��H�	K	� donc TK�B��H�	K est le sous
groupe divisible maximal de CB��H�	K�B��H�	K�
Alors TK est normal dans NH �B��H�	CK	 et Q normalise TK� Le lemme ��� dit que T est
un ���	�
sous
groupe maximal de H� et le fait ��� donne H� � B���H

�	T � Donc �QTK �
H�K	�TK�� �QTK � B�� �H

�		TK�TK	 est �a la fois un �
groupe et un ��
groupe et� par
cons�equent� est trivial� Ainsi TK contient QTK �H�K�

CommeQTK�H�K � TK� QTK�TK est localement 
ni et QTK�TK est un ��
groupe� Par
le fait ����� Q�K contient un ��
sous
groupe de Hall de H�K� donc le fait ���� dit que QTK�TK
est un ��
sous
groupe de Hall de NH �T 	K�TK� Puisque T est un ���	�
sous
groupe maximal de

��



H�� l�assertion � 	 montre que QTK�K est un sous
groupe �
couvrant de Hall de H�K� Comme
les sous
groupes �
couvrants de Hall de H�K sont conjugu�es� on peut supposer R � QTK et on a
donc prouv�e �i	� De plus� on a prouv�e que R�H�K � �Q�H�K	TK � TK� D�apr�es les faits ����
et ����� Q contient un ��
sous
groupe de Hall S� de H� Le fait ���� dit que R � QTK � S�TK
puisque QTK�TK est localement 
ni� Comme S� normalise TK� S� normalise �TK�H�	�� Notons
B � B�� ��TK �H�	�	� Alors le fait ��� dit que �TK �H�	� � BT � Soit S un ��
sous
groupe
de Hall de NBTS� �T 	� D�apr�es l�argument de Frattini� on a BTS� � BNBTS� �T 	� SB�B est un
��
sous
groupe de Hall de BTS��B d�apr�es le fait ����� Comme B est un ��
groupe� on en d�eduit
que S est un ��
sous
groupe de Hall de BTS�� Le fait ���� dit alors que S est un ��
sous
groupe
de Hall de H donc� comme R�TK est un ��
groupe� R � TKS d�apr�es le fait ����� Comme
T �S �H�	 � �B�� �H

�	�T �S �H�		T d�apr�es le fait ���� T �S �H�	�T est �a la fois un �
groupe
et un ��
groupe� donc S �H� � T � Ceci 
nit la preuve de �ii	� �

Corollaire ����� � Si A�K est une section localement close et normale de H et si R�K est un
sous�groupe ��couvrant de Hall de H�K� alors RA�A est un sous�groupe ��couvrant de Hall de
H�A�

Preuve� � Si � � P� le lemme ���� et le fait ���� donnent le r�esultat� Sinon le th�eor�eme ���� �ii	
montre que RA�A est un sous
groupe �
couvrant de Hall de H�A� �

Corollaire ���
� � Si R�K est un sous�groupe ��couvrant de Hall de H�K� et si U�K est une
section localement close de H qui contient R�K� alors R�K est un sous�groupe ��couvrant de Hall
de U�K�

Preuve� � Si � � P� le lemme ���� donne le r�esultat� Sinon le th�eor�eme ���� �ii	 dit qu�il existe
T un ���	�
sous
groupe maximal de H� et S un ��
sous
groupe de Hall de H qui normalise T tel
que R � TKS� Comme R � U � on a T � U donc T� � U�� Alors le lemme ��� dit que T est un
���	�
sous
groupe maximal de U�� donc le th�eor�eme ���� �iii	 donne le r�esultat� �

Corollaire ����� � Si H�K est localement nilpotent� H�K poss�ede un unique sous�groupe ��
couvrant de Hall�

Preuve� � On peut supposer K� � �� Alors H� est nilpotent d�apr�es le fait ����� Comme
�H�	� � H�� le fait ��� montre que H� est divisible� En particulier� H� est un ���	�
groupe� Soit
S��K l�unique ��
sous
groupe de Hall de H�K� Par le fait ����� il existe S un ��
sous
groupe de
Hall de H tel que S� � SK� D�apr�es le th�eor�eme ���� �i	� H�K poss�ede un sous
groupe �
couvrant
de Hall R�K et on a R � H�KS � H�S� d�apr�es �ii	� Ainsi� R�K est normal dans H�K donc�
par conjugaison des sous
groupes �
couvrants de Hall de H�K �th�eor�eme ����	� R�K est l�unique
sous
groupe �
couvrant de Hall de H�K� �

L�exemple ���� montre que l�intersection d�un sous
groupe �
couvrant de Hall �� � P�	 d�un
groupe de rang de Morley 
ni r�esoluble G avec un sous
groupe normal et localement clos T de
G n�est pas n�ecessairement un sous
groupe �
couvrant de Hall de T � La proposition ���� donne
une information sur les intersections des sous
groupes �
couvrants de Hall �� � P�	 des sections
localement closes des groupes de rang de Morley 
ni r�esolubles avec ses sous
groupes normaux�

Exemple ����� � Si G est un pur groupe isomorphe �a C � et si on choisit T un sous
groupe non
trivial et localement 
ni de G� alors G est un sous
groupe �
couvrant de Hall de G� Pourtant f�g
est l�unique sous
groupe �
couvrant de Hall de T � et G � T �� ��

Proposition ����� � Si A�K est une section localement close et normale de H et si R�K est un
sous�groupe ��couvrant de Hall de H�K� alors �R�A	�K contient un unique sous�groupe ��couvrant
de Hall de A�K�

Preuve� � Si � � P� le lemme ���� et le fait ���� donnent le r�esultat� Donc on peut supposer
� � �� On peut aussi supposer K� � �� Le th�eor�eme ���� �ii	 montre qu�il existe un ���	�
sous

groupe maximalT de H� et un ��
sous
groupe de Hall S de H qui normalise T tels que R � TKS�

��



Alors �T �A�	� est un ���	�
sous
groupe maximal de A� d�apr�es le fait ��� et� d�apr�es le fait �����
S �A est un ��
sous
groupe de Hall de A qui normalise �T �A�	�� Donc le th�eor�eme ���� �iii	 dit
que �T �A�	�K�S�A	�K est un sous
groupe �
couvrant de Hall de A�K� en particulier �R�A	�K
est un sous
groupe �
couvrant de A�K�

Supposons que �R�A	�K ait un unique sous
groupe �
couvrant de Hall V�K� Comme �R�A	�K
est un sous
groupe �
couvrant de A�K� le lemme ��� dit que V�K est un sous
groupe �
couvrant de
Hall de A�K� Or V�K est l�unique sous
groupe �
couvrant de Hall de �R�A	�K� donc le corollaire
���� dit que �R �A	�K ne contient pas d�autre sous
groupe �
couvrant de Hall de A�K� Il su�t
donc de d�emontrer le r�esultat pour H � R�

Soit U�K un sous
groupe �
couvrant de Hall de A�K� Le th�eor�eme ���� �ii	 montre qu�il existe
un ���	�
sous
groupe maximal T de H� tel que R normalise TK et� aussi� R�H�K � TK� Mais
R � H� donc H�K � TK et� commeH� centralise K puisque K� � � �fait ���	� T centralise K et
T est normal dansH��K �etant localement 
ni�H�T est aussi localement 
ni� doncH��� R�	 � T �
Ainsi R� est un ���	�
groupe� donc �A �R�	� aussi� En particulier �A �R�	�K�K est contenu
dans tout sous
groupe �
couvrant de Hall de A�K� Par le corollaire ����� il su�t de montrer que
U��A �R�	�K est l�unique sous
groupe �
couvrant de Hall de A��A �R�	�K� c�est
�a
dire qu�on
peut supposer �A �R�	� � K� Comme K� � �� on a �A �R�	� � � et le fait ��� montre que A
centralise R�� CommeA� � �A�R�	�� A est localement 
ni� D�apr�es le lemme ���� U�K est un �

sous
groupe de Hall de A�K� Soit O�K � O��R�K	� Alors UO�O est un �
sous
groupe de Hall de
AO�O d�apr�es le fait ����� en particulier U � UO�A� Si UO�O est l�unique �
sous
groupe de Hall
de AO�O alors tout sous
groupe �
couvrant de Hall de A�K est contenu dans �UO�A	�K � U�K�
donc on a le r�esultat et on peut alors supposer O�K � ��

U�K est un �
sous
groupe de Hall de A�K� donc UR��R�K est un �
sous
groupe de Hall
de AR��R�K� Comme R�R�K est un �
groupe� on en d�eduit que UR� � AR�� Ainsi on a
A�K � U�K � �A � R�K	�K et U�K est l�unique �
sous
groupe de Hall de A�K et� donc� est
U�K normal dans R�K� Comme O�K � �� on a montr�e que U�K � �� donc A�K n�a qu�un seul
�
sous
groupe de Hall �c�est le sous
groupe trivial	� �

Lemme ����� � Si U�K est une section localement close de H�K et si U�K n�a pas de sous�groupe
��couvrant 	de U�K
 propre� alors U�K est contenu dans un sous�groupe ��couvrant de Hall de
H�K�

Preuve� � Si � �� �� le lemme ���� donne le r�esultat� donc on peut supposer � � �� On
peut aussi supposer K� � �� On fait la preuve par induction sur le rang de H�� Soit B�K
l�intersection des sous
groupes �
couvrants de Hall de H�K� Alors B est un sous
groupe localement
clos et normal de H� U�K �etant sans sous
groupe �
couvrant propre� U��U �B�K	 est aussi sans
sous
groupe �
couvrant propre� donc UB��B�K et �UB��B�	��B�K�B�	 aussi� Si B� �� ��
l�hypoth�ese d�induction dit qu�il existe un sous
groupe �
couvrant de Hall �S�B�	��B�K�B�	 de
�H�B�	��B�K�B�	 avec UB� � S� D�apr�es le corollaire ����� il existe un sous
groupe �
couvrant
de Hall S��K de H�K avec S � S�B

�� Par le choix de B� S� contient B� donc S�K est un
sous
groupe �
couvrant de Hall de H�K qui contient U�K� et on peut supposer B� � ��

D�apr�es le fait ���� F �H�	� � B�� �H
�	 �D o�u D est l�unique ���	�
sous
groupe maximal de

F �H�	�� MaisD est normal dans H� et� donc�D est contenu dans tout ���	�
sous
groupe maximal
de H�� D�apr�es le th�eor�eme ���� �ii	� D est contenu dans B� donc D � � puisque B� � �� Ainsi
on a F �H�	� � B�� �H

�	 � Q�H�	 et F �H�	 ne contient pas de ���	�
sous
groupe non trivial� D
onc� d�apr�es le fait ���� tout ���	�
sous
groupe de H� est ab�elien� Si U� � �� le lemme ���� donne
le r�esultat� donc on peut supposer U� �� �� Comme K� � �� le th�eor�eme ���� �ii	 dit que U�

est un ���	�
sous
groupe de H�� donc ce qui pr�ec�ede dit que U� est ab�elien et non contenu dans
F �H�	� Alors EH� �U�	 est un sous
groupe d�e
nissable� anormal et propre de H� d�apr�es les faits
���� et ����� donc� NH �EH� �U�		� � H�� Aussi� comme K centralise H� du fait que K� � ��
K � NH �EH� �U�		� Donc l�hypoth�ese d�induction dit que U�K est contenu dans un sous
groupe
�
couvrant de Hall R�K de NH �EH� �U�		�K� Par le th�eor�eme ���� �ii	� R � TKS o�u T est un
���	�
sous
groupe maximal de NH �EH��U�		� et S un �� sous
groupe de Hall de NH �EH��U�		
qui normalise T � Comme H� centralise K� T centralise K et R normalise T �

��



EH� �U�	 �etant un sous
groupe anormal de H�� les faits ��� et ���� montrent que H� �
Q�H�	EH� �U�	� Comme Q�H�	 � B���H

�	� on a H� � B�� �H
�	EH� �U�	� Comme B�� �H

�	
est normal dans H�� on obtient H� � B���H

�	EH� �U�	� � B�� �H
�	NH �EH� �U�		�� Le fait

��� donne alors H� � B�� �H
�	T � Ceci prouve que T est un ���	�
sous
groupe maximal de H��

Soit S� un ��
sous
groupe de Hall de NH �T 	 qui contient S� CommeH � B���H
�	NH �T 	 d�apr�es

le fait ��� et l�argument de Frattini� le fait ���� montre que S� est un ��
sous
groupe de Hall de
H� Le th�eor�eme ���� �iii	 montre que TKS��K est un sous
groupe �
couvrant de Hall de H�K�
Comme TKS��K contient U�K� on a 
nit la preuve� �

Proposition ����� � Si �S��K	��P� est une base de Sylow g�en�eralis�ee de H�K et si U est un
sous�groupe d�e�nissable� connexe et normal de H tel que H�U soit localement �ni� alors il existe
un sous�groupe de Carter C de U tel que S� normalise B��U 	CK pour tout � � P��

Preuve� � On fait la preuve par induction sur le rang de U � Notons K� � �K �U 	� et B��K� �
B��U�K�	 pour tout � � P�� Si K� �� � alors� par hypoth�ese d�induction� il existe un sous
groupe
de Carter D�K� de U�K� tel que S��K� normalise B�DK�K� pour tout � � P�� D�apr�es le fait
���� il existe un sous
groupe de Carter C de U tel que D � CK�� Soit � � P�� D�apr�es le fait ����
�U�B�� � Q�U 	 �B� � B��U 	K�� donc B��B��U 	K� � Z�U�B� �U 	K�	 � CB��U 	K��B��U 	K�

d�apr�es le fait ����� En particulier B�DK � B��U 	CK et S� normalise B��U 	CK� Ceci �etant vrai
pour tout � � P�� on a le r�esultat et on peut donc supposer K� � ��

Si U est nilpotent� il n�y a rien �a d�emontrer� donc le fait ��� permet de supposer que Q�U 	
contient un sous
groupe H
minimalA� Alors �S�A�AK	��P� est une base de Sylow g�en�eralis�ee de
H�AK d�apr�es le fait ����� Par hypoth�ese d�induction il existe un sous
groupe de Carter D�A de
U�A tel que S�A�A normaliseB��U�A	DK�A pour tout � � P�� Soit � � P� et B�A � B��U�A	�
Alors S� normalise BDK et on a B��U 	A � B �Q�U 	� Aussi on a �B�U � � B �Q�U 	 � B��U 	A�
donc B�B��U 	A est central dans U�B��U 	A� Mais DB��U 	�B��U 	A est un sous
groupe de Carter
de U�B��U 	A d�apr�es le fait ����� donc B � DB� �U 	 et� comme U centralise K �K� � �	� on
a K � U � DB��U 	� En particulier BDK � U � DB��U 	�K � U 	 � DB� �U 	 et S� normalise
B��U 	D �pour tout � � P�	�

Soit p � P� tel que A soit un p
groupe� Montrons

��	
il existe un sous�groupe de Carter C de U tel que D � CA et tel que Sp� normalise
Bp� �U 	CK�

Soient S � Sp�D et V � �S � U 	�� Comme Sp� contient Bp� �U 	K et normalise Bp��U 	DK�
S est un sous
groupe localement clos de H� S contient Bp� �U 	 et Bp��U 	 est contenu dans V �
donc Bp��V 	 � Bp��U 	� Aussi �S � U 	�V et S��S � U 	 sont localement 
ni� donc S�V est aussi
localement 
ni� Alors� d�apr�es le fait ���� Sp� normaliseBp��V 	C�K pour un sous
groupe de Carter
C� de V � C�A�A �etant un sous
groupe de Carter de V�A d�apr�es le fait ����� il existe v � V tel
que �C�A	

v � D� Notons C � Cv
� � Comme D � V � S � Sp�D� on peut supposer v � Sp� �

On en d�eduit que Sp� normalise Bp��V 	CK � Bp��U 	CK� C �etant un sous
groupe de Carter de
D�� V 	� C est un sous
groupe de Carter de U �fait ����	� ce qui prouve ��	�

On choisit C un sous
groupe de Carter comme dans ��	� Soit � � P�� Si p � �� A est contenu
dans B��U 	 puisque A est un p
groupe� donc S� normalise B��U 	CK� Soit L � Bp� �U 	CK �
B��U 	DK� Si p �� �� ��	 montre que S� normalise L� On a L � B��U 	CK�Bp� �U 	CK � A	� Soit
T�K le p
sous
groupe de Hall de CK�K� Alors TBp��U 	�Bp��U 	K est un p
sous
groupe de Hall
de Bp��U 	CK�Bp��U 	K �fait ����	� Comme Bp��U 	K�K est un p�
groupe� T�K est un p
sous

groupe de Hall de Bp��U 	CK�K� En particulier� T contient Bp��U 	CK � A et L � B��U 	CK�
Ceci 
nit la preuve de la proposition� �

D�e�nition ����� � Une base de Sylow couvrante de H�K est une famille �R��K	��P� o�u R��K
est un sous�groupe ��couvrant de Hall de H�K pour tout � � P� et o�u R� � R� pour tout � � ��

Th�eor�eme ����� � �i	 H�K poss�ede une unique classe de conjugaison de bases de Sylow cou�
vrantes�

De plus� si �R��K	��P� est une base de Sylow couvrante de H�K� alors �

��



�ii	 il existe une base de Sylow g�en�eralis�ee �S��K	��P� de H�K et un sous�groupe de Carter
C de H� tels que� pour tout � � P�� S� normalise B� �H�	CK� R� � S� si � �� � et� si on
note D le sous�groupe d�e�nissable et divisible maximal de C� R� � S�D si � � �� En particulier
R�R� � R��� pour tout � � P� et tout � � P� �

�iii	 la base de Sylow g�en�eralis�ee �S��K	��P� de �ii	 est l�unique base de Sylow g�en�eralis�ee de
H�K telle que S� � R� pour tout � � P��

Preuve� � On va d�abord montrer l�existence d�une base de Sylow couvrante �R��K	��P� de
H�K qui v�eri
e �ii	� D�apr�es le fait �����H�K poss�ede une base de Sylow g�en�eralis�ee �S��K	��P� �
Aussi� la proposition ���� dit qu�il existe un sous
groupe de Carter C de H� tel que S� normalise
B��H�	CK pour tout � � P�� C a un unique sous
groupe D d�e
nissable et divisible maximal�
Alors S� normalise B��H�	DK pour tout � � P�� Pour tout � � P�� on note T� � B��H�	D� Le
lemme ��� montre que� pour tout � � P� qui contient �� T� est un ���	�
sous
groupe maximal de
H�� Alors� pour tout � � P� qui contient�� R��K � T�S���K est un sous
groupe �
couvrant de
Hall de H�K d�apr�es le th�eor�eme ����� De m�eme� si � �� �� le lemme ���� dit que R��K � S��K
est un sous
groupe �
couvrant de Hall de H�K� Soient � � P� et � � P�� Si � �� � � �� alors
R�R� � S�S� � S��� � R��� � Si� � �n�� alors R�R� � B��H�	DS��S� � B��H�	DS���� �
B��� �H�	DS������ � R���� De fa�con analogue on a R�R� � R��� si � � � n �� De m�eme� si
� � � � �� alors R�R� � B��H

�	DS�� � B��H
�	DS�� � B��� �H

�	DS������ � R��� � On en
d�eduit que �R��K	��P� est une base de Sylow couvrante de H�K qui v�eri
e �ii	�

Montrons que toute base de Sylow couvrante �U��K	��P� deH�K est conjugu�e �a �R��K	��P� �
On va montrer cela par induction sur le rang de H�� On peut supposer K� � �� Supposons d�abord
H� ab�elien� Comme �H�	� � H� �fait ����	� H�K�K est l�unique sous
groupe �
couvrant de
Hall de H�K et on a R	 � H�K � U	� Comme �Up�K	p�P et �Rp�K	p�P sont deux bases
de Sylow de H�K et sont conjugu�es d�apr�es le fait ����� on peut supposer U� � R� pour tout
� � P� Ainsi� si � � � � P�� on a R� � H�R�� � U� � On en d�eduit qu�on peut supposer H�

non ab�elien� Par le fait ���� Q�H�	 contient un sous
groupe H
minimal A� D�apr�es le corollaire
���� et l�hypoth�ese d�induction� �R�A�AK	��P� et �U�A�AK	��P� sont conjugu�es� donc on peut
supposer R�A � U�A pour tout � � P�� Soit p � P� tel que A soit un p
groupe� Alors Rp��K et
Up��K sont deux sous
groupes p�
couvrants de Rp�A�K�� Up�A�K	� Si Rp��K �resp� Up��K	
contient strictement un sous
groupe p�
couvrant V�K de Rp�A�K� alors le lemme ��� dit que
V�K est un sous
groupe p�
couvrant de H�K� ce qui est contradictoire puisque Rp��K �resp�
Up��K	 est un sous
groupe p�
couvrant de Hall de H�K� Le th�eor�eme ���� dit alors que Rp� et
Up� sont A
conjugu�es� Donc� comme A � R� � U� pour tout � � P� qui contient p� on peut
supposer Rp� � Up� � Ainsi� pour tout � � p�� on a U� � U�A�Up� � R�A�Rp� � R�� Comme
U� � R�A � R� pour tout � � P� qui contient p� on a prouv�e la conjugaison des bases de Sylow
couvrantes de H�K�

Il reste �a montrer l�unicit�e de �S��K	��P� � Soit �V��K	��P� une base de Sylow g�en�eralis�ee
de H�K telle que V� � R� pour tout � � P�� Soit � � P�� Montrons que ��R� �H�K	�K	� est
un �
groupe� Si � �� � le lemme ���� donne le r�esultat� Sinon� comme B��H�	D est un ���	�

sous
groupe maximal de H�� le th�eor�eme ���� donne R� �H�K � �B��H�	D	K� Or D� est sans
torsion �fait ���	 et est contenu dans Q�H�	 �fait ���	� donc D� est contenu dans B��H

�	� Ceci
prouve que �R��H�K	� � B��H

�	K� donc ��R��H�K	�K	� est bien un �
groupe� On en d�eduit
que �R� � H�K	�K a un unique �
sous
groupe de Hall O�K� En particulier O � V� �H�K �
S� �H�K et� aussi� les �
sous
groupes de Hall de H�O sont localement 
ni� Ainsi� d�apr�es le fait
����� on a S�O�O � S��O�O et V�O�O � V��O�O� Mais� par le lemme ����� on a n�ecessairement
S�� � R�� � V�� � donc S� � V� � Ceci 
nit la preuve du th�eor�eme� �

On dira que la base de Sylow g�en�eralis�ee �S��K	��P� du th�eor�eme ci
dessus est la base de
Sylow g�en�eralis�ee de H�K associ�ee �a �R��K	��P� �

L�exemple ci
dessous dit que� si � et � sont deux sous
ensembles de P�� on n�a pas n�ecessairement
R� �R� � R�
� �

Exemple ����� � On consid�ere un pur groupe G isomorphe �a C � � Pour tout � � P� on note
S� le �
sous
groupe de Hall de G� Pour tout � � P�� on note R� � S� si � �� � et R� � G

��



sinon� Alors �R�	��P� est une base de Sylow couvrante de G� Or� si � � P n�est pas vide� on a
R� �R�� � S� �� ��� R�
��	�

� M�normalisateurs

On va maintenant montrer un r�esultat concernant les normalisateurs des sous
groupes de Hall
des sections localement closes des groupes de rang de Morley 
ni �corollaire ���	� Le contrexemple
suivant montre qu�un normalisateur d�un p
sous
groupe �p � P	 d�un groupe de rang de Morley 
ni
n�est pas n�ecessairement localement clos�

Exemple 
��� � On consid�ere K un corps alg�ebriquement clos ind�enombrable de caract�eristique
non nulle et G � K� oK� o�u K� agit lin�eairement sur K�� Si u d�esigne un �el�ement non trivial de
K�� x un �el�ement d�ordre in
ni de K� et V � hu� xi� alors NG�V �K�	 contient x et pas d�x	� En
particulier� NG�V �K�	 n�est pas localement clos�

Dans toute cette section G d�esigne un groupe de rang de Morley 
ni r�esoluble et H�K une
section localement close de G�

Lemme 
��� � Soit V�K une section localement close de H qui intersecte trivialement �H�K	LN �
Alors NH�K �V�K	 est une section localement close et V�K est hypercentral dans NH�K �V�K	�

Preuve� � Soit L�K � �H�K	LN � Pour tout ordinal i� on note Zi�L � Zi�H�L	 et Vi � Zi � V �
Zi et Vi sont localement clos pour tout ordinal i �fait ����	� H�L �etant hypercentral �fait ����	�
il existe un ordinal � tel que V � V�� Soit N�K � NH�K �V�K	� N�K centralise Vi���Vi pour
tout i � �� donc V�K est hypercentral dans N�K� On note C� � H � pour tout ordinal i � ��
Ci���Vi � CCi�Vi�Vi���Vi	 et� pour tout ordinal limite 	 � ��C� �

T
i�� Ci� Alors C��K normalise

V�K et� comme N�K est contenu dans C��K� C� � N � Mais C� est localement clos d�apr�es le fait
����� donc on a prouv�e le lemme� �

Proposition 
��� � Soit V�K une section localement close de H telle que V�K � �H�K�K	LN

soit normal dans H�K� Alors NH�K �V�K	 est une section localement close de H�

Preuve� � Supposons V�K �H�K�K normal dans H�K� Soient N�K � NH�K �V�K	� U�K �
V�K �H�K�K et C�U � CH�U �V�U 	� Alors C est localement clos d�apr�es le fait ����� Mais on a
�NH�K�K�V�K	� V�K� � U�K� donc NH�K�K�V�K	 � C�K et� comme H�H�K est localement

ni� on en d�eduit N est localement clos�

Finissons la preuve de la proposition� SoitB�K � V�K��H�K�K	LN � Quitte �a consid�erer H�B
au lieu de H�K� on peut supposer B�K � �� Le lemme ��� montre que NH�K�K�V�K �H�K�K	
est une section localement close� Comme H�H�K est localement 
ni� NH�K �V�K �H�K�K	 est
une section localement close� Soit N�K � NH�K �V�K � H�K�K	� Alors� V�K � N�K�K �etant
contenu dans H�K�K� V�K�N�K�K est normal dans N�K� Ce qui pr�ec�ede dit que NN�K �V�K	
est une section localement close� Mais NH�K �V�K	 est contenu dans N�K� donc NH�K �V�K	 est
une section localement close� �

Corollaire 
�
� � Soient L�K une section normale et localement close de H�K� � � P� et R�K
un ��sous�groupe de Hall de L�K� Alors NH�K �R�K	 est une section localement close de G�

Preuve� � Soit A�K � �H�K�K	LN � D�apr�es le fait ���� et la proposition ���� il su�t de montrer
que R�K �A�K est normal dans H�K� A�K est un sous
groupe nilpotent de H�K d�apr�es le fait
���� donc A�K�L�K poss�ede un unique �
sous
groupe de Hall R��K �fait ����	� De plus� R��K est
normal dans H�K� Comme on a R�K�A�K � R��K d�apr�es le fait ����� on a prouv�e le corollaire�
�

Corollaire 
��� � Si L�K est une section localement close et normale de H�K et si R�K est un
sous�groupe ��couvrant de Hall de L�K 	� � P�
� alors NH �R	 est localement clos�

��



Preuve� � Si � �� � le lemme ���� et le corollaire ��� donnent le r�esultat� Donc on peut supposer
� � �� Alors� d�apr�es le th�eor�eme ���� �ii	� il existe un ���	�
sous
groupe maximal T de H� et un
��
sous
groupe de Hall de S de H qui normalise T tel que R � TKS et R�H�K � TK� T �etant
contenu dans �TK�H�	�� on a TK � �TK�H�	�K� en particulier NH �TK	 � NH��TK�H�	�	
est localement clos� Ainsi R�TK�� STK�TK	 est un ��
sous
groupe de Hall de NH �TK	�TK
d�apr�es le fait ����� Le corollaire ��� dit alors que NNH �TK��R	 est localement clos� Comme R �
H�K � TK� NH �R	 normalise TK et� ainsi� NH �R	�� NNH �TK��R		 est localement clos� �

Ce r�esultat est essentiel pour la suite� Notamment� il montre que les M�normalisateurs �d�e
ni

tion ���	 sont des sections localement closes�

D�e�nition 
��� � Pour tout � � P�� M � �M��K	��� est un �
syst�eme de H�K si� pour tout
� � �� M� est un sous�groupe normal et localement clos de H et si M�� � M�� d�es que �� � ���

Soit R � �R��K	��P� une base de Sylow couvrante de H�K� D�apr�es la proposition 
���� pour
tout � � P�� il existe un unique sous�groupe ���couvrant de Hall R����K de M��K contenu dans
R��K �M��K Alors R��K �

T
��� NH�K �R����K	 est appel�e M
normalisateur de H�K associ�e

�a R�

Remarque 
��� � Par le th�eor�eme ����� pour tout � � P� et tout �
syst�eme M d�une section
localement close H�K d�un groupe de rang de Morley 
ni r�esoluble� les M
normalisateurs de H�K
sont conjugu�es� De plus� le corollaire ��� montre que ce sont des sections localement closes de H�

On peut remarquer que les M
normalisateurs dans le sens �classique� �cf� ����	 correspondent
exactement aux notres si H�K est localement 
ni� Ainsi le fait ��� peut se d�eduire du lemme ����
de ���� �o�u il est donn�e pour les U
groupes	 et du fait qu�un Mc
groupe r�esoluble de torsion est un
U
groupe ����	�

Fait 
��� � ������ lemme ����� Gardiner� Hartley� Tomkinson
 On suppose H�K locale�
ment �ni� Soient A�K un sous�groupe normal de H�K� � � P� M � �M��K	��� un �
syst�eme
de H�K� M � �M�A�A	��� � �R��K	��P� une base de Sylow couvrante de H�K et N�K le

M�normalisateur de H�K associ�e �a �R��K	��P� � Alors NA�A est le M�normalisateur de H�A

associ�e �a �R�A�A	��P� et tout M�normalisateur de H�A est de cette forme�

Th�eor�eme 
��� � Soient A�K une section localement close et normale de H� � � P�� M �
�M��K	��� un ��syst�eme de H�K� M � �M�A�A	���� R � �R��K	��P� une base de Sylow

couvrante de H�K et N�K le M�normalisateur de H�K associ�e �a R� Alors NA�A est le M�
normalisateur de H�A associ�e �a �R�A�A	��P� et toutM�normalisateur de H�A est de cette forme�

Preuve� � On peut supposer K� � �� Pour tout � � �� on note R�
��
�K l�unique sous
groupe

��
couvrant de Hall de M��K contenu dans R���K �M��K� Alors� pour tout � � �� R����A �
M�	��A � M�	 est un sous
groupe ��
couvrant de Hall de M���A � M�	 d�apr�es le corollaire
����� Donc� pour tout � � �� R���A�A est un sous
groupe ��
couvrant de Hall de M�A�A Soit

M�A le M
normalisateur de H�A� associ�e �a �R�A�A	��P� � Comme� pour tout � � �� R���A�A �
R��A�A�M�A�A� la proposition ���� donneM�A � R�A�A�����NH�A�R

�
��A�A	� en particulier

AN �M � Montrons l�inclusion inverse� Pour cela on va d�abord montrer le r�esultat lorsque � � P�

�partie I	� Ensuite� dans la partie II� on traitera le cas g�en�eral�

I��	 Si A�K est un p�groupe pour un p � P��

Soient N� � NM �R�p�	 et N� � NN�
�R�fp�	g�	� R

�
p��K �etant un sous
groupe p�
couvrant de

Hall de Mp�K� il n�a pas de sous
groupe p�
couvrant propre� Mais R�p��K est un sous
groupe

p�
couvrant de AR�p��K donc� par le lemme ����� R�p��K est un sous
groupe p�
couvrant de Hall

de AR�p��K� Par le th�eor�eme ���� et l�argument de Frattini on obtient M � AN�� D�autre part on

a AR�fp�	g� �R
�
p�

� �A�R�
p�

	R�fp�	g� et le lemme ���� dit que R�fp�	g��K est un fp��g�
sous


groupe� Donc R�
fp�	g�

�K est un fp��g�
sous
groupe de Hall de �A � R�
p�

	R�
fp�	g�

�K et le fait

��



���� et l�argument de Frattini montrent que N� � �A � R�
p�

	N�� On en d�eduit que M � AN�� Il

su�t donc de montrer que N� est contenu dans N � Soit � � P��
Si p �� �� R��� contient A�M� � Donc� commeM�A normaliseR���A�A�M�K normaliseR����K�
Si p � � et � � �� R�fp�	g� � R

�
��A � R����R

�
fp�	g� � A	 � R��� puisque R�fp�	g��K est un

fp��g�
groupe d�apr�es le lemme ����� En particulier N��K normalise R����K�
On peut donc supposer p � � et� �� � �donc p � P	� Pour tout 	 � P�� on note U��K l�unique

sous
groupe 	
couvrant de Hall de M��K contenu dans R��K �M��K �donc U�� � R���	� Alors
�U��K	��P� est une base de Sylow couvrante de M��K� D�apr�es le th�eor�eme ����� il existe un
sous
groupe d�e
nissable et divisible maximalD d�un sous
groupe de Carter de M�

� tel que D � U�
pour tout 	 � P� qui contient � et tel que U� normalise B��M�

� 	DK pour tout 	 � P�� Comme
N��K normalise R�p��K et comme p � �� N��K normalise Up��K� En particulier N��K�� N��K	

normalise R���A�K � Up��K � R����A � Up�	�K� Si on note B � Bp��M
�
� 	� alors BD est un p�


sous
groupe maximal de M�
� �lemme ���	 et le th�eor�eme ���� �iii	 montre que Up� � �BD	KUp� �

CommeBDK est normal dans Up� �par le choix de D	 et commeA�K est un p
groupe� ceci montre
que A � Up� � A �BDK �fait ����	� Soit D� � AB �DK� Comme tous les p
�el�ements de AB�K
sont contenus dans A�K� �D��A	�K est l�unique p
sous
groupe de Sylow de D��K� En particulier
le fait ���� montre que� comme D���B � D�	K est un p
groupe� D� � �D� � A	�B �D�	� Ainsi
A�Up� � A�B�AB �DK	 � A�B�D� �A	�B �D�	 � �D� �A	�A�B	� Or A�B � K puisque
A�K est un p
groupe� donc A � Up� � A �DK� Mais DK est contenu dans U�� �� R���	 d�apr�es
le choix de D� donc on a montr�e que N��K normalise R�

��
�K� On en d�eduit que N� est contenu

dans N � d�o�u M � AN �

I��	 On peut supposer Q�H�	 � �� A localement �ni� De plus� on peut supposer qu�on a soit
A � H�K� soit A �H�K � K�

D�apr�es I��	 on peut supposer A � A�K et A �Q�d�H	�	 � K� en particulier A�K est ab�elien
et central dans H�K�K �fait ���	� On peut m�eme supposer que� si Q�d�H	�	 poss�ede un q
�el�ement
non trivial pour q � P� A�K ne poss�ede pas de q
�el�ement non trivial� Soit A��K le sous
groupe
de torsion maximal de A�K� Alors A�A� est sans torsion� donc on peut supposer A � A� et A est
localement 
ni puisque K� � �� De plus� on peut supposer A � H�K ou A �H�K � K�

Montrons que Q�H�	 �M est contenu dans N � Soient p � P� et x � Bp�H�	 �M et � � P��
Si p �� �� �x�R�

��
� � Bp�H�	 �M� � R�

��
�

Si p � � et � � �� alors R����K est un ��
groupe d�apr�es le lemme ����� Donc� comme
A �Q�d�H	�	 � K� �x�R���� � Bp�H�	 �R���A � Bp�H�	 �A � Q�d�H	�	 �A � K�

Si p � � et � �� �� le th�eor�eme ���� dit qu�il existe un ��
sous
groupe maximal T de M�
� et un

��
sous
groupe de Hall S de M� tels que TK soit normal dans R�
��

et R�
��

� TKS� On en d�eduit
que Bp�H

�	 �R�
��
A est contenu dans TKA� Or� si A �H�K � K� TKA �H� est contenu dans

TK et on obtient Bp�H
�	�R���A � TK � R���� Sinon on a A � H�K et A � �A�H�	K� Comme

A�K � Z�H�K�K	 et K� � �� A �H� est central dans H�� donc A �H� est contenu dans tout
sous
groupe de Carter de H�� Soient C un sous
groupe de Carter de H� et D�C	 son sous
groupe
d�e
nissable et divisible maximal� Alors les faits ��� et ���� montrent que C � �C�BP �H

�		�D�C	�
CommeA�K ne poss�ede pas de q
�el�ement non trivial �q � P	 si Q�d�H	�	 en poss�ede un� et comme
A � H� est contenu dans C� �A � H�	K�K � �A � D�C		K�K� Or B�� �H

�	D�C	 est un ��

sous
groupe maximal de H� d�apr�es le lemme ���� Donc� d�apr�es le fait ��� et comme C est un
sous
groupe de Carter quelconque de H�� on peut supposer T � B�� �H

�	D�C	� En particulier on
a A �H� � TK� ce qui donne Bp�H

�	 �R���A � Bp�H
�	 � TKA � Bp�H

�	 � TK � R��� � On a
montr�e que �x�R�

��
� est contenu dans R�

��
pour tout � � P� et on en d�eduit que� comme ceci est

vrai pour tout x � Bp�H
�	 �M et tout p � P�� Q�H�	 �M normalise R�

��
pour tout � � P��

On a donc bien Q�H�	 �M � N �
Supposons le r�esultat vrai lorsque Q�H�	 � �� Par I��� on a MQ�H�	 � ANQ�H�	� Mais

Q�H�	 �M est contenu dans N � donc M � AN �M � Q�H�		 � AN et� ainsi� on peut supposer
Q�H�	 � ��

I��	 M �H�K est contenu dans AN �

��



CommeQ�H�	 � �� le fait ��� montre que H� est divisible et ab�elien� donc R	�K � H�K�K�
En particulier H�K normalise R��� d�es que � �� �� On a donc M �H�K � ���PNH�K�R��A �
M��f	gA	 et� de m�eme� N � H�K � ���PNH�K�R�� � M��f	g	� En particulier on obtient
R	� �H�K �M � ���PNR

��

H�K �R��A � �M��f	g �R	�	A	 et� aussi�

R	� �H�K �N � ���PNR
��


H�K�R�� � �M��f	g �R	�		

Supposons A � H�K� Alors le fait ��� montre que ���PNR
��

�R��A � �M��f	g �R	�	A	 �
A����PNR

��
�R�� � �M��f	g � R	�			� donc on a R	� �H�K �M � A�R	� �H�K � N 	�

Mais� si � � P� contient �� le lemme ���� montre que R����K est un ��
sous
groupe de Hall de
�A �M�	R����K� Par l�argument de Frattini on obtient M �H�K � �A �M�	NM
H�K�R���	�
En particulier� comme A est localement 
ni� �M �H�K	�NM
H�K�R�

��
	 est localement 
ni� Or

N � H�K � ���P��	��NM
H�K�R�
��

	� donc �M � H�K	��N � H�K	 est localement 
ni et
M �H�K � �R	� �H�K �M 	�N �H�K	 d�apr�es le fait ����� Ce qui pr�ec�ede montre qu�on a
bien M �H�K � A�N �H�K	�

Donc� par I��	� on peut supposer A � H�K � K� Soit � � P� qui contient �� Alors �M �
H�K�R���� � H�K�R���A� Or H�KA�A�R���A�A est un ��
groupe d�apr�es le lemme ����� donc
�H�K �R�

��
A	�K est un ��
groupe puisque A �H�K � K� �R�

��
�H�K	�K �etant le ��
sous


groupe de Hall deH�K�K� on en d�eduit que H�K�R���A � H�K�R���� donc �M�H�K�R���� �
R��� et M �H�K normalise R��� � Ceci �etant vrai pour tout � � P� qui contient �� M �H�K
est contenu dans N �

I��	 Argument �nal 	lorsque � � P�
�

Pour 
nir la preuve du th�eor�eme� il reste �a montrer que MH� � ANH�� En e�et� on aura
alors M � AN �M � H�	 � AN d�apr�es �	� Notons X � ���PNR

��
�R�� � M�	 et Y �

���PNR
��

�R��A � M�A	� Comme R��� � M�
� R�� pour tout � � P puisque M�

� �� H�	 est
ab�elien� On a donc X � N et Y � M � D�autre part on peut appliquer le fait ��� �a X et Y et on
obtient

X�R	� �H�A	

�R	� �H�A	
�
�

��P

NR
��

��R
��


H�A��
R���R	� �H�A	

�R	� �H�A	
�
M��R	� �H�A	

�R	� �H�A	
	

et� de m�eme� Y �R	� �H�A	 � NR
��

�R�� �R	� �H�A	 �M��R	� �H�A		� Or R	� couvre
H�H�A d�apr�es le fait ����� donc le fait ��� donne

XH�A�H�A�� Y H�A�H�A	 � ���PNH�H�A�R��H
�A�H�A �M�H

�A�H�A	

Comme R�
��

� M�
� R�� pour tout � � P� on en d�eduit que M et N sont contenus dans XH�A �

Y H�A� donc on a bien MH� � ANH� puisque X � N et Y �M �

II�Cas g�en�eral 	� quelconque
�

On suppose A �� K� Alors il existe n � N� et une suite croissante �Ai	i�������n de sous
groupes
normaux et d�e
nissables
par
localement 
ni deH avec A� � K� An � A et� pour tout i � �� ���� n	��
Ai���Ai est soit un �
groupe� soit un ��
groupe� On peut donc clairement supposer que A�K est
soit un �
groupe� soit un ��
groupe� En particulier� si on note U�K � ����NH�K �R����K	� alors
A est contenu soit dans R�� soit dans U �

Soit V�A � ����NH�A�R
�
���A	� Si on d�e
nit M� � K pour tout � �� � et si on note N �

�M��K	��P� et N � �M�A�A	��P� des P�
syst�emes de H�K et H�A respectivement� alors

U�K est le N 
normalisateur de H�K associ�e �a R et V�A est le N 
normalisateur de H�A associ�e
�a �R�A�A	��P� � La partie I prouve que V � UA� Or N � R� � U et M � R�A � V � donc on a
M � R�A � UA� Comme on a A � R� ou A � U � on obtient M � �R� � U 	A � NA� Le r�esultat
est donc prouv�e� �

��



L�exemple ���� montre qu�il est impossible de trouver un th�eor�eme de couverture et d��evitement
analogue au th�eor�eme ��� de ����� Et m�eme� comme le montre l�exemple ����� il est possible� en pr�e

sence d�un mauvais corps� qu�il existe une section H�K
dloc
minimale de H qui ne soit ni couverte�
ni �evit�ee par les M
normalisateurs de H�K �o�u M d�esigne un �
syst�eme de H�K pour � � P�	�
On peut ajouter �a cela que l�exemple ���� �qui donne un�
groupe non nilpotent	 nous emp�eche de
trouver un analogue au corollaire ��� de ����� Par contre� le corollaire ���� dit que� pour tout p � ��
toute p
section H�K
dloc
minimale centrale de H est couverte par les M
normalisateurs H�K�

Corollaire 
���� � Soient � � P�� M � �M��K	��� un ��syst�eme de H�K et N�K un M�
normalisateur de H�K� Alors� pour tout p � �� N couvre toute p�section normale de H�K centra�
lis�ee par Mp�

Preuve� � Soient p � � et U�A une p
section normale de H�K centralis�ee par Mp�K� On reprend
les notations du th�eor�eme ���� Comme U�A est une p
section et comme U�A centralise MpA�A�
U�A est contenu dans M�A � NA�A� Ceci prouve le r�esultat� �

Exemple 
���� � Si G est un pur groupe isomorphe �a C � et si � � f�g� on note M � �G	���
un �
syst�eme de G� Alors G est l�uniqueM
normalisateur de G et G couvre des p
sections G
dloc

minimales non triviales de G pour p �� ��

Exemple 
���� � On suppose qu�il existe un mauvais corps �K de caract�eristique nulle avec T un
sous
groupe de �K

� d�e
nissable� in
ni et sans torsion� On consid�ere U � ��K� o T 	� ��K� o T 	
�o�u T agit lin�eairement sur �K�	 et i l�automorphisme involutif de U qui� �a tout �u� v	 � U associe
�v� u	� On forme le produit semi
direct G � U o hii� Soit M � �G	��P� un P�
syst�eme de G�
Si M est un M
normalisateur de G associ�e �a une base de Sylow couvrante �S�	��P� de G avec
Sf�g � hii� alors M � CG�i	� On en d�eduit que �K� � �K� est un sous
groupe G
dloc
minimal de
G qui n�est ni couvert� ni �evit�e par M �

Lemme 
���� � Soient � � P�� R�K un sous�groupe ��couvrant de Hall de H�K et U�K un
sous�groupe ��couvrant de R�K� Alors U�K contient un ���sous�groupe de Hall de R�K� En
particulier� tout sous�groupe ��couvrant de Hall de H�K contenu dans R�K contient un ���sous�
groupe de Hall de R�K�

Preuve� � Montrons que U�K contient un ��
sous
groupe de Hall de R�K� D�apr�es le lemme
����� on peut supposer � � �� On peut supposer U�K sous
groupe�
couvrant de Hall de R�K� Le
lemme ��� dit que U�K est un sous
groupe �
couvrant de Hall de H�K� D�apr�es le th�eor�eme �����
il existe une base de Sylow couvrante R � �R��K	��P� de H�K� Par conjugaison des sous
groupes
�
couvrants de Hall de H�K et des sous
groupes �
couvrants de Hall de R�K �th�eor�eme ����	� on
peut supposer R � R� et U � R	� Par le th�eor�eme ���� �ii	� il existe un sous
groupe de Carter C
de H� tel que� pour tout � � P�� R� normalise B�CK et tel que� si � � �� R� � R��D o�u D est
le sous
groupe d�e
nissable et divisible maximal de C� Or T � B��H�	D est un ���	�
sous
groupe
maximal de H� �lemme ���	 et R� normalise TK� donc R� � B��H

�	DKR�� d�apr�es le th�eor�eme
���� �iii	� De m�eme� R	 � B	�H�	DK� Soit S�K un ��
sous
groupe de Hall de DK�K� Alors
S��DK � B��H�	K	 est un ��
sous
groupe de Hall de DK��DK � B��H�	K	 �fait ����	� On
en d�eduit que SB� �H�	K�B��H�	K est un ��
sous
groupe de Hall de B��H�	DK�B��H�	K�
Mais B��H�	K�K est sans ��
�el�ement non trivial� donc S�K est un ��
sous
groupe de Hall de
B��H�	DK�K� CommeR � R� � B��H�	DKR�� � S�K est un ��
sous
groupe de Hall de R�K�
Comme S � DK � U � on a le r�esultat�

Si L�K est un sous
groupe �
couvrant de Hall de H�K contenu dans R�K� alors le corollaire
���� dit que L�K est un sous
groupe �
couvrant de Hall de R�K� Ce qui pr�ec�ede dit que L�K
contient un ��
sous
groupe de Hall de R�K� Ceci 
nit la preuve du lemme� �

Corollaire 
��
� � Soient 	 � P�� R�K un sous�groupe 	�couvrant de Hall de H�K et S�K un
	��sous�groupe de Hall de R�K� Alors S�K est ab�elien et divisible�

��



Preuve� � On peut supposer� � 	� Soit R � �R��K	��P� une base de Sylow couvrante de H�K
avec R � R�� D�apr�es le fait ���� et le lemme ����� on peut supposer S�K contenu dans R	�K� Le
th�eor�eme ���� �ii	 dit qu�il existe un P�
sous
groupe maximal T de H� tel que R	 � TK et le fait
��� dit que T � est sans torsion� Ainsi R	�R�	K est ab�elien et divisible et� comme S �R�	K � K�
SR�	�R

�
	K est isomorphe �a S�K� Mais le fait ���� dit que SR�	�R

�
	K est un 	�
sous
groupe de

Hall de R	�R�	K� donc S�K est ab�elien et divisible� �

Fait 
���� � ���
�� lemme 
���
 On suppose G connexe� Soient p un entier premier et T un
p�tore de G� Alors T � F �G	 � Z�G	�

Lemme 
���� � Soient U�V une section H�K�dloc�minimale de H� � � P� et R�K un sous�
groupe ��couvrant de Hall de H�K� Alors R couvre ou �evite U�V �

Preuve� � On peut supposer K� � �� en particulier H� centralise K� On peut aussi supposer
que U�V est une p
section pour un p �� � et que U�V n�est pas �evit�e par R� Si � �� �� R�K est un
�
sous
groupe de Hall de H�K d�apr�es le lemme ����� Alors R �evite U�V � ce qui est contradictoire�
Donc on a � � �� Le th�eor�eme ���� dit que R�K contient un sous
groupe �
couvrant de Hall
R	�K de H�K� Mais le lemme ���� dit alors que R	�K contient un ��
sous
groupe de Hall R��K
de R�K� Comme p � �� et comme R n��evite pas U�V � R� n��evite pas U�V � donc R	 non plus�
On peut alors supposer � � f�g� en particulier R � R	� D�apr�es le th�eor�eme ���� �ii	� R � TK
pour un P�
sous
groupe maximal T de H�� en particulier T n��evite pas U�V �

Notons B � BP�H�	� Supposons U�V non couverte par B� Alors B �evite U�V et on a �B� �U �
T 	V � � B � U � V � Comme le fait ��� donne H� � BT � on obtient �H�� �U � T 	V � � V �T� �U �
T 	V � � �U �T 	V et H� normalise �U �T 	V � Par conjugaison des P�
sous
groupes maximaux dans
H� �fait ���	� on a �U � T�	V � �U � T 	V pour tout P�
sous
groupe maximal T� de H�� On en
d�eduit que �U � T 	V est normal dans H� Par minimalit�e de U�V et comme T n��evite pas U�V �
on a �U � T 	V � U � Mais �U � T 	V � �U �R	V � donc R couvre U�V et on en d�eduit qu�on peut
supposer que BK couvre U�V � Quitte �a remplacer U�V par �U �BK	��V �BK	� on peut supposer
U � BK�

Soit T� un p
sous
groupe de Sylow de T � Par le fait ����� T� n��evite pas U�V � De plus� comme
T est un P�
groupe� on a Bp�T 	�� et T� �Q�T 	 � �� Mais T�Q�T 	�Q�T 	 est un p
sous
groupe de
Sylow de T�Q�T 	 �fait ����	� et T�Q�T 	 est ab�elien et divisible �fait ���	� donc T�Q�T 	�Q�T 	 est
un p
tore� Mais T est un P�
groupe� donc Q�T 	 est sans torsion et T� est un p
tore� Comme on
a B�K �H�	 � F �H�	 puisque K � H� � Z�H�	� T��K �H�	 � B�K �H�	 est central dans
H� �fait ����	� On en d�eduit que �T�K � BK	�K est central dans H�K�K� Par conjugaison des
p
sous
groupes de Sylow de T et par conjugaison des P�
sous
groupes maximaux de H� �fait ���	�
on en d�eduit que T�K �BK est normal dans H� Ceci prouve que T�K � U est normal dans H et�
comme T� n��evite pas U�V � T� couvre U�V par minimalit�e de U�V � On en d�eduit que R couvre
U�V � �

Lemme 
���� � Soit H�K est une section localement close ab�elienne et divisible� Alors les sous�
groupes d�exposant born�es de H�K sont �nis�

Preuve� � Par le fait ����� on peut supposer d�H	 r�esoluble� Il su�t de montrer que� pour tout
p � P� les p
sous
groupes d�exposant born�es de H�K sont 
nis� Soient p � P� B�K un p
sous

groupe d�exposant born�e de H�K et S�K un p
sous
groupe de Sylow de H�K� Alors S�K est un
p
tore� Les faits ���� et ���� montrent qu�il existe un p
tore T de H qui couvre S�K� Le fait ��� dit
que T est de taille 
nie� Donc S�K est aussi de taille 
ni et B�K� par cons�equent� est 
ni� �

Lemme 
���� � Soient U�V une p�section H�K�dloc�minimale de H 	p � P
� M�K une section
normale et localement close de H qui ne centralise pas U�V et R�K un sous�groupe p��couvrant
de Hall de M�K� Alors� soit NH �R	 �evite U�V � soit R� couvre U�V � De plus� si R� couvre U�V �
alors U�V est �nie�

Preuve� � On suppose que NH �R	 n��evite pas U�V � Montrons d�abord que R n��evite pas U�V �
Soit D � M�CM �U�V 	� on a D �� � par hypoth�ese� D agit sur U�V par conjugaison� Soit S� un p

sous
groupe de Sylow de M � Alors� d�apr�es le fait ����� S� couvre U�V et S� couvre Op�D	� De plus�

��



S� est hypercentral �fait ����	� donc U�V o Op�D	 aussi et CU�V �Op�D		 �� �� Or CU�V �Op�D		
est une section localement close �fait ����	 normalis�ee par H� donc Op�D	 centralise U�V par
minimalit�e de U�V � On en d�eduit que Op�D	 � �� Comme D �� �� on a Op��D	 �� �� Si R �evite
U�V � alors NU�V �RV�V 	 est centralis�e par R et� comme R couvre Op��D	� � �� NU �R	V�V �
NU�V �RV�V 	 � CU�V �R	 � CU�V �Op��D		� Ainsi� par minimalit�e de U�V � Op��D	 centralise
U�V � ce qui est contradictoire� Donc R n��evite pas U�V �

Montrons maintenant que R couvre U�V � D�apr�es le lemme ����� si S�K est un sous
groupe
�
couvrant de Hall de R�K� S�K contient un p
sous
groupe de Sylow de R�K� En particulier S
n��evite pas U�V �fait ����	� D�apr�es le lemme ���� S�K n�a pas de sous
groupe �
couvrant propre
et� d�apr�es le lemme ����� il existe un sous
groupe �
couvrant de Hall S��K de H�K qui contient
S�K� Alors S��K couvre U�V d�apr�es le lemme ����� Or� d�apr�es le th�eor�eme ���� �ii	� S� � TK
pour un P�
sous
groupe maximal T de H�� Comme T � est quasiunipotent �fait ���	 et comme
BP�T 	 � � puisque T est un P�
groupe� T � est sans torsion� donc �S��K	� est sans torsion� Comme
S� couvre U�V � on en d�eduit que S� centralise U�V � Par cons�equent� S�� S�	 centralise U�V � Par
conjugaison des sous
groupes �
couvrants de CM�K�U�V 	� �S �U 	V�V � �S� �U 	V�V pour tout
sous
groupe �
couvrant de Hall S��K de CM�K�U�V 	� En particulier �S � U 	V�V est normalis�e
par H�K �puisque CM�K�U�V 	 est normal dans H�K	� Ainsi S couvre U�V par minimalit�e de
U�V et� donc� R couvre U�V � D�apr�es le lemme ����� S�K n�a pas de sous
groupe �
couvrant
propre donc� comme S�S�K est localement 
ni� S � S�K et S� couvre U�V � En particulier R�

couvre U�V �
Montrons que U�V est 
nie� Soient R	�K un sous
groupe �
couvrant de Hall de R�K et P�K

un p
sous
groupe de Sylow de R	�K� Par le lemme ����� P�K est un p
sous
groupe de Sylow de
R�K� Comme R couvre U�V � le fait ���� montre que P couvre U�V � Mais le corollaire ���� dit que
P�K est un p
tore et PV�V est un p
tore� Or U�V est une p
section H�K
dloc
minimale de H�K�
Donc U�V est un sous
groupe d�exposant p de PV�V et le lemme ���� dit que U�V est 
nie� �

Lemme 
���� � Soient H�K une section localement close d�un groupe de rang de Morley �ni
r�esoluble et U�K une section localement close de H qui couvre ou �evite chaque section H�K�dloc�
minimale de H� Si un sous�groupe L�K de U�K couvre les m�emes sections H�K�dloc�minimales
de H que U�K� alors L � U �

Preuve� � Supposons L � U � D�apr�es le fait ����� il existe un ordinal � et une suite croissante
�Hi	i�� de sous
groupes normaux et localement clos de H tels que H� � K� H� � H� Hi���Hi

soit H�K
dloc
minimal pour tout i � � et H� � �j��Hj pour tout ordinal limite � � �� Il existe
un plus petit ordinal 	 � � tel que H� � L �� H� � U � 	 ne peut pas �etre un ordinal limite� donc
il existe un ordinal 
 tel que 
 � � � 	� On a H	 � U �� H� � U � donc U n��evite pas H��H	 et
U couvre H��H	� On en d�eduit que L couvre aussi H��H	� Soit u � �H� � U 	 n L� Alors il existe
l � L �H� et h � H	 tels que u � lh� Comme l � U � h appartient �a H	 �U �� H	 � L	� ce qui est
contradictoire� �

D�e�nition 
���� � Soient � � P�� M � �M��K	��� un ��syst�eme de H�K� N�K un M�
normalisateur de H�K et N��K une section localement close de N qui� pour tout p � �� couvre
toutes les p�sections normales de H�K centralis�ees par Mp� Si N��K est minimale pour ces condi�
tions� alors N��K est appell�e M�
normalisateur de H�K�

Lemme 
���� � Soient � � P� contenant� etM � �M��K	��� un ��syst�eme de H�K� On sup�
pose que M	 centralise les ��sections H�K�dloc�minimales de M	� Alors les M��normalisateurs
de H�K sont exactement les sous�groupes ��couvrants de Hall des M�normalisateurs de H�K�

Preuve� � Soient R � �R��K	��P� une base de Sylow couvrante de H�K et N�K le M

normalisateur de H�K associ�e �a R� Pour tout � � �� on note R�

��
�K l�unique sous
groupe ��


couvrant de Hall de M��K contenu dans R���K �M��K� Si M�K est une section localement
close de N qui� pour tout p � �� couvre toutes les p
sections localement closes normales de H�K
centralis�ees par Mp� alors tout sous
groupe �
couvrant R�K de Hall de M�K poss�ede la m�eme
propri�et�e� Comme R�K est contenu dans un sous
groupe �
couvrant de Hall de N�K d�apr�es les

��



lemmes ��� et ����� on en d�eduit qu�il su�t� pour prouver le lemme� de montrer que les sous
groupes
�
couvrants de Hall de N�K sont des M�
normalisateurs de H�K�

D�apr�es le corollaire ����� pour tout p � �� tout sous
groupe �
couvrant de Hall de N�K couvre
toutes les p
sections localement closes normales de H�K centralis�ees par Mp� Soit L�K une section
localement close d�un sous
groupe �
couvrant de Hall R�K de N�K telle que� pour tout p � �� L
couvre toutes les p
sections localement closes normales de H�K centralis�ees par Mp� On va montrer
qu�on a n�ecessairement L�K � R�K� ce qui 
nira la preuve du lemme�

Soit U�V une q
section H�K
dloc
minimale de H �q � ��	 qui n�est pas �evit�ee par N � Montrons
que L couvre U�V � D�apr�es le choix de L� on peut supposer U�V non centralis�ee par Mq� Comme
N n��evite pas U�V � NH �R�q�	 n��evite pas U�V et R�q� couvre U�V �lemme ����	� Alors le lemme

���� et le fait ���� disent que U�V est couverte par R	 donc� par conjugaison des sous
groupes �

couvrants de Hall de H�K �th�eor�eme ����	� tout sous
groupe �
couvrant de Hall de H�K couvre
U�V � Or L couvre toutes les �
sections H�K
dloc
minimales de H d�apr�es l�hypoth�ese faite sur
M	� Donc� par le th�eor�eme ����� L�K contient un sous
groupe �
couvrant de Hall de H�K� ce
qui prouve que L couvre U�V � De plus� on a montr�e que N couvre ou �evite chaque ��
section
H�K
dloc
minimale de H�

Montrons que L�K � R�K� Soient P�K un ��
sous
groupe de Hall de L�K et P��K un ��

sous
groupe de Hall de R�K qui contient P�K� Par ce qui pr�ec�ede et par le fait ����� P et P�
couvrent chaque ��
section H�K
dloc
minimale de H non �evit�ee par N � Comme P et P� sont
contenus dans N � P et P� �evitent les ��
sections H�K
dloc
minimales de H �evit�ees par N � Alors
le lemme ���� donne P � P�� Aussi� L�K contient un sous
groupe �
couvrant de Hall Q�K de
H�K d�apr�es le th�eor�eme ����� D�apr�es le corollaire ����� Q�K est un sous
groupe �
couvrant de
Hall de R�K� Le th�eor�eme ���� �ii	 montre que R � PQ� pour un sous
groupe �
couvrant de Hall
Q��K de R�K� Par conjugaison des sous
groupes �
couvrants de Hall de R�K �th�eor�eme ����	�
on obtient R � PQ � L� Ceci 
nit la preuve du lemme� �

Proposition 
���� � Soient � � P� contenant � et M � �M��K	��� un ��syst�eme de
H�K� On suppose que H�K est un M�normalisateur de lui�m�eme� Alors il existe N��K un M��
normalisateur de H�K� De plus� il existe un sous�groupe de Carter C�K de M�

	K�K tel que
N� � BP �M�

		NH �C	� En particulier les M��normalisateurs de H�K sont conjugu�es�

Preuve� � Montrons qu�un sous
groupe N��K de H�K de la forme N� � BP �M
�
		NH �C	� o�u

C d�esigne un sous
groupe de Carter de M�
	� est un sous
groupe localement clos de H�K qui� pour

tout p � �� couvre toutes les p
sections localement closes normales de H�K centralis�ees par Mp�
Par le fait ���� et l�argument de Frattini� H � M�

	NH�C	 � M�
	N

�� Notons B� � B	�M�
		�

Par le fait ��� et le fait ����� C couvre M�
	�Q�M�

		� donc N� couvre M�
	�B�� On en d�eduit que

H � B�N
�� Mais� par le fait ����� C couvre chaque section M�

	
minimale centrale de M�
	� Donc�

comme B� est sans torsion� N� couvre chaque �
section H�K
dloc
minimale centrale de M	 et on
en d�eduit que N� est un sous
groupe �localement clos	 de H�K qui� pour tout p � �� couvre toutes
les p
sections normales de H�K centralis�ees par Mp�

Montrons maintenant la minimalit�e de N��K� Soit M�K un sous
groupe localement clos de
H�K qui� pour tout p � �� couvre toutes les p
sections normales de H�K centralis�ees par Mp�
Soient B� � B	�M�

		 et B � B�K� Comme H normalise un sous
groupe ��
couvrant de Hall
de M	�K et comme �M�

		�B�B est d�exposant born�e d�apr�es le fait ���� toutes les �
sections de
H�B sont centralis�ees par M	B�B� Donc� par le th�eor�eme ��� et le lemme ����� MB�B est un
sous
groupe �
couvrant de Hall de H�B� Comme H�B n�a pas de sous
groupe �
couvrant propre
puisque H�K est un M
normalisateur de lui
m�eme� on a H � MB� Soit L � M �M�

	� Alors
M�
	 � LB� et� donc� M�

	 � L�B�� B� �etant sans torsion� on en d�eduit que L � L� et L est
d�e
nissable et connexe� Montrons que L est anormal dansM�

	� Soit �Ai	i�������n une suite croissante
de sous
groupes normaux de M�

	 tels que A� � �� An � B� et Ai���Ai soit M
�
	
minimal pour

tout i � n� De plus on suppose qu�il existe une sous
suite �Ak	k�i������il de �Ai	i�������n telle que
Aim��

�Aim soit H
minimale pour tout m � l� Si Aim��
�Aim �pour m � l	 n�est pas centralis�ee par

M�
	� alors le fait ���� appliqu�e �a Q � Aim��

�Aim oM�
	��M

�
		� muni de l�action naturelle montre

que M�
	��M

�
		� est un sous
groupe de Carter de Q� donc Ai���Ai n�est pas centralis�ee par M�

	

pour tout i � im� ���� im�� 	 �� En particulier L couvre chaque section Ai���Ai qui est centralis�ee
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par M�
	� On note L� � L et� si on suppose Lj construit pour un j � N et Lj �� M�

	� on note
Lj�� � LjAi�j� o�u i�j	 est le plus petit entier de �� ���� n tel que Ai�j� � Lj � Soit j� l�entier tel que
Lj� � M�

	� Comme M�
	 � LB� alors� pour tout i � �� ���� n� Ai���Ai est L
minimale puisque B�

est nilpotent� On en d�eduit que� pour tout j � �� ���� j�� Lj�� est un sous
groupe propre� d�e
nissable
et connexe maximal de Lj � De plus� comme L couvre chaque section Ai���Ai qui est centralis�ee par
M�
	� Lj�� ne centralise pas Ai�j��Ai�j��� et Lj�� n�est pas normal dans Lj pour tout j � �� ���� j��

Le fait ���� dit alors que L est anormal dans M�
	 et que L contient un sous
groupe de Carter C�

de M�
	� Soit C��K � C�K�K�

Alors C��K est un sous
groupe de Carter de M�
	K�K d�apr�es le fait ����� Comme M�K

normaliseLK�K et commeLK�K est anormal dansM�
	K�K� on aNH�K �LK�K	 � M�K puisque

H � MB� Par l�argument de Frattini� NH�K �LK�K	 � LNM �C�	�K� donc H � M�
	NM �C�	

et NH �C�	 � NM �C�	� Ce qui pr�ec�ede montre que M est contenu dans BP�M�
		NH �C�	� La

conjugaison des sous
groupes de Carter de M�
	K�K donne la minimalit�e de N��K� ce qui permet

de conclure� �

Corollaire 
���� � Soient � � P� contenant � et M � �M��K	��� un ��syst�eme de H�K� On
suppose que H�K est un M��normalisateur de lui�m�eme� Alors M	�K centralise les ��sections
H�K�dloc�minimales de H�

Preuve� � Soit U�V une �
section H�K
dloc
minimale de H� Montrons que M	�K centralise
U�V � On peut supposer que M	 couvre U�V � et m�eme que U soit contenu dans M	� Comme
H�K est un M�
normalisateur de H�K� H�K est� en particulier� un M
normalisateur de H�K
et la proposition ���� montre que H � BP�M

�
		NH �C	 o�u C�K est un sous
groupe de Carter de

M�
	K�K� En particulier M�

	K � BP �M�
		C� Soit R�K un P
sous
groupe de Hall de M	�K�

alors BP �M�
		 est contenu dans R et M	 � RC d�apr�es le fait ����� Comme H�K est un M


normalisateur deH�K�R est normal dansH et on peut supposer R � V � MaisM	�R��� C��C�R		
est nilpotent� donc centralise ses sections H�K
dloc
minimales� On en d�eduit que M	 centralise
U�V � �

On ne connait rien des M�
normalisateurs dans le cas g�en�eral� En particulier� on aimerait une
r�eponse �a la question suivante �

Question 
��
� � Si M d�esigne un �
syst�eme de H�K pour � � P�� existe
t
il� dans H�K� une
unique classe de conjugaison de M�
normalisateurs!

Lemme 
���� � Soit � � P�� On suppose que� pour tout p � �� H�K poss�ede un sous�groupe
p��couvrant de Hall normal Up��K� Alors H�K a un sous�groupe ���couvrant de Hall normal
R�K�

Preuve� � Soit R�K un sous
groupe ��
couvrant de Hall de H�K� Notons 
 le plus petit cardinal
strictement sup�erieur �a Card�H�K	� Nous allons construire une suite d�ecroissante �Li�K	i�� de
sous
groupes localement clos et normaux de H�K telle que L� � R� ce qui prouvera le r�esultat�
Soit L� � H� Supposons que� pour un ordinal i � 
� on ait construit Lj pour tout j � i et que R
soit toujours contenu dans Lj pour j � i� Alors� si i est un ordinal limite� on note Li � �	�iL	 et
on a bien R � Li� Sinon� soit j un ordinal tel que i � j � �� D�apr�es la proposition ����� pour tout
p � �� Up��K �Lj�K contient un unique sous
groupe ��
couvrant de Hall Up��j�K de Lj�K� On
note Li � �p��Up��j� Comme R est contenu dans Lj � alors R�K est un sous
groupe ��
couvrant
de Hall de Lj�K �corollaire ����	� Par le th�eor�eme ����� pour tout p � �� Up��j�K contient un
sous
groupe ��
couvrant de Hall de Lj�K� Aussi� les sous
groupes ��
couvrants de Hall de Lj�K
sont conjugu�es et Up��j�K est normal dans Lj�K� donc Up��j�K contient R�K� En particulier
R�K est contenu dans Up��j�K pour tout p � �� donc R � Li� Ceci prouve que R est contenu dans
L��

Montrons que R contient L�� Par le choix de 
� il existe un ordinal � � 
 tel que L� � L���� donc
L� � L�� Supposons d�abord� � �� Alors U	��K est localement 
ni �lemme ����	� donc L��K est
localement 
ni et Up����K est un p�
groupe pour tout p � �� On en d�eduit que L��K�� L����K	
est un ��
groupe� donc R contient L�� Donc on peut supposer � �� �� Soient p � P� et U�V une
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p
section de H�K couverte par L�� Montrons que R couvre U�V � On peut supposer p � �� D�apr�es
le th�eor�eme ����� R�K contient un sous
groupe �
couvrant de Hall R	�K de L��K� Comme
L��K � Up����K� le lemme ���� dit que R	�K contient un p�
sous
groupe de Hall S�K de L��K�
Le fait ���� dit que S couvre U�V � donc R couvre U�V � Comme L� est normal dans H� L� couvre
ou �evite chaque section H�K
dloc
minimale de H� Alors le lemme ���� donne le r�esultat� �

Proposition 
���� � Soient � � P� et M � �M��K	��� un ��syst�eme de H�K� Alors H�K est
un M�normalisateur de H�K si et seulement si H�K n�a pas de sous�groupe ��couvrant propre et
si� pour tout p � �� l�une des deux conditions suivantes est r�ealis�ee �

�i	 p �� et M	�K a un P�sous�groupe de Hall normal �
�ii	 p � �� et toute p�section U�V H�K�dloc�minimale de H est soit centralis�ee par Mp� soit

couverte par un sous�groupe ��couvrant de Hall de H�K�

Preuve� � Supposons que H�K soit un M
normalisateur de H�K� Soit R � �R��K	��P� une
base de Sylow couvrante de H�K tel que H�K soit le M
normalisateur de H�K associ�e �a R�
Soit p � �� Supposons p � �� D�apr�es le lemme ���� et le fait ����� R	� �M	�K est un P

sous
groupe de Hall de M	�K normalis�e par H�K� donc H�K v�eri
e �i	� Supposons maintenant
p � ��� Soit U�V une p
section H�K
dloc
minimale de H non centralis�ee par Mp� Montrons que
U�V est couverte par un sous
groupe �
couvrant de Hall de H�K� Notons R�K l�unique sous

groupe p�
couvrant de Hall de Mp�K contenu dans dans Rp� �Mp�K �proposition ����	� Alors
H�K normalise R�K puisque H�K est le M
normalisateur de H�K associ�e �a R� Aussi� Mp�R est
un p
groupe� Ainsi Mp�R est localement nilpotent� donc hypercentral �fait ����	� ce qui montre
que Mp centralise les p
sections H�K
dloc
minimales de H non couvertes par R� En particulier R
couvre U�V � Par le lemme ����� R	�K contient un p
sous
groupe de Sylow S�K de Rp��K� donc
R	�K contient �S � R	�K qui est un p
sous
groupe de Sylow de R�K �fait ����	� Comme S �R
couvre chaque p
section normale de H�K couverte par R �fait ����	� alors R	 couvre U�V � On a
montr�e que H�K v�eri
e �ii	�

R�eciproquement supposons que H�K n�ait pas de sous
groupe �
couvrant propre et que� pour
tout p � �� l�une des conditions �i	 et �ii	 soit r�ealis�ee� Montrons que H�K est unM
normalisateur
de H�K� Il su�t de montrer que� pour tout � � �� M��K a un sous
groupe ��
couvrant de Hall
normal� Supposons que� pour tout p � �� Mp�K ait un sous
groupe p�
couvrant de Hall normal
Sp��K� Alors� pour tout p � ��M��K a un unique sous
groupe p�
couvrant de Hall Up��K� lequel
est contenu dans Sp��M��K �proposition ����	� Comme Up��K est normal dans M��K pour tout
p � �� le lemme ���� dit que M��K poss�ede un sous
groupe ��
couvrant de Hall normal� On en
d�eduit que pour montrer que H�K est un M
normalisateur de H�K� il su�t de montrer que� pour
tout p � �� Mp�K a un sous
groupe p�
couvrant de Hall normal� Soient p � �� R�K un sous

groupe p�
couvrant de Hall de Mp�K et U�V une section H�K
dloc
minimale de Mp� Montrons
que NH �R	 couvre U�V � Par �i	� on peut supposer p �� �� Aussi� on peut supposer U�V non
couverte par R� donc U�V est une p
section� De plus� comme p � P� U�V est centralis�ee par Mp

d�apr�es �ii	� en particulier U�V normalise RV�V � Mais le th�eor�eme ���� et l�argument de Frattini
montrent que NH�V �RV�V 	 � NH �R	V�V � donc NH �R	 couvre U�V � On a prouv�e que H�K est
un M
normalisateur de H�K� �

� Formations

Si U�V est une section normale d�un groupe G� on note AG�U�V 	 le groupe des automorphismes
de U�V induits par G� Ainsi� AG�U�V 	 est isomorphe �a G�CG�U�V 	� Par abus de language� on
consid�erera AG�U�V 	 � G�CG�U�V 	�

Pour toute classe G de groupe� on appelle G�groupe un �el�ement de G�
On introduit une s�erie de notations et d�e
nitions�

D�e�nition ���� � On d�esignera par Dloc la classe des sections localement closes r�esolubles des
groupes de rang de Morley �ni� Pour tout groupe de rang de Morley �ni G� on note Dloc�G	 la
classe de ses sections localement closes r�esolubles�

��



Soit D une sous�classe de Dloc� D est dite I
dloc
close si� pour tout H�K � Dloc�G	 	pour un
groupe de rang de Morley �ni G
 et pour tout U sous�groupe localement clos de H� UK�K � D si
et seulement si U��U �K	 � D�

Soit D une sous�classe I�dloc�close de Dloc� D est dite Q
dloc
close si� pour tout H�K � D et
tout U�K � Dloc sous�groupe normal de H�K� H�U � D�

Soit D une sous�classe de Dloc� D est dite S�dloc�close� si pour tout H�K � D� tout sous groupe
U�K � Dloc de H�K appartient �a D�

Dans toute la suite� R d�esignera une sous
classe de Dloc qui est S
dloc
close et Q
dloc
close� Le
fait ���� nous permet de supposer� pour les d�emonstrations� que les �el�ements de R sont des sections
localement closes de groupes de rang de Morley 
ni r�esolubles�

D�e�nition ���� � Soient p � P�� H�K � Dloc et E une classe de groupes� On note CH�K�E� p	
l�intersection des centralisateurs dans H�K des p�sections H�K�dloc�minimales U�V de H telles
que AH �U�V 	 � E� Si H�K n�a pas de telles sections� CH�K�E� p	 � H�K� Soit C�K � CH�K�E� p	�
Alors on note AH�K �E� p	 � H�C�

Soit X une sous�classe Q�dloc�close de R� X est une �R� p	
pr�eformation pour p � P� si� pour
tout H�K � R� AH�K �X� p	 � X�

Soient � un sous�ensemble non vide de P� et f une application qui� �a chaque p � �� associe
une �R� p	�pr�eformation f�p	 	on dit que f est une fonction de R
pr�eformation sur �
� On note
F�f	 la classe des ��groupes H�K � R telle que AH�K �R� p	 � f�p	 pour tout p � ��

Soient H�K � R� � un sous�ensemble non vide de P�� f une fonction de R�pr�eformation sur
�� p � � et U�V une p�section H�K�dloc�minimale de H� On dit que U�V est une f
section de
H�K si AH �U�V 	 � f�p	� Un sous�groupe L�K � R de H�K est un sous
groupe f
couvrant de
H�K si L couvre toutes les f�sections de H�K� On note F��f	 la classe des groupes H�K � R
sans sous�groupe f�couvrant propre�

Remarque ���� � Soient � un sous
ensemble non vide de P� et f une fonction de R
pr�eformation
sur �� Alors le lemme ���� donne F�f	 � F��f	�

Remarque ��
� � Soient � un sous
ensemble non vide de P�� f une fonction de R
pr�eformation
sur � et H�K � R� Alors H�K � F�f	 si et seulement si chaque section H�K
dloc
minimale de H
est une f
section�

On rapelle que U d�esigne la classe des groupes localement 
nis et localement r�esolubles G tels
que� pour tout H � G et tout p � P� les p
sous
groupes de Sylow de H sont conjugu�es ������ ����	�
Le fait ���� dit que les sections localement closes et localement 
ni des groupe de rang de Morley

ni r�esoluble appartiennent �a U �

Le lemme ��� constitue une remarque importante� puisque c�est gr�ace �a son existence� que l�on
pourra appliquer les r�esultats de ���� �a notre contexte�

Fait ���� � ������ th� ��
� Gardiner� Hartley� Tomkinson
 Soient G un U�groupe� � � P�
M � �M�	��� un ��syst�eme de G� S une base de Sylow de G et D le M�normalisateur de G
associ�e �a S� Alors D �evite tous les facteurs chefs de G� sauf les p�facteurs chefs centralis�es par Mp

pour p � �� lesquels sont couverts�

Lemme ���� � Soient � un sous�ensemble non vide de P� et f une fonction de R�pr�eformation
sur �� Alors F��f	 � U � F�f	 � U �

Preuve� � Par la remarque ���� on a F�f	 � U � F��f	 � U � Soit H�K � F��f	 � U � Pour
tout p � � on note Mp�K � CH�K�f�p	� p	� Alors H�Mp � f�p	 pour tout p � �� Soient M �
�Mp�K	p�� et M�K un M
normalisateur de H�K� D�apr�es le fait ���� M�K est un sous
groupe
f
couvrant de H�K� On en d�eduit M � H� en particulier H�K est un �
groupe et� pour tout p � ��
AH�K �Dloc� p	 � f�p	� Ceci montre que H�K est un F�f	
groupe� �

Lemme ���� � Soit f une fonction de R�pr�eformation sur � � P�� Alors F��f	 est Q�dloc�close�
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Preuve� � F��f	 est I
dloc
close� Montrons que F��f	 est Q
dloc
close� Soient H�K � F��f	 et
M�K un sous
groupe normal de H�K dans Dloc� Soient L�M un sous
groupe f
couvrant de H�M
et U�V une f
section de H�K� Montrons que L couvre U�V � On peut supposer UM �� VM � Alors
UM�VM est une f
section de H�M et UM � �L�UM 	V � Ainsi U � �U �L	V et L couvre U�V �
On en d�eduit que L�K est un sous
groupe f
couvrant de H�K� donc L � H puisque H�K � F��f	�
Ceci montre que H�M � F��f	 et que F��f	 est Q
dloc
close� �

Nous nous interresserons particuli�erement aux fonctions de R
pr�eformations f pour lesquelles
F��f	 � F�f	� Nous donnons un crit�ere permettant de reconnaitre certaines d�entre elles �th�eor�eme
����	�

D�e�nition ���� � Soient f une fonction de R�pr�eformation sur � � P� et H�K � Dloc� Le
��syst�eme MH�K�f	 � ��p��CH�K �f�p	� p		��� de H�K est appell�e f
syst�eme de H�K�

Lemme ���� � Soient f une fonction de R�pr�eformation sur � � P� et H�K � R� Alors
H�K � F��f	 si et seulement si H�K est un MH�K �f	�normalisateur de H�K et� si � � ��
CH�K�f��	��	 centralise les ��sections H�K�dloc�minimales de H�

Preuve� � Pour tout � � �� on note M��K � �p��CH�K �f�p	� p	� Supposons H�K � F��f	�
D�apr�es le corollaire ����� tout MH�K�f	
normalisateur de H�K est un sous
groupe f
couvrant de
H�K� Donc H�K est un MH�K�f	
normalisateur de H�K et on peut supposer � � �� D�apr�es la
proposition ����� H�K poss�ede un MH�K�f	�
normalisateur N��K� H�K �etant sans sous
groupe
f
couvrant propre� on a H � N� et le corollaire ���� montre que M	 centralise les �
sections
H�K
dloc
minimales de H�

R�eciproquement� supposons queH�K soit unMH�K�f	
normalisateur deH�K et que� si� � ��
M	 centralise les�
sections H�K
dloc
minimales de H� Alors H�K est un sous
groupe �
couvrant
de Hall de H�K� Soit L�K un sous
groupe f
couvrant de H�K� On va montrer que L � H�
Montrons d�abord que L�K est un sous
groupe �
couvrant de H�K� Si � �� �� alors H�K est
localement 
ni et L�K est un sous
groupe �
couvrant de H�K� donc on peut supposer � � ��
Comme M	 centralise les �
sections H�K
dloc
minimales de H et comme H�M	 � f��	� L�K
couvre toutes les�
sectionsH�K
dloc
minimales de H et L�K est donc un sous
groupe�
couvrant
de H�K�

Soient p � P�� U�V une p
section H�K
dloc
minimale de H et C�K � CH�K�U�V 	� Montrons
que L couvre U�V � Ce qui pr�ec�ede permet de supposer p �� �� Comme L�K est un sous
groupe
�
couvrant de H�K� le lemme ���� dit que L�K contient un ��
sous
groupe de Hall de H�K� Donc
le fait ���� permet de supposer p � �� Si Mp � C alors� comme H�Mp � f�p	� on a H�C � f�p	
et U�V est une f
section de H�K� donc L couvre U�V � On va donc supposer Mp � C� Alors la
proposition ���� dit qu�un sous
groupe �
couvrant de Hall H�K couvre U�V � Mais le th�eor�eme
���� donne l�existence d�un sous
groupe �
couvrant de Hall S�K de H�K contenu dans L�K� Par
conjugaison des sous
groupe �
couvrants de Hall de H�K �th�eor�eme ����	� S couvre U�V � donc
L couvre U�V � On en d�eduit que L couvre chaque p
section H�K
dloc
minimale de H�K pour
p � P�� donc L � H �lemme ����	 et H�K � F��f	� �

Proposition ����� � Soient f une fonction de R�pr�eformation sur � � P� et H�K � R� Alors
H�K � F��f	 si et seulement si H�K n�a pas de sous�groupe ��couvrant propre et si� pour tout
p � � et toute p�section H�K�dloc�minimale U�V de H� �i	 ou �ii	 est v�eri��ee �

�i	 U�V est une f�section �
�ii	 p � �� et un sous�groupe ��couvrant de Hall de H�K couvre U�V �

Preuve� � SiH�K � F��f	� alors tout sous
groupe �
couvrant de H�K est f
couvrant� donc H�K
n�a pas de sous
groupe �
couvrant propre� Le lemme ��� dit que les�
sections H�K
dloc
minimales
de H�K sont des f
sections� Aussi� le lemme ��� montre que H�K est un MH�K �f	
normalisateur
de H�K� donc la proposition ���� montre que� si p � ��� alors toute p
section H�K
dloc
minimale
de H v�eri
e �i	 ou �ii	�

R�eciproquement� supposons que H�K n�ait pas de sous
groupe �
couvrant propre et que� pour
tout p � �� toute p
section H�K
dloc
minimale de H v�eri
e �i	 ou �ii	� Soit R�K un P
sous
groupe

��



de Hall de C�K � CH�K�f��	��	� Montrons que NC�R	 couvre chaque p
section H�K
dloc

minimale de C pour tout p � P�� Soit U�V une telle section� Si p �� �� le fait ���� dit que R
couvre U�V � donc NC�R	 couvre U�V � Donc on peut supposer p � �� Le fait ���� et l�argument
de Frattini donnent NC�V �RV�V 	 � NC�R	V�V � Mais U�V est centralis�ee par C�K d�apr�es �i	�
donc NC�R	 couvre U�V �

Montrons que H�K appartient �a F��f	� NC �R	 est localement clos d�apr�es le corollaire ����
Donc� par le lemme ���� et par ce qui pr�ec�ede� C normalise R� Alors la proposition ���� dit que
H�K est un MH�K�f	
normalisateur de H�K� Le lemme ��� permet de conclure� �

Th�eor�eme ����� � Soient f une fonction de R�pr�eformation sur � � P� et H�K � F��f	� Si
� � �� on suppose que H�K v�eri�e

��	
Pour tout p � P et toute p
section H�K
dloc
minimale U�V de H couverte par un
sous
groupe �
couvrant de Hall de H�K� si on a AH �U�V 	 � f��	� alors p � �
et AH�U�V 	 � f�p	�

Alors H�K � F�f	�

Preuve� � On peut supposer � � �� Soient p � P et U�V une p
section H�K
dloc
minimale de H�
Montrons que U�V est une f
section� Soit C�K � CH�K�f��	��	� Montrons qu�on peut supposer
que C ne centralise pas U�V � Comme H�K est un F��f	
groupe� H�K n�a pas de sous
groupe
�
couvrant propre� Le lemme ���� dit que� si p �� �� alors U�V est couverte par un sous
groupe
�
couvrant de Hall de H�K� ��	 montre que C ne centralise pas U�V � Supposons p � �� D�apr�es
la proposition ����� on peut supposer p � �� et U�V couverte par un sous
groupe �
couvrant
de Hall R�K de H�K� Si C centralise U�V � on a AH�U�V 	 � f��	� Donc on obtient p � � et
AH�U�V 	 � f�p	 d�apr�es ��	� et U�V est une f
section� Ainsi� on peut supposer que C ne centralise
pas U�V � On va montrer que ceci est contradictoire�

Soit R��K un sous
groupe p�
couvrant de Hall de H�K qui contient R�K �R��K existe d�apr�es
les lemmes ��� et ����	� D�apr�es la proposition ����� R��K �C�K contient un unique sous
groupe
p�
couvrant de Hall R���K de C�K� En particulier� R� normalise R���K et NH �R��	 couvre U�V �
Le lemme ���� dit que U�V est 
ni� en particulier �CR	� centralise U�V �

Soit U��V une section CR�K
dloc
minimale contenue dans U�V � Montrons que CR centralise
U��V � R�K est un sous
groupe �
couvrant de Hall de R�K �lemme ���	� donc R � R�K et
R�K est un sous
groupe �
couvrant de Hall de �CR	�K�K �corollaire ����	� Par l�argument de
Frattini et par conjugaison des sous
groupes �
couvrants de Hall de �CR	�K�K �th�eor�eme ����	�
on obtient CR � �CR	�NCR�R	� Notons N � NCR�R	 et montrons que N centralise U��V � Soit
�Li	i�� �� ordinal	 une suite croissante de sous
groupes localement clos de R normalis�es par N
avec L� � K� L� � R� Li���Li est N 
dloc
minimale pour tout i � � et L	 � �j�	Lj pour tout
ordinal limite 
 � �� De plus� on construit cette suite de telle fa�con que� si Li �evite U��V et si
il existe une section N 
dloc
minimale M�Li de R avec M qui �evite U��V � alors Li�� �evite U��V �
Alors il existe un plus petit ordinal j tel que Lj n��evite pas U��V � j est n�ecessairement un ordinal
successeur et il existe k � � avec j � k � �� Lk est un sous
groupe localement clos de R maximal
parmis ceux qui �evite U��V et qui sont normalis�es par N � Comme �CR	� centralise U�V et comme
CR � �CR	�N � U��V est N 
dloc
minimal� Donc tout sous
groupe localement clos de R qui est
normalis�e par N et qui contient strictement Lk couvre U��K� Comme R�K est un sous
groupe �

couvrant de Hall de R�K� il existe un P�
sous
groupe maximal T de R� tel que R � TK �th�eor�eme
���� �ii		� T � �etant sans torsion �fait ���	� R�Lk�Lk est aussi sans torsion� donc R�Lk ne couvre pas
U��V d�o�u R� � Lk� Ainsi R�Lk est ab�elien� Soient W�Lk le plus grand sous
groupe de torsion de
R�Lk� Comme R � R�K � R�Lk� R�Lk n�est pas localement 
ni et W � R� C centralise chaque
�
section H�K
dloc
minimale de H �lemme ���	 donc� en particulier� NC �R	 centralise chaque
�
section N�K
dloc
minimale de R et on a CR�W �NC�R		 �� �� Comme N � NC�R	R et comme
R�W est ab�elien� on en d�eduit CR�W �N 	 �� �� Notons X�W � CR�W �N 	� Pour tout g � N�Lk� on
note

adg � X�Lk 	
 W�Lk
x �	
 �x� g�

�
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C�est un homomorphisme de groupe et Imadg est localement 
ni pour tout g � N�Lk� donc
�X�Lk	�CX�Lk�N 	 est localement 
ni et CX�Lk�N 	 �� �� Par maximalit�e de Lk� CX�Lk�N 	 couvre
U��V � donc N � CH�U��V 	 et CR centralise U��V �

On a montr�e CU�V �C	 �� �� donc C centralise U�V par minimalit�e de U�V � ce qui est contra

dictoire� On en d�eduit que toutes les sections H�K
dloc
minimales de H sont des f
sections� donc
H�K � F�f	 �remarque ���	� �

Corollaire ����� � Soient f une fonction de R�pr�eformation sur � � P� et H�K � F��f	 un
��groupe� Si � � �� on suppose f��	 � �p��f�p	� Alors F�f	 � F��f	�

Preuve� � La remarque ��� dit que F�f	 est contenu dans F��f	� Montrons la r�eciproque� Soit
H�K � F��f	� Comme H�K v�eri
e la propri�et�e ��	 du th�eor�eme ����� H�K � F�f	� �

Remarque ����� � La preuve du th�eor�eme ���� dit que� si f est une fonction de R
pr�eformation
sur � � P� et si H�K est un F��f	
groupe� si U�V est une p
section H�K
dloc
minimale de H
�p � P	 couverte par un sous
groupe �
couvrant de Hall de H�K� alors on a AH �U�V 	 � f��	�

Par analogie �a ����� nous d�e
nissons une formation �d�e
nition ����	� Jusqu��a la 
n de cette
section� nous �etudions les liens entre les notions de formations et de F��f	
groupes et F�f	
groupes�
En g�en�eral� la notion de formation est tr�es li�ee �a celle de projecteur �d�e
nition ���	� Dans cet article�
pourtant consacr�e aux projecteurs� nous n�utilisons pas la notion de formation �les parties � et ��
sont ind�ependantes des r�esultats ci
dessous	� En e�et� on montre qu�en g�en�eral� pour une fonction
de R
pr�eformation f � F��f	 n�est pas une R
formation �exemple ����	� Cependant� F�f	 est une
R
formation �lemme ����	� C�est l�un des faits qui rend ces classes de groupes int�eressantes�

D�e�nition ���
� � Une sous�classe D de Dloc est dite R
dloc
close si� pour tout H�K � Dloc et
tout �Ui�K	i�I famille de sous�groupe normaux de H�K dans Dloc telle que H�Ui � R pour tout
i � I� on a H� �i�I Ui � D�

Toute sous�classe R�dloc�close de R est appel�e une R
formation �

Lemme ����� � Si f est une fonction de R�pr�eformation sur � � P�� alors F�f	 est une R�
formation�

Preuve� � Il faut montrer que F�f	 est R
dloc
close� F�f	 est I
dloc
close� Montrons que F�f	
est Q
dloc
close� Soient H�K � F�f	 et U�K un Dloc
sous
groupe normal de H�K� Soient p � ��
Dp�U � CH�U �Dloc� p	 et Cp�K � CH�K �Dloc� p	� Cp est contenu dans Dp� Par d�e
nition de F�f	
on a H�Cp � f�p	� donc H�Dp � f�p	 puisque f�p	 est Q
dloc
close� Ceci �etant vrai pour tout
p � �� on obtient H�U � F�f	 et F�f	 est Q
dloc
close�

Maintenant on va montrer que F�f	 est R
dloc
close� Soient H�K � R et �Ui�K	i�I une famille
de Dloc
sous
groupe normaux de H�K telle que H�Ui soit un F�f	
groupe pour tout i � I� Notons
U � �i�IUi� Cp�U � CH�U �Dloc� p	 pour tout p � � et Ep�i�Ui � CH�Ui�Dloc� p	 pour tout i � I
et tout p � �� On a Cp � �i�IEp�i pour tout p � �� Mais H�Ep�i est un f�p	
groupe pour tout
p � � et tout i � I puisque H�Ui � F�f	 pour tout i � I� On en d�eduit que H�U est un f�p	
groupe
pour tout p � � puisque AH�K�f�p	� p	 � f�p	 par d�e
nition d�une �R� p	
pr�eformation� Ainsi�H�U
appartient �a F�f	� Ceci 
nit la preuve du lemme� �

La R
formation F�f	 sera appel�ee R�formation satur�ee d�e�nie par f �
L�exemple ���� montre qu�en g�en�eral� les classes de groupes de la forme F��f	 ne sont pas des

R
formations�

Exemple ����� � On consid�ere le pur groupe C � et F un groupe isomorphe �a un sous
groupe 
ni
de C � � On note � � f�g et G � C � � F � G poss�ede un sous
groupe U du m�eme ordre que F qui
intersecte trivialement C � �F � Si f est une fonction de Dloc
pr�eformation sur �� alors G�F et G�U
sont des F��f	
groupes� Pourtant� G��� G��F � U 		 n�est pas un F��f	
groupe� Donc F��f	 n�est
pas une Dloc
formation�

��



En fait� l�exemple ���� est g�en�erique� En e�et� pour chaque fonction de Dloc
pr�eformation f
avec F��f	 �� F�f	� on peut construire un Dloc
groupe H�K qui n�est pas un F��f	
groupe avec
deux Dloc
sous
groupes normaux L��K et L��K qui s�intersectent trivialement et tels que H�L�
et H�L� soient des F��f	
groupes �proposition ����	�

Lemme ����� � Soient f une fonction de R�pr�eformation sur � � P� et H�K � F��f	� Si R�K
est un sous�groupe ��couvrant de Hall de H�K� alors NH �R	�K est un F��f	�groupe�

Preuve� � On peut supposer � � �� Comme NH �R	�K est un Dloc
sous
groupe de H�K �corol

laire ���	� NH �R	�K est un R
groupe� Montrons que NH �R	�K n�a pas de sous
groupe �
couvrant
propre� Soit R��K un sous
groupe �
couvrant de NH �R	�K� Comme � � �� �R� � R	�K est
un sous
groupe �
couvrant de R�K �proposition ����	� R�K n�a pas de sous
groupe �
couvrant
propre �lemme ���	� Donc R� contient R� Mais H�K n�a pas de sous
groupe �
couvrant propre
puisque H�K � F��f	� Le lemme ���� dit que R�K contient un ��
sous
groupe de Hall S�K de
H�K� Alors S�K est un ��
sous
groupe de Hall de NH �R	�K et tout ��
�el�ement de NH �R	�K
est dans R�K� On en d�eduit que NH �R	�R est un �
groupe et NH �R	 � R�R � R�� Ceci prouve
que NH �R	�K n�a pas de sous
groupe �
couvrant propre�

Soient p � � et U�V une p
section NH�R	�K
dloc
minimal de NH �R	� On suppose que soit
p �� ��� soit U�V n�est pas couverte par R� D�apr�es la proposition ����� il su�t de montrer que
U�V est une f
section� Comme U�V n�est pas couverte par R� on peut supposer R � V puisque
U�V oAH�U�V 	 et UR�V RoAH �UR�V R	 sont isomorphes� Mais il existe une section H�K
dloc

minimale U��V� de H telle que V� �evite U�V et U� n��evite pas U�V � Par minimalit�e de U�V � U�
couvre U�V � Supposons que U��V� ne soit pas une f
section de H�K� La proposition ���� dit qu�on
a p � �� et� par conjugaison des sous
groupes �
couvrants de Hall de H�K �th�eor�eme ����	� R
couvre U��V�� Alors on a U� � �U� � R	V� et� comme V contient R� on obtient U� � �U� � V 	V��
Ainsi� U � �U � U�	V � �U � V�	V et V� couvre U�V � ce qui est contradictoire� Donc U��V� est
une f
section�

Le th�eor�eme ���� �ii	 et le fait ��� donnent H� � Q�H�	T � Par l�argument de Frattini�
on obtient H � Q�H�	NH �R	� Comme Q�H�	 centralise U��V�� on en d�eduit CH �U��V�	 �
Q�H�	CNH �R��U��V�	� Mais U��V� est une f
section et H�CH�U��V�	 est un f�p	
groupe� Donc
NH �R	�CNH�R��U��V�	 est un f�p	
groupe� On a CNH �R��U��V�	 � CNH �R��U�V 	 puisque U�
couvre U�V et V� �evite U�V � Donc AH �U�V 	 est un f�p	
groupe et U�V est une f
section de
NH �R	�K� �

Proposition ����� � Si f est une fonction de Dloc�pr�eformation sur � � P�� alors F��f	 est une
Dloc�formation si et seulement si F��f	 � F�f	�

Preuve� � Si F��f	 � F�f	� le lemme ���� dit que F��f	 est une Dloc
pr�eformation� R�ecipro

quement� supposons F��f	 �� F�f	� La remarque ��� dit qu�il existe un F��f	
groupe H�K qui
n�est pas un F�f	
groupe� Soit R�K un sous
groupe �
couvrant de Hall de H�K� Montrons qu�on
peut supposer H � NH �R	� La proposition ���� dit que NH�R	�K est un F��f	
groupe� D�apr�es le
corollaire ����� R�K est un sous
groupe �
couvrant de Hall de NH �R	�K� Il reste �a montrer que
NH �R	�K n�est pas un F�f	
groupe� CommeH�K �� F�f	� le th�eor�eme ���� montre qu�on a� � �
et qu�il existe p � P et L�M une p
section H�K
dloc
minimale de H couverte par un sous
groupe
�
couvrant de Hall R�K de H�K et qu�on a soit p �� �� soit AH �L�M 	 � f��	 n f�p	� Comme R
couvre L�M � on aNL�R	�NM �R	 �� �� Le th�eor�eme ���� �ii	 et le fait ��� donnentH�K � Q�H�	R�
Par l�argument de Frattini et le th�eor�eme �����H � Q�H�	NH �R	� CommeQ�H�	 centralise L�M
et comme H � Q�H�	NH �R	� NL�R	�NM �R	 est une section NH �R	�K
dloc
minimale� Si p �� ��
NL�R	�NM �R	 n�est pas une f
section et NH �R	�K n�est pas un F�f	
groupe� Donc on peut sup

poser AH�L�M 	 � f��	 n f�p	� Comme on a

CH �L�M 	 � Q�H�	CNH �L��L�M 	 � Q�H�	CNH �L��NL�R	�NM �R		�

on obtient ANH �R��NL�R	�NM �R		 � f��	 n f�p	 et NL�R	�NM�R	 n�est pas une f
section� Ceci
prouve que NH �R	�K n�est pas un F�f	
groupe et on peut supposer H � NH �R	�

��



Comme R�K n�a pas de sous
groupe �
couvrant propre �lemme ���	 et comme R�R�K est
localement 
ni� on a R � R�K� Le fait ��� dit que R�K�K est sans torsion et le fait ���� dit que
R�K�K est un Dloc
groupe� Alors LR��MR� est une p
section H�R�K
dloc
minimale de H et on a
CH�LR��MR�	 � CH�L�M 	� Ainsi� on a soit p �� �� soit AH�LR��MR�	 � f��	 n f�p	 et R�R�K
n�est pas un F�f	
groupe� On peut donc supposer R�K ab�elien� De plus� on a H�M � F��f	 nF�f	
et on peut supposer K � M �

Soient D� et D� deux groupes d�e
nissablement isomorphes �a d�H	 et �� et �� les isomorphismes
de d�H	 sur D� et D� respectivement� Soit G� � �D� � D�	 o d�H	 o�u d�H	 agit sur D� �
D� par conjugaison et� pour tout u � d�H	 et ����u�	� ���u�		 � D� � D�� ����u�	� ���u�		u �
����u

u
� 	� ���u

u
� 		� Alors G� est un groupe de rang de Morley 
ni� On noteH� � ����K	����K		oH�

R� � ����K	����R		oK� L� � ����L	����K		oK� K� � ����K	����K		oK� H� � L�R�H�

et L� � f����l	� ���l	� k	 � l � L� k � K� L��K� et L��K� sont des Dloc
sous
groupes normaux
de H��K� qui s�intersectent trivialement� L��K� est une section H��K�
dloc
minimale de H� et
L��K� n�est pas une f
section de H��K�� Alors R�H��K� est un sous
groupe f
couvrant propre
de H��K� et H��K� n�est pas un F��f	
groupe�

Montrons que R�H��K� est un F��f	
groupe� D�apr�es la proposition ����� les �
sections H�K

dloc
minimales de H sont des f
sections de H�K� Donc les �
sections R�H��K�
dloc
minimales
de R�H� sont des f
sections de R�H��K�� Soit F��K� un sous
groupe f
couvrant de R�H��K��
Alors F� couvre R�H��R�� Comme R��K� est ab�elien� si U��V� � ����U 	����V 		 est une �

sections R�H��K�
dloc
minimales de R��K�� alors on a AR�H�

�U��V�	 � HR��CH�U�V 	R� et
AR�H�

�U��V�	 est un f��	
groupe� En particulier� toutes les �
sections R�H��K�
dloc
minimales
de R��K� sont des f
sections de R�H��K�� CommeR�K n�a pas de sous
groupe�
couvrant propre
�lemme ���	� R��K� n�a pas de sous
groupe �
couvrant propre� On en d�eduit que F� contient R��
d�o�u F� � R�H� et R�H��K� est un F��f	
groupe�

Comme R�H� couvre H��L� et H��L�� H��L� et H��L� sont des F��f	
groupes� Mais on a
L��K� � L��K� � � et� pourtant� H��K� n�est pas un F��f	
groupe� Donc F��f	 n�est pas une
Dloc
formation� �

Maintenant� on peut se poser la question suivante �

Question ����� � Si f est une fonction de R
pr�eformation sur � � P�� est
ce que F��f	 est une
�R� p	
pr�eformation pour tout p � �!

On ne connait pas la r�eponse �a cette question� Une r�eponse positive rendrait la notion F��f	
plus int�eressante� En e�et� il s�agit� pour l�instant� surtout d�un outil pour l��etude de F�f	 et
des projecteurs� et on �esp�ere que les classes de la forme F��f	 puissent aussi devenir des objets
int�eressants pour eux
m�emes�

� Projecteurs

Nous d�e
nissons un projecteur �d�e
nition ���	� puis prouvons le th�eor�eme principal de l�article
�th�eor�eme ����	�

Lemme ���� � Soient f une fonction de R�pr�eformation sur � � P�� H�K � R et A�K une
section localement close et normale de H telle que H�A � F��f	� Si D�K est un sous�groupe
f�couvrant de H�K� alors H � AD�

Preuve� � Soit U�V une f
section de H�A� Alors U�V est aussi une f
section de H�K� et U�V est
couverte par D� On en d�eduit que DA�A est un sous
groupe f
couvrant de H�A� d�o�u le r�esultat�
�

Lemme ���� � Soient H�K une section localement close d�un groupe de rang de Morley �ni r�eso�
luble� A�K une section localement close� ab�elienne et normale de H� D�K une section localement
close de H telle que H � AD� � � P�� R��K un sous�groupe ��couvrant de Hall de D�K et S��K
le sous�groupe ��couvrant de Hall de A�K� Alors R�S��K est un sous�groupe ��couvrant de Hall
de H�K�

��



Preuve� � Soit U�V une �
section normale et localement close de H�K� �U �D	��U � V A �D	
est une �
section normale de D�K� donc R� couvre �U �D	��U � V A �D	 et� comme D couvre
U��U � V A	� R� couvre U��U � V A	� Aussi� �U � A	��V � A	 est une �
section de A� donc S�
couvre �U �A	��V �A	� ce qui montre que S� couvre �U �V A	�V � On en d�eduit que R�S� couvre
U�V � donc R�S��K est un sous
groupe �
couvrant de H�K� Soit U��K un sous
groupe �
couvrant
de Hall de H�K contenu dans R�S��K �U��K existe par le th�eor�eme ����	� Alors �U� � A	�K
contient un sous
groupe �
couvrant de Hall de A�K �proposition ����	� donc S� � U� � U��K est
un sous
groupe �
couvrant de Hall de DS��K �corollaire ����	� donc U��S� est un sous
groupe
�
couvrant de Hall de DS��S� �corollaire ����	� Mais� d�apr�es le corollaire ����� R���S� �D	 est
un sous
groupe �
couvrant de Hall de D��S� �D	� donc R�S��S� est un sous
groupe �
couvrant
de Hall de DS��S� et on a le r�esultat� �

Lemme ���� � Soient f une fonction de R�pr�eformation sur � � P�� H�K � R et A�K une sec�
tion localement close� normale et ab�elienne de H telle que H�A � F��f	� Si H�K a un MH�K�f	��
normalisateur D�K� alors D�K � F��f	�

Preuve� � Soit D��K un sous
groupe f
couvrant de D�K� Supposons D �� D�� D�K �etant un
MH�K�f	�
normalisateur de H�K� il existe une f
section U�V de H�K non couverte par D�� Soit
p � P� tel que U�V soit une p
section� A�K �etant ab�elien� A�K centralise U�V � On en d�eduit
que U�V est D�K
dloc
minimale et D�CD�U�V 	 � f�p	� Ceci prouve que �U �D	��V �D	 est une
f
section de D�K� en particulier D� couvre �U �D	��V �D	� Ainsi� D� couvre U�V � ce qui est
contradictoire� �

Proposition ��
� � Soient f une fonction de R�pr�eformation sur � � P�� H�K � R et A�K
une section localement close� normale et ab�elienne de H telle que H�A � F��f	� Si un sous�
groupe E�K � F��f	 de H�K est tel que H � AE� alors E�K est contenu dans un MH�K�f	�
normalisateur de H�K�

Preuve� � Soient C � ���p��CE�K�f�p	� p		A�K	��� � R � �R��K	��P� une base de Sylow
couvrante de E�K et S � �S��K	��P� la base de Sylow couvrante de A�K� Le lemme ��� montre
que G � �R�S��K	��P� est une base de Sylow couvrante de H�K� Montrons que E�K est contenu
dans E��K le C
normalisateur de H�K associ�e �a G� La proposition ���� dit que� pour tout � �
�� R��K � ��p��CE�K�f�p	� p		 contient un unique sous
groupe �
couvrant de Hall R���K de
�p��CE�K�f�p	� p	� Comme E�K � F��f	� E�K est un MH�K �f	
normalisateur de E�K �lemme
���	� donc E�K normalise R���K pour tout � � �� Mais R��S��K est un sous
groupe �
couvrant
de Hall de ��p��CE�K�f�p	� p		A�K pour tout � � � �lemme ���	� donc E�K � E��K�

Soient � � � et B � A�E� On appelle �
f
section de H�K �resp� E�K	 une f
section de H�K
�resp� E�K	 qui est une �
section� Montrons �

��	 �p�� CH�K�f�p	� p	 � ��p��CE�K�f�p	� p		A�K

Si U�V est une �
f
section de E�K �evit�ee par A� alors CE�K�U�V 	A�K � CH�K�UA�V A	� en
particulier UA�V A est une �
f
section de H�K� Si U�V est une �
f
section de E�K non �evit�ee
par A� alors U�V est couverte par A et CE�K�U�V 	A�K � CH�K��U �A	��V �A		� en particulier
�U � A	��V � A	 est une �
f
section de H�K� On en d�eduit que �p��CH�K�f�p	� p	 est contenu
dans �p���CE�K�f�p	� p	A�K	� Donc� pour montrer ��	� il su�t de montrer �

��	 �p�� �CE�K�f�p	� p	A�K	 � ��p��CE�K�f�p	� p		A�K

A �etant ab�elien� si on note B � A �E� alors B � CE�U�V 	 pour toute U�V �
f
section de E�K�
Donc montrer ��	 revient �a montrer �

��	
�

U�V ��fsection de E�K

�CE�B � A�B	 � �
�

U�V ��fsection de E�K

CE�B	� A�B

Comme E�B �A�B � �� l��egalit�e ��	 est v�eri
�ee et on a d�emontr�e ��	�

��



Soit � � �� L��egalit�e ��	 montre que R��S��K contient un unique sous
groupe �
couvrant de
Hall P ���K de CH�K�f�p	� p	 �proposition ����	� Alors P ���K est l�unique sous
groupe �
couvrant
de Hall de �p��CH�K �f�p	� p		 contenu dans R�S��K et P ���K est normalis�ee par E��K� On en
d�eduit que E��K est contenu dans un MH�K �f	
normalisateur de H�K� ce qui 
nit la preuve de
la proposition� �

Corollaire ���� � Soient f une fonction de R�pr�eformation sur � � P�� H�K � R et A�K une
section localement close� normale� ab�elienne et localement �ni de H telle que H�A � F��f	� Alors
H�K poss�ede un MH�K �f	��normalisateur� Si un sous�groupe E�K � F��f	 de H�K est tel que
H � AE� alors E�K est contenu dans un MH�K�f	��normalisateur de H�K�

Preuve� � A�K est localement 
ni etH�A � F��f	� donc CH�K �f��	��	 centralise les�
sections
H�K
dloc
minimales de H� Le lemme ���� dit que H�K poss�ede un MH�K�f	�
normalisateur et
que� de plus� les MH�K�f	�
normalisateurs de H�K sont exactement les sous
groupes �
couvrants
de Hall de ses MH�K �f	
normalisateurs�

Supposons qu�il existe un sous
groupe E�K � F��f	 de H�K est tel que H � AE� La proposition
��� dit qu�il existe D�K un MH�K �f	
normalisateur de H�K qui contient E�K� Comme E�K �
F��f	� E�K n�a pas de sous
groupes �
couvrant propre et E�K est contenu dans un sous
groupe
�
couvrant de Hall R�K de D�K �lemme ����	� Comme R�K est un MH�K �f	�
normalisateur de
H�K d�apr�es ce qui pr�ec�ede� on a 
ni la preuve du corollaire� �

Corollaire ���� � Soient f une fonction de R�pr�eformation sur � � P�� H�K � R� A�K une
section localement close� normale� ab�elienne et localement �ni de H telle que H�A � F��f	 et D�K
un MH�K�f	��normalisateur de H�K� Si un sous�groupe localement clos L�K de H�K contient
D�K� alors D�K est un MH�K�f	��normalisateur de L�K�

Preuve� � D�apr�es le lemme ���� D�K est un F��f	
groupe� Le lemme ��� donne L � �L � A	D
et le corollaire ��� dit que D�K est contenu dans un MH�K �f	�
normalisateur D��K de L�K�
D�apr�es le lemme ���� on a D��K � F��f	� Comme H � AL� L��L � A	 � F��f	 et le lemme
��� donne L � �L � A	D�� d�o�u H � AD�� Le corollaire ��� dit que D��K est contenu dans un
MH�K�f	�
normalisateur D��K de H�K� Comme D � D�� on obtient D � D��� D�	� �

D�e�nition ���� � Soient F une classe de groupes� � � P�� H�K � Dloc et F�K � F un ��
sous�groupe de H�K� Si� pour tout R�K � Dloc ��sous�groupe de H�K contenant F�K et tout
A�K � Dloc sous�groupe normal de R�K tel que R�A � F� on a R � FA� alors F�K est appell�e
�F� �	
projecteur de H�K�

L�exemple ��� dit que les �F�f	� �	
projecteurs n�existent pas toujours� C�est pourquoi nous
�etudierons seulement les �F��f	� �	
projecteurs� Toutefois� il su�t qu�une fonction f v�eri
e les
hypoth�eses du th�eor�eme ����� pour que l�on obtienne F�f	 � F��f	� et nous pouvons alors appliquer
les r�esultats des �F��f	� �	
projecteurs aux �F�f	� �	
projecteurs�

Exemple ���� � On consid�ere G un pur groupe isomorphe �a C � � Si f d�esigne une fonction de
Dloc
pr�eformation sur f�g et T le sous
groupe localement 
ni maximal de G� alors l�unique F�f	

sous
groupe de G est f�g� Mais G�T est un F�f	
groupe� donc G n�a pas de F�f	
projecteur�

Le fait ��� est le r�esultat principal de ����� Ici� nous l��enon�cons pour les sections localement
closes et localement 
ni des groupes de rang de Morley 
ni r�esolubles� Cela est possible gr�ace au
lemme ����

Fait ���� � ������ th� ��
� Gardiner� Hartley� Tomkinson
 Soient � � P�� f une fonction de
R�pr�eformation sur � � P� et H�K � R� On suppose H�K localement �ni� Alors H�K poss�ede
une unique classe de conjugaison de �F��f	� �	�projecteurs�

Remarque ����� � Soient � � P�� F une sous
classe Q
dloc
close de Dloc� H�K � Dloc� A�K
une �
section localement close et normale de H et F�K un �F� �	
projecteur de H�K� Alors FA�A
est un �F� �	
projecteur de H�A�
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Lemme ����� � Soient � � P�� F une sous�classe Q�dloc�close de Dloc� H�K � Dloc� A�K
une ��section localement close et normale de H et F�A un �F� �	�projecteur de H�A� Alors tout
�F� �	�projecteur de F�K est un �F� �	�projecteur de H�K�

Preuve� � Soient E�K un �F� �	
projecteur de F�K� R�K � Dloc �
sous
groupe de H�K conte

nant E�K et B�K � Dloc un sous
groupe normal de R�K tel que R�B � F� F�A �etant un
�F� �	
projecteur de H�A� F�K est un �
sous
groupe de H�K et F�A � F� donc on a F � AE�
en particulier F � AR� Or RA�AB est un F
groupe et RA�K est un �
groupe� donc on obtient
RA � FB� en cons�equence� R � �R � F 	B� On en d�eduit que �R � F 	��B � F 	 est un F
groupe�
donc R �F � �B �F 	E puisque E�K est un �F� �	
projecteur de F�K� Ceci prouve que R � EB�
�

Lemme ����� � Soient f une fonction de R�pr�eformation sur � � P�� H�K � R et A�K une
section localement close� normale� ab�elienne et localement �ni de H telle que H�A � F��f	� Alors
les MH�K �f	��normalisateurs de H�K sont exactement les �F��f	�P�	�projecteurs de H�K�

Preuve� � Si E�K est un �F��f	�P�	
projecteur de H�K� alors H � EA puisque H�A � F��f	�
Le corollaire ��� donne l�existence d�unMH�K�f	�
normalisateurD�K de H�K qui contient E�K�
Mais D�K � F��f	 �lemme ���	 et les �F��f	�P�	
projecteurs de H�K sont des F��f	
sous
groupes
maximaux de H�K� donc E � D�

R�eciproquement� soit D�K un MH�K �f	�
normalisateur de H�K� Le lemme ��� dit que D�K
est un F��f	
groupe� Soient L�K � Dloc un sous
groupe de H�K qui contient D�K et N�K �
Dloc un sous
groupe normal de L�K tel que L�N � F��f	� D�apr�es le corollaire ���� D�K est
un MH�K�f	�
normalisateur de L�K� Alors L � ND d�apr�es le lemme ���� donc D�K est un
�F��f	�P�	
projecteur de H�K� �

Lemme ����� � Soient f une fonction de R�pr�eformation sur � � P�� H�K � R et A un
sous�groupe H�minimal de H avec AK�K sans torsion et tel que H�AK � F��f	� Alors les
MH�K�f	��normalisateurs de H�K sont exactement les �F��f	�P�	�projecteurs de H�K� De plus�
les �F��f	�P�	�projecteurs de H�K sont conjugu�es dans H�K�

Preuve� � On peut supposer H�K �� F��f	� en particulier AK�K n�est pas une f
section de H�K�
Montrons d�abord que tout MH�K�f	�
normalisateur E�K de H�K est un �F��f	�P�	
projecteur
de H�K� Par le lemme ���� E�K est un F��f	
groupe� On a H � AE d�apr�es le lemme ���� Par
H
minimalit�e de A� toute section localement close U�K de H qui contient E�K couvre ou �evite
AK�K� en particulier E �evite AK�K� Soient U�K une section localement close de H qui contient
E�K et B�K une section localement close normale de U telle que U�B � F��f	� Si U couvre
AK�K� alors U � H et AB�B n�est pas une f
section de H� Comme H � AE� on en d�eduit que�
comme H�B � F��f	� A � B� en particulier H � BE� Si U �evite AK�K� alors U � E puisque
H � AE� Ainsi� E�K est un �F��f	�P�	
projecteur de H�K�

Montrons que tout �F��f	�P�	
projecteur F�K de H�K est un MH�K �f	�
normalisateur de
H�K� On a H � AF puisque H�AK � F��f	� Donc H�K � AK�K o F�K par H
minimalit�e de
A et puisque H�K �� F��f	� Ainsi� F couvre toutes les f
sections de H�K� Si F�K contient un
sous
groupe f
couvrant F��K de H�K� alors H � AF� �lemme ���	� On en d�eduit que F�K est un
sous
groupe f
couvrant minimal de H�K� Aussi� la proposition ��� dit que F�K est contenu dans
un MH�K�f	
normalisateur E�K de H�K� donc F�K est un MH�K�f	�
normalisateur de H�K�

Montrons la conjugaison des �F��f	�P�	
projecteurs de H�K� Si H�K est un MH�K�f	

normalisateur de H�K� alors la proposition ���� donne le r�esultat� Sinon� soit E�K un �F��f	�P�	

projecteur de H�K� CommeE�K est unMH�K �f	�
normalisateur de H�K� E�K est contenu dans
unMH�K�f	
normalisateurD�K de H�K� Mais on a H�K � AK�KoE�K puisque H�K �� F��f	
et par H
minimalit�e de A� donc H � D ou E � D� Comme H �� D puisque H�K n�est pas un
MH�K�f	
normalisateur de H�K� on a montr�e que les �F��f	�P�	
projecteurs de H�K sont des
MH�K�f	
normalisateurs de H�K� en particulier ils sont conjugu�es� �

Th�eor�eme ���
� � Soient � � P�� H�K � R et f une fonction de R�pr�eformation sur � � P��
Alors H�K poss�ede une unique classe de conjugaison de �F��f	� �	�projecteurs�
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Preuve� � �
 Si � � P� et si H a un sous�groupe H�minimal A tel que H�AK � F��f	�

Soit T�K le sous
groupe de torsion maximal de AK�K� Montrons d�abord l�existence des
�F��f	�P�	
projecteurs� H�T a un �F��f	�P�	
projecteur F��T d�apr�es le lemme ����� Le lemme
���� dit que F��K poss�ede un �F��f	�P�	
projecteur F��K� F��K est un �F��f	�P�	
projecteur
de H�K �lemme ����	�

Montrons maintenant la conjugaison des �F��f	�P�	
projecteurs deH�K� Soient E��K et E��K
deux �F��f	�P�	
projecteurs de H�K� Alors E�T�T et E�T�T sont des �F��f	�P�	
projecteurs de
H�T �remarque ����	� D�apr�es le lemme ����� on peut supposer E�T � E�T � Mais le lemme ���� dit
que E��K et E��K sont des M�
normalisateurs de E�T�K� et le lemme ���� montrent qu�il existe
M��K et M��K des M
normalisateurs de E�T�K tels que E��K et E��K soient des sous
groupes
�
couvrants de Hall de M��K et M��K respectivement� Par conjugaison des M
normalisateurs de
E�T�K �remarque ���	� on peut supposer M� �M�� Le th�eor�eme ���� dit que E��K et E��K sont
conjugu�es dans M��K� ce qui 
nit la preuve�

�
 Si � � P��

Par induction sur le rang et le degr�e de d�H	� SiH�K est localement 
ni� le fait ��� donne le r�esul

tat� donc on peut supposer H� �� �� Soit A un sous
groupe H
minimal de H�� Alors H�AK poss�ede
une unique classe de conjugaison de �F��f	�P�	
projecteurs par hypoth�ese d�induction� Montrons
d�abord que H�K poss�ede un �F��f	�P�	
projecteur� Soit F�AK un �F��f	�P�	
projecteur de
H�AK� Si d�H	 � d�F 	� alors A est F 
minimal et �	 dit que F�K a un �F��f	�P�	
projecteur�
Sinon� par hypoth�ese d�induction� F�K poss�ede un �F��f	�P�	
projecteur� Alors le lemme ����
donne l�existence d�un �F��f	�P�	
projecteur de H�K�

Soient E��K et E��K deux �F��f	�P�	
projecteurs de H�K� E�A�AK et E�A�AK �etant des
�F��f	�P�	
projecteurs de H�AK �remarque ����	� l�hypoth�ese d�induction permet de supposer
E�A � E�A� E��K et E��K sont des �F��f	�P�	
projecteurs de E�A�K� L�hypoth�ese d�induction
permet de supposer d�E�A	 � d�H	� Alors A est E�A
minimal et �	 dit que E��K et E��K sont
conjugu�es�



 Si � est un sous�ensemble quelconque de P��

Par induction sur le rang et le degr�e de d�H	� Par le fait ���� on peut supposer H� �� �� Mon

trons d�abord l�existence des �F��f	� �	
projecteurs de H�K� Supposons H� non ab�elien� D�apr�es
le fait ���� H� poss�ede un p
sous
groupe quasiunipotent H
minimal A �p � P�	� Par hypoth�ese
d�induction� H�AK poss�ede un �F��f	� �	
projecteur E�AK� Si p � �� soit F�K un �F��f	�P�	

projecteur de E�K �il existe d�apr�es �		� E�K �etant un �
groupe� F�K est un �F��f	� �	
projecteur
de E�K� Le lemme ���� montre que F�K est un �F��f	� �	
projecteur de H�K� Donc on peut sup

poser p �� �� Soient F�K un �
sous
groupe de Hall de E�K� U�K une �
section localement close
de H qui contient F�K et B�K une section localement close normale de U telle que U�B � F��f	�
U�K intersecte trivialement AK�K et on a E�K � AK�K o F�K �fait ����	� Aussi on a E � UA
et UA�BA � F��f	� donc UA � BE puisque E�AK est un �F��f	� �	
projecteur de H�AK� Ainsi�
on obtient U � B�U �E	 � BF et F�K est un �F��f	� �	
projecteur de H�K�

On peut donc supposer H� ab�elien� Soit O � O��H�K�K	� Supposons que H�O poss�ede un
�F��f	� �	
projecteur E�O� E�K poss�ede un �F��f	�P�	
projecteur F�K d�apr�es �	� E�K �etant un
�
groupe� F�K est un �F��f	� �	
projecteur de E�K� Le lemme ���� dit que F�K est un �F��f	� �	

projecteur de H�K� Ainsi� on peut supposer O�K � �� en particulier les �
sous
groupes de H�K
sont localement 
ni� Soit F�K un �F��f	� �	
projecteur d�un �
sous
groupe de Hall R�K de H�K
�F�K existe d�apr�es le fait ���	� Comme R�K est un �
groupe et comme R�K � H�K�K � �
puisque O � �� FH��K est un �F��f	� �	
projecteur de RH��K� CommeH�H�K est localement

ni� le fait ��� montre que FH��K est un �F��f	� �	
projecteur de H�H�K� Soient U�K un �
sous

groupe de H�K qui contient F�K et B�K un sous
groupe normal de U�K avec U�B � F��f	� Alors
on a UH��BH� � F��f	� donc UH� � BH�F puisque FH��K est un �F��f	� �	
projecteur de
H�H�K� Mais U�K �H�K�K � � puisque U�K est un �
groupe� donc U � BF �U �H�	 � BF �
On en d�eduit que F�K est un �F��f	� �	
projecteur de H�K�

��



Montrons que les �F��f	� �	
projecteurs de H�K sont conjugu�es dans H�K� Soient F��K et
F��K deux �F��f	� �	
projecteurs de H�K� Le fait ���� permet de supposer qu�un �
sous
groupe de
Hall R�K de H�K contient F��K et F��K� Alors F��K et F��K sont des �F��f	�P�	
projecteurs
de R�K et �	 donne le r�esultat� �

Corollaire ����� � Soient � � P�� H�K � R et f une fonction de R�pr�eformation sur � � P��
Si � � � � �� on suppose � � � et f��	 � �p��f�p	� Alors H�K poss�ede une unique classe de
conjugaison de �F�f	� �	�projecteurs�

Preuve� � Le corollaire ���� dit que F��f	 � F�f	� et le th�eor�eme ���� donne le r�esultat� �

Corollaire ����� � On suppose H�K localement nilpotent� Soient � � P�� f une fonction de
R�pr�eformation sur � � P�� R�K l�unique ��sous�groupe de Hall de H�K 	fait ����
 et S�K
l�unique sous�groupe ��couvrant de Hall de R�K 	corollaire 
���
� Alors S�K est l�unique �F��f	� �	�
projecteur de H�K� De plus� si U�K � F��f	 est un ��sous�groupe de H�K� alors U�K est contenu
dans S�K�

Preuve� � Montrons que S�K est un F��f	
groupe� CommeS�K est localement nilpotent� S�K est
hypercentral �fait ����	 et centralise toutes ses sections S�K
dloc
minimales� En particulier� les �

sections S�K
dloc
minimales de S sont des f
sections de S�K� Comme S�K n�a pas de sous
groupe
�
couvrant propre �lemme ���	� on a montr�e que S�K est un F��f	
groupe�

Montrons que tout �
sous
groupe V�S � F��f	 de H�S est trivial� D�apr�es le corollaire �����
S�K est l�unique sous
groupe �
couvrant de Hall de V�K� On en d�eduit que V n�a pas de �
section
V�S
dloc
minimale non triviale� Mais V�S est un F��f	
groupe� donc V�S n�a pas de sous
groupe
�
couvrant propre� ce qui prouve que V�S est trivial�

Ainsi� comme F��f	 est une classe Q
dloc
close �lemme ���	� tout �
sous
groupe U�K � F��f	
de H�K est contenu dans S�K�

D�apr�es le th�eor�eme ����� H�K poss�ede un �F��f	� �	
projecteur L�K� Alors LS�S est un �

groupe et un F��f	
sous
groupe de H�S �lemme ���	� Ce qui pr�ec�ede montre que L�K est contenu
dans S�K� Comme S�K est �a la fois un �
groupe et un F��f	
groupe� on obtient L�K � S�K� �

Corollaire ����� � Soient � � P�� f une fonction de R�pr�eformation sur � � P�� H�K � R un
��groupe et F�K un �F��f	� �	�projecteur de H�K� Alors NH �F 	�F est un ���section localement
close�

Preuve� � Montrons que NH �F 	�F est une section localement close� Par induction sur le rang
de d�H	� On peut supposer K� � � et H�K non localement 
ni� donc H� �� �� Soit N� le
plus grand sous
groupe normal et localement clos de H contenu dans NH �F 	� Alors F�K est
un �F��f	� �	
projecteur de N�F�K� donc le th�eor�eme ���� et l�argument de Frattini donnent
NH �N�F 	 � N�NH �F 	 � NH �F 	� Quitte �a consid�erer H�N� au lieu de H�K� on peut suppo

ser N� � K� Comme H� �� �� H� poss�ede un sous
groupe H
minimal A� �FA�A	��AK�A	 est
un �F��f	� �	
projecteur de �H�A	��AK�A	 et� par hypoth�ese d�induction� NH �FA	�FA est une
section localement close� Comme NH �F 	 � NH �FA	� on peut supposer FA normal dans H� Par le
th�eor�eme ���� et l�argument de Frattini� on obtient H � ANH �F 	� en particulier A�F est normal
dans H� donc A � F � N� � K et H�K � AK�K o NH �F 	�K�

Soit C�K � CH�K �AK�K	� Alors C � F est un sous
groupe localement clos �fait ����	 et
normal de H� donc C � F � N� � K� Ainsi �NC�F 	� F � � C � F � K� donc on a NC�F 	�K �
CC�K�F�K	 et� comme CC�K�F�K	 est localement clos �fait ����	 et est normal dans H�K puisque
H � ANH �F 	� NC �F 	 � N� � K� Mais H � ANH �F 	� donc on obtient C � ANC�F 	 � AK� En
particulier� comme Q�H�	 centralise A� on a Q�H�	 � A�H� �K	 et le fait ��� donne NH� �F 	� �
NH� �F 	�Q�H�	 � NH� �F 	�A�H� �K	� Or NA�F 	 � K� donc NH� �F 	��H� �K	 est ab�elien�
Comme K� � �� H� centralise K �fait ���	� ce qui prouve que H� � K est central dans H� et
que NH� �F 	 est nilpotent� Soit E � EH� �NH� �F 		� Il s�agit d�un sous
groupe de H� d�e
nissable�
connexe et autonormalisant �faits ���� et ����	 et NH �F 	 normalise E� En particulier NH �E	 est
localement clos� Donc� si NH �E	� � H�� l�hypoth�ese d�induction donne le r�esultat� Sinon� comme
on a NH �E	� � NH� �E	 � E� E � H� et le fait ���� donne NH� �F 	 � F �H�	� Or F �H�	
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centralise A� donc on obtient F �H�	 � C � AK et NH� �F 	 � AK � NH �F 	 � K� Comme
H�K � AK�K o NH �F 	�K� on a H�K�K � AK�K o NH� �F 	K�K � AK�K et NH �F 	�K est
localement 
ni� ce qui est contradictoire�

Il reste �a montrer que NH �F 	�F est un ��
groupe� Supposons que NH�F 	�F poss�ede un �

�el�ement non trivial� Alors NH �F 	�F poss�ede un �
sous
groupe localement clos ab�elien U�F �� �� En
particulier� U�F est un F��f	
groupe� Comme F�K est un �F��f	� �	
projecteur de H�K contenu
dans U�K� F couvre U�F � ce qui est contradictoire� On en d�eduit que NH �F 	�F n�a pas de �

�el�ement non trivial� En particulier� les �el�ements de torsions de NH �F 	�F sont des ��
�el�ements�
Ceci montre que� si � �� �� NH �F 	�F est un ��
groupe�

Supposons que NH �F 	�F ne soit pas un ��
groupe� Par ce qui pr�ec�ede� on a � � �� Il existe
x � NH �F 	 tel que d�x	F�F ne soit pas un ��
groupe� On note O�F � O���d�x	F�F 	� Alors
d�x	F�O est un �
groupe ab�elien non trivial� en particulier d�x	F�O est un F��f	
groupe� Comme
d�x	F�K est un �
groupe et comme F�K est un �F��f	� �	
projecteur de H�K� on obtient d�x	F �
OF � O� ce qui est contradictoire� �

Le corollaire ���� permet de retrouver le th�eor�eme � de ��� �pour les groupes de rang de Morley

ni	� en prenant � � P� K � �� R � Dloc et � � P� puis en appliquant la conjugaison des
�F�f	� �	
projecteurs de H�K�

On peut aussi remarquer que le th�eor�eme ���� contient� dans son �enonc�e� plusieur r�esultats d�ej�a
connus �


 la conjugaison des �
sous
groupes de Hall pour tout � � P �fait ����	� en prenant � � � � ��
R � Dloc et f�p	 � Dloc pour tout p � � �


 l�existence et la conjugaison des sous
groupes �
couvrants de Hall pour tout � � P� �th�eor�eme
����	� en prenant � � P�� � � �� R � Dloc et f�p	 � Dloc pour tout p � ��

On obtient une nouvelle d�emonstration et une g�en�eralisation du th�eor�eme ��� de ����� il s�agit
aussi d�une g�en�eralisation du th�eor�eme � de ��� �

Proposition ����� � Soient H�K une section localement close r�esoluble d�un groupe de rang de
Morley �ni� f la fonction de Dloc�pr�eformation sur � � P� qui� �a tout p � �� associe le single�
ton ff�gg� Alors les �F��f	� �	�projecteurs de H�K sont exactement les ��sous�groupes localement
nilpotents de H�K qui contiennent tous les ���el�ements de leur normalisateur�

Preuve� � Soient C�K un �F��f	� �	
projecteur de H�K et R�K un �
sous
groupe de Hall de
H�K qui contient C�K� Alors C�K est autonormalisant dans R�K d�apr�es le corollaire ����� Aussi�
d�apr�es le corollaire ����� C�K est un F�f	
groupe� donc C�K centralise chacune de ses section
C�K
dloc
minimales� Ainsi� C�K est hypercentral� donc localement nilpotent d�apr�es le fait �����
On en d�eduit que C�K est un �
sous
groupe localement nilpotent de H�K qui contient tous les
�
�el�ements de son normalisateur�

R�eciproquement� soit C�K un �
sous
groupe localement nilpotent de H�K qui contient tous les
�
�el�ements de son normalisateur� Soit R�K un �
sous
groupe de Hall de H�K qui contient C�K�
Alors C�K est un sous
groupe localement nilpotent maximal de R�K �faits ����	 et C�K � Dloc
�fait ����	� De plus� C�K est hypercentral �fait ����	� donc le fait ���� dit que C�K est un F�f	

groupe� Montrons d�abord que� pour tout x � R� x � dloc�Cx� C	� Supposons le contraire� Soit
�Ri	i�� �� ordinal	 une suite croissante de sous
groupe localement clos de R qui v�eri
e �

�i	 R� � K et R� � R �
�ii	 pour tout n � N� il existe un ordinal 
�n	 tel que R	�n� � R�n�K �R�n�K est localement

clos d�apr�es le fait ����	 �
�iii	 Ri���Ri est C�K
dloc
minimal pour tout i � � �
�i		 R� � �j��Uj pour tout ordinal limite ��
Alors il existe un plus petit ordinal 	 � � tel qu�il existe x � R��� n R� avec x �� dloc�C

x� C	�
Comme toute section U�V � F�f	 de R� avec K � V � est hypercentrale� donc v�eri
e la condition
de normalisateur �fait ����	� C couvre chaque section U�V � F�f	 de R�C� avec K � V � En
particulier� C�K est un �F�f	� �	
projecteur de R�C�K� Si R�C�K est normal dans R���C�K�
alors le corollaire ���� et l�argument de Frattini donnent R���C � R�NR���C�C	 et C�K n�est
pas autonormalisant dans R�K� ce qui est contradictoire� R����R� �etant C�K
dloc
minimal� on en
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d�eduit x � dloc��R�C	x� R�C	 � R�dloc�Cx� C	� Soient u � R� et y � dloc�Cx� C	 tels que x � uy�

Alors on a u � dloc�C
u� C	 � dloc�C

xy�� � C	 et� comme y � dloc�C
x� C	� u � dloc�C

x� C	� Ainsi on
obtient x � dloc�C

x� C	� ce qui est contradictoire�
Montrons que C�K est un �F��f	� �	
projecteur de H�K� D�apr�es le th�eor�eme ����� il su�t

de montrer que C�K est un �F��f	� �	
projecteur de R�K et� d�apr�es le corollaire ����� il su�t de
montrer que C�K est un �F�f	� �	
projecteur de R�K� Si ce n�est pas le cas� il existe un sous
groupe
U�K � Dloc de R�K qui contient C�K� et une section normale et localement close V�K de U�K
avec U�V � F�f	 et telle que U �� V C� Mais U�V est hypercentrale� donc v�eri
e la condition de
normalisateur �fait ����	� Ainsi� il existe x � NU �CV 	nCV � ce qui contredit x � dloc�C

x� C	�� CV 	�
Ceci 
nit la preuve de la proposition� �

Corollaire ����� � ������ th� ���
 Soient H�K une section localement close r�esoluble d�un groupe
de rang de Morley �ni et N�K un Dloc�sous�groupe normal de H�K� AlorsH�K poss�ede une unique
classe de conjugaison de sous�groupes de Carter� De plus� si C�K est un sous�groupe de Carter de
H�K� alors CN�N est un sous�groupe de Carter de H�N et tous les sous�groupes de Carter de
H�N sont de cette forme�

� Groupes superr�esolubles

Dans cette section� nous �etudions les sous
groupes superr�esolubles �d�e
nition ���	 et localement
superr�esolubles des sections localement closes des groupes de rang de Morley 
ni�

D�e�nition ���� � Un groupe G est dit �etre superr�esoluble s�il poss�ede une s�erie normale �nie avec
des facteurs cycliques�

Remarque ���� � Tout sous
groupe et tout quotient d�un groupe superr�esoluble est superr�esoluble�

On note Fs la classe des groupes localement superr�esolubles� Le r�esultat principal de cette section
donne� pour tout H�K � Dloc� l�existence et la conjugaison des �Fs� �	
projecteurs de H�K pour
tout � � P� �th�eor�eme ����	� Il s�agit d�une cons�equence du th�eor�eme �����

La proposition ��� et le corollaire ���� sont analogues �a des r�esultats de Wehrfritz sur les groupes
lin�eaires localement superr�esolubles �����	�

Fait ���� � ������ ��
�� p��
�� Zappa
 Si G est un groupe superr�esoluble� alors G poss�ede une
s�erie normale

� � G� � G� � ��� � Gn � G

dans laquelle chaque facteur est cyclique d�ordre premier ou cyclique d�ordre in�ni et l�ordre des
facteurs �a partir de la gauche est ceci � facteurs impairs d�ordres d�ecroissants� facteurs in�nis�
facteurs d�ordre ��

Fait ��
� � ������ ��
��� p��
�
 Si G est un groupe supperr�esoluble� alors F �G	 est nilpotent et
G�F �G	 est un groupe �ni et ab�elien� En particulier� G� est nilpotent�

Lemme ���� � Soit H�K une section superr�esoluble d�un groupe de rang de Morley �ni connexe
et r�esoluble G avec K localement �ni� Soient p�� p�� ���� pn �n � N	 les entiers premiers distincts de
� tels que Q�G	 poss�ede un �el�ement non trivial d�ordre pi �i � �� ���� n	� Alors il existe un entier l
divisant h � ��p� 	 �	����pn 	 �	 tel que �H�K	�F �H�K	 soit d�exposant l�

Preuve� � D�apr�es le fait ���� il existe une suite croissante �Hi	i�������m �m � N	 form�ee de sous

groupes normaux de H avec H� � K et Hi���Hi d�ordre premier ou bien isomorphe �a Zpour
tout i � �� ����m	 �� De plus� on peut supposer qu�il existe j � f�� ����mg tel que tous les �el�ements
non triviaux de Hj�K soient d�ordre impair et tel que� pour tout k � fj� ����m	 �g� Hk���Hk soit
d�ordre � ou d�ordre in
ni� En particulier� comme K est localement 
ni� Hj est localement 
ni�

Soit i � f�� ����m	 �g� Montrons que AH �Hi���Hi	 est d�exposant divisant h� Si Hi���Hi est
d�ordre impair p �� fp�� ���� png� Hi���Hi n�est pas couvert par Q�G	 �H� Donc le fait ��� donne
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�H�Hi��� � Q�G	 � Hi�� � Hi et H centralise Hi���Hi� Si on a jHi���Hij � fp�� ���� png� alors
jAH�Hi���Hi	j divise ps 	 � pour un s � f�� ���� ng� Si jHi���Hij � �� alors H centralise Hi���Hi�
En
n� si Hi���Hi est isomorphe �a Z� on a jAH�Hi���Hi	j � � puisque jAut�Z	j � �� Notons

C �
Tm��
i�� CH�Hi���Hi	� Ce qui pr�ec�ede montre que H�C est d�exposant l� pour un entier l� qui

divise h� Mais C�K est nilpotent et normal dans H�K� Donc C�K est contenu dans F �H�K	 et
on obtient le r�esultat� �

Fait ���� � ������ lemme ���
 Soient G un groupe de rang de Morley �ni r�esoluble� H un sous�
groupe localement clos et connexe de G� A un sous�groupe H�minimal de G et U�V une H�section
non triviale et localement close de A� Alors CH�U�V 	 � CH�A	�

Lemme ���� � Soient H�K une section localement close d�un groupe de rang de Morley �ni
r�esoluble et U�K un sous�groupe de H�K�K normalis�e par un sous�ensemble X�K de H�K�K�
Si� pour tout x � X�K� EU�K�x	 � U�K� alors l�action de hX�Ki sur U�K est nilpotente�

Preuve� � CommeH�K�K et H���H��K	 sont isomorphes� on peut supposer K � H�� On fait
la preuve par induction sur le rang de d�H�	� Soit A un sous
groupe H�
minimal de d�H�	� Par
hypoth�ese d�induction� l�action de hXA�AKi sur UA�AK est nilpotente� Si U�K �AK�K � �� on
conclut que l�action de hX�Ki sur U�K est nilpotente� On peut donc supposer U�K �AK�K �� ��

On va montrer que hX�Ki centralise AK�K� Ainsi� on aura d�emontr�e que l�action de hX�Ki
sur UA�K est nilpotente� ce qui prouve le lemme� Soient x � X�K et Cx�K � CAK�K�x	� Comme
EU�K�x	 � U�K et U�K �AK�K �� �� on a EAK�K�x	 �� � et Cx�K �� �� D�apr�es le fait ���� �H�	�

centralise A et �H��K	� centralise AK�K� On en d�eduit que H��K normalise Cx�K et que H�

normalise �Cx � A	��A �K	� Le fait ���� montre que �Cx � A	��A �K	 est un Dloc
groupe et ce
groupe n�est pas trivial puisque Cx�K �� �� Comme x centralise �Cx �A	��A �K	� le fait ��� dit
que x centralise AK�K et X�K centralise AK�K� Ceci prouve le lemme� �

Proposition ���� � Soit R�K un sous�groupe localement superr�esoluble d�une section localement
close H�K d�un groupe de rang de Morley �ni G� Alors R�K est 	localement nilpotent
�par�	�ni�
ab�elien
�

Preuve� � On peut supposer K� � �� En particulier K est localement 
ni� Comme R�K est
localement r�esoluble� le fait ���� permet de supposer G r�esoluble� Nous montrons d�abord que R�K
est nilpotent
par

ni� Pour cela� il su�t de montrer que R���K � R�	 est nilpotent
par

ni� Donc
on peut supposer R et G connexes� Soient p�� p�� ���� pn �n � N	 les entiers premiers distincts de �
tels que Q�G	 poss�ede un �el�ement non trivial d�ordre pi �i � �� ���� n	� h � ��p� 	 �	����pn 	 �	 et
F�K � hxh � x � R�Ki�

Montrons que F�K est nilpotent� Soit x � R�K� Si y est un �el�ement de R�K� hx� yi est super

r�esoluble� Le lemme ��� dit que hx� yi�F �hx� yi	 est d�exposant l pour un diviseur l de h� Ainsi� xh

appartient �a F �hx� yi	� Comme F �hx� yi	 est nilpotent �fait ���	� on en d�eduit hx� yi � ER�K�xh	�

Ceci �etant vrai pour tout y � R�K� on obtient ER�K�xh	 � R�K� Comme ceci est vrai pour tout
x � R�K� le lemme ��� dit que l�action de F�K sur R�K est nilpotente� Ceci prouve la nilpotence
de F�K�

D�apr�es le choix de F � RQ�G	�Q�G	F est d�exposant born�e� G�Q�G	 �etant divisible �fait
���	� RQ�G	�Q�G	F est un sous
groupe d�exposant born�e de la section localement close divi

sible G�Q�G	F � Le lemme ���� dit que RQ�G	�Q�G	F et R��R � Q�G	F 	 sont 
nis� Comme
�R � Q�G	K	�K et F�K sont deux sous
groupes nilpotents qui se normalisent� �R � Q�G	F 	�K
est nilpotent et R�K est nilpotent
par

ni�

Montrons que R�K est �localement nilpotent	
par
�
ni� ab�elien	� Par ce qui pr�ec�ede et le fait
����� il su�t de montrer que R�K�K est localement nilpotent� Soit X une partie 
nie de R�� Alors
il existe une partie 
nie Y de R telle que X soit contenu dans hY i�� Le fait ��� dit que hY i�K�K
est nilpotent puisque hY i est superr�esoluble� Donc hXK�Ki est nilpotent� �

Comme le montre les faits ���� et ����� la notion de groupe localement superr�esoluble est tr�es
li�ee �a celle de groupe hypercyclique �d�e
nition ���	� Nous montrons que les deux notions sont m�emes
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�equivalentes pour ce qui concerne les sous
groupes des sections localement closes �corollaire ����	�

D�e�nition ���� � On appelle s�erie ascendante d�un groupe G une suite croissante �Ui	i�� 	� �etant
un ordinal
 de sous�groupes de G telle que U� � �� U� � G� Ui soit un sous�groupe normal de Ui��
pour tout i � � et� pour tout ordinal limite � � �� U� � �i��Ui�

Un groupe G est dit �etre hypercyclique si il poss�ede une s�erie ascendante normale avec des
facteurs cycliques�

Fait ����� � ���
�� lemme ����� p����
 Si un groupe G est localement superr�esoluble et est une
extension d�un groupe hypercentral par un groupe �niment engendr�e� alors G est hypercyclique�

Fait ����� � ����� Baer
 Tout groupe hypercyclique est localement superr�esoluble�

Corollaire ����� � Soit U�K un sous�groupe d�un Dloc�groupe� Alors U�K est localement super�
r�esoluble si et seulement si U�K est hypercyclique�

Preuve� � Supposons U�K localement superr�esoluble� La proposition ��� et le fait ���� montrent
que U�K est nilpotent
par

ni� Le fait ���� donne l�hypercyclicit�e de U�K�

Le fait ���� donne la r�eciproque� �

Lemme ����� � Soient H�K une section localement close d�un groupe de rang de Morley �ni
r�esoluble G et A�K une section H�K�dloc�minimale de H telle que H�K�K centralise A�K� Alors�
si R d�esigne le sous�anneau de End�A�K	 engendr�e par AH�A�K	� R est un anneau int�egre�

Preuve� � Supposons d�abord A�K localement 
ni� Alors� pour tout r � R�Ker�r	 et r�A�K	 sont
normalis�es par H�K puisque R est ab�elien� De plus� pour tout r � R� Ker�r	 et r�A�K	 sont des
sections localement closes puisque A�K est localement 
ni� Comme A�K est H�K
dloc
minimale�
on en d�eduit que� pour tout r � R n f�g� Ker�r	 est trivial et r�A�K	 � A�K� Autrement dit� r
est un automorphisme de A�K� Ceci prouve que R est un anneau int�egre�

Donc on peut supposer A�K sans torsion� en particulier A � A�K� On peut aussi supposer
K� � � � Soit r �� � un �el�ement de R� Montrons que r�A�K	 � A�K� Il existe un couple d�entiers
�m�n	 � N�N n f��� �	g et des �el�ements h�� ���� hm et k�� ���� kn de H tels que� pour tout a � A�K�
on ait r�a	 � ah� ���ahmak� ���akn � Soit

r� � A� 	
 A�

a �	
 ah� ���ahmak� ���akn

C�est un homomorphisme d�e
nissable de groupe et Ker�r�	 et Im�r�	 sont d�e
nissables� Aussi� on
a r�A�K	 � Im�r�	K�K� Donc r�A�K	 est une section localement close de H� De plus� r�A�K	
est normalis�e par H puisque R est ab�elien� Comme A�K est H�K
dloc
minimale et comme r �� ��
on obtient r�A�K	 � A�K�

Soit U�K � Ker�r	� Supposons U�K �� �� Montrons que U�K � A�K� Comme K est locale

ment 
ni puisque K� � �� r��� �K � A�	�Ker�r�	 est localement 
ni� Ker�r�	 �etant d�e
nissable�
r��� �K �A�	 est localement clos� Mais on a r��� �K �A�	K�K � U�K puisque A � A�K� Donc U
est un sous
groupe localement clos� R �etant ab�elien� Ker�r	 est normal dans H�K et U�K � A�K
par minimalit�e de A�K� Ceci est contradictoire� Ainsi� Ker�r	 � � et R est int�egre� �

Corollaire ���
� � Soient H�K une section localement close d�un groupe de rang de Morley �ni
r�esoluble G et L�M une section H�K�dloc�minimal de H� Si AH �L�M 	 est d�exposant au plus
�� alors AH �L�M 	 est d�ordre au plus � et L�M poss�ede une s�erie ascendante avec des facteurs
cycliques dont les termes sont normalis�es par H�

Preuve� � SiAH �L�M 	 � �� le corollaire est trivial� On peut donc supposer que AH �L�M 	 poss�ede
une involution i� Montrons que AH �L�M 	 est d�ordre �� Supposons le contraire� Alors AH �L�M 	
poss�ede un sous
groupe A d�ordre � et A est ab�elien� Le lemme ���� dit que A engendre un anneau
int�egre� Donc A poss�ede au plus une involution� ce qui est contradictoire� Ainsi� AH �L�M 	 est
d�ordre � et AH �L�M 	 est engendr�e par i�

��



Comme le lemme ���� dit que AH �L�M 	 engendre un anneau int�egre� i inverse L�M � On en
d�eduit que H normalise chaque sous
groupe de L�M � Ceci prouve le corollaire� �

Lemme ����� � Soient U�K un sous�groupe d�une section localement close r�esoluble H�K et V�K
un sous�groupe d�indice �ni de U�K� Alors V � � dloc�V 	� � U� � dloc�U 	��

Preuve� � U�K normalise un sous
groupe V��K de V�K d�indice 
ni dans U�K� Alors on a
V �
� � V � � U� et dloc�V�	

� � dloc�V 	� � dloc�U 	�� Donc on peut supposer V � V� et il su�t de
montrer que dloc�U 	� est contenu dans V ��

Comme U normalise V � U normalise V �� De plus� V V ��V � est un sous
groupe d�indice 
ni
de UV ��V �� V V ��V � �etant localement 
ni �remarque ����	� UV ��V � est aussi localement 
ni�
On en d�eduit que UV � est localement clos� Ceci prouve que dloc�U 	 est contenu dans UV � et que
dloc�U 	V ��V � est localement 
ni� Alors dloc�U 	� est contenu dans V �� �

Proposition ����� � Soit U�K un sous�groupe localement superr�esoluble d�une section locale�
ment close H�K� Alors dloc�U 	�K est localement superr�esoluble� De plus� si L�M est une section
dloc�U 	�K�dloc�minimale de U�K� alors Adloc�U��L�M 	 est d�ordre au plus ��

Preuve� � Le fait ���� permet de supposer H r�esoluble� On peut aussi supposer K� � �� En
particulier� K est localement 
ni� Soit U��K � HP �U�K	� C�est un sous
groupe localement nil

potent �fait ����	� D�apr�es la proposition ���� U� est d�indice 
ni dans U et U�U� est ab�elien� On
note V�U� le sous
groupe de U�U� engendr�e par les carr�ees des �el�ements de U�U�� Alors U�V est
d�exposant au plus �� Le fait ���� dit que dloc�U�	�K est localement nilpotent et le fait ���� donne
dloc�U�	 � dloc�U�	

� �T o�u T�K est le sous
groupe de torsion maximal de dloc�U�	�K et dloc�U�	
�

est nilpotent�
Montrons que dloc�V 	�T est hypercentral� Supposons le contraire� Soit Z�T l�hypercentre de

dloc�V 	�T � Le fait ���� montre qu�il s�agit d�une section localement close� De plus� le fait ����
donne � � Z�dloc�V 	�Z	 � Cdloc�V ��Z�V Z�Z	� d�o�u Z�V Z�Z	 � �� Comme V�U� est ab�elien� on
obtient U�Z�Z �� �� D�apr�es le fait ����� dloc�U�	�K et U��K sont hypercentraux� Ainsi� U�Z�Z a
un centre non trivial� Le corollaire ���� dit que UZ�Z est hypercyclique� On en d�eduit que UZ�Z
poss�ede un sous
groupe cyclique normal et non trivial L�Z dans Z�U�Z�Z	� Mais Z est un sous

groupe localement clos de U� et Z contient T � Donc L�Z est sans torsion et L�Z est in
ni cyclique�
Ceci prouve que UZ�CUZ�L�Z	 est d�ordre au plus �� On a montr�e que U�CU �L�Z	 est d�ordre au
plus � et V centralise L�Z� Ceci contredit Z�V Z�Z	 � �� Donc dloc�V 	�T est hypercentral�

Montrons que U�K�K est hypercentral dans dloc�V 	�K� dloc�V 	�K poss�ede un sous
groupe
de Carter C�K �corollaire ����	� Comme dloc�V 	�T est hypercentral� dloc�V 	�T est localement
nilpotent �fait ����	 et le corollaire ���� donne dloc�V 	 � TC� Comme U� � dloc�V 	� �lemme
����	� C� est contenu dans U�� On en d�eduit que C�T est un sous
groupe normal de U�T �
Comme C�C� est localement 
ni �remarque ����	� U�T�C�T est localement 
ni� Ceci montre
que U���U� � T 	C� est localement 
ni et� comme �U�	� � U� �fait ����	� on a montr�e que
U� � �U� �T 	C�� Comme U� � dloc�U�	� �lemme ����	� U� centralise T et C� est normal dans
U�� K �etant localement 
ni� T est localement 
ni� Alors� U��C� est localement 
ni et U� � C��
C�K est hypercentral d�apr�es le fait ����� Comme U� centralise T et comme dloc�V 	 � TC� on en
d�eduit que U�K�K est hypercentral dans dloc�V 	�K�

Soit L�M une section dloc�U 	�K
dloc
minimale de U�K� Montrons �

��	
Adloc�U��L�M 	 est d�ordre au plus �� De plus� L�M poss�ede une s�erie ascendante
avec des facteurs cycliques et dont les termes sont normalis�es par dloc�U 	�

Comme U�K�K est hypercentral dans dloc�V 	�K� on a CL�M�dloc�V 	�M 	 �� �� Mais dloc�U 	
normalise CL�M�dloc�V 	�M 	 et le fait ���� dit que CL�M �dloc�V 	�M 	 est une section localement
close� Donc dloc�V 	 centralise L�M par minimalit�e de L�M � Le fait ���� et le lemme ���� donnent

dloc�U 	�dloc�V 	 � UU��dloc�V 	 �� U��U � dloc�V 		

Comme V � U � dloc�V 	� ceci prouve que dloc�U 	�dloc�V 	 est d�exposant au plus �� On a montr�e
que Adloc�U��L�M 	 est d�exposant au plus �� et le corollaire ���� donne ��	�

��



Il reste �a montrer que dloc�U 	�K est localement superr�esoluble� D�apr�es le fait ����� il su�t de
montrer que dloc�U 	�K est hypercyclique� Comme on a dloc�U 	 � UU� �fait ����	� dloc�U 	�U�K
est hypercyclique� Mais� par le fait ���� et ��	� il existe une s�erie ascendante de U�K�K avec des
facteurs cycliques et dont les termes sont normalis�es par dloc�U 	� Donc dloc�U 	�K est hypercyclique�
�

D�e�nition ����� � On note fs la fonction de Dloc�pr�eformation qui� �a tout p � P� associe la classe
des Dloc�groupes ab�eliens d�exposant divisant p	 �� et telle que fs��	 � fs��	�

Fait ����� � ������ McLain
 Les facteurs chefs d�un groupe localement r�esoluble G sont ab�eliens�

Fait ����� � ������ ex� f� p����
 Si un groupe �ni G a un p�facteur chef U�V 	p � P
 avec
AG�U�V 	 groupe ab�elien d�exposant divisant p	 �� alors U�V est d�ordre p�

Corollaire ����� � Si un groupe G a un p�facteur chef U�V 	p � P
 avec AG�U�V 	 groupe ab�elien
d�exposant divisant p	 �� alors U�V est d�ordre p�

Preuve� � Soient A � AG�U�V 	 et H � �U�V 	oA� H est un groupe localement 
ni et localement
r�esoluble� Le fait ���� dit que U�V est ab�elien� Montrons d�abord que A est 
ni� Supposons le
contraire� A poss�ede un sous
groupe A� d�ordre n � N avec n � p	 �� Soient u � U�V n f�g� U� la
cl�oture normale de hui dans �U�V 	oA� et H� � U�oA�� H� est 
ni puisque H est localement 
ni�
Soient U� un sous
groupe minimal normal de H� dans U� et C � CH�

�U�	� H��C est un groupe
ab�elien d�exposant divisant p	 � et le fait ���� dit que U� est d�ordre p� On en d�eduit que A�C�C
est d�ordre au plus p 	 �� A� �etant d�ordre n � p 	 �� on obtient C � A� �� �� A �etant ab�elien� A
normalise CU�V �C � A�	� donc H aussi� La minimalit�e de U�V donne CU�V �C � A�	 � �� ce qui

est contradictoire puisque U� � CU�V �C �A�	� On en d�eduit la 
nitude de A�

Alors A normalise un sous
groupe 
ni U� �� � de U�V et� U�V �etant ab�elien� U� est normal
dans H� Par minimalit�e de U�V � on obtient U�V � U� et H est 
ni� Le fait ���� donne le r�esultat�
�

Proposition ����� � F�fs	 � Fs �Dloc�

Preuve� � Montrons que tout F�fs	
groupe est localement superr�esoluble� Par le fait ����� il
su�t de montrer que tout F�fs	
groupe est hypercyclique� Supposons le contraire� Alors il existe
un F�fs	
groupe F�K qui n�est pas hypercyclique� D�apr�es le fait ����� F�K poss�ede une s�erie
croissante normale �Fi�K	i�� �� ordinal	 form�ee de sous
groupes localement clos avec des facteurs
F�K
dloc
minimaux et telle que F� � K� F� � F et F� � �i��Fi pour tout ordinal limite � � ��
Il existe un plus petit ordinal 	 � � tel que F����F� ne poss�ede pas de s�erie ascendante avec
des facteurs cycliques et dont les termes sont normalis�es par F � D�apr�es le corollaire ����� les p

sections F�K
dloc
minimales de F pour p � P sont cycliques� Donc F����F� est une �
section et
AF �F����F�	 est d�exposant �� Le corollaire ���� donne une contradiction� d�o�u F�fs	 � Fs �Dloc�

R�eciproquement� soit S�K � Fs�Dloc� Montrons que S�K est un F�fs	
groupe� Il faut montrer
que� si L�M est une section S�K
dloc
minimale de S� alors L�M est une fs
section� Comme S�K est
hypercyclique �corollaire ����	� on peut supposer L�M �
section� Alors �L�S�K	��M �S�K	���
L�M 	 est une section S�K
dloc
minimale de S�K� La proposition ���� dit que �L � S�K	��M �
S�K	 est une fs
section� donc L�M est aussi une fs
section� Ceci prouve que S�K est un F�fs	

groupe� ce qui permet de conclure� �

Fait ����� � ������ ������ p��
�� Mal	cev� McLain
 Un facteur chef d�un groupe localement
nilpotent G est central�

Th�eor�eme ����� � Soient � � P� et H�K une section localement close d�un groupe de rang
de Morley �ni r�esoluble G� Alors les �F�fs	� �	�projecteurs de H�K sont exactement les �Fs� �	�
projecteurs de H�K� De plus� on a F�fs	 � F��fs	� en particulier H�K poss�ede une unique classe
de conjugaison de �Fs� �	�projecteurs�

��



Preuve� � Soient F�K un �F�fs	� �	
projecteur de H�K� R�K � Dloc un �
sous
groupe de H�K
contenant F�K et A�K � Dloc un sous
groupe normal de R�K avec R�A � Fs� La proposition
���� donne R�A � F�fs	 et on en d�eduit R � FA� On a montr�e que F�K est un �Fs� �	
projecteur
de H�K�

R�eciproquement� soient V�K un �Fs� �	
projecteur de H�K� R�K � Dloc un �
sous
groupe de
H�K contenant F�K et A�K � Dloc un sous
groupe normal de R�K avec R�A � F�fs	� Comme
R�A est localement superr�esoluble d�apr�es la proposition ����� V couvre R�A� Pour montrer que
V�K est un �F�fs	� �	
projecteur de H�K� il reste �a montrer que V�K est un F�fs	
groupe� Le fait
���� dit que dloc�V 	�K est un �
groupe et la proposition ���� dit que dloc�V 	�K est localement
superr�esoluble� Donc V est localement clos� La proposition ���� dit que V�K est un F�fs	
groupe�

Montrons que F�fs	 � F��fs	� D�apr�es la remarque ���� il su�t de montrer F��fs	 � F�fs	� On
va montrer que tout F��fs	
groupe v�eri
e les hypoth�eses du th�eor�eme ����� Soient H�K � F��fs	�
p � P et U�V une p
section H�K
dloc
minimale de H couverte par un sous
groupe �
couvrant de
Hall de H�K avec AH�U�V 	 � fs��	� Si p �� �� on a fs��	 � fs�p	 et on obtient AH �U�V 	 � fs�p	�
Sinon� A � U�V oAH �U�V 	 est un �
groupe� Donc A est localement nilpotent� Comme U�V est �a
la fois localement 
ni et H�K
dloc
minimal�U�V est un sous
groupe minimal normal de H�V � Alors
U�V est minimalnormal dans A et le fait ���� dit que A centralise U�V � d�o�uAH �U�V 	 � � � fs��	�
Le th�eor�eme ���� dit que H�K est un F�fs	
groupe� On en d�eduit F��fs	 � F�fs	�

Le th�eor�eme ���� permet de conclure� �

W� Gasch�utz a montr�e que� pour tout groupe 
ni et r�esoluble G� les projecteurs superr�esolubles
de G sont exactement les Fs
sous
groupes E de G tels que� pour toute pair �U� V 	 de sous
groupes
de G avec E � U � V � jV � U j n�est pas premier �����	�

Comme le montre l�exemple ����� les �Fs�P�	
projecteurs des groupes de rang de Morley 
ni
r�esolubles ne peuvent �etre caract�eris�es de la m�eme fa�con�

Exemple ���
� � Consid�erons C� o C � o�u C � agit lin�eairement sur C� � Si u d�esigne un �el�ement
d�ordre � de C � et si on note G � C� o hui� alors les �Fs�P�	
projecteurs de G sont exactement
les conjugu�es de hui� Pourtant� il existe une pair �U� V 	 de sous
groupes de G avec hui � U � V et
jV � U j � �� En e�et� si on choisit x � C� n f�g et si on note X la cl�oture normale de x dans G et
Y le sous
groupe engendr�e par les carr�ees de X� alors X�Y o hui est un �
groupe� On peut choisir
y � CX�Y �u	 n f�g� En prenant U � Y hui et V � U hyi� on obtient bien jV � U j � ��
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