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Chapitre 1

Les courbes

Dans ce cours nous désignons par les lettres grasses une fonction d’une variable réelle
a valeurs vectorielles. Par exemple si {e;, eq, - ,e,} est une base canonique de R™ et x(t)

est une fonction a valeurs vectorielles x(t) s’écrit :
x(t) = w1(t)er +xa(t)eg + - - + zy(t)en,.

Les fonctions scalaires z(t), x2(t), - - -,z (t) sont les composantes de x(t). De plus si x(t)
est une fonction & valeurs vectorielles de classe C!, la dérivée de x sera notée par x’. Ainsi

pour une fonction x de classe C! on a

X (t) =2y (t)er + 2h(t)es + -+ + 2} (t)e,.

1.1 Représentation réguliere

Définition 1.1.1
Soit x une fonction définie sur un intervalle I a valeurs wvectorielles est appelée une

représentation paramétrique réguliére d’une courbe C, si
x: tel— x(t)eR"”

vérifie les propriétés suivantes :
(i) x(t) est de classe C dans I ;

(i) x'(t) # 0 pour tout t dans I.



6 1. Les courbes

2.0

154

1.0

0.5+

0.0

“201— T T T T T T
-0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

figure 1.1

Exemple 1.1.1

Le graphe de I'équation r = 2cosf — 1, 0 < 0 < 27 dans les coordonnées polaires est
donné dans la figure ci-dessus. Comme les coordonnées cartésiennes sont x; = rcosf et
T9 = rsinf. En substituant r par sa valeur on obtient la représentation paramétrique

suivant
x1 = (cos)(2cos — 1), x9 = (sinf)(2cosf —1), 0<6<2r

ainsi
x(0) = (cosf)(2cosf — 1)e; + (sinf)(2cosh — 1)e,.

Cette représentation est réguliere, car
x'(0) = (—4sinf cos  + sin f)e; + (2cos? § — 2sin?  — cos O)ey
qui est continue et si on calcule la norme de x'(6), on obtient
Ix/| :m#o pour tout 0 < 0 < 27,
ainsi x' # 0.

Dans cet exemple on remarque que une courbe paramétrique réguliere peut avoir des points
multiples, i.e. Il peut y exister ¢ et to, t; # ta tels que x(t1) = x(t2). Dans le théoréme

suivant on démontre que cela ne peut pas arriver localement.
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Théoréeme 1.1.1
Soit x(t) une représentation d’une courbe paramétrique réguliere sur I, alors pour chaque

point tg € I il existe un voisinage de ty sur lequel x(t) est bijective.

Pour démontrer ce théoréeme on a besoin le lemme suivant.

Lemme 1.1.1
Soit g(t) une fonction scalaire continue au point t = tg telle que g(tg) # 0. Alors il existe
0 > 0 telle que g(t) # 0 pout tout t € Vs(tg) = {t e R | |t —to] < 0}.

Preuve. Soit € = %[g(ty)|. Comme g est continue, il existe un § > 0 telle que [g(t) —
g(to)| < €, pour tout t € Vs(tp). Ainsi

l9(to)| = lg(to) — g(t) + g(O)] < lg(t) — g(to)| + |9(t)] < e+]g(t)] = %\g(to)\ +1lg(®)]-

En faisant passer 3|g(to)| de l'autre coté de cette inégalité, on aura |g(t)| > 3|g(to)|. Or,
g(to) # 0 ce qui implique que g(t) # 0 pour tout ¢ € Vy(to). O

Preuve du théoréme 1.1.1. Comme x(t) est réguliere dans I et que tg € I, alors la
dérivée de 'une des composante, soi-disant x| (tg) # 0. Comme 2/} (¢) est continue en ¢, le
lemme précedent implique qu’il existe un voisinage Vj(to) dans lequel 2 () # 0. Alors on
peut dire que x(t) est bijective dans Vj(t(), car sinon on peut trouver deux points t; et to,
t1 # to tels que x(t1) = x(t2) et dans ce cas, d’apres le théoreme des accroissements finis,

il existerais un réel 7, t1 < 7 < t9,tel que

_ X(t1) — x(t2)
 t —t

0 =x'(7),

ce qui est une contradiction, car z(t) # 0 dans Vs(to) O

Exemple 1.1.2
Considérons la fonction
Rot — (x1(t),z2()),

avec
0 si t<0,

thsin(}) si t>0.
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figure 1.2
La figure ci-dessus est le graphe de cette fonction. Cette fonction est de classe C?,
mais au point t = 0, on a % = dd% = 0, donc ce n’est pas une représentation réguliéere.

Notons que cette fonction a des points multiples dans chaque voisinage de t = 0, en effet,
pour chaque § > 0 on peut choisir un entier N > 0, tel que 1/27N < § et en prenant
t1 = —(1/27N) et to = 1/27N, on aura

1 sin 27N

(27TN)4 = l‘g(tg), et .Tg(tl) = O = W = l‘g(tg).

l‘l(tl) =

De plus —§ < t1 < tg <.

1.2 Changement de parametre admissible

Définition 1.2.1
Une fonction scalaire réelle t = t(0) définie sur un intervalle Iy est dite changement de

paramétre admissible sur Iy si
(i) t =t(0)est de classe C* dans Iy ;
(ii) dt/df # 0 pour tout 0 € Iy.

Cette définition nous permet d’appliquer le Théoréme d’ inversion (voir, Théoréme

1.3.1) qui s’exprime sous la forme suivante :
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Théoreme 1.2.1
Sit =t(0) est un changement de paramétre admissible sur Iy, alors c’est une application
bijective de Iy sur Iy = t(Iy) et son inverse est aussi un changement de variable admissible

sur I;.

Preuve. Comme dt/df est continue et non nulle sur Iy, alors on a ou bien dt/df > 0 ou
bien dt/df < 0. Supposons dt/df > 0 (le cas de dt/df < 0 se traite de la méme fagon),
alors t(f) est une fonction strictement croissante, donc inversible et son inverse 6 = 6(t)

est aussi de classe C! et croissante, car

a1
— =
a4
Donc, 6 = 6(t) est aussi un changement de parametre admissible sur I;. O

Exemple 1.2.1

Reprenons 'exemple 1.1.1 et appliquons trois sortes de changement de parameétre

(a) Si on choisit le changement de parametre § = t + m avec —m < t < 7, alors la

représentation
x(6) = (cos 0)(2cos f — 1)e; + (sin )(2cos 6 — 1)e;
devient
x(t) = [cos(t + m)][(2cos(t + ) — 1]ey + [sin(t + 7)][2 cos(t + 1) — 1]es.

C’est un changement de paramétre admissible croissante et il garde le sens positif de

variation seul un décalage de m intervient ;

(b) Si on choisit le changement de parameétre § = —t avec —21 < t < 0, alors la

représentation devient
x(t) = (cost)(2cost — 1)e; — (sint)(2cost — 1)esq

C’est encore un changement de parametre admissible décroissante et il fait changer le

sens de variation ;

(c) Sion introduit le changement de parametre

t, pour Oﬁtﬁg
0(t) =< —t+ 2w, pour %<t<%7T

t, pour %” <t <27
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Cette fois ce n’est plus un changement de paramétre admissible, le parcours commence
du point (1,0) pour t = 0 dans le sens positif, arriver au point (0,0) pour t = /3,
le point (x1,x2) change de sens et parcourt le grand périmétre dans le sens négatif
jusqu’au point (0,0), puis il parcourt du point (0,0) au (0, 1) dans le sens positif. Ainsi

la courbe x(t) = x[0(t)] est continue mais pas différentiable.

Définition 1.2.2
Une représentation paramétrique x(t) est dite de classe C"™ si la fonction I 5t — x(t) €

R™ est m-fois continument différentiable.

La régularité d’une courbe est indépendante de l’espace image. Autrement dit un
courbe peut étre tres réguliere et pour deux points distincts t1 et t9, avoir deux voisi-
nages Vi et Vo tels que t1 € V1 C Ej et to € Vo C E5y et Eq et Ey soient deux sous-espaces

vectoriels distincts. Ainsi que ’on montre dans I’exemple suivant :

Exemple 1.2.2

Considérons la représentation

te; + e 1/es, pour t <0
x(t) =40, pour t=0
te] + 6_1/t262, pour t > 0.

Remarquons que x(t) est de classe C*. Attention au point t = 0 la dérivée est différentiable

car
dx . 2 —1 2 . 2 —1 2 d.’L‘
a =or= Jim (el T > = e = lim <e1 e ) = g lt=0r
D’ou
” e + t%e_l/tgeg, pour t <0
X( ) - e 4 2 71/t2 ; 0
1+ € e, pour t > 0.

Cette courbe pour t < 0 est dans le plan x1x3 tandis que pour t > 0 elle est dans le plan
r1T2.
1.3 Représentation implicite d’une courbe

Intuitivement on sait qu’une courbe peut étre représenter par l'intersection de deux sur-
faces. Autrement dit cette courbe peut étre donnée par les lieux des points (z1(t), x2(t), z3(t))

que pour chaque t € I vérifient deux relations

Fl(xl,xg,xg)zo et Fg(xl,xg,l‘g)zo. (11)
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Pour savoir quand est-ce que pour x3 # 0 on peut résoudre x1 et zo en fonction de x3, il
nous faut rappeler le théoréeme des fonction implicites qui est une conséquence du théoreme

d’inversion.

Théoréeme 1.3.1

Théoréme d’inversion locale. Soit U un ensemble ouvert de R™ et f : U — R" une
fonction de classe C'. Soit o € U et on suppose que la matrice jacobienne D f(zg) est
inversible. Alors il existe V' = V,, un voisinage de x¢ dans U et W = W, un voisinage
de yo = f(xg) dans R", avec f(V) = W et une application f=' : W +— V de classe C*,
unique, telle que f~!(f(x)) = x, pour tout x € V. De plus Df~(y) = [Df(z)]~! avec

f(x) =y. Si f est de classe CP il en est de méme pour f~1.

Sans entrer dans les détails, on peut montrer que en prenant f : U C R” x R™ —
R"™ x R™ définie par f(z,y) = (z, F(x,y)) avec F(x,y) de classe C!, on obtient :

Théoréme 1.3.2

Théoréme des fonctions implicites. Soit U un ensemble ouvert de R™ x R™ et F' :
U — R™ une fonction de classe C'. On suppose que F(zq, ) = 0 pour (zq,yo) € U et que
det Dy F(xo,y0) # 0. Alors I'équation F'(x,y) = 0 peut étre résolue localement par rapport
aux variables y. C’est-a-dire qu’il existe V' = V,, un voisinage de xo dans R"™ et W = W,
un voisinage de 1o dans R™, avec V. x W C U et une application f : V +— W de classe C*,

unique, telle que
xeV,yeWet Flx,y) =0<=z € Vety=f(x).

De plus la matrice jacobienne Dp(x,y) est inversible pour tout (z,y) € V x W.

Pour résoudre (1.1), a l'aide de ce théoréme nous allons choisir F' = (F}, Fy),y =
(x1,x2) et x = x3, alors si

A =det(DyF) =det | 571 572 | #0,

o0z Oxo
alors on peut trouver au moins localement
Tl = .1‘1(.1‘3), T = $2($3), r3 = I3.

Finalement, en choisissant z3 = ¢ comme parametre on peut retrouver 1’équation pa-

ramétrée de la courbe

x1 =x1(t), z=um2(t), z3=t.
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Exemple 1.3.1

L’intersection de deux surfaces

2 2
Fl(xl,xg,xg):xg—x320 et FQ(QJl,JJQ,.Tg):JJg.Tl—l‘Q:O

est la courbe

En effet,

et en prenant r3 = t, on aura ro = :1:§ =t et 11 = 23 /23 = 13,

1.4 Longueur d’un arc

Définition 1.4.1

Soit x : I = [a,b] — R"™ une représentation paramétrique réguliére d’une courbe (ce

qu’on appellera un arc paramétré régulier ). A toute n-subdivision o, de [a,b] par des

points a =tg < t1 < --- <t, =b on associe la longueur de la ligne brisée

n—1
Lo, = Y x(tkr1) — x(t)];
k=0

et on appelle longueur de x le nombre { = sup,, L,,, ot la borne supérieure est prise

sur toutes les subdivisions oy,. Dans le cas ou £ est fini on dira que l'arc de courbe est

rectifiable.

Figure 1.3
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Dans la figure ci-dessus on remarque que en prenant 4 points sur la courbe x qui
correspond a 03, on a Ly, < L., out 07 correspond a une subdivision plus fine qui contient

8 points.
Exemple 1.4.1
Considérons I’arc paramétré x(t) = tej+t2ey. Cet arc est rectifiable, car pour la subdivision
O=th<t1<---<th,=1ona
n
Lo, =Y _|(tie1 + t7es) — (ti_1e1 + £7_e3))|
i=1

n
=3 It = ti)er + (£ — t7_1)es]
=1

n
< Z ti — tici|ler] + [t — t7_1]|ea]
i=1

n

= (ti—ti) + (6 —t])
=1
n

= Z(tz —ti1) (L4t +ti—1)
=1

<3 (ti—tii1) =3
i=1

Ici nous avons utilisé le fait que 0 < t;—; <t; <1donc1l+t;_1+t; <3 et qued ;  (t;—
ti—1) = t, —to = 1. Ainsi la suite {L,, } est croissante, bornée, donc convergente, alors x

est rectifiable.
Exemple 1.4.2
Soit
x1(t) =t for0<t<1

tcos(1/t) for0 <t <1
0 fort = 0.

i) (t) =

Nous allons montrer que cet arc est non-rectifiable, car pour la subdivision 0 = tg < t1 =
< <tpor =2 <ty =1,(t L

= g O 4

1
(n—1)m
Lo, = Z [(z1(ti)er + z2(ti)e2) — (z1(tim1)er + za(ti—1)e2)|

i=1

En éliminant le premier et le dernier termes, on obtient
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n—1
1 1 1 1
L, > - - L S -
on = ; ‘(m (i — 1)7T)e1 + (z'7r cos(im) G—Dn cos((i )7))es|

n—1 o\ _1yi—1
> (S - el
i=2

_§‘1+ L 25
Sl (-1 T~
=2 2

Sachant que la série Z?:_Ql % diverge lorsque n — oo, alors L, devient arbitrairement

grand lorsque n — oo. c’est pourquoi X n’est pas rectifiable.

Théoréme 1.4.1

Soit x un arc paramétré régulier défini sur [a,b], alors il est rectifiable et sa longueur est

b
e~/

Pour démontrer ce théoréme nous avons besoin le lemme suivant.

donnée par 'intégrale
dx
dt

dt. (1.2)
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Lemme 1.4.1
Pour tout arc rectifiable et tous € > 0 et > 0 arbitraires, il existe une subdivision o,, tel

que 'on ait
(i) ti —ti-1 <0, pour tout i =1,--- ,n et

Preuve. Puisque / est le supremum des L, pour toute subdivision o, alors pout tout
e > 0, il existe une subdivision o, telle que £ > L, > {—¢, donc elle vérifie ({ — L,, ) < €,
c’est-a-dire (ii). Maintenant si o,, ne vérifie pas (i), en prenant une subdivision plus fine
on,n > m elle vérifiera (i) et dans ce cas on a £ > L, > L, > { — ¢, alors on a aussi
(¢ — L,,) < e. Donc pour g, on a (i) et (ii). O
Preuve du théoréme 1.4.1 On démontrera ce théoréme dans R3, mais le méme ar-
gument est valable dans tout R%. Tout d’abord nous allons montrer que tout arc pa-
ramétré régulier x(t),t € [a,b] est rectifiable. En effet, pour une subdivision arbitraire

a=ty<t; <ty <---<t, =>bnous avons

Z [(z1(t:i) — z1(ti—1))er + (@2(t:) — w2(ti—1))e2 + (w3(t;) — 23(ti-1))es|
< Z 1 (i) — 21 (ti)| + |wa(ts) — w2(tion)] + [23(ti) — 23(ti-1))

<Z|931 (ti = tim1) + 250D (8 — tim1) + |25(07)(t; — tiz1)

Ici, nous avons utilisé le théoréme des accroissements finis avec 6;, 6}, 6/ € [t;_1,t;]. Comme
x,(t) sont continues dans [a, b] alors ils y sont bornés, soi disant par M;. Ainsi

n
Lo, < (My+ My + M3) Y "(ti —t;—1) < (My + My + Ms)(b — a).
i=1
Donc il est borné et la courbe est rectifiable. Montrons a présent la formule (1.2). Puisque
x(t) sont continues sur [a, b] alors elles sont uniformément continues, alors pour tout € > 0

il existe 91 > 0 tel que

0 — i) < gy 1= 123 (13)
pour tout |t —¢'| < ;. De méme d’apres la définition de l'intégrale de Riemann, il existe

d2 > 0 tel que pour |t; —t;—1| < Jp on a

€
/|x \dt—Z\x Iti—tia)| <5, i <6<t (1.4)
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Soit § = min{dy,d2}, d’apres le lemme 1.4.1, comme la courbe est rectifiable alors il

existe une subdivision o, telle que (¢; —t;—1) < § et
60— L, | < % (1.5)

Estimons a présent la quantité

‘e - /ab \x’(t)|dt‘ < | — Lo, |+ |Lo, — /b X" (t)|dt]

—X11|—/‘X |dt

§£j|x1 Jer + 2h(t)es + y(t7)es|(t: — tio1) L/“|x )/t

oolm

:—+

En ajoutant et retranchant la quantité > ;" | |x'(¢;)|(t;—t;—1) et en utilisant (1.4) on obtient

o [ sie]

[|93'1(t§)el + a5t )ea + 5 (1] es| — X' (t:)[] (ti — tic1)| +

b
'tma—mA»—/\wat

/// e _|X/( )H

<% +Z |2} (t))er + ah(t] )es + 2 (t]
En utilisant I'inégalité ||a] — |b|| < |a — b| on obtient
= [ ] = 5 3 (0 =40+ ) -
+ |25(t]") — a5(ti)])-(ti — tiz1)

2¢ € -
< —4+ — t; —ti—1) = €.
< + a Z( 1) =¢€

Dans la ligne ci-dessus nous avons utilisé I'inégalité (1.3). Comme € est arbitraire cette

O

derniere inégalité implique (1.2).

Exemple 1.4.3
La longueur d’un arc d’une hélice

x(t) = (acost)e; + (asint)ey + btes, 0 <t <2,

est

27 21
l = \/a2 sin?t + a2 cos? t + b2dt = Va2 + b2dt = 27\ a? + b2,

0 0
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ﬁgure ].5 . Une helice dont la base est le cercle de rayon a = 1 et b = 2 représenté par scilab avec >param3d

Nous allons considérer a présent la longueur d’arc comme un parametre. Pour cela nous
prenons xX(t) un arc paramétré régulier sur un intervalle /. Nous désignons par s(t) la
fonction ,
= | —— | dr, to,t € 1. (1.6)

T

s(t) t d};(T)

Il est clair que si t > ¢y alors s(t) > 0 est si t < ty alors s(t) < 0 et ceci présent la longueur

de courbe entre x(t) et x(t). Comme x(t) est réguliere alors s(t) définie par (1.6)est de

ds d [t dx(7) dx
= dr = 1| — |. 1.7
dt /to | | dr =] dt (L7)

classe C! et on a

dt dr

Ainsi d’apres la définition 1.2.1, s(t) peut étre considérer comme un changement de pa-
rametre admissible.

Définition 1.4.2

Soit x = I = [a,b] — R™ une représentation paramétrique de classe C*> d’une courbe. On

suppose ‘é—’t‘ % 0 pour tout t € I. Pour tg fizé dans I, on appellera abscisse curviligne

todx
s(t):/ X g
to dT

Comme % = \‘fl—’ﬂ > 0, alors le théoreme 1.2.1, Papplication ¢ — s(¢) est un changement

sur larc x,

de parametre admissible de I sur un intervalle .J, de classe C2. Ainsi on peut considérer la

représentation s — x(s) comme une représentation naturelle de la courbe x.
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1.5 Courbure

Dans la suite on peut considérer une courbe x : I = [a,b] — R" soit avec sa
représentation paramétrique t € I et dans ce cas nous noterons par
2
" d°x

et par x' = W’

!/
x

soit avec sa représentation en abscisse curviligne s € J et dans ce cas nous noterons par

. X t [ d2X
X = — € ar X = —5.
ds P ds?

Définition 1.5.1
On appelle vecteur unitaire tangent a l'arc x, le vecteur x. Clest un vecteur qui est
tangent a la courbe x et sa module est égale a 1.

En effet, comme

S lim x(s + As) — x(s)
As—0 As

x(s+As)—x(s)
As

et que le vecteur est toujours sécant a la courbe x, pour As # 0, ainsi que

montre la figure 1.6.

;((S) X(S+A§2¢7X(S>

Figure. 1.6

Lorsque As — 0, ce vecteur tend vers la tangent a la courbe. De plus comme x(t) = x(s(t)),

alors x/(t) = (x(s))ds/dt et d’aprés (1.7), le vecteur X qui sera désigné par

e, X (D)
b= X = pamr
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est un vecteur unitaire.
Le vecteur t peut étre considérer soit en variable ¢, comme t(t) := %,soit en variable

s, comme t(s) := X(s). Dans tous les cas {xo + kt | k € R} définit une droite passant
par Xg qui est colinéaire au vecteur t. Le plan perpendiculaire & cette droite au point xg
s’appelle plan normal a la courbe au point xg et il est défini par I’ensemble des points y

tels que
(y —x0) - t=0.

Puisque x/(t) est colinéaire avec t, alors I’équation du plan normal est
(y —x0) X' =0. (1.8)

Définition 1.5.2
Parmi les vecteur du plan normal il existe un qui bénéficie d’une importance particuliére.
1l appelle vecteur de la courbure au point xq et il est défini de la fagon suivante : Si x

est un arc de classe C%,alors le vecteur de la courbure est défini par

k(s) = % — t(s) = X(s). (1.9)

La valeur absolue du vecteur de la courbure s’appelle courbure de x au point x(s) et on

la désigne par |k(s)|. L’inverse de la courbure
p = [i(s)| . (1.10)

s’appelle rayon de la courbure et finalement si en un point la courbure est nulle, alors ce

point s’appelle point d’inflexion.

Le vecteur de la courbure k est toujours situé dans le plan normal, car comme le vecteur

tangent t vérifie [t|> =t -t = 1, en dérivant par rapport & s, on a
[ ] [ ] [ ]
t-t+t-t=2t-t=0,

°
d’ou k =t est orthogonal a t, c’est-a-dire k est dans le plan normal.

Exemple 1.5.1

Reprenons I’Exemple 1.4.3 et calculons la courbure de cet arc.

d d

d_)t( = —asinte; + acostes + bes, ‘d—ﬂ = Va?+ b, (1.11)
d’ou s 1d

= d—j d_}t( = (a® + b*)"Y?(—asinte; + acos tes + bes) (1.12)
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et
k—’;— % B a(coste] + sintes)
IRRE-T a? + b?

Remarquons que le vecteur k est parallele au plan x1x5 et dirigé vers 'origine et la courbure

est la constante
a

kl=——.
[ a? + b?
Pour b = 0, I’hélice devient un cercle et le rayon de sa courbure est exactement le rayon

du cercle a.

Théoréme 1.5.1

Soit x(t) une courbe de classe C? alors sa courbure est égale a |x' A x"|/|x|?

ou XAy est

le produit vectoriel de x et y.

Preuve. Tout d’abord rappelons que si les vecteurs x et y font an angle de 0, i.e. 8 =

arccos((x,y)/[x|ly|), alors

Ix Ay| = |x]||y]|sin6. (1.13)
Comme J dxd J
/__X:_X_SZ’/ //:_'/:'// n2°®
X == =X, X dt(xs) xs' + (s')°x.
d’ott

X' Ax" = (%) A (x8" + (5)2K) = (s)3(x A X).

'I'on a

Par conséquent, comme s’ = ds/dt = |x

X' Ax"| = [X)P|x A X| = [xP|x]|X] sin 6,
L]
ou A est 'angle entre les vecteurs Xx=tetX=t qui sont orthogonaux, donc sinf = 1.

°
Finalement comme |x| = 1 et |X| = |t| = |k, on obtient

k| =[x A x|/ %P,

1.6 Vecteur normal principal et la courbure signée

L]
Considérons C une courbe de classe > 2 de sorte que le vecteur de courbure k =t = X

varie contintiiment le long de la courbe C. Si on veut définir le vecteur unitaire dans la
direction de k a savoir u;y = k/|k|, on heurte & un probléeme : En un point d’inflexion
lorsque k devient nul, ce vecteur n’est plus défini. Alors pour pallier ce probleme on
regarde la nature du point d’inflexion. ou bien c’est un point d’inflexion essentiel, c’est-

a-dire, si pour s = sg, k(sg) = 0, il n’y a pas de moyen pour raccorder ug(sy — €) avec
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ui(so+e€). Comme on verra dans ’exemple suivant, dans ce cas on abandonne le probleme
et on dit que le vecteur unitaire u; n’est pas défini en ce point. Mais il existe aussi des cas
(comme on verra dans Exemple 1.6.2, ot en multipliant u par un signe 4+ ou — dans le
coté | — oo, so[ ou ]sg, +o00[, on arrive a assurer la continuité de uy. Dans ce cas on définit
le vecteur normal principal, le vecteur n(s) = +ug(s) selon qu’on a changer le signe

de uy ou non. Il faut toujours s’assurer que n(s) soit continue.

Exemple 1.6.1

Considérons
ter + e’l/tgeg, si t <0,
x(t) =40 si t=0
te; + e Yte,, si t>0.

On a vu que la courbe x(t) est non seulement continue mais de classe C* et de plus comme

oo L. ..
x" et x sont colinéaires et uy est unitaire, alors

es si t<0
uk(t) — ) ' 9
e, si t>0.

Alors le point t = 0 est un point d’inflexion essentiel.

Exemple 1.6.2

Considérons la courbe x(t) = te; + %t3e2,

dx 9 dx dx ,|dx e + t’ey
@ Tren ‘ dt ' T at! |dat| ” Vit
et )
k:’;:@—dt dx —2t(t°e; — e3)

ds — dt! |dt (1 +14)2
Calculons a présent uy, = k/|k| le vecteur unité de k au point t = 0 qui annule k, dont

c’est un point d’inflexion.

—(t2€1 — eg) .

lim u; = lim

k
_— = lim - =€ 9
t—0+ t—0+ ‘k| t—0 V1 + t4 2

tandis que
. . t*e; — ey
lim ug = lim — = lim ———— = —ey,
t—0- t—0— |k|  t=0 /12
Nous définissons a présent le vecteur n par :
—k/|k| si t<0
n=y9ges si t=0

k/|K| si t>0
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On remarque que dans tous les cas n = —(14t*)~1/2(t?e; — ey) donc il varie contintiment

le long de la courbe.

Définition 1.6.1
Soit n le vecteur unitaire normal principal de la courbe x(s), continue en s, alors il est

possible de trouver une fonction continue k(s) telle que

Cette fonction s’appelle courbure signée de x. En multipliant scalairement (1.14) par n

on obtient
k(s) = k(s) - n(s). (1.14)
Nous remarquons que si le vecteur n est dans la direction de k, alors k(s) = |k(s)|
et si n est dans la direction opposée, on a k(s) = —|k(s)|, ce qui justifie la terminologie

courbure signée.

Dans Exemple 1.6.1 la courbure signée de x(t) est
k=k-n=[-2t(t%; —ey)(1 + 1472 - [—(1 F 712 (12e) — ey)

= 2t(1 + t*)73/2,

1.7 Triédre de Frenet

Avant de donner la définition du triedre de Frenet nous allons rappeler quelques notions

élémentaires d’algebre vectorielle. On se place dans R3.

Définition 1.7.1

On appelle produit mizte de trois vecteurs a,b et c, noté |a,b,c|, défini par :

ap by
[a,b,c]=a-(bAc)=det |ay by e
as b3 C3

Soient a un point dans R® et u et v deux vecteurs linéairement indépendants. Par
une représentation paramétrique d’un plan passant par a et paralléle ¢ u et v nous

désignons un élément d’ensemble des vecteurs x qui peut étre représenter par :
X =au+ fv +a, aeR, [BeR,
ou bien, si n = u A v est un vecteur orthogonal au plan, par :

(x—a) - n=0 ce quiest équivalent ¢ [x —a,u,v] =0.
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Définition 1.7.2

Soit x(s) une courbe C réguliére de classe > 2 donnée en paramétre curviligne. En chaque
point de de C on a défini deux vecteurs unitaires orthonormaux t(s) et n(s) continus par
rapport a s. Le plan passant par ces deux vecteurs au point x(s) s’appelle plan osculateur

et il est défini par sa représentation paramétrique
[y —x,t,n] =0.

On considére le vecteur b(s) = t(s)An(s), ce vecteur est perpendiculaire au plan osculateur
et il est continu et unitaire, car |b| = [t||n|sin7/2 = 1. Ce vecteur s’appelle le vecteur
binormal. Le plan passant par n et b s’appelle plan normal et celui passant par b et
t est appelé plan rectifiant. Le triplet (t(s),n(s),b(s)) définit un repére appelé triédre
de Frenet ou triédre mobile et ses trois plans sont donnés par les representations

(y —x)-t=0 Plan normal

(y —x)-n=0 Plan rectifiant

(y—x)-b=0  Plan osculateur

Remarquons que ce triedre est orienté en chaque point de C d’une maniere différente.

Exemple 1.7.1

Reprenons I'exemple 1.5.1. Nous avons calculé

a(coste; + sintey) a
k=-— et |k|l=——.
a? 4 b? Ik a? 4 b?
Or, |k| ne s’annule jamais sur R, donc uj, = k/|k| = n = —(coste; +sintes). et ’équation

du plan rectifiant au point t =ty est (y — x(to)) - n(to) = 0, c’est-a-dire
y1 cos(to) + Y2 sinty = a.
Le vecteur tangent est donc
t =x'/|x| = (a® + b*)"Y2 ((—asint)e; + (acost)es + bes) .
Ainsi I'équation du plan normal au point t =ty est (y — x(tg)) - t(tg) = 0, c’est-a-dire
—ay sinty + ays cos ty + bys = b2ty.
Le vecteur binormal est donné par

e; —a(a®+b*)"Y?sint —cost
b=tAn=det|es a(a®+0b*)"Y2cost —sint
es b(a? + %) /2 0

= (a® 4 b*)" Y2 ((bsint)e, — (beost)es + aes) .
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Alors I'équation du plan osculateur au point t =ty est (y —x(to)) - b(tg) = 0, c’est-a-dire

bsintgy; — bcostoys + ays = abty.

1.8 Torsion

Supposons x(s) une courbe de classe > 3, le long laquelle n(s) est au moins de classe

C!. Comme b(s) = t(s) An(s) en le dérivant on a
B(s) = t(s) An(s) + 6(s) A B(s) = r(s)[n(s) An(s)] + 6(s) An(s) = 6(s) An(s) (1.15)

. . [ . . N
Comme n est un vecteur unitaire, le vecteur n est perpendiculaire a n, donc c’est un

vecteur parallele au plan rectifiant, qui s’écrit sous la forme

n(s) = u(s)t(s) + 7(s)b(s).

En le substituant dans (1.15), on aura

d’out
b(s) = —r(s)n(s)  oubien 7= —b(s)n(s). (1.16)
La fonction continue 7 définie par (1.16) s’appelle la seconde courbure ou torsion.

La torsion est une propriété intrinseque de la courbe, c’est-a-dire elle est indépendante
du sens de n et 'orientation de C. En effet, si n* = —n, alors b* =t An* = —b et d’apres
(1.16)

X .
7™=-b n*=—(=b)-(—n)=7.
Ainsi on a démontrer que 7 est indépendante du sens de n. Montrons qu’elle est aussi
indépendante de l'orientation de C. On suppose s = —s* + const., alors t* = —t, b* =

t“An=—(tAn)=—-bet
db*  db* ds _@
ds*  ds ds*  ds

et on obtient de nouveau

o P n= _b n=
[ A
Ainsi que la courbure donnée par
t(s) = r(s)n(s) (1.17)

mesure la variation du vecteur tangent t, la torsion mesure la variation du vecteur binormal

b(s) = —7(s)n(s). Ceci justifie le théoreme suivant
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Théoréeme 1.8.1
Si une courbe est de classe > 3 pour laquelle n € C', alors cette courbe est plane si et

seulement si la torsion est identiquement nulle.

Preuve. Comme 7(s) =0, alors b(s) = —7(s)n(s) = 0, d’ou le vecteur binormal b(s) =
bg est un vecteur constant. Considérons

d

@ (x() o) = X(5) - by = t(s) - by,

Comme t(s) et by sont orthogonaux, d%(x(s).bo) = 0 et en intégrant on trouve
x(s) - bg = const. (1.18)

C’est-a-dire x(s) est dans un plan défini par (1.18).

Réciproquement, si x(s) se trouve dans un plan qui va étre nécessairement le plan
]

osculateur, on a x(s) - b(s) = 0. En la dérivant on trouve x(s) - b(s) = 0, ou bien
7(s)n(s).x(s) = 0 pour tout s, donc 7(s) = 0 pour tout s, car [n(s)| =1 et x(s) peut étre
nul quand un nombre fini de points et comme 7(s) est continue 7(s) = 0.

O
Théoréme 1.8.2

Considérons x(t) une courbe paramétrée de classe > 3, alors en un point ot k # 0, la

torsion de la courbe est donnée par

[X/, X//, X///]
Preuve. 1° étape : Montrons que
o oo ooo [X/, X”, XW]
Soit Z = %, alors
. dx dt ,z
X=——=X
dt ds ’
P d . [ d . o0 .
= E(X/t) =x't + <£x/> t=x"t +x"(t)%

oo d o0 YY) . .
X E(X/t + x”(t)Q) =x"t +3x"(t)(t)+ x”/(t)3

alors,

[x,x, x| = (x't) - ((x/.t. + x"(%)Q) A (X/.g. + 3X”(2)(.t.) + XW(Z)3>>
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car [x/,x/,a] = [x/,x",x'] = [x/,x",x"] = 0, pour tout vecteur a. Par conséquent on obtient
(1.20).
2° étape : Montrons que
(1 1) 2 [ ]
X = —k“t + kn + 7Kb. (1.21)
]
Dérivons X =t = kn par rapport a s
d o o
.;c.:fifl—k/:cn:ﬁd—(b/\t)+/:cn:f1(b/\t+b/\t)+/:cn,
s
] [ ]
comme t = kn et b = —7n, on obtient ainsi

X = k3 (bAn) — kT(nAt)+ kn,
ce qui est equivalent & (1.21).
3° étape : Montrons que
X, X, X | = K’7. (1.22)
D’apres (1.21) on a

X A'X = kn A (—=k* + kn + 7kb)
= -k} At) +rr(@mAD) +752(0 A D)
= kb + TK*t.

En multipliant ceci scalairement par X = t on obtient (1.22).

Conclusion : D’aprés Théoréme 1.5.1, |k||x/|?> = [x’ Ax"|. Donc en utilisant respective-

ment (1.22) et (1.20), on aura

o 00 oo
__ X, X, X] _ [X,,X”,X”/] _ [X’,X”,X'"]
HQ ,%2|X’|6 |X’/\X”|2 :

Exemple 1.8.1

Reprenons Exemple 1.4.3 ot
x = (acost)e; + asintes + btey) .
Nous avons calculé dans Exemple 1.7.1
b = (a® + b*) "2 ((bsint)e; — (beost)ey + aes) .

L]
Alors I’équation de b est

db _ db | dx
ds dt/ |dt

Ainsi la torsion est une constante

b— = (a®> +b*) "' ((bcost)e; + (bsint)ey).
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1.9 Systeme de Serret-Frenet

Le long d’une courbe x(s), de classe C? les vecteurs d’un repere de Frenet, t,n et b

satisfont le systeme

t = rn
(SSF) n=—xt+7b
b=-mn

Les premiere et troisieme équations de ce systéme sont déja données par (1.17) et (1.16).

La seconde équation s’obtient en dérivant n = b A t,
] [ ]
n=bAt+bAt=—mnAt+rbAn=—xt+rb.

]
Si on écrit ce systéme sous la forme ® = Q®, avec ® = (t,n,b)! et Q la matrice

0 k 0
Q=|1—-x 0 7
0O —7 0

On remarque que la matrice ) est anti-symétrique et d’apres la proposition suivant on a

®=dAw , ot w= (1,0,K)’.

Proposition 1.9.1

Soit () une matrice anti-symétrique de la forme

0 —Ww3 ()
Q= w3 0 —Ww1
—Ww9 w1 0

Alors pour tout x on a X = WAX, ot w=(w1,ws,ws)".

Preuve. 1l suffit de remarquer que

0 —Ww3 w2 I wWol3 — W3T9
Ox = w3 0 —Ww1 To = | W3r1 —wixr3 | ,
—Ww9 w1 0 T3 W1T2 — Wl
donc
Ox =wAX.

g

Le vecteur w= (7,0, k)¢, s’appelle le vecteur intrinséque de la courbe x(s). En effet,

si C et C* sont deux courbes telles que leurs vecteurs w et w* vérifient k(s) = k*(s) et
7(s) = 7*(s) alors C et C* sont identiques sauf peut-étre leurs positions dans l'espace.

Les trois vecteurs intrinseques que ’on connait jusqu’a présent sont les suivants :
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— w = 0 représente une line droite.

- w = (0,0, k = cte # 0) représente un cercle de rayon 1/|x|.

—w = (1 = cte # 0,0,k = cte # 0) représente une hélice circulaire cylindrique de
rayon |k|/(72 + k%) et b= 7/(7% + Kk?).

Théoréme 1.9.1 (Théoréme d’existence et unicité pour le systéme de Serret-Frenet)
Soient k(s) et 7(s) deux fonctions continues dans 0 < s < a. Alors il existe une et une
seule courbes C, sauf peut-étre sa position dans l'espace, telle que k(s) est sa courbure et

7(s) est sa torsion avec s son abscisse curviligne.

Preuve. Unicité : Soient C et C* deux courbes dans l'espace telles que k(s) = k*(s)
et 7(s) = 7%(s). Soient x(sg) et x*(sg) deux points dans l’espace. Si ces deux points
sont distincts par une translation on peut les coincider et par une rotation on peut faire
confondre les triedres (tg,ng, bg) et (t§, ng, bj) de Frenet associés. Montrons d’abord que
(t(s),n(s),b(s)) = (t*(s),n*(s),b*(s)) en tout point s € [0,a], pour cela dérivons les
produits scalaires t - t*, n-n*, b-b*.

d * ? * o* * * *
d—(t-t):t-t +t-t =kn-t"+ Kkt n
s
=k(n-t"+t-n").
d * hd * o * * * *p ok
d—(n-n):n-n +n-n =(—kt+7b) - n"+n-(—x"t"+7°b")
s
=—k(t-n"+n-t*)+7(b-n*+n-b").
d o *

—(b-b*)=b-b"+b-b =(~n) b +b(~r'n’)

=—7(n-b*+b-n").

En additionnant ces trois égalités on trouve que

d
—-(tt"+n-n"+b-b") =0.

Ce qui donne
t-t*+n-n*+b-b" = const.

Comme au point sg on a tg = tj, ng = nj et by = by, alors au point sy et tout point s, on
aura
t-t“+n-n"+b-b*=3. (1.23)
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Chaque vecteur dans cette identité est unitaire donc chaque terme, par exemple,
—1<t-t"=cosf; <1,

ou 0; est Pangle entre les vecteurs t et t*. En utilisant cette propriété dans (1.23), on
obtient
t-t"=1, n-n*=1, b-b"=1,

ainsi pour tout s € [0,a] on aura t = t*, n = n*, et b = b*. Finalement, puisque
° o * , .
t =x =t* =x , on en déduit que x(s) = x*(s) + const. et comme x(sg) = x*(s0), alors

x(s) = x*(s) pour tout s € [0,a] ce qui montre que C et C* coincident.

Existence : Le systeme de Serret-Frenet est constitué de neuf équations
[ ]

t; = kKn;, ’r;l = —kt; + 7b;, b; = —7Tn;, (’L = 1,2,3)

avec neuf conditions initiales

1 0
t0) =o|, no)=|1], bO=]0
0 0 1

C’est un systeme différentiel linéaire homogene a coefficients continus qui admet d’apres
la théorie des systémes linéaires une solution de classe C! dans [0,a]. Nous deverons &
présent montrer que cette solution (t(s),n(s),b(s)) est un systéme orthonormal direct en

tout point s € [0, a]. Pour cela nous allons désigner par

a(s) = (t-t)(s),  B(s) = (t-n)(s), ~(s)=(t-b)(s)

D’apres les équations de (SSF), les six inconnues «, 3,7,9, A et p vérifient le systéme
différentiel linéaire

[ ] ° [ ]
a(s) = 2k0, B(s) = kd — ka+ 17, 7(s) =K\ =10,

0(8) = =2K( + 27, As) = —ky+7u—76, [(s) = —27A

avec les conditions initiales

Encore les coefficients étant continus on a une seul solution dans [0, a], comme les fonctions

constantes
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répondent au systeme d’apres 'unicité, c’est la solution du systeme, ce qui montre que le
systeme (t(s),n(s),b(s)) est orthonormal. Pour voir le fait qu’il soit direct, on remarque
que au point s = 0 il il est direct, donc d’apres la continuité il est toujours direct. Fina-
lement, d’apres la premiere et la troisieme équations du systéme (SSF), x et 7 sont les

courbure et torsion du systeme. O

Lorsque la coubre C est plane, c’est-a-dire 7 = 0, la résolution du systeme de Serret-
Frenet est beaucoup plus simple. En effet, le vecteur unitaire t s’écrit dans les coordonnées

cartésiennes comme

t = cos pe; + sin ¢es.

Le vecteur n orthogonal a t serait
n = —sin ¢e; + cos ¢es.

En dérivant ces vecteurs, on obtient

En les comparant avec les équations du systeme (SSF), les fonctions de courbure et torsion

°
seront k(s) = ¢(s) et 7 =0 et ainsi on peut écrire

qb:/ﬁds—i-cl
et

X

tds + Co

[cos p(s)e1 + sin ¢(s)eq]ds + co

[cos ¢(s)e1 + sin ¢(s)e2]5—;d¢ +c
1

®[COS P(s)er + sin ¢(s)ez]dg + ca.

Il
—— — —

Exemple 1.9.1

Résolvons le systeme de Serret-Frenet avec k(s) = 1/s et 7 = 0 pour s > 0. D’aprés la

L]
remarque précédente k(s) = ¢(s) = 1/s, d’ot1 ¢ = Ins+c; ou bien s = e?~°1 et k = ¢+,
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On en déduit que

‘ -

>
I

5 [cos pe; + sin pes]dp + co

~“cos ¢e; + sin pes|de + co

(@)
©-

——
=

N —

€71 [(cos ¢ + sin ¢)e; + (sin ¢ — cos ¢)es] + ¢

o[

e?~ [(cos(p(s) — m/4))er + (sin(¢(s) — 7/4))es] + ca.
En choissisant § = ¢ — /4, ¢ = w/4 et co = 0, on obtient

X = gee [(cosf)eq + (sin(f)eq] .

Ainsi dans les coordonnées polaires cette courbe est donnée par r = TQeg, appelée spirale

logarithmique.

1.10 Développante et développée d’une courbe

Définition 1.10.1

L’ensemble des tangentes a une courbe C forme une surface appelée surface tangente
a une courbe. La courbe C* qui est sur cette surface et qui est orthogonale a toute ces
tangentes s’appelle la développante a la courbe C et la courbe C est la développée de

la courbe C*

Alors si la courbe C est donnée par sa représentation curviligne x(s) et la courbe C* qui
croise la tangente t(s) au point x*, le vecteur x* — x(s) est proportionel a t(s), autrement
dit

x"(s) = x(s) + k(s)t(s).
De plus sur une développante le vecteur tangente

dx*

y — X+ kt 4+ kt = (1 + k)t + kn
S

est orthogonal a t. Ce qui implique

dx* . .
7 t=01+kt-t+kkn-t=(1+k)=0.
s
En intégrant par rapport a s on a k(s) = —s + ¢, ainsi pour chaque valeur de la constante

c on a une développante donnée par
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La valeur de x* n’est pas définie en un point d’inflexion, en effet

dx*

ds

:).c—l-(c—s)’;—t:(c—s)’;

L]
et comme en un point d’inflexion t = 0 le vecteur unitaire t* n’existe pas. Par ailleurs si
. o
on remplace t par kn, on trouve que t = 0 lorsque x = 0.
Théoréeme 1.10.1

La courbure d’une développante C* de la courbe C est donnée par

" K24 72
(k") = P (1.24)
Preuve.
dx* e . dx*
= )t —t=(c— = |(c —
I =Xt (c—s) (¢ — s)kn, I |(c — s)K],
tr = d;; / d;; = sign|[(c — s)k|n,
dt* . ° .
Fre sign|[(c — s)k|n = sign|[(c — s)k|(—kt + Tb),
s
av_dv |ax'| bt b
ds*  ds' | ds (c—s)k
Ainsi
* |2
(k*)2 = dt _ M
ds* (c — s)2K?

(]

L’équation x*(s) = x(s) + k(s)t montre que |x* — x| = |k(s)t| = |k(s)|, donc |k(s)| =

|c — s| est la distance entre x*(s) ol la courbe C* intersecte la tangente t(s) au point x(s).
Supposons Ci et C5 sont deux développantes de C des équations xj(s) = x(s) + (c1 — s)t
et x5(s) = x(s) + (ca — s)t de sorte que ¢; — s et co — s soient positifs. Alors la distance

entre ces deux courbes est une constante égale a
[(c1 = 8) = (c2 = 8)| = |ex — .

Nous allons a présent renommer la courbes C par C* et la courbe C* par C de sorte
que C* soit une développée de C. Dans ce cas le vecteur x*(s) — x(s) sera orthogonal au

vecteur tangent t(s), donc dans le plan (n,b). D’ou

x*(s) = x(s) + a(s)n + ((s)b,
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sera I’équation de la courbe développée. En dérivant par rapport a s on obtient

dx*

ds

:)‘(—F&n—kaﬁ—kﬂb—i-ﬂb
=t + an + a(—+t + 7b) + fb — Grn

— (1—ar)t+ (& — Br)n+ (3 + ra)b.

Comme % est aussi tangent & C* alors il est proportionnel & x*(s) —x(s) = a(s)n+3(s)b,

alors il existe une fonction k(s) telle que
1—axk =0, c.v—ﬂT:ka, O+ T1a = k0.

La premiere équation donne o = 1/ et en éliminant k entre les deux dernieres équations,

on aura (& — A7) — (B + Ta) = 0, par conséquent

° ]
pa —ap
T=—.
a? + (32
Par ailleurs si 6(s) est un angle tel que cotanf = (3/«, alors en dérivant cette relation par
rapport a s, on aura

. ° . . ; -
(é) — M = (cotane)/ 0= — (]_ +C0tan29) 0— _ (M) 9’

! a? a?
d’out
° L]
pa—af o d g
T=——— =0 =— | arccotan— | ;
a? + (32 ds «
En intégrant on obtient 5 = acotan [ i Tds—l—c] et comme o = 1/k alors I’équation

générique d’une développée d’une courbe C est
. 11
x*=x+ —-n+ —cotan | | 7ds+ c¢| b. (1.25)
K K

Exemple 1.10.1
Reprenons ’Exemple 1.4.3 et d’aprés (1.11) et (1.12)

S—/
0

et les courbes développantes sont

dx

Zldt = (a? + b2,
o (a” +b%)

*

X' =x+(c—s)t
a(c— s)sint

Va5

b(c—s) le
Va2 + 2

- t
lex + [asint + a(c — s) cos

N

= [acost — leg + [bt +
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Notons v = c(a? + b2)~1/2, comme t = s(a? 4 b2)~/2,
x* = a(cost + tsint) — ysintle; + a[(sint — tcost) + v costles + byes.

Remarquons que le coefficient de es est constant, donc pour chaque valeur de vy, il
existe une courbe développante confinée dans le plan s = by.
Réciproquement si la courbe C est une courbe plane, i.e. T = 0, alors I’équation (1.25),

implique que une développée de C a comme équation
N 1 &
x*=x+4+—-n+ —b, ¢ = constant.
K K

Comme le vecteur binormal b est indépendant de s, alors la courbe développée de C est

confinée dans le plan osculateur.

1.11 Théorie de contact

Intuitivement il semble que pour une courbe donnée C ’ensemble des plans qui coupe
C au point x et ils contienent aussi le vecteur tangent a la courbe au point x ont un degré
de contact plus grand que ceux qui ne contienent pas le vecteur tangent et parmi ceux qui
contienent le vecteur t le plan osculateur est celui qui a un degré maximum. Pour définir
le dergé de contact d'une surface S d’équation F'(x1,x2,x3) = 0 qui intersecte la courbe C
au point xg = x(tp), on suppose que cette courbe intersecte la surface S en n — 1 autres
points x; = x(t1), X2 = x(t2), -+ Xp—1 = X(t,—1) dans un voisinage de xg. Considérons
la fonction f(t) = F(z1(t),x2(t), x3(t)). Il est clair que

f(tn—1) = F(z1(tn-1), 22(tn-1), 23(tn—-1)) = 0

Si on considére que la fonction f est de classe C™, le théoreme de Rolle implique qu’il

existe t,th, - ,t,_4 avec tog <ty <ty, t; <th <ts, -+, ty_o <t _; <tn_1, tels que
) =f(ty) == fl(th-1) =0

De nouveau appliquons le théoreme de Rolle, alors qu'’il existe ty,t5,--- ,t!_; avec t] <

th < th, th <t§ <th -t o, <tl <t |, tels que

P18 = £1(8) =+ = () = 0.
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En continuant de cette fagon on trouvera tg,t),t5, - ,tﬁj tous dans un voisinage de tg
tels que

flto) = f/(8h) = f"(t5) = --- = fOV(tp=1) = 0
Supposons & présent que les points x; = x(t1), xo = x(t2), -+ Xp—1 = X(t,—1) s'ap-
prochent au point xq, lorsque les les parameétres t1,to, --- ,%,_1 tendent vers tg, alors la

famille des surfaces {S} converge vers une surface S* de I’équation F*(z1,z2,x3) = 0 et

la fonction f*(t) = F*(x1(t), x2(t), z3(t)) qui est toujours de classe C" vérifie & la limite

’ ¥ (n—=1)
F*(t0) = £ (to) = £ (to) = -~ = £ " (o) = 0.
d’ou la définition
Définition 1.11.1
Soit C une courbe de 'équation paramétrique x(t) = x1(t)e1 + x2(t)es + x3(t)es qui est
en contact avec la surface réguliére S de ’équation F(x1,x2,23) = 0 au point Xq, alors ce
contact est de degré n si la fonction f de classe C™ définie par f(t) = F(x1(t), x2(t), z3(t))
vérifie
flto) = f'(to) = f'(to) =+~ = fV(tg) =0 et fM(ty) #0.
Théoréme 1.11.1

Le degré de contact d’une courbe avec une surface est indépendant de la paramétrisation

de la courbe.

Preuve. Considérons
x(0) = z7(0)e1 + z5(0)ex + z5(0)es, et x(t) = z1(t)er + xa(t)ea + x3(t)es

soient deux paramérisations de la courbe C, avec

Alors
9(0) = F(x7(0),25(0), x3(0)) = F(x1(t(0)), 22(t(0)), z3(t(9))) = f(t(9))
g'(0) =1'f'(t(0))
g"(0) = (¢')* f"(t(0)) + " f'(¢())

et d’une maniére générale ¢(¥)(g) sera une combinaison linéaire de f(¥)(t(9)), pour i <
k. Ainsi lorsque f®)(tg) = f®)(t(8y)) = 0 pour tout k = 1,2,--- ,n — 1 et fM(tg) =
F™(t(89)) # 0, on a de méme g (tg) = 0 pour tout k =1,2,--- ,n — 1 et g™ (tg) # 0.0
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Exemple 1.11.1

Considérons la courbe x(t) = te; + t?ey + t3ez. Cette courbe est en contact avec la pa-
raboloide 3 + x3 — ¥y = 0 au point xog = x(0) et ce contact est de degré 6. En effet
f(t) = 2+ (t3)2 —t2 = 15 et f/(t) = 6t°, f'(t) = 30t*, fO(t) = 12063, fW(t) =
360t2, fO)(t) = 720t, O (t) = 720. Donc f*)(0) =0, pourk =1,2,3,4,5 et f©(0) #0.



Chapitre 2

Les surfaces

2.1 Représentation paramétriques des surfaces régulieres

Intuitivement une surface réguliere ressemble localement & une portion d’un plan.
C’est le cas lorsque une surface S est constitutée localement par une fonction suffisa-
ment réguliere. Puisque nous voulons utiliser les utiles du calcul différentiel, nous allons
supposer que cette fonction est au moins de classe C! et pour s’assurer qu’en chaque point
de cette surface on peut considérer un plan tangent nous imposons que le rang ' de la

matrice jacobienne de cette fonction est 2 en ce point. D’ou la définition suivante :

Définition 2.1.1
Une représentation paramétrique de classe C™ d’un ensemble des points S dans R? est une

application x = f(u,v) d’un ensemble ouvert U du plan (u,v) dans S telle que

(i) f est de classe C™ dans U ;
(ii) Si (e1,eq,e3) est une base de R? et f(u,v) = fi(u,v)e; + fa(u,v)es + f3(u,v)es,

alors pour tout (u,v) € U

of1 of

ou ov
RgJ=Rg |92 92| =2

Ofs  Ofs

ou v

Comme dans le cas des courbes les variables u et v sont appelées les paramétres et une
représentation paramétrique est notée par x = x(u,v). Les dérivées partielles de x sont
notées

ox 0x 0%x 0%x

= a5 X = 57— Xuu = Xuv =
ou’ ov’ ou?’ Oudv’

!Dire que le rang d’une matrice n x m, A est p (qu’on note RgA = p), signifie que p est le plus

Xy etc.

grand entier < min{n, m} tel qu'on peut extraire de la matrice A une sous-matrice carrée p X p , dont le

déterminant est non nul.
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L’image de U par 'application x est un ensemble des points S appelé une surface de
classe C™. La ligne (u,vp) de coordonnée constante vy a pour image dans S une courbe de
paramétre u, que 1'on note x(u) = x(u,vg) et de la méme maniere la ligne droite (ug,v)
dans le plan (u,v) a pour image la courbe paramétrée x(v) = x(ug,v). Dans le plan (u,v)
les deux lignes (u,vg) et (ug,v) se croisent au point (ug,vg) et X, (ug) = xy(ug, vo) est la
dérivée directionnelle dans la direction de u qui est tangente & la courbe x(u) au point
(ug,vg) de méme x,(vo) = X, (ug, vo) est la dérivée directionnelle dans la direction de v qui
est tangente a la courbe x(v) au point (ug,vg). Ainsi pour pouvoir définir le plan tangent

a la surface au point (ug,vp), il faut et il suffit que x,, A x, # 0 en ce point. Alors que

or1 Oz
€1 ou ov
Xy A X, =det | ey % %

Oz3  Ox3
€3 ou ov

_ (Or2 0wy OwgOup\ - (OwgOry  Owydrs) . (0r10rs 0Ors 0w
“\Oou v ou v ) ! ou v Ou ov ) ? du Ov  Ou dv )
Donc Rg J = 2 est équivalent a x,, A x,, # 0 et la condition (ii) de la définition 2.1.1 est

équivalent a
(i)’ Pour tout (u,v) € U on a x, A x, # 0.

Exemple 2.1.1

La représentation paramétrique
x(u,v) = (u+v)e; + (u—v)eg + (u® +v?)e;
définit une application du plan (u,v) sur une paraboloide elliptique xs = %(CL‘% +3) et que

€1 1 1

|y AXy| = |det |ea 1 —1|]|=+/4+8u?+v?)#0.

es3 2u 2v

Ainsi cette représentation est réguliére, méme de classe C*°. En fixant v = vy dans le plan
(u,v) et en éliminant u de x1 = u + vy et x9 = u — vy, on peut affirmer que la courbe
x(u) = (u+wvp)er + (u—wvp)ex + (u? +v3)es est dans le plans x1 — x9 = 2vg (c’est d’ailleurs
lintersection de ce plan avec la paraboloide elliptique) et de méme en fixant u = ug la
courbe x(v) = (ug +v)er + (up — v)es + (ud +v?)es est lintersection de cette paraboloide

elliptique avec le plan x1 + x2 = 2uy.

Exemple 2.1.2

La représentation paramétrique

x(0,¢) = (cosOsin ¢p)e; + (sinfsin p)es + (cos ¢)es
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définit une application du plan (0, ¢) sur une sphére unité, notée S* : |x| = 1. Cette

représentation n’est pas réguliére le long des lignes ¢ = +nm,n € N, car

e; —sinfsing cosfcos
|xg Axg| = |det | @3 cosfsing  sinfcos ¢
€3 0 —sin¢
= |(— cos @sin” ¢)e; — (sinfsin? @)es — (sin ¢ cos @)es| = | sin ¢).

ce qui est nul pour ¢ = nn. Tandis que si on se restreint a la bande B = {(0,¢) |
—00 < 0 < o0, 0< ¢ <7}, alors la représentation devient réguliére, méme C*> et son
image est S?, la sphére S? pointée du péle nord et du péle sud. Pour chaque ¢ = ¢q
fixé on retrouve un paralléle des latitudes et pour 8 = 0y fixé on retrouve un méridien de
longitude. Remarquer que les paralléles de latitude et les méridiens de longitude se croisent

a Pangle droit, car
Xg Xy = ((—sinfsin ¢)e; + (cosfsin g)eq) - ((cos 6 cos ¢)eq + (sin b cos ¢p)es —sin pez) = 0.

Supposons que x(u,v) est une représentation paramétrique de classe C" de la surface
S définit dans un ouvert du plan (u,v) et considérons deux applications p = p(u,v) et

q = q(u,v) de classe C™ de U dans le plan (p, ¢)? telles que le jacobien

o 9p  9p

O(u,v) 2 o

11 est possible que l'application (u,v) — (p(u,v),q(u,v)) ne soit pas bijective de I'ouvert
U dans le plan (p,q), mais en utilisant le théoreme des fonctions inverses, pour chaque
(ug,vp) € U il existe un voisinage W de ce point et un voisinage W* du point (pg, qo) =
(p(up, vo), q(up,vp)) dans le plan tel que (u,v) — (p,q) est une bijection de W sur W* et
son inverse (p,q) — (u,v) est aussi de classe C"™. Considérons & présent la composée de

ces applications x*(p, q) = x(u(p, q),v(p,q)) c’est une application de W* dans S et on a
x, A Xy = (Xutp + XpUp) A (Xulg + Xpy)

= (%u A Xy) (upvg — vpug)

d(u,v)
opa) 7"

~1
puisque x, A x,, # 0 et le jacobien g((Z’Z)) = [g((z’g))] # 0. Ainsi x = x*(p, ¢) devient une

= (Xy A Xy)

représentation paramétrique de x, inversible, réguliere de classe C™ ainsi que son inverse.
L’ application (u,v) — (p, q) sera notée par ® et dans la figure 2.1 on schematise ’'Exemple
2.1.2.

“Dans Pexemple précédant on a noté (p,q) par (6, ).
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Figure. 2.1

Malheureusement cette représentation est encore plus restrictive que la précédente, elle
est définie juste sur un ouvert W* plus petit que ®(U). Notre but & présent est de définir

une surface a I'aide d’une famille de telles représentations partielles.

Définition 2.1.2
Une coordonnée locale de classe C™ sur une surface S dans R3 est une application

x = x(u,v) d’un ensemble ouvert W du plan (u,v) dans S telle que
(i) x est de classe C™ dans W ;
(ii) Pour tout (u,v) € W on a x, ANXy #0;

(iii) x est un homéomorphisme local.

On appelle carte locale, l'ensemble w = x(W) limage de W par la représentation pa-

ramétique en coordonnée locale.

Exemple 2.1.3

Considérons

x(u,v) = uey +veg + /1 — (u? + v?)es, u? +0v? < 1. (2.1)
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C’est une application du disque D(0,1) = {(u,v) € R? | u? +v? < 1}, sur la hémisphére

supérieure de |x| = 1. Il est claire que x € C* et que

%y A Xy| = ‘ [el —u(l—(u+ 02))71/2 eg} A |:62 —v(1— (u? +v2))71/2 93} ‘

= ‘u (1- (u2+v2))_1/2e1+v(1 - (u2—|—v2))_1/2e2—|—e3‘
1
= 0 pour tout u,v € D(0,1).
1_(u2+v2)7ﬁ p (0,1)

Donc, c’est une représentation paramétrique de classe C* sur la hémispheére supérieure,
elle est aussi bijective, car si x(u,v) = x(u’,v") alors en comparant les deux premiére
composantes on a u = u' et v = v', injectvité sur x(D(0,1)) implique alors la bijectvité.
L’application (u,v) +— x(u,v) donnée par (2.1) est continue son inverse (xi,x2,x3) —
(x1,22) = (u,v) est une projection donc aussi continue alors cette représentation est une

coordonnée locale de classe C*° sur hemi-sphere.

Exemple 2.1.4
Considérons la courbe v de I’équation r = sin 20 dans les coodonnées polaires avec 0 < 6 <
3% Soit x(0, ) un cylindre dont chaque section parallele au plan (x1,x2) soit la courbe

~. Ce cylindre est représenté par
x(0, o) = sin 26 cos fe; + sin 20 sin fey + aes.
Remarquons que

|xg A Xq| = |[(2cos 260 cos @ — sin 20 sin 0)e; + (2 cos 26 sin 6 + sin 260 cos 0)es| A es]
= |—(2cos 26 cos § — sin 260 sin 0) ey + (2 cos 260 sin § + sin 26 cos 0)ey|

3
=1/3c0s220+1#0 pour tout 0 <0 < Zﬂ

Il est clair que I'application (6, ) — x(6, ) est continue et bijective sur x (]0, 2L [xR),
car si x(0,a) = x(#',a/) alors en comparant la troisiéme composante on a « = ' et les

deux premiéres impliquent

sin 20 cos 6 = sin 20’ cos §’

sin 26 sin @ = sin 26’ sin ¢’

ce qui donne
sin20  sinf®  cos@’

sin20’  sinf  cos#f

ou bien

cos @' sinf — cosfsin @' = sin(6 — 0') =0
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et comme 0 < 6,6 < ?jT", alors 8 = 0'. Mais l’application réciproque n’est plus continue,
2 1 2 iy L : s : AT
= cos -e1 +sin = sin -ex +aeg) converge vers (sin 7 cos Fe; +sin 7sin e+

1
n’

car la suite (sin

™
2
homéomorphisme et elle ne présente pas une coordonnée locale.

aes) = aes sans que (-,«) converge vers (%, «). Or, cette application n’est pas un

Soit f une fonction de classe C™, d’un ouvert du plan (u,v) dans R, alors la représentation
paramétrique
x(u,v) = uey + veg + f(u,v)es (2.2)
est une représentation de coordonnée locale. En effet,
Xy A Xy| = [[€1 + fues] A [ex + foes]|
= [—fuer — fve2 + €3

=V f24+ f2+1+#0 pour tout (u,v) € R%

Donc c’est une représentation paramétrique de classe C™ et de plus comme dans Exemple

2.1.3, c’est un homéomorphisme, donc c’est une coordonnée locale.

Définition 2.1.3

Une coordonnée locale de classe C™ du type (2.2), ou x(u,v) = uej + f(u,v)es + ves, ou
x(u,v) = f(u,v)e; + ues + ves s’appelle une coordonnée locale de Monge de classe
C™ lorsque la fonction f € C™(U).

Théoreme 2.1.1

Si S est une surface admettant une représentation paramétrique de classe C™, alors pour

tout point M de S, il existe une coordonnée locale de Monge qui contient M .

Preuve. Comme S admet une représentation paramétrique x(u,v) de classe C™, alors si

M = x(ug,vg), le jacobien de x au point M est de rang 2. Sans perdre de généralité on

deta_xza_;Q#O

ou ov
au point (ug,vp). Considérons a présent l'application ® : (u,v) — (z1(u,v),z2(u,v)). 11

peut supposer

est clair que cette application est de classe C" et son jacobien est continu différent de zéro
au voisinge de (ug, vg), alors d’apres le théoréme d’inversion locale, il existe un voisinage
W du point (ug,vg) et un voisinage W* du point (xg,yo) = (21 (uo,v0), z2(ug, vg)) tel que
® présente un homéomorphism de classe C™ de W sur W* et que son homéomorphisme
réciproque ¢! est aussi de classe C™ de W* sur W. Comme ®(u,v) = (x1,72) alors

&~ 1(x1,29) = (u,v) et Iapplication composée de W* dans S sera

x = 21 (u(z1, v2),v(x1, 22))e1 + w2 (u(w1, 22), v(21, T2))e2 + 23(u(21, T2), v(T1, T2))€3

= x1e1 + x93 + x3(u(r1, 22), v(71, 72))e3
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qui est bien une coordonnée locale de Monge définie dans W*, dont I'image contient le
point M. O

Définition 2.1.4
Considérons une surface S sur laquelle on définit une famille A de coordonnées locales de

classe C™ telle que

(i) Uyeqw, ot chaque w est une carte locale, couvre S, c’est-a-dire pour tout point M
de S il existe une carte w l'image de W par une représentation paramétrique en

coordonnée locale x(u,v) de A telle qu’elle contient M ;
(ii) Pour chaque carte w il existe un ouvert V de R3 tel que w =V N S.

Dans ce cas S s’appelle une surface simple de classe C™.

Considérons & présent deux cartes x(u,v) et x*(6, ¢), d’une surface simple S de classe
C™ qui ont une intersection G non vide. Soient W l’ensemble du plan (u,v) dont I'image
par x est G et W* I’ensemble dans le plan (6, ¢) dont 'image par x* est G. Comme x et x*
sont les homéomorphismes de W sur G et de W* sur G, alors il existe une transformation
bijective 0 = 0(u,v) et ¢ = ¢(u,v) de W sur W* telle que x(u,v) = x*(0(u,v), p(u,v)).
On peut démontrer 3 que W est un ouvert dans le plan (u,v), cette transformation est
de classe C™ et que le jacobien 9(u,v)/d(p,q) # 0. Une telle transformation s’appelle
trasformation paramétrique admissible et il découle du théoreme de la fonction in-
verse que si 0 = O(u,v) et ¢ = ¢(u,v) est une transformation paramétrique admissible
alors 'application réciproque est aussi une transformation paramétrique admissible. D’ou

le théoréme suivant :
Théoréme 2.1.2

Sur lintersection non vide de deux cartes locales d’une surface simple, les coordonées

paramétriques de classe C™, sur chaque carte est admissible .

Exemple 2.1.5

Reprenons ’'exemple 2.1.3

(a) La hémisphére supérieure de la sphere |x| = 1 est une surface simple de classe C*°, car
Ia coordonnée locale de Monge x(u,v) = uej +veg++/1 — (u2 + v2)es, u>+v? < 1 est
de classe C* et elle méme couvre la hémisphére et de plus elle est égale a I'intersection
d’elle méme avec R3.

(b) En général une surface simple est une surface sans bord. Par exemple la hémisphére
de la sphére z3 + z3 + 23 = 1 avec son équateur n’est pas une surface simple,
puisque si P((x1)o, (22)0,0) est un point de I'équateur et si on suppose que la sur-

face {(z1,22,23) | 0 < xz3 = /1 —a% — a3 < 1} est simple, alors il existe d’aprés

33 titre d’exercice
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Théoréme 2.1.1, une coordonnée locale de Monge de la forme x = x1e; + xo€2 +
V1 — 27 — z3es telle que w = x(W) contient P et W est un ouvert du plan (z1,x3).
Mais on remarque que tous les points voisins de P ne sont pas dans W, ce qui contredit

que W est un ouvert.

Remarquons que la sphére enriére S? = {(x1, z2, 3 22422+ 22 = 1) est aussi une
q q D ) ) 1 2 3

surface simple car elle peut étre couverte par six carte de type Monge

X =1x1€1 + Toeo £ 4/1 —a:% —1‘%63

X:$181i1/1—$%—$§eg+1‘3e3
X:i\/1—$%—$§el+$292+$363

Les quatre premieéres couvrent les quatre points cardinaux de la sphére
(0> 07 1) (07 07 _1) (07 17 0) (07 _17 0)

et les deux derniéres couvrent les points (1,0,0) (—1,0,0) et chaque carte est l'inter-

section d’un demi espace ouvert approprié avec S2.

Les équations
x(u,v) = uej +veg + /1 — (u? + v?)es, w02 <1
et
x(0,¢) = (cosOsinp)e; + (sinfsinp)es + (cosples, 0 <O <m, 0<p<m

définient deux coordonnées locales de classe C* sur la sphére S? telles que leur inter-

section est le quart de la sphére {zo > 0 x3 > 0} et la transformation

u
¢ = arccos V1 — u? — v2, 6 = arccos <7>
Vu? + v?

est admissible sur {u? +v? <1 | v > 0}.

2.2 Plan tangent et vecteur normal

Soit x(u,v) une représentation paramétrique d’une surface simple S dans une coor-

donnée locale de classe C™ et t — (u(t),v(t)) une courbe réguliere de classe C™ dans le

plan (u,v). Considérons I'image de cette courbe sur la surface S, notée y(t) = x(u(t), v(t)).

11 est clair que en tant que la composée de deux applications C™ y(t) esst de classe C™ et

que le vecteur tangent dy/dt # 0, car sinon, ‘Z—Z = xu‘fi—zj—kxv‘fl—? = 0 et comme x,Ax, # 0 les
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vecteurs x,, et x, sont linéairement indépendants et ceci entraine que du/dt = dv/dt =0
au point ¢ ce qui contredit la régularité de la courbe t — (u(t),v(t)). Ainsi la courbe y(¢)
est réguliere de classe C™.

Réciproquement, si y () est une courbe sur une surface simple S. Il est possible qu’on ne
puisse pas trouver une carte locale contenant le point yo = y(¢¢), de sorte qu’elle contient
entierement la courbe y(t), mais il existe toujours une partie connexe de la courbe qui
sera sur cette carte. Alors en appliquant ’homéomorphisme réciproque de classe C™, il
existerait une courbe t — (u(t),v(t)) réguliere de classe C™ dans le plan (u,v) telle que

y(t) est son image sur S.

Définition 2.2.1
Soit T un vecteur non nul, on dit que le vecteur T est tangent & la surface S au point
M € S, s’il existe une courbe réguliére y(t) passant par M = y(to) telle que T = dy/dt

au point tg.

Six(u,v) est une représentation de coordonnée locale de S telle que la carte w = x(W)
contient le point M et y(t) = x(u(t),v(t)), alors % = xuccll—? + xv‘fl—;’ et comme les vecteurs
X, et X, sont linéairement indépendants, deux vecteurs T et T* s’ils ne sont pas colinéaires,
ils sont linéairement indépendants et s’ils passent tous par le point M, alors ils forment

un plan affine passant par le point M.

Définition 2.2.2
Le plan passant par le point M et paralléle aux vecteurs x, et X, s’appelle le plan tangent
a la surface S au point M € S et si le point M sur la surface S est noté par xy =

x(ug, vg), le plan tangent peut étre représenter par
y = xg + hxy, + kxy, —00 < h, k < o0.

Définition 2.2.3
Soit P le plan tangent passant par le point M et les vecteurs x, et X, définis par une
coordonnée locale qui passent par le point M de sorte que (Xy,Xy,Xy A Xy) forment un

triedre direct, alors le vecteur
Xy N\ Xy

(2.3)

- |Xy A Xy |

s’appelle le vecteur unitaire normal.

Soit x*(6, ¢) une autre représentation paramétrique d’une surface réguliere S, dont la carte
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contient aussi le point M. Sur I'intersection des cartes représentées par x et x* on a

xp A Xy, = (XuUp + X)) A (Xulg + XpUg)

= (Xu A Xyp) (UgUgy — UpUp)

de sorte que

L XAXE x, A, (8(u,v)/‘8(u,v) )
Ixp AxG| [xu Axy| \O(0,0)/ |0(6,0)
(u, v))
= sign N
© (aw, 9)
Ainsi N et N* ont le méme sens si et seulement si ggz;g > 0 au point M. Ceci montre que

N et N* deux vecteurs normaux unitaires de deux coordonnées locales qui se chevauchent
sur une partie contenant le point M se différent seulement par un signe +. Ainsi la ligne
passant par le point M et perpendiculaire au plan tangent qui s’appelle la ligne normale

est indépendant au choix des coordonnées locales. Cette ligne est donnée par 1’équation

y = xo + kN, —0 < k < 0.

Définition 2.2.4

Une surface simple S est dite orientable, s’il existe une famille des coordonnées locales
A telle que si x(u,v) et x*(p,q) sont deux représentations paramétriques dont les cartes
correspondants se chevauchent sur une partie contenant le point M de S, alors en tout
point de cette partie O(u,v)/d(p,q) > 0.

Grosso modo, sur une surface simple orientable le vecteur normal unitaire peut varier
continiiment sans changer de sens. L’exemple le plus standard d’une surface non orientable
est la bande de Mobius 4. La direction de N s’appelle la direction extérieur a la
surface.

Cette remarque implique qu’une surface réguliere S ne peut pas étre toujours globa-
lement orientable, mais par contre on peut toujours se restreidre a une carte locale dans
laquelle S est orientable, en se donnant le vecteur normale N sur cette carte locale. N

s’appelle l'orientation de S et on peut donner la définition suivante :

Définition 2.2.5

Soient S une surface simple avec une orientation N et

S*={(z,y,2) €eR® | 2> +y*+2° =1}

4Pour plus de détail voir sur internet le site http ://www.mathcurve.com /surfaces/mobius/mobius.shtml
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la sphére unité de R3. L’application N : S+ S? définie par (2.3) s’appelle application

de Gauss.

Comme la surface est simple, ’application de Gauss en chaque point P € S est différentiable
et son différentiel, noté dN p est une application linéaire du plan tangent Tp(S) au Tn(p)(S?).
Comme ces deux plans sont paralleles, alors on considere dINp comme une application

linéaire de 7p(S) dans lui méme.

Théoreme 2.2.1
Le différentiel dN p de I'application de Gauss au point P est une application linéaire auto-

adjointe.

Preuve. Le différentiel d’une application N : S +— S? est toujours une application linéaire
de Tp(S) — Tnp)(S?). Comme nous avons identifié 7p(S) = Tnpy(S?), alors dNp est
une application linéaire de 7p(S) dans lui méme. Pour qu’elle soit auto-adjointe il suffit
de montrer que pour une base {wi,wa} quelconque de 7p(S) on a dNp(wy) - wy =
wy - dNp(ws). Si x(u,v) est une paramétisation de S alors {x,,x,} forme une base de

Tp(S). Siy(t) = x(u(t),v(t)) est une courbe paramétrisée de S,avec v(0) = P alors

dNp(7/(0)) = dN p(x,u'(0) + x,0'(0)) = v/ (0)dNp(x,,) + v'(0)dN p(x,)
d

= aN(u(t),v(t))L:O = N,/ (0) + N,/ (0).

Ceci implique que dNp(x,) = Ny, et dNp(x,) = N,. Par ailleurs comme N est perpendi-
culaire au plan 7p(S), alors N-x,, = N-x, = 0 et en dérivant respectivement par rapport
a v et v on aura

Ny x4y +N-x,, =0, Ny -x, +N-xy, =0.

Ainsi on en déduit
N, x,=-N-x,, =Ny, x,.

O
Concernant les matrices auto-adjoint, il existe un résultat assez connu d’algebre linéaire

qui s’ énonce comme suit :

Théoreme 2.2.2

Soit A : V + V une application linéaire de V® dans lui méme. Alors il existe une base
orthonormée {e;, ez} dans V, telle que dans cette base A est une matrice diagonale et sur
la diagonale il apparait deux valeurs propres de A, A1 et Ao tel que si Ay > Ag, alors ils
sont respectivement le maximum et le minimum de la forme quadratique Q(v) = Av - v

lorsque v parcourt le cercle unité de V.

®On prendera par exemple V de dimension 2.
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De ce théoreme il suit que la matrice de dNp admet des valeurs propres que 'on va les

étudier dans les paragraphes suivants.

Exemple 2.2.1

Le tore est la surface engendrée par la révolution d’un cercle (C) autour d’une droite (D)
de son plan. Supposons que le cercle (C) se trouve initialement dans le plan (x1,x3), avec
son centre sur I'axe x1 a distance b de I'origine et son rayon est égal a a, (a < b). Aprés avoir
tourné d’un angle 6 autour de 'axe x3 son centre se trouve au point u = b cos fe; +bsin fes
et son vecteur rayon aprés avoir tourné d’un angle ¢ autour d’axe xs peut étre représenté
par le vecteur r = asin ¢ cos fe; + bsin ¢ sin fes + a cos ¢es. Ainsi le point générique x =

u + r sur le tore a comme représentation dans les coordonnée (6, ¢) € R?,
x = (b + asin ¢) cos fe; + (b + asin ¢) sin fey + acos pes, (0, ¢) € R%
Visiblement x(0, ¢) est de classe C* et

xp = —(b+asin¢)(sinf)e; + (b + asin ¢)(cos f)ez

Xy = (acos ¢ cosf)e; + (acos ¢psinf)e; — (asin ¢)es.
Ainsi

|xg A xg| = |a(b+ asin ¢)[—(sin ¢ cos §)e; — (sin ¢ sin f)es — cos pes]|
=a(b+ asing) # 0.

figure 2.1 : un tore avec a =1 et b = 2 représenté par scilab avec >plot3d3
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2.3 Premiere forme fondamentale

Dans le chapitre précédant on a vu qu’une courbe dans R?, dépend d’une maniere
intrinseque de deux quantités : courbure et torsion. De la méme maniere chaque surface
dans R3 est déterminée d’une maniere unique par deux quantités qui sont localement
invariantes, appelées premiere et seconde formes fondamentales.

Soit x = x(u,v) les coordonnées locales d'une surface S de classe > 1. On appelle
le différentiel de x, noté dx une application bijective du vecteur (du,dv) dans le plan uwv
associe le vecteur

dx = x,du + x,dv,
dans le plan tangent. dans la figure suivante on remarque que 'image du vecteur (du, dv)
n’est pas le vecteur dx dans le plan tangent, mais c¢’est un vecteur qui relie le point x(u,v)

sur S au point (x(u + du, v + dv) qui est aussi sur cette surface.

____ %(u+du,v+dv)

(u+ du,v + dv)

Figure. 2.2

Calculons a présent la quantité
I =dx - dx = (xydu + x,dv) - (x,du + X, dv)
= (%u Xy )du® + 2(xy - Xy)dudv + (X, - X, )dv?
= Edu® + 2Fdudv + Gdv?
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avec les notations

EF=x, x4, F:i=xy %Xy, G:=xy, Xy (2.4)

La forme quadratique I(du,dv) = Edu? + 2Fdudv + Gdv? s’appelle premiére forme
fondamentale de la surface x(u,v) et les coefficients E, F' et G s’appellent coefficients

de la premziére forme fondamentale .

Remarque 2.3.1
La forme I(du,dv) ne dépend pas de la coordonnée locale choisie. En effet si G est I'inter-
section non-vide de deux cartes locales w et w* par deux transformations paramétriques
admissibles x(u,v) et x*(p, q), en tout point x(u,v) = x*(p(u,v),q(u,v)) de G, on a
I*(dp, dg) = |dx*|* = [xpdp + x;dg|?

= %, (pudu + pydv) + X (qudu + gudv)|?
= (5 pu + xgau)du + (3o + x5q0)dv]”
= |xudu + x,dv|? = |dx|* = I(du,dv).

Remarque 2.3.2

Par contre les coefficients de la premiére forme fondamentale ne sont pas invariants par

cette transformation. i.e.

(E(u,v), F(u,v),G(u,v)) # (E*(p,q), F*(p,q), G (p, q))-

FEn effet
E(u,v) = |Xu|2 = (X;pu + XZQu) ) (X;pu + XZQu)
= |s5?pi + 2(x5 - x5) (Pugu) + %5170
= E*(p,q)p: + 2F*(p, q)(pugu) + G*(p, 0) 2, (2.5)
F(u’ U) =Xyt Xy = (X;pu + XZQu) : (X;pv + quv)
= E*(p, Q)pupv + F* (P, ) (Puqu + Pou) + G*(P; ) quqo, (2.6)
et

G(u,v) = |x,|* = (X0 + Xyq0) - (%P0 + X500)
= E*(p,q)p2 + 2F*(p, ¢) (poaqw) + G*(p, ¢)q2. (2.7)

Théoréme 2.3.1

La forme quadratique I(du,dv) est une forme définie positive.
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Preuve. On peut présenter la forme I(du,dv) par une matrice 2 x 2.

o (823 227} (2

Edu+ Fd
= (du, dv) oy
Fdu + Gdv

= Edu’® + 2Fdudv + Gdv®.

Alors la forme quadratique I(du, dv) est définie par la matice symétrique A :=
F(u,v) G(u,v)

et pour qu’elle soit définie positive il faut et il suffit que £ > 0 et EG — F? > 0. On a bien
E=|x,>>0et"

E(u,v) F(u, v))

EG — F? = (x - ) (0 - Xp) — (Xu - Xp)?

= (xu A Xp)2 > 0.

Exemple 2.3.1

Considérons la surface définie par
x(u,v) = (u+v)e; + (u—v)eg + uves.

1l est claire que x,, = e1 + e + ves et que X, = €] — €3 + ues. Ainsi les coefficients de la

premiére forme fondamentale sont
E=x, - %x,=2+1% F=x, %Xy=uw, G=x, Xy=2+u>
et la premiére forme fondamentale est
I(du, dv) = Edu® + 2Fdudv + Gdv? = (2 4 v?)du? + 2uvdudv + (2 + u?)dv?.
Cette forme est définie positive car
E>0, EG-F*=2+vH)2+u?) —u*? =22+ u*+2v?) >0.

Faisons a présent un changement de parameétre p = u+v et ¢ = u — v. Cette transfor-

mation paramétrique est admissible car

= —2#£0.

1 -1

60n utilisera la formule (a Ab) - (c Ad) = (a-c)(b-d) — (a-d)(b-c).
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De plus la nouvelle coordonnée est une coordonnée locale de Monge

. 1
x*(p,q) = pe1 + qes + — (p* — ¢%) es.

4
Comme x;, = e; + ey et x; = ez — de3, on aura
2 2
b bq q
Ef=1+=— FF=-22 @G'=1+=—.
+47 4’ +4

Par conséquent aux points (u,v) = (1,1) et (p,q) = (2,0) on obtient x(1,1) = 2ey + €3 =
x*(2,0) et en ce point de S, E =3, F=1, G =3 et E* =2, F* =0, G* = 1. Donc
les coefficients de la premiére forme fondamentale ne sont pas invariant par rapport a la

transformation paramétrique admissible.

2.4 L’ aire d’une surface

Il y a trois entités que 'on peut calculer a I’ aide des coefficients de la premiere forme
fondamentale & savoir F, F' et G :
(a) La longueur d’ un arc sur une surface. Soit x = x(u,v) et y(t) = x(u(t),v(t))

un arc sur la surface de x. Il s’agit de calculer

|- | ’ L1t = / S e, o)

—/b xd—u—i-x@ xd—u+xd—v 1/2dt
S Ydt TV dt Ydt TV adt
b 9 971/2
du du dv dv
() e () ()]

b
du dv
= \[ (=, —7)dt.
/a (dt’ dt)
Exemple 2.4.1

Considérons sur la sphére unité

x(0,¢) = (cosOsin p)e; + (sinfsin p)es + (cos P)es

la courbe y(t) = x(0(t), ¢(t)) ot

0(t) = In(cotan(’; %)), st)=Z—1, 0<t<

Cette courbe commence de I’ équateur et remonte jusqu’ au péle nord en spirale. Calculons

xp = (—sinfsin ¢)e; + (cos fsin ¢)es

Xy = (cos 0 cos Pp)eq + (sinf cos p)es — (sing)es
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Ainsi
E =xg - xg = sin? ¢, F=x¢-%4=0, G=x4-x45=1
et
g 1 B 1 do 1
dt — 2sin(Z —L)cos(E - L) sin(—t)’ d

Ce qui donne

do\ > do do do\? sin? ¢
I_E(E) +2F($E)+G(E> - e 1=

et finalement la longueur de cette courbe sera

/2 do do w/2 T
ez/ \/I—,—dt:/ Vodt = —.
0 (dt dt) 0 V2

figure 2.3 : la courbe précédente vu d’en haut

(b) L’ angle entre x, et x,. Calculons cos (m)

— Xy * Xy F
cos (xu, xv) =

Cxullx]  VEG

Corollaire 2.4.1

Les vecteurs x,, et x,, sont orthogonaux si et seulement si F' = 0.
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Exemple 2.4.2
Reprenons I’Exemple 2.4.1 dans lequel

E =sin’¢, F=0, G=1.
donc cos (m) = 0, alors xy et x4 sont orthogonaux.

(c) Calcul de l’aire d’une surface. Considérons dans la figure 2.2, As = dudv (du > 0

et dv > 0) une petite surface dans le plan uv encadrée par du et dv au point (u,v).

Soit AS, I'image de As par x.

v
AS = |Azy N Axs| = |xydu A x,dv| J As
v+ dv
= |(xy A Xp)dudv| = |xy A Xp|dudv
= VEG — F2dudv
. . . R (u,v u+ du
Si W* est I'image de W dont laire est a calculer,
alors cette aire est égale a v
Figure. 2.4

A:// vV EG — F2dudv.
w

Lorsque S est une surface orientée (par exemple lorsque g((g g)) > 0 en tout point de W).

Alors A est indépendant du choix de paramétrage admissible. En effet, si p = p(u,v) et
q = q(u,v) est une transformation paramétrique admissible, en utilisant les formules (2.5),
(2.6) et (2.7) on obtient

EG - F? = (E*pi + 2F* p,qu + G*qi) . (E*p% + 2F*pyqy + G*qg)
- (E*pupv + F* (quv + pqu) + G*QuQU)2
_E*G* 2 2 22_2 F*22 _22_22
= (Puds + @uPy — 2PuPoqulv) + (F7)7(2Pupviuds — Pudy — Pudu)

— (B°G" ~ (F*)?) [%r

Ce qui implique

A:// vV EG — F2dudv
w

R[]

= // E*G* — (F*)2dpdq = A*.
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Exemple 2.4.3
Soit S la surface d’un tore que nous l’avons étudié dans I’Exeercice 2.2.1. Nous avons

trouvé

xp = —(b+ asin@)(sinf)e; + (b + asin @)(cos 0)es

Xy = (acos ¢ cosB)e; + (acos psinfh)e; — (asin p)es.

Ainsi E =xg-xg = (b+asing)?, F =xgp-x4 =0 et G = x4 %X, = a® et pour calculer

Paire de cette surface nous écrivons

2 2 2 2
Ag = / / VEG — F2dfd¢ = / / a(b + asin ¢)dfdeo
0 0 0 0
21

= 27r/ a(b+ asin ¢)d¢p = 2mwa [bp + a cos (b]g” = 472ab.
0

2.5 Seconde forme fondamentale

Soit x(u, v) une représentation paramétrique d’une surface de classe > 2. Alors en tout
point (u,v) de cette surface on peut correspondre une carte et un vecteur normal unitaire
N = (x4, AXy)/|%Xu AXy| qui est une fonction de (u,v) de classe au moins C'. Nous notons
par

dN = N,du + N,dv

le différentiel de N. Comme 0 = d(1) = d(N - N) = 2dN - N, alors N est orthogonal & dN
au point x(u,v) et en ce point dN est dans le plan tangent 7. Nous considérons & présent

la quantité

I (du,dv) = —dx.dN = —(xydu + x,dv) - (Nydu + Nydv)
= —x, - Nydu? — (x4 - Ny + x,, - Ny, )dudv — x,, - N,,dv?
= Ldu® + Mdudv + Ndv?

avec L = —x,, - Ny, M = —(x4 - Ny + %, - Ny) et N = —x,, - N,

La quantité II(du,dv) s’appelle la seconde forme fondamentale associée a x(u,v).
Comme I,II est aussi une forme quadratique avec les coefficients L, M et N, appelés
coefficients de la seconde forme fondamentale. En fin, comme I, I est aussi indépendant
des coordonnées locales et on peut montrer que si x*(p,q) est une autre représentation

paramétrique telle que

x(u,v) = x" (p(u, v)), ¢(u,v)),
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alors”

L= L*pi + 2M*quu + N*Q?L
M = L*puq, + M*(pu(h + pUQu) + N*quqo
N = L*p} + 2M*pyqs + N*q;.

Ce qui donne d’apres un simple calcul

LN — M? = <§((§’ ZDQ (L*N* — (M*)?) (2.8)

Comme x,, et x,, sont orthogonaux a N en tout point (u,v),

Ce qui donne

et par conséquent
I1(du,dv) = Ldu® + 2Mdudv + Ndv® = d®°x - N, (2.9)

ou
d*x = Xyudu® + 2%, dudv + Xy dv?. (2.10)

Considérons a présent P un point d’une surface de classe > 2, et () un autre point
de la méme surface voisin de P et x = x(u,v) une carte contenant P et (). Soit d = C
la projection du vecteur P—Cj sur la normal N. Il est clair que d est positif si le point Q)
se trouve audessus du plan tangent et negatif si il se trouve en dessous du plan tangent.
Supposons que le point P = x(u,v) et le point @ = x(u + du,v + dv), dans ce cas la

formule de Taylor-Young donne

x(u+du, v+dv) = x(u, v)+ (Xy, Xy) <Zu) —l—% (du dv) <qu qu) <du> +o(du?+dv?)

v Xou Xow dv

o o(r) est un vecteur tel que @ — 0 lorsque r — 0. Comme dx = x,du + X,dv, grace

a la formule (2.10) la formule de Taylor-Young peut s’écrire sous la forme

1
x(u + du,v + dv) — x(u,v) = dx + §d2x + o(du® + dv?).

"On peut calquer la preuve des (2.5),(2.6) et (2.7)
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Ainsi
d:P—Q>-N: (x(u + du,v + dv) — x(u,v)) - N
1
= (dx + §d2x + o(du® + dv?)) - N

— 1o 2 2
—dx-N+2d x - N + o(du” + dv*) - N

——
=0 =II
1
= —IT + o(du® + dv?) = & + o(du® + dv?).

2

La formule dx - N = 0 se déduit du fait que dx est dans le plan tangent et II = d’x - N
est donné par (2.9).

La fonction
1

1
5= 5H(du, dv) = 5(Ldu2 + 2Mdudv + Ndv?) (2.11)
s’appelle paraboloide osculateur du point P et la nature de cette paraboloide dépend du

signe de LN — M?. Nous distinguons 4 cas & étudier :

1. Cas elliptique (LN — M? > 0). Un point est dit elliptique lorsque LN — M? > 0.
En ce point la fonction § définie par (2.11) garde un signe constant dans un voisinage

du point P et I'ensemble de ces points est situé d’un co6té du plan tangent au point
P.




58 2. Les surfaces

N 10

Exemple 2.5.1
Une paraboloide elliptique est la figure d’un bole ou un bole reversé dans les quelles
on a

x(u,v) = uey +vey + (u* + v?)es,
ou bien

x(u,v) = uej +vey — (u? + v?)es.
Dans le premier cas x,, = e1+2ues et X, = es+2ves et N = e3, donc L = XN = 2,
N =x4, N=2et M = x4, - N = 0 et dans le deuxiéme cas x,, = e; — 2ues et
Xy = €y —2vey et N = e3, et encoreon a L =Xy N =—-2, N =x,, - N = -2 et
M = x,, - N =0 et de toutes facons on obtient LN — M? = 4.

. Cas hyperbolique (LN — M? < 0). Un point est dit hyperbolique si en ce point
LN — M? < 0. En ce point il existe deux lignes qui divisent le plan tangent en quatre

—
parties distinctes. Sur chaque parties d = PQ - N garde un signe constant.

Exemple 2.5.2

Une paraboloide hyperbolique est la figure d’une selle de cheval. On a par exemple
x(u,v) = ue; +vey + (u? — v?)es.

Dans ce cas x,, = e + 2ues et X, = €9 — 2veg et N = e3, donc L = xy,, - N = 2,
N =Xy, -N=—-2et M =x,,-N =0. Ainsi on a LN — M? = —4. Dans cet exemple
on remarque que § = %(Ldu2 + 2Mdudv + Ndv?) = du® — dv? et sur les deux lignes

u=vetu=—-vonad=0.
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La projection de deuz points Q et Q' sur N peuvent étre de signe opposé.

3. Cas parabolique (LN — M? =0 et L? + M? 4+ N? # 0). Un point sur une surface
est dit parabolique si en ce point LN — M? = 0 sans que tous les coefficients L, M
et N soient nuls. Ainsi sur le plan tangent au point P il existe une courbe planaire
définie par la fonction § telle que sur cette courbe § = 0 et en d’hors de cette courbe
le signe de d = P—Cj - N est constant.

Exemple 2.5.3

Reprenons 'exemple d’un tore 2.2.1 dans lequel

x = (b4 asin ¢) cos fe; + (b + asin @) sin fey + acos ges, (0, ¢) € R
xg = —(b+ asin ¢)(sinf)e; + (b + asin ¢)(cos 0)es

X4 = (acos ¢ cosB)e; + (acos psinfh)e; — (asinp)es

x99 = —(b+ asin@)(cosf)e; — (b + asin @)(sin f)es
X¢p = —(asin¢cosf)e; — (asinpsinf)es — (acos p)es
X¢p = —(acos psinb)e; + (acos ¢ cosf)es

N = —(sin ¢ cos f)e; — (sinfsin ¢)ey — cos pes.

Ainsi

L:xag-N:(b—i—asingZ))singZ), M:X9¢'N:07 N:X(M)'N:a.
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Par conséquent LN — M? = a(b + asin¢)sin¢ est nul pour ¢ = 0 ou 7 ce qui
donne deux cercles supérieur et inférieur représentant 0. Tous les points de la face
extérieure {x(0,¢) | (0,¢) € [0,2n]x]0, [} sont des point elliptiques et tous les
points intérieurs {x(0,¢) | (0,¢) € [0,2xn]|x]m,2x[} sont les points hyperboliques.

Remarque 2.5.1
Dans I'exemple précédant on a utilisé les coordonnées polaire d’un tore, en effet

d’aprés (2.8) on a

L*N* — (M*)* = ( )2 (LN — M?),

c’est-a-dire la nature d’une surface est indépendante du choix de paramétrage.

. Cas planaire (LN —M? =0 et L?4+M?+N? =0). Dans ce cas si L= M = N =0,
alors la forme quadratique I sera identiquelement nulle et pour définir d, il faut aller

a lordre 3 et écrire

_1 13 2 2\3
d—2II+6dx N—i—o((du + dv )2)

Alors 6 = %d3x - N qui sera une forme cubique et par conséquent il existera trois

lignes sur les quelles § sera nulle.

Exemple 2.5.4

(Selle de singe) Pour cette surface I'équation paramétrique est :

IS @
S 3
[

o
o
L

|
N
S

z
o
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x(u,v) = uey 4+ vey + u(u? — 3v?)e;

Le vecteur normal en un point quelconque est

Xy N Xy 3(v? —u?)e; + 6uves + e3

o xeAx] /T 92+ 02)?

et les coefficients de la seconde forme fondamentale sont
_ 6u
VT4 9(u? + 02)2
—6v

N V1+9(u? + v?)?
—6u

VT

On remarque que tous ces coefficients sont nuls au point P = (0,0,0).

2.6 La courbure de surface

Soit S une surface de classe > 2 et x(u,v) une carte paramétrée contenant le point
P = x(ug,vg). Soit 7 le plan tangent & la surface S au point P et N la normale unitaire &
7 au point P. Considérons la courbe C sur cette carte donnée par v(t) = x(u(t),v(t)) et

le vecteur de la courbure de C
dt dt

T ds  dt

dx
dt

Définition 2.6.1
On appelle vecteur de la courbure normale au point P, le vecteur k,, = (k- N)N et

la .courbure normale le scalaire k, = k- N.

On remarque que les deux vecteurs t et IN sont orthogonaux donc, % d(t.-N) = dt 0+

t- % = 0 et par conséquent,

dx
n_kN_
a dt
o s
dt dt dt dt dt/ dt dt

= — Xdu+xdv Nd—u—l—Nd—v / xd—u—i—x@ x@—l—xdv
- U dt U dt “dt U dt “dt vt Y dt U dt

Ce qui donne

(2.12)
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Théoreme 2.6.1
La courbure normale k,, dépend seulement de la direction de la tangente au point P et les

coeflicients des formes quadratiques I et I1.

Preuve. Commet = (xuccll—? + xvfl—?) /!fli—?

, la direction de ce vecteur dépend de la qutient

r = Cfi—?/%. Alors si on divise le numérateur et le dénuminateur de (2.12) par (%)2, on

trouve
B Lr24+2Mr+ N

- 2.1
T B2 4 2Fr 1 G (2:13)

et dans cette expression on remarque que x, ne dépend que de r, L, M, N, E, F et G. [J

Théoréeme 2.6.2
Toutes les courbes passant par P et ayant la méme plan osculateur ont les mémes courbure
normale, a la condition que le plan tangent ne soit pas confondu avec le plan osculateur

au point P.

Preuve. Considérons la courbe réguliere C passant par le point P, v en parametre cur-
viligne s, de sorte que t = %(O) est automatiquement un vecteur unitaire. Calculons
I1(%(0)). Comme N(s) est orthogonal & Y(s), la relation N(s) - Y(s) = 0 implique que
[ ]
N(s)-5(s) = —N(s) - ¥(s) et par conséquent
[ ]

11(3(0)) = —dN(3(0)) - 5(0) = —N(0) - 3(0)

— N(0) - 5(0) = N(0) - t = N(0).k. (2.14)

Par ailleurs

kn =k -N=xr(n-N)=krcosa, (2.15)

ou « est 'angle entre n et N. Donc deux courbe qui passent par le méme point P elles ont
les mémes plans tangents et si elles ont les mémes directions et les mémes plans osculateurs
n - N = cos «a reste constant (]

Il est clair que d’apres ce théoreme, si les vecteurs unitaires n et N coincident alors
K = Ky. Par ailleurs, en multipliant le numérateur de le dénominateur de (2.12) par dt?,

on peut écrire
_ 1I(du,dv)

0 = T dudo) (2.16)

De plus dans la démonstration de ce théoreme, on remarque qu’ en comparant (2.14) avec
(2.15), on obtient

tin(P) = I1(7(0)). (2.17)
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Exemple 2.6.1
Pour une sphere S de rayon a, dans les coordonnées sphériques
x(0, ) = asin ¢ cos fe; + asin ¢psinfes + acos ez, (6, ¢) €]0,2m[x]0, 7|
xp = —(asin¢gsinf)e; + (asin ¢ cos b)ey

X4 = (acos ¢ cosB)e; + (acos psinfh)e; — (asinp)es

xpp = —(asin g cosf)e; — (asin ¢sinf)ey
X¢p = —(asin ¢ cosf)e; — (asinpsinf)es — (acos p)es
X¢p = —(acos psinb)e; + (acos ¢ cosb)es

N = —(sin ¢ cos f)e; — (sinfsin ¢)ey — cos pes.

Ainsi les coefficients de la premiére forme fondamentale sont
E =xp-xg = a’sin? ¢, F=xy-x4 =0, G:x¢-x¢:a2.
et les coefficients de la seconde forme fondamentale sont
L=xpp - N=asin?¢p, M=xp5-N=0, N=x45 N=a.

Ce qui donne
_ 1I(d6,dp)  asin® ¢d6® + add® 1

T T0d0,dg) | a?sin? pd6? + a2dy?  a

Ce résultat a été prévisible, en effet a chaque point P sur cette sphére on peut faire passer

un cercle de rayon a, considéré comme 1’ équateur de S. Au point P les vecteur n et N
coincident, donc la courbure du cercle kK = é est égale a la courbure normale de la surface

Kn. De méme le rayon de courbure normale est le rayon du cercle a.
Considérons encore la formule
dN(v'(t)) = N'(u(t), v(t)) = Nyt (t) + Nyv'(t)

avec 7(0) = P. Comme N,, et N, sont dans le plan 7p, en considérant {x,,x,} une base

de 7p, on peut écrire
N, = w11Xy + wa1Xy et N, = wioXy + woX,. (2.18)
et par conséquent
dAN(Y' (1)) = (w11 + wi2v")xy + (w1t + wagv')xy.

Ce qui donne 'expression matricielle de dIN, a savoir,

u’ w11 W12 u’
21 W22 %
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La matrice W s’appelle la matrice de Weingarten et ses vateurs propres et vecteurs
propre joue un role important dans I’étude des surfaces.

En effet, d’apres la démonstration de Théoreme 2.2.1 'application dN p est auto-adjoint
dans la base {x,,x,} et d’aprés Théoreme 2.2.2 il existe une base notée {wi, ws}, avec
|wi| = |wa| = 1 telle que dNp(w;i) = —kjw; et dNp(wy) = —kows. Les valeurs k; et
ko s’appellent les courbures principales et les vecteurs propres associés, les directions
principales de la surface S au point P.

D’apres ce qu’on vient de voir les valeurs —k; et —kg sont les valeurs propres de la
matrice de Weingarten, donc les invariants de cette matrice par rapport de la base choisie
sont K = det(W) = kiks et H = 1(k1 + k2) la demi-trace de W. la valeur K s’appelle la
courbure de Gauss et H s’appelle la courbure moyenne. Finalement, I’équation du
second ordre

k? —2HKk + K = 0. (2.19)

admet deux racine qui sont exactement les courbures principale ki et ks. Pour calculer
les coefficients de la matrice de Weingarten il suffit d’utiliser les expressions de N,, et N,

donnée dans (2.18) et écrire

L= —Nu Xy = —(qu + wglF)
M =-N, x, = —(wHF + wglG) =—-N, x, = —(wlgE +w22F)
N=-N, -x,= —(wlgF + wQQG),

L M _ w11 W12 FE F
M N B w1 W2 F G .
-1
w11 W12 _ L M EF F
w1 W22 B M N F G '

-1
FE F 1 G -—-F
F oG par sa valeur 0 _ 72 F B

d’ou la relation

Autrement dit

En remplacant

on obtient
 MF - LG _ NF - MG
Y= TpG T R R Ty o>
_ LF—-ME _ MF-NE
Y= pa T2 W2 = "pa "2
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E F
Par ailleurs comme Ww; = —k;w; pour i = 1,2, en prenant A; = (F G) etz; = A;lwi,

L M

on a Ajrrz; = k;Ajrz;, avec Ajr = <M

) , ce qui est équivalent a dire que

L—xE M—«kF
det =0
M —-rxF L —-krG

lorsque k = k; pour i = 1,2. Ce qui donne immédiatement les valeurs des courbure de

Gauss et la courbure moyenne

LN — M? . —2FM + EN + LG
= —— () —
EG — F? 2(EG — F?)

K = det(W)

Considérons & présent le repere (e, e9, e3) de sorte que le point P sur la surface de S
soit 'origine du repere. On prend la représentation de la carte locale la représentation de
Monge,

x(u,v) = uey +vey + f(u,v)es,
ou la fonction f de classe > 2 est telle que f,(0,0) = f,(0,0) = 0. Alors dans ce cas au

point P, x,, = e; et X, = ey. Ce qui donne,
F=x,-x,=1, F=%x4-%,=0, G=%x,-X,=1

et ainsi

Ldu? + 2M dudv + Ndv?
fin = du? + dv? '
Comme £,, dépend seulement de quotient du/dv, on peut choisir du? + dv? = r? une
constante positive. Ce qui est vraie dans le cas du = r cos 8df et dv = rsin 0df et dans ce
cas on a
kn = Lcos? 0+ 2M sin cos 0 + N sin? 6.

En prenant x1 = rcosf , xo = rsinf et |k,| = %2 on obtient

La? + 2Mxyxo + Nai = +1 (2.20)

Définition 2.6.2

L’ensemble des points (x1,x2) dans le plan uv tels que (2.20) soit vérifiée forme une section
conique appelée indicatrice de Dupin au point P.

Selon le signe de LN — M? on distingue trois types d’ indicatrice :

(1) Elliptique si LN — M? > 0.

(2) Hyperbolique si LN — M? < 0.
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(3) Parabolique si LN — M? =0 et L> + M? + N? # 0.

Définition 2.6.3
L’ensemble des points sur S pour les quels k1 = ky s’appellent les ombilics de S.

Il est clair, ainsi que montre Exemple 2.6.1, que la courbure normale de la sphere est
constante, donc son maximum et son minimum coincident. Ainsi tout point sur la sphere
est un ombilic. D’ailleurs la sphere et le plan sont deux surfaces particulieres ou elles

possedent cette proprieté.



