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TD 1 : LES NOMBRES COMPLEXES UNIVERSITE DE POITIERS
Pré-requis

Exercice 1 :

Ecrire les énoncés suivants a 1'aide de quantificateurs, préciser (en prouvant) s’ils sont vrais ou
faux.

(1) Le carré de tout réel est positif ou nul.

(2) 1l existe des réels qui sont strictement supérieurs a leur carré.

(3) Aucun entier n’est supérieur a tous les autres.

(4) Les réels ne sont pas tous des quotients d’entiers.

(5) I existe un réel dont la somme avec n’importe quel autre réel est toujours strictement positive.
(6) Entre deux réels distincts, il existe un rationnel.

(7) Etant donné trois réels non nuls, il y en a au moins deux de méme signe.

(8) Pour chaque réel x, on peut trouver un réel tel que la somme des deux soit strictement
positive.

Exercice 2 :

Soient n et p deux entiers naturels.

Ecrire en langage formalisé les phrases suivantes :

a) n est un entier naturel pair.

b) p est un entier naturel impair.

c¢) Le produit de deux nombres pairs est toujours un nombre pair (et le démontrer)

d) Le produit de deux nombres impairs est toujours un nombre impair (et le démontrer)
e) Un nombre entier est pair si et seulement si son carré est pair (et le démontrer)

f) p est un nombre premier.

Exercice 3 :
Résoudre dans R :
a) [3x — 11| =5
b) |z —1 <3

) |z +2| > 4.

Ecritures d’'un nombre complexe

Exercice 4 :

Mettre sous forme algébrique les nombres suivants :
141 12 1

= 2= T T o

5 -3’



Exercice 5 :
Mettre sous forme algébrique la plus simplifiée possible les nombres suivants :

2 = 6171'/47 2o = 36—517r/67 23 = 617r/127 24 = 61317r/37 25 = 612019#/67 26 = elTr/? 4 e—m/?

2r =€ 4 e 5 o =el? 4 e avec 0 € R, zg = ¥ — e avec 6 € R.

Exercice 6 :

Mettre sous forme trigonométrique les nombres suivants avec un argument entre —m et 7 :

_617r/5

_ 20197 /7 — im/8 — in/9 ,in/3 — — (pim/3)46
Z1 = 2e! ™/ s Z9 = —e”r/ , 23 = —3€m/ Gm/ s 24 = m, 25 = (e”r/ )

Exercice 7 :

Mettre rapidement sous forme trigonométrique les nombres suivants avec un argument entre
—7 et 7 et vérifier par un dessin rapide que 'argument proposé est cohérent :

1 .
Zl:i? 22:_27 723:_1+i\/§a Z4:_1+i) 25:_317 26:1+1
—1

Exercice 8 :

Mettre sous forme algébrique la plus simplifiée possible les nombres suivants :

2 = (_1 + 1)207 29 = (\/g o 1)2019

Exercice 9 :
Mettre sous forme trigonométrique les nombres suivants avec un argument entre —m et 7 :

(1+1)° (1 =iPi—v3)!
(141)3

= ——"— 2y =

(1+iv3)5

Exercice 10 :

Mettre sous forme trigonométrique les nombres suivants :

) ) ) ) ) ] 1— eix
2 = e17r/5 + 6_17T/5, 29 = 6171'/5 _ 6—171'/5’ 23 =1+ e—m/7’ 2 =1— 6—17r/9’ 25 = avec

1 —ely
z,y € R.

Exercice 11 :

a) On a vu en cours qu'en exprimant de 2 maniéres e'“+% on peut montrer que cos(a + b) =

cos(a) cos(b) — sin(a)sin(b). Faire la méme chose pour retrouver les formules de cos(a — b) et

sin(a — b).

b) Montrer que e + ¢® = 2 cos(“T_b)ei%bb.
a—b\ i%kb

¢) Montrer que e — e = 2isin(%5%)e’2 .

d) Retrouver les formules pour cosa + cosb et sina + sin b.



Racines d’un nombre complexe

Exercice 12 :

Calculer sous forme trigonométrique les racines carrées complexes des nombres suivants :

2 =4 2y =2t =5 2= —™T oz =-9 z=1-—1iV3, 2z =i

Exercice 13 :

Calculer sous forme algébrique les racines carrées de 3 + 4i. (On pourra reproduire la méme
méthode du dernier exercice du chapitre 1 vu en cours.)

Exercice 14 :

Calculer sous forme trigonométrique puis sous forme algébrique les racines carrées de a = 1 + i.
L1 m . T
en déduire les valeurs de cos(g) et sin(-)

8
Exercice 15 :

Résoudre dans C les équations suivantes :

a) 22 +224+1+i=0 b)22-2iz—1=0 c¢)2+(1—-i)22=1

Exercice 16 :

a) Résoudre dans R les équation suivantes :
Mad=-1 22'=-1 B)2>*=27 (4) 2?=38

b) Résoudre dans C :
1) 2=-1 (2)2*=-1 (3)22=27 (4 *=38

Exercice 17 :

Résoudre les équations suivantes et représenter ’ensemble des solutions dans le plan complexe.
8(1+i .
a) 22 =2(1+1) b)2°= L+ ) 2 =(z+1)3 d)zt=(z+1)*

V3 —i
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Pré-requis

Exercice 1 :

Décrire géométriquement (avec une phrase) les ensembles suivants :

a) {r e R | —1<:1:<5}

b) {(z,y) e R?* | 2? +y* = 1}

c) {(z,22) ; x € R}

d) {(z,22+1) ; z € R}

e) {(32,2z,2) ; z € R}

f) {(z,20+ 1,3z —2) ; z € R}

g) {y—2y.2); (y,2) eR?}

h) {(y—22+1,y—2,2); (y,2) € R?}.

Exercice 2 :

Donner des équations des ensembles suivants (c’est-a-dire les écrire sous formes {type | condi-
tion}) :

a) {(z,22) ; = e R}

b) {(z,2x 4+ 1) ; z € R}

{(32,22,2) ; z € R}

{(z,20 4+ 1,32 —2) ; z € R}

{( - Z,y,Z) ; (yv Z) S RZ}

{(y_ 2Z+ 1?3/_ 2,2) ; (y,Z) € RQ}

—
o Ao

Exercice 3 :

Décrire paramétriquement les ensembles suivants :

a) {(z,y) eR? | x4y =0}

b) {(e.y) €B? | @ ty=1}
¢) {(z,y,2) eR® | z+2y+52=0}
d) {(z,y,2) eR® | 3o —y+22="T}

Exercice 4 :

Soit E = {(z,y,2) € R® | x —y =0} Soit F = {(z,2,12) ; z € R}

a) Trouver un exemple d’élément de F' et montrer qu’il est dans FE.

b) Montrer que le cas particulier précédent est en fait une généralité, c’est a dire montrer que
F CE.

¢) A-t-on E C F'?

d) Soit G = {(z,z,2) ; (z,2) € R?}.

Montrer que G = E.



Exercice 5 :

a) Soit £ = {a(2,3,-1)+b(1,—1,-2) ; a,b € R} et F ={a(3,7,0)+b(5,0,—7) ; a,b € R}. Les
ensembles E et F' sont-ils égaux ?

b) Soit E = {(z,y,2) ER® | 2 +y—2=0=z—y}. Soit F = {(z,y,2) € R® | 2y — 2z = 0}.
Les ensembles E et F' sont-ils égaux ?

Résolutions de systémes linéaires

Exercice 6 :

Résoudre chacun des systémes linéaires suivants en utilisant si besoin 'algorithme de Gauss,
écrire ’ensemble des solutions avec une notation ensembliste adaptée et préciser quand ¢a a un
sens si c’est une droite de R?, R? ou un plan de R3.

;

Jr+y+z=1 2 —y—z=4
T+y=2
a){ T—y+2z=2 ){2 oy 4 c) § 3x+4y—22=11
€T =
(2 +3y—32=-3 Y 3r —2y+4z =11
(3x+2y+2=5 r4+y—3z2=1
0) 20+ 3y+z2z=1 ) r+3y—2z+4t=1 £ 2v+y—2z=1
2% 4y + 32 =11 ‘ =1 rty+z=3
(T +2y+32=7 r+2y—3z2=1
r+y+z+t="7
r+2y+z+t=-2
h) +2y+32=1
9) yr2:tor—23 Y
(52 + 4y + 32 + 3t =12
Exercice 7 :
Résoudre en fonction du paramétre m € R I'équation :
m+1x4+2—-—m=0
Exercice 8 :
Résoudre en fonction du paramétre a € R les systémes suivants :
r+2y—32=1 20 +y—3z2=1
a) r+3y—4z=2 b) r+3y—22=2
20 +3y —Hz=a Tr—4dy—a’z=a—4
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Pré-requis

Exercice 1 :

2241

Meéme question avec f((z,y)) = 12z +y ou (z,y) € R?.

avec z € C. Quelle est I'application f induite ?

Exercice 2 :

Soit f(z) = y/In(z —1).

a) Donner le domaine de définition de f.

b) Ecrire I'application f : Dy — R comme la composée de trois applications g, h et k qu’on
décrira complétement.

c¢) Donner toutes les autres fonctions qu’on peut construire par composition avec les fonctions
associées a g, h et k. Préciser leurs domaines de définition.

Exercice 3 :

1) Soit f : R— Ret f(z) = z*+ 12. Déterminer Im f.
2) Soit f : R? — R3 définie par f(z,y) = (z + 2,2 — y + 3,y — 12). Déterminer Im f.
3) Soit f :]0,4+00[— R, x + Inz. Déterminer Im f.

Fonctions continues et dérivables

Exercice 4 :

Pour chacune des fonctions suivantes, faire I’étude de ’ensemble de définition, le repérage des

problémes de dérivabilité et I’étude des variations.
x z—3

a) f(2) = 0 D@ ="—5 of@)=(@-1)" d/f@z)=In@G"+12) o) f(z)=c""

Exercice 5 :

Soit f la fonction définie par f(x) = +/In(z —1). Justifier que f est dérivable sur D; sauf
éventuellement a une extrémité de Dy. Puis dresser le tableau de variation de f.

Exercice 6 :

Etudier la fonction  — In(1 4+ ) — x et en déduire que pour tout # > —1 on a In(1+ ) < z
avec égalité si et seulement si x = 0.
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FONCTIONS RECIPROQUES

Bijections

Exercice 1 :

Soit f la fonction définie par f(z) = 2% — 2x + 3.

a) D’apres I’étude des variations de f, est-ce que 'application f : Dy — R est bijective ?

b) Montrer que f induit une bijection de [1, 400] sur [2, +00[ et déterminer sa bijection réciproque.
c¢) Déterminer (en justifiant) le plus grand intervalle I contenant 0 et un intervalle J tels que f
induise une bijection de [ sur .J.

Exercice 2 :

Soit f la fonction définie par f(z) = /In(z — 1).

Montrer que f réalise une bijection de |2, +o00[ dans |0, +00].
Peut-on décrire explicitement f=17

Exercice 3 :
3
On considére la fonction f définie sur I = [0, /2] par f(z) = 1 ° :
—x

Montrer sans calcul de dérivée que f est monotone sur I et qu’elle induit une bijection. Peut-on

expliciter f=1? Montrer que f~! est dérivable en 3 et calculer sa valeur. Tracer le graphe de f~1.

Exercice 4 :

1
Montrer qu’il existe x > 0 tel que Inx = 5952 — 1. Est-il unique ?

Exercice 5 :

On dit qu'une application définie sur E et a valeurs dans F' est injective quand chaque élément
de F' a au plus un antécédent dans F.

On dit qu’une application définie sur E et a valeurs dans F' est surjective quand chaque élément
de F' a au moins un antécédent dans FE.

Une application définie sur E et a valeurs dans F' est bijective si et seulement si elle est injective
et surjective.

a) Supposons que l'on puisse trouver deux éléments distincts = et y de E tels que f(z) = f(y).
Que peut-on dire de 'application f concernant son injectivité ou sa surjectivité?

b) Soit f € F(E, F). Ecrire la définition en langage formalisé de " f est surjective".

¢) Montrer que les applications suivantes ne sont pas injectives :

(i) [:R—-R, x> 22 (i) f: R? >R (z,y)—~ (z+y,x+vy),

(iii) f: RY =R, o~ (z—1)(z—-12), (v)[:R2>R, (r,y)—2+y



d) Montrer que les applications suivantes ne sont pas surjectives :

i) fR=R, xz~ 22 (i) f: R—>R? x (z,12+ 1)

(iii) [r R=R, x|z —12

e) Soit f: R?> - R, (z,y) — x +y. Montrer que f est surjective, est-elle bijective ?
f) Montrer que I'application f: R* — R?, (z,y) — (z +y,z — y) est bijective.

Arctangente

Exercice 6 :

1) Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I. Pour quelles valeurs de x est-on str d’avoir
x +— arctan(u(x)) définie et dérivable ? Calculer la dérivée dans ce cas.
2) Etudier la fonction g définie par g(x) = arctanz + arctan() et simplifier son expression.

xT

Exercice 7 :

12
Résoudre 'équation tan x = -

Exercice 8 :

Soit z = a + ib avec a,b € R et a # 0. On sait que I'on peut poser z = e avec r > 0 et
0 €] —n/2,31/2).

a) Montrer que r > 0.

b) Pourquoi tan @ est-il bien défini? Calculer tan# en fonction de a et b.

c¢) Donner une expression de 6 a l'aide de la fonction arctan quand a > 0 puis pour a < 0 (faire
un dessin).

d) Application : Donner la forme trigonométrique (a l'aide de arctan) des nombres complexes
suivants :

z21=1—=31, 2z=-2+41.
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Primitives

Exercice 1 :

Calculer les primitives suivantes en précisant les intervalles sur lesquels elles sont définies :

a) /(x2+2x+2) dr b) /(et+2cost—sint) dt c)/dx d)/12a dt avec a € R fixé
1 1 2 1 2 —3r—1 _
e)/(————i——)dx f)/(t2+t2)2dt g)/de h)/m\/%dt 1)/tﬂdt

Exercice 2 :

Calculer les primitives suivantes en précisant les intervalles sur lesquels elles sont définies :
6t° tdt
a)/l—i—tﬁ dt b)/eum dx c)/cos(3:c) dx d)/l—l—?)t? )/smtcost dt f) /m

2 x

Exercice 3 :

Calculer les primitives suivantes en précisant les intervalles sur lesquels elles sont définies :

a) /(x—l)lnx dx b)/a:sin?)x dx c)/xeh’ dr d) /(tQ—t)lntdt e)/t(lmt)2 dt

Exercice 4 :

2x
e
Calculer la primitive qui vaut 42 en x = 0 de x —— oo en précisant son intervalle de
e
définition.
Intégrales

Exercice 5 :

Calculer, a l’aide d’une intégrale, la primitive qui vaut 0 en z = 1 de x — z%e® en précisant son
intervalle de définition.

Exercice 6 :

Calculer

€] e (] 5 2 T
a)/ In(z) dx b)/ (Int)” dt c)/ © —dx
1T 1t 1 1+e




Exercice 7 :
Calculer

1 1 1
t
a) / te?* dt  b) / (x+1)e* dz «¢) / In(1+¢) dt (On sera amené & écrire
0 0 0 L+t

sous la

forme a + ] avec a et b réels a déterminer.)
Exercice 8 :

Soit n € N. Pour chacune des intégrales suivantes, trouver une relation de récurrence entre /1
et I, a I'aide d’une intégration par parties :

1 e ¢
- [ v [ra o o
0 1 !

Exercice 9 :

Dans un repére orthonormal d’unité graphique 2 cm, on considére la partie D du plan délimitée
par ’axe des abscisses et la courbe d’équation y = z(z — 1)(x —4) avec 1 < z < 4. Calculer laire
du domaine D.
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Exercice 1 :

Vérifier, dans chacun des cas suivants, que la factorisation est possible puis donner par observation
du degrés, du coefficient dominant et du terme constant la forme de Q(x) :
Ex: 2 —1=(x—1)Q(z) car 1 est racine de z* — 1, de plus Ja € R, Q(z) = 2* + ax + 1.

a) 2zt — 423 + 322 — 12 = (x — 2)Q(x), b)2*+ 2> +32> + 2 +2= (2 +1)Q(x),
¢) 3z +42% + 62+ 5 = (z + 1)Q(x).

Exercice 2 :

Effectuer la division euclidienne de A par B dans chacun des deux cas suivants :
a) A(x) =2* +2x+1, B(z)=x(z+1);
b) A(z) = 32 + 2t +22° — 222 — 1, B(z) =323 — 222 + 2 — 1.

Exercice 3 :

Donner la décomposition en facteurs premiers dans R[z]| des fonctions polynomiales suivantes :
a) P(x) =23 +1,

)
b) P(z) = 2* — 223 + 32% — 22 + 2 (on vérifiera que i est racine de P),
c) P(x) = z* — 132* + 36,
d) P(z) = 2* — 4,
e) P(x) = 2* + 2% + 1 (on pourra essayer de faire apparaitre une différence de carrés),
f) P(z) = a* + 1,
2) Ple) = 11
h) P(z) = ' — 2% — 2% + 6 (on vérifiera que —1 + 7 est racine ).

Exercice 4 :

Soit n € N, a € R. Quel est le reste de la division euclidienne de A par B dans chacun des cas
suivants :

a) A(x) =2 +1, B(x)=2*—x—-2

b) A(z) = 2" + 2" +1, B(z)=(z—1)

c) A(r) = (cosa + x sina)”, B(x)=z*+ 1.

Exercice 5 :

Donner la décomposition en facteurs premiers de la fonction polynomiale z3 + 222 — 152 — 36
dans R[x] et dans C[z]. (Indication : cette fonction polynomiale a une racine double.)



Exercice 6 :

Donner la décomposition en facteurs premiers de la fonction polynomiale z* — (6 + i)a® + 6(i +
2)x? — 4(2 + 3i)z + 8 dans Clx]. (Indication : cette fonction polynomiale a une racine triple.)

Exercice 7 :

Soit P une fonction polynomiale telle que : la division eculidienne de P(z) par z—2 donne comme
reste 1 et la division eculidienne de P(x) par x — 3 donne comme reste —4. Quel est le reste de
la division euclidienne de P(zx) par le produit (z — 2)(z — 3) 7
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Exercice 1 :
6
=1
Soit F(z) = — T Montrer que F' n’est pas sous forme réduite dans R(z) et simplifiez-la.
a:‘ p—

Exercice 2 :

Parmi les fonctions rationnelles suivantes, repérer celles qui ont une partie entiére non nulle et
les écrire comme somme d’une fonction polynomiale et d'une fonction rationnelle qui a sa partie
entiére nulle :

2t + 22 + 322 — 6+ 1 T 2+t +1
a) F(z) 203 — 2 ) @) (22 +1)(z2 4+ 4) ¢) F(@) -
208+ —x+1 2?2+ +3
d) F(z) = F(g) =2 ~~>"1*%
) Flz) 2 —-2r+1 e) Fiz) 24+x—5

Exercice 3 :

1

———. En remarquant que la fonction
x3(x? 4+ 1)? q q

rationnelle F est impaire, montrer que sa décomposition en éléments simples est de la forme

1. Soit & décomposer en éléments simples F'(z) =

aq a3 ar a9
F<x):?+ﬁ+x2+l * (224 1)2

Puis montrer que a3 = ay, = 1.
En étudiant lim, ., 2F(x) ainsi que 'évaluation en z = 1 montrer qu’on a les relations

a1+a1:Oeta1+%:—1.

En déduire a1 = —a; = 2 et

Flz) —2+1+ 2x 4 T
r)=—+—
r 3 2?41 (224 1)2

2. Soit a décomposer en éléments simples la fonction rationnelle paire suivante

1
(22 +1)2(z* + 22+ 1)

G(z) =

Veérifier que 2t + 2% +1 = (22 +1))? —2? = (2> + r+ 1)(2* —  + 1), puis que que les poles
de F sont, a l'ordre 2, #i et, a l'ordre 1, £j et £j (o1 j = ei%ﬂ).
Montrer que sa décomposition en éléments simples est de la forme

b n by n cr+d —cx+d
T4l (22412 224 x+1 22-ax41

G(x)



1 1
Montrer que b, = 1l et ¢j +d = — - - = —— de sorte que
e S S ) (EE e VR a

&) b, 1 1 Lo,
T) = - = :
224+1 (22+1)2 2\ 224z+1 22—z+1

En évaluant en x = 0, montrer que b; = 1 et qu’ainsi

Glx) 1 n 1 1 1 n 1
r) = - = :
22+1 (22412 2\2?24+2x+1 22—x+1

Exercice 4 :

Décomposer en éléments simples dans R(x) les fonctions rationnelles suivantes, puis calculer leurs
primitives sur des intervalles appropriés :

x? — 3z +2 T (x —1)(z—2) T
Vo ow-y Y1 9 poap ) D@1
8 1 24 +1 x+1

)

(x +2)(22 4+ 4) 2 x3(1 + 22) 8 z?(x? — 1) ) xt+1



