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A) Ouvrir votre cours ( chapitre 7 )

2h
N = 2cosh—

77 T
B. a) On pose h =z — 35 On a (m—2x)tanz = —2htan (h—l— 5) = om -~

Or lim—— =1, dou lim (7 — 2z) tanz = 2.
h—o0sin h z— T

1—cosx 1—cosx 1—cosx
b) O = 9 3)=—— 9 3
) na e " x (V9+z +3) > x (z(V9+z + 3))
1—cosx

On en déduit que lim ——— =
R N
C. 1) La fonction f est définie sur | —1,+oo[ et est continue sur | — 1, +o00[\{0}.
sinx sin x sin T sin
= X t lim — =lim———— =1, d'out lim——— = 1. Cett
In(1+ ) x In(1+2) Rl xli%ln(l—l—x) > aot zli%ln(l—i—x) e
limite est égale & f(0), donc f est continue en 0.

On a

2) La fonction ¢ est de classe C* sur | — 1, 4o00[ on peut lui appliquer la formule de Taylor-Young &
n’importe quel ordre n en tout point a > —1. En particulier pour n =2 et a = 0.
Il existe une fonction e définie dans un voisinage de 0 tel que

11
p(x) = (0) + ¢'(0)x + %(mxz +2%e(z)  avec lime(z) =0
Calcul :
p(z) =sinx — In(x + 1) »(0) =0
¢ (x) = cosx — o @' (0)=0
z+1
¢'(x) = —sinx + _ ©"(0)=1
CESIE

2
Dot ¢(z) = % + x2¢(x). On en déduit que

2
plz) G +ate(r) 1 1
PR = =3 +e(x) — 3 quand z — 0.
3) On a
flx)—f(0) sinz—In(1+z) ¢(z) x 1
= = - d .
x zIn(1l + z) 2z In(1+ x) g duen v=0

1
Ceci montre que f est dérivable en 0 et que f/(0) = 3

C. Soit a > 0
1) f(va) = f((Va)?) = f(a).

2) Par récurrence. La propriété est vraie pour n = 1, d’apres 1). On suppose qu’elle est vraie pour un
entiern>1. On a:

f (aﬁ) = f (V aﬁ) =f (a%”> , d’apres 1)
= f(a) , d’apres 'hypothese de récurrence

D’ou le résultat demandé.

Ina Ina
3) On a a? = exp| — ). Or lim —— =0 et la fonction e” est continue en 0, donc lim az =1.
n n—-4oo 21 n——+o0o

La suite (az%> converge vers 1 et la fonction f est continue en 1 donc lir+n f (az%) = f(1).
n—-+0oo



Or la suite (f (a?i")> est constante égale & f(a), d’apres 2). On en déduit que f(a) = f(1) pour tout
a>0.

Comme f est continue en 0 on a 1i%1+f(x) = f(0) dou f(0) = f(1).

4) f est paire d’ott f(a) = f(1) pour tout a < 0 et f est constante sur R.

E. 1. a) f est définie sur [0,1] si —2% + 2 +2 > 0.

L’équation —x2 +x +2 = 0 admet deux racines réelles z; = —1 et 2o = 2 , ’étude du signe de ce trinéme
montre que —z2 + z + 2 > 0 pour tout z €] — 1,2[ et donc en particulier pour tout = € [0, 1].

On en déduit que f est définie , continue et dérivable sur [0, 1] comme composition de fonctions dérivables.
b) On considere la fonction g : [0,1] — R définie par g(x) = f(x) — .

Existence : on a g(0) =In2 >0 et g(1) =In2—1 < 0 et g est continue sur [0, 1], donc il existe « €]0, 1]
tel que g(a) = 0 d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires.

Unicité : on a

!
= 1 =
g'(z) 5 5

—2r+1 ? —3x—1 1 x_3f\/13 x_3+\/13
—22+x+2 22 +z+2 —a24x+2

On a [0,1] C }3_27‘/@, %ﬂ{ donc ¢'(z) < 0 pour tout z € [0,1] et g est strictement décroissante sur

[0, 1]. Ceci entraine que « est unique.
-2z +1 1 1
0] "(z) = = .
¢) Ona fi(z) —x2+z+1 x—|—1+x—2
Veel0,1],1<ax+1<2 et —2<2—-2<-1 donc

-1 1 1
Soit Vo € [0,1], — < .
citve e, 5 S T e S
d) L’étude des variations de f sur [0,1] donne

T 0 % 1
f'(z) + -
In (%)
f(z) / N
In2 In2

Comme 0 <In2<1 et 0 <In? <1, on en déduit donc que f([0,1]) C [0, 1].

2. a) Récurrence : ug € [0,1].
Supposons u,, € [0, 1], comme [0, 1] est stable par f, u,+1 = f(uy) € [0,1].
Conclusion : Vn € N,u,, € [0,1].
b) Remarquons d’abord que a, u,, € [0,1] et que up+1 — a = f(u,) — f(@).
f est continue et dérivable sur [a, u,] (ou [u,,«]) , d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe
¢ €]0, 1] tel que
fun) = f@) = (un — @) f'(c)

1
Comme |f'(¢)| < jona I'inégalité demandée.
1
¢) On en déduit directement par récurrence : Vn > 0, | u, — a | < on lug — «
1
d) Comme on tend vers 0, u, — « également. Ainsi (u,) converge vers a.

1 1
e)Onalu,—al< o0 lup — o] < o0 - Pour que | u, — a |< 1079 il suffit de prendre n tel que
1 o \ . In10
— <1077 ce qui est équivalent a 2" > 10” et donc n > 9—1 5
n



