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Exercice 1.

Dans cet exercice on n’exige aucune méthode, tous les raisonnements corrects sont accépter : récurrence , utlisation
des variations de f..
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xn+1:f($n)avecf(x)=2(x—‘y—x):xz: ,f’(x):2(1—a:2)=$2$2-

e 2, > (0 pour tout n (il est toujours intéressant de connaitre le signe de x,, , une simple récurrence suffit )

e Limite éventuelle de (x,,) : f est continue , si (x,) converge vers [ alors f(I) =[; ce qui donne
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Dont les solutions sont :I:ﬂ. Or x,, > 0 donc sa seule limite possible est [ = ﬁ
o f est strictement croissante sur }\/é, ~+00[ ceci entraine que la suite (x,,) est monotone.

1. On montre par récurrence que z, est définie et z, > /2

L’hypothese est vraie pour n =0 : 2o = 2 > /2.

On suppose que les termes de la suite existent jusqu’au rang n et que x, > /2. La fonction f est
strictement croissante sur |v/2, +-oo[ donc f(x,) > f(v/2) ce qui équivaut a 2,1 > /2. D’ott la conclusion

par récurrence.
(V2-a,)°

2z,
donne z, —v2 >0 pour tout n > 1 . Par ailleurs xqg— V2=2-V2>0 , donc x, — V2 >0 pour tout
entier n.

Autre méthode : on a : z,.1 — V2= . 1 faut montrer alors, que x, > 0 , ce qui nous

2. % (x,,) est décroissante :
2

2
n S0 d’apres 1)

Tn+1 — Tnp = -
n

Autre méthode : on peut aussi le prouver par récurrence :

ey —x1=2-3/2<0, donc xy < 1.

o Si, pour un entier n on a Tp_1 < Ty alors f(xn—1) < f(z,) ce qui équivaut @ x, < Tpy1 car f est
strictement croissante sur [v/2,+ocl.

% () est minorée : x, > /2 d’aprés 1)

Donc (x,) est convergente et on a limz, = v/2 , d’aprés la remarque faite au début ( f(I) =1 car f
continue ...)
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On montre alors par récurrence que
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Pour n =0, ona:2\/§(\[ ) :2\/§<\[ ):2—\/§:x0—\/§,inégaﬁté vraie au rang 0,

2



Supposons cette inégalité vraie au rang n,

(V2 )’
$n+1—\/§ < 7

1 V2 -1
< NG 2\/§<2 )
- 2\/§<\/§2_1

— 2f2<\/§2_1>

2w,+1

alors, en utilisant ’hypothése de récurrence, on a

on 2

L’inégalité est donc vraie au rang n + 1. Il en résulte qu’elle est vraie pour tout entier n > 0.

On peut écrire : V2<2 et \/§ — 1< 1/2 on obtient

4. On obtient : 1 =3/2 , xo = 17/12. Or 0 < 29 — V2 < 41-2° —

n

T — V2 <2V2 (‘/52_ 1) <4 (i)zn — 41—

S
64

Donc x5 est une valeur approchée de v/2 par excés a 2.1072 pres.

<2107% (21072 =50

> 64)

Exercice 2. -
1. Existence. Considérons la fonction g définie par g(x) = f(x) — cos (5.’1}) . Alors

e g est continue sur [0, 1],

e 9(0) = f(0)—1 <0 et g(1) = f(1) >0

(car 0 < f(0)<let 0<f(0)<1)

D’apres le théoréme des valeurs intérmédiaires, il existe a € [0, 1] tel que g(0) = 0 ce qui équivaut a
f(a) = cos (%a).

2. Uniciteé.

o f est strictement croissante sur [0, 1]

T
car 0 < —x < —
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® L — —COS (fx) est strictement décroissante sur [0, 1] car [— cos (fx)} =3 sin (590) >0

La fonction g est strictement croissante sur [0, 1] donc ’équation g(x) = 0 admet au plus une solution.

Exercice 3.

1.

(a) f est continneen 0. Ona:1—-1<E(2) <1 donl-z
encadrement que lirr%)f(x) =1= f(0)

< f(z) <1 . On en déduit, par

() Si A <l<dalors n<z<n+1dou f(z)=nz quiestcontinue sur I,.

n+1
(c) Size€]l,+oofalors0< L <1, dou E(L)=0et ensuite

flz)=0

(d) f n’est pas continueen 1 : f(1)=1et lim+f(x) =0 car:siz>1alors z €]1,+00[ .
z—1

f n’est pas continue en % : f(%) =1et m_l}?}ﬁf(x) _ n;l
flx)=mn-1z .
(e) f continue sur R — {1 n e N*}.

siwelt, 1] alors f(z) =4

si x €]7, 3] =3z
| alors f(x) =2z
1] alors f(z) ==

alors f(z
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si x €]

car dans ce cas z €]
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six € ]1,400] alors f(z) =0

Exercice 4.
-Ona 2f(0)=0= f(0)=0.

- Récurrence : . . "

La proposition est vraie sin =1: On a f(2 x ?O) + f(;o) =0, dou f(zg) = (71)1]”(2—?).

Supposons que cette proposition est vraie pour un entier n > 1. Nous avons d’aprés ’hypothése de
. o . To Yo )

recurrence f(ro) = (~1)" f(50). Si on pose yo = oo on a f() = —f(22) . Dion F(£8) =~ F(5%%r)

Finalement f(z¢) = (71)"“]”(2531 ). La proposition est vraie pour n + 1. On en déduit par récurrence
qu’elle est vraie pour tout n > 1.

- Soit p € R. On a lim g—s =0 et f est continue sur R donc lim f(@) = f(0) = 0. On en déduit

n—-+o0o n—-+oo® 2N
que f(xo) = 0.



