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Exercice 1.

1.0n a |up+1| = 1|+n‘2 < |up|. La suite (Jun|) est décroissante et minorée par 0, donc elle est
u
convergente. "
. .. - Un N l
Pour obtenir sa limite [, on peut remarquer que v, = |u,| vérifie v = d'oul =
p q q n | n‘ n+1 1+ v% 1+ 12
c.a.d ! =0. D’ou lim |u,| = 0 et donc limwu,, = 0.
1
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2. 8ia=1alors ug = f(u1) = f(f(uo)). On a f(ug) = f(1) = %, d’'ott ug = f(%) = =-.

3.0na f2(0) =0 et f2(1)=2 et v/3/6 €0, 2.
La fonction f2 = f o f est continue sur [0,1] , d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il
existe a €]0, 1] tel que uz = f%(a) = v/3/6.

4. a) On montre par récurrence que pour tout n : f(u,) = f(a). , ou de maniere directe :

funsr = fun) = f(a).
Or limu, = 0 et f est continue en 0; d’ou lim f(u,) = f(0). En passant a la limite dans la
relation f(u,) = f(a) on obtient f(a) = f(0).

b)La fonction f est donc constante sur R égale a f(0).

Exercice 2. . -
1. f est définie , continue et dérivable sur [0, 5 [ On a pour tout z € ]0, 5 [ : f'(z) =tan’z >0

)=

T
donc f est strictement croissante sur [O, 5 [

On en déduit que f est une bijection continue strictement croissante de [0, g { sur J = f ({0,
[£(0), i f(2)[= [0, o0,

r— —

2
(On pourra aussi étudier les variations de f )

|y

Conclusion : f définie une bijection continue strictement croissante de [0, g [sur [0, +o00].

2. f est une bijection de {O, g [ sur [0, +oo[. n € [0, +00], il existe un unique x,, € {O, g [ tel que

f(zp) =nc.ad tanz, — z, = n.

3. lim f(z) = 4+oc on en déduit que lim f~'(z) = T Ona lim f~Yn) = T ce qui est
™ T—+00 2 n—-+oo 2

r— —

equivaut a lim xz,, = 4+o0.

Exercice 3.

T -1 T -1 rT—1 In(1 rT—1
i ¢ ¢ X v et lim6 =1let limwzld’oﬁ limeizl
ln(l —+ J,‘) x 111(1 + .73) z—0 X z—0 T x—>0h’1(1 + .CL‘)

Cette limite est égale & f(0), donc f est continue en 0.

2. On pose g(z) =2(e* — 1 —In(1 + 7)) + (2% — 22)(e®* — 1) .




a) ¢'(z) =2e" — H_% + (27 — 2)(e® — 1) + (2% — 22)e® = z2e® — H% —2(x—1).

Dou (z +1)¢'(z) = 2%(z + 1)e* — 2 — 2(2% — 1) = 2%((x + 1)e® — 2).
On a donc le résultat avec h(z) = (x + 1)e” — 2.

h(x)

b) La fonction
x4+

sur ce méme intervalle.

est continue sur l'intervalle fermé borné [—a, a], donc elle est donc bornée

On peut aussi faire une démonstration directe.

c) f est définie , continue sur | — 1, +oo[ et dérivable sur | — 1, 0[U] — 0U, +o0[.
Soit = € [—a,a]. Alors f est continue sur [0,z] et dérivable sur |0, z[ ( si z < 0 on prend
[z, 0])
D’apres le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €]0, z[ tel que g(z)—g(0) = ¢'(c)z =

h
:Uchj_c)c. Dol |g(x)| < M |z
On en déduit que pour tout x € [—a,a) : ]&SN < M|z| d’ou limLf) = 0.
x z—0 T
3. On peut écrire

f(z)—f(0) e —1—In(z+1) z <g(a:) (22 — 2z)(e® — 1))

x T zln(l+a) T 2In(l+a) \ a2 z?

(z2—2agcc)2(e“3—1) _ (.I _ 2) ezxfl 9

donc lim 7“:6) — f0)

z—0 T

=1 ce qui montre que f est dérivable en 0 et que f/(0) = 1.

Autre méthode pour faire simplement cet exercice ( utilisation de la formule de Taylor-Young
) : On peut écrire :
2
ef =142+ 5 + 221 (x) avec lirr(l)el(x) =0,
€Tr—
2

In(l+z)=x— S 12e9(x)  avec lir%sg(a:) =0

2
D’ou ) )
e —1—-In(x+1) l+z+ L + 2% (2) -1 -2+ %L — 2?%ey(x)
zln(l+ x) 22 — T | x3ey()
x? +JZ2(€1 — EQ) - 1+ (81 - 62)

R 1)) 1= %+ aeg(a)

Simple et efficace!



