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INTRODUCTION

Compte tenu de I'importance de 'algébre de Lie sl3(C) dans la théorie des
représentations, la correspondance bijective entre les slo-triplets et les orbites
nilpotentes d’une algébre de Lie semi-simple donne a I’étude de ses éléments
nilpotents une place essentielle dans la théorie des algébres de Lie. J. Y.
Charbonnel valide dans [4] une conjecture due & A. G. Elashvili concernant
I'indice. On démontre dans le chapitre 1 de cette thése, grace aux techniques
développées dans [4], une conjecture due & D. Panyushev concernant l'indice
du normalisateur du centralisateur d’un élément nilpotent dans une algébre
de Lie semi-simple complexe. On résout dans le chapitre 2 un probléme
d’additivité de l'indice lié & la décomposition de Cartan d’une algébre de Lie
semi-simple réelle. Cette thése consiste donc en deux résultats, pour une large
part indépendants, concernant des calculs d’indice dans une algébre de Lie
semi-simple.

Dans tout ce qui suit, le corps de base est le corps des complexes et les
algébres de Lie sont de dimension finie.

Si q est une algébre de Lie, 'indice de ¢, noté ind g, est la dimension
minimale des stabilisateurs dans q d’un élément de q* pour l'action coad-
jointe. L’indice d’une algébre de Lie complexe est donc un entier lié & la
représentation adjointe. Il a été introduit par J. Dixmier dans [7] pour son
importance dans la théorie des représentations. Le probléme de 'indice ap-
parait également dans la théorie des invariants. En effet, si q est une algébre
de Lie algébrique de groupe algébrique correspondant @, l'indice de ¢ est
le degré de transcendance du corps des fonctions rationnelles Q-invariantes
sur q*. Lorsque q est une algébre de Lie réductive, q et q* sont isomorphes
et l'indice de ¢ est son rang. L’étude de l'indice n’a donc d’intérét que pour
les algébres de Lie non réductives. On se tourne alors naturellement vers les
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sous-algébres non réductives des algébres de Lie semi-simples. Il y a au moins
deux grandes familles de sous-algébres dont on cherche & étudier 'indice : a)
les centralisateurs d’un élément et sous-algébres associées ; b) les sous-algébres
paraboliques et «assimilées» (radical nilpotent, sous-algébres «seaweedy, etc.).

Des résultats concernant les sous-algébres de type a) ont été étudiés par A. G.
Elashvili et D. Panyushev. A. G. Elashvili formule une conjecture concernant
I'indice du centralisateur d’un élément dans une algébre de Lie réductive. Cette
conjecture est étudiée dans des cas particuliers dans [22]. O. Yakimova valide
cette conjecture pour les algébres de Lie simples classiques dans [34] et elle est
enfin vérifiée en toute généralité par J.Y. Charbonnel. Il obtient précisément
dans [4] le résultat suivant :

Théoréme 1 ([4], Théoréme 5.5). — Si x est un élement d’une algébre de
Lie réductive g, alors l'indice du centralisateur g° de x dans g est égal au rang

de g.

Les techniques développées pour la démonstration de ce théoréme et le théo-
réme 1 lui-méme ont conduit & I’étude d’une conjecture de D. Panuyshev for-
mulée dans [22]. Le Chapitre 1 de cette thése consiste en la démonstration de
cette conjecture, dont I’énoncé précis est le suivant :

Théoréme 2. — Soit e un élément nilpotent d’une algébre de Lie semi-simple
compleze g. Alors on a

ind n(g®) = rg g — dim3(g°),

ot n(g®) est le normalisateur dans g du centralisateur g¢ de e et ou 3(g¢) est
le centre de ce centralisateur.

Notons que I'une des étapes de cette démonstration repose sur des calculs
explicites effectués avec le logiciel GAP4, que 'on présente dans le chapitre 3.
Ces calculs concernent les orbites nilpotentes distinguées des algébres de Lie
exceptionnelles.

On trouve dans [21], [30], [31], [6] et récemment dans [11], des résultats
concernant les sous-algébres de type b). Le travail précédent méne vers d’autres
questions liées a l'indice. Si gg est une algébre de Lie semi-simple réelle, la
décomposition d’Iwasawa gg = €y @ ag @ ng, issue d’'une décomposition de
Cartan, gg = 9 @ pg, donne la décomposition gg = €y @ bg, ot by = ag D ng. La
question de savoir si 'indice est additif dans cette décomposition a été soulevée
par M. Rais dans [23]. Puisque les algébres de Lie £ = (£)© et g = (go)* sont
réductives, leur indice est égal & leur rang et il s’agit de démontrer le résultat
suivant :
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Théoréme 3. — L’indice de b = (bo)® est donné par la relation :
indb=rgg—rgt

On démontre ce théoréme dans le chapitre 2. En particulier, on répond de
fagon positive a la question de M. Rais. Bien qu’il s’agisse de nouveau d’un
calcul d’indice, les méthodes utilisées ici sont trés différentes de celles utilisées
dans le premier chapitre. P. Tauvel et R. W. T. Yu ont montré dans [30] et [31]
comment la construction de Kostant et la notion de forme linéaire stable inter-
viennent dans le calcul d’indice des sous-algébres de type b). La sous-algébre
b est une sous-algébre résoluble qui est contenue dans une sous-algébre de
Borel de g. On reprend donc les outils utilisés dans [30] pour calculer 'indice
d’une sous-algebre de Borel dans une algébre de Lie semi-simple. Cependant,
puisqu’il s’agit ici d’algebres de Lie semi-simples réelles, I'involution de Cartan
associée a la décomposition de Cartan précédente va jouer un role essentiel.
On donne en outre dans ce chapitre une caractérisation des algébres de Lie
semi-simples g pour lesquelles la sous-algébres b posséde une forme linéaire
stable. Selon les remarques de M. Duflo, il s’avére plus intéressant de savoir si
une algébre de Lie est quasi-réductive que de savoir si elle posséde une forme
linéaire stable. On donne alors plutét une caractérisation des algébres de Lie
semi-simples g pour lesquelles la sous-algébres b est quasi-réductives. On ob-
tient, a l'aide des méthodes précédentes, une caractérisation des sous-algebres
«seaweed minimalesy quasi-réductives. Ce dernier travail est nouveau par
rapport a ce qui a été fait dans [20] et prolonge des résultats obtenus dans
[31].

Précisons que les chapitres 1, 2 et 3 correspondent, & quelques modifications
pres, a [18], [20] et [19] respectivement. Toutefois, la partie 2.6 du chapitre 2
est nouvelle par rapport a [20] et le paragraphe 1.1.2 est nouveau par rapport a
[18]. Il vise & corriger une erreur commise dans [15] qui m’a été signalée par D.
Panyushev et O. Yakimova. Le paragraphe 1.3 du chapitre 1 est par conséquent
modifié aussi, compte tenu de cette erreur. Les deux premiers chapitres sont
indépendants et le chapitre 3 est une annexe du premier.






CHAPITRE 1

INDICE DU NORMALISATEUR DU
CENTRALISATEUR

Introduction

L’indice d’une algébre de Lie algébrique complexe est la codimension mini-
male de ses orbites coadjointes. Si g est une algébre de Lie semi-simple com-
plexe, son indice, ind g, est égal a son rang, rg g. Plus généralement, l'indice
d’une représentation V' d’une algébre de Lie algébrique complexe q est la co-
dimension minimale de ses orbites sous l'action contragrédiente. On le note
ind (q, V).

Dans tout ce qui suit, g est une algébre de Lie semi-simple complexe de
groupe adjoint G. On identifie g & son image par la représentation adjointe.
Pour x dans g, on note g* son centralisateur, 3(g”) le centre de g* et n(g”) le
normalisateur dans g de g*. Le but de ce chapitre est de donner une expres-
sion simple de l'indice de n(g®), pour e un élément nilpotent de g. L’algébre
n(g®) agit sur le sous-espace g¢ par la représentation adjointe et on établit en
outre une formule pour l'indice, ind(n(g®), g¢), du n(g¢)-module g¢. Plus préci-
sément, on se propose de montrer les deux résultats suivants, conjecturés par
D. Panyushev dans [22], Conjectures 6.1 et 6.2 :

Théoréme 4. — Soit e un élément nilpotent de g. Alors on a,
ind n(g°) =rg g — dim3(g°).
Théoréme 5. — Soit e un élément nilpotent de g. Alors on a,
ind(n(g®), g°) = rg g — dim3(g*).

Notons que les deux relations précédentes sont indépendantes du choix d’un
représentant dans lorbite de e sous 'action du groupe adjoint. Dans [22],
D. Panyushev dresse une liste de cas ol ces deux égalités sont satisfaites.
Remarquons a ce propos qu'’il obtient seulement les relations : ind n(g®) =
ind g¢—dim 3(g°) et ind(n(g®), g°) = ind g°—dim 3(g¢). La relation ind g° = rg g
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n’est en effet énoncée dans [22] que sous forme de conjecture (|22], Conjec-
ture 3.2 d’Elashvili). Cette égalité est démontrée depuis en [4], Théoréme 5.5.
Dans tous ses exemples, D. Panyushev obtient ces relations en montrant que
le groupe Ng(e) a une orbite ouverte dans 3(g)*, ot Ny(e) désigne le sous-
groupe connexe de G d’algébre de Lie n(g®). Cette condition est, comme on
aura ’occasion de le voir, suffisante mais ne permet pas de traiter tous les cas.

La premiére partie regroupe un certain nombre de résultats autour du nor-
malisateur et du centre du centralisateur d’un élément nilpotent. On introduit
en outre dans cette partie une propriété (P;) qui interviendra dans la suite.
On montre dans la deuxiéme partie que le théoréme 4 est en fait une consé-
quence du théoréme 5 et qu’obtenir I'identité du théoréme 5 équivaut & montrer
qu'une certaine matrice a coefficients dans l’algébre symétrique S(g°) est de
rang maximal. On consacre les deux parties qui suivent & la démonstration
de ce dernier point dans deux cas particuliers : lorsque g est une algébre de
Lie simple classique (partie 1.3) et lorsque ’élément e vérifie la propriété (Pp)
(partie 1.4). La troisiéme partie utilise des propriétes géométriques des algébres
de Lie classiques tandis que la quatriéme partie repose pour une large part sur
des résultats exposés dans [4] par J.Y. Charbonnel. On étudie dans la derniére
partie la propriété (Pp) pour achever la démonstration des théorémes 4 et 5
dans le cas exceptionnel. La fin de la démonstration s’appuie sur des calculs ex-
plicites effectués a ’aide du logiciel GAP4. On trouve les détails de ces calculs
dans le chapitre 3.

1.1. Résultats préliminaires - Propriété (P;)

1.1.1. Soit e un élément nilpotent de g. Puisque e est nilpotent, le théoréme
de Jacobson-Morosov assure 'existence de deux éléments h et f dans g pour
lesquels e, h, f satisfont les relations de slo-triplet :

[h, €] = 2e, le, f] = h, [h, f] = —2f.

Si u est un sous-espace de g, on note u I'orthogonal de u pour la forme
de Killing (,) de g. On va décrire l'orthogonal de certains sous-espaces. La
proposition suivante est bien connue et sa démonstration est rappelée en [4],
Lemme 5.6 :

Proposition 1.1.1. — L’orthogonal de g¢ est le sous-espace [e,g] et on a la
décomposition g° & [f,g] = g.

Puisque g/ - [f, 9], la deuxiéme relation permet d’identifier le dual de g¢
a g/ via la forme de Killing.
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Le normalisateur n(g®) du centralisateur g¢ de e est, par définition, l'en-
semble des y de g tels qu’on ait 'inclusion : [y,g¢] C g° C’est aussi le nor-
malisateur du centre 3(g°) de g°, comme on le vérifie facilement. Le centre et
le normalisateur du centralisateur d’un élément nilpotent sont étudiés dans
[3] et [29]. La proposition suivante rassemble un certain nombre de proprié-
tés du normalisateur. On en trouve une démonstration dans 3|, Lemme 10.2,
Corollaire 11 et Théoréme 18, ou dans [29], paragraphe 35.3.5 et 35.4.1.

Proposition 1.1.2. — On a les relations suivantes :

1) n(g°) ={ycallyel €3(a)}
2) n(g®) =g°@[f,3(e°)]-
En particulier, dimn(g€) = dim g° + dim 3(g%), et on a l’égalité [n(g°),e] =

3(9°).

Soit g un sous-espace de g° stable par adh. Les sous-espaces g¢ et [f,g] ont
une intersection nulle d’aprés la proposition 1.1.1 et on s’intéresse au sous-
espace g° @ [f, g] de g. Son orthogonal est décrit par la proposition suivante :

Proposition 1.1.3. — Soit g un sous-espace de g¢ stable par adh, alors on
a :

(o° @ [f.8)" = [e.g"].

Démonstration. — Il est clair que g¢ est contenu dans I'orthogonal de [e, g*].
Soit v dans g, alors on a :

<[f? u]v [@ELD = <[[fv u]>€]7§l> = <_[h?u]7§l> = {0}7
car [h,u] appartient a g, puisque g est stable par adh. On a ainsi montré que

le sous-espace g° @ [f, g] est contenu dans I'orthogonal de [e, g*]. Calculons les
dimensions des deux sous-espaces :

dim (g° @ [£,8])" = dimg— (dimg® + dim[f, 3])
= dimg — (dimg®+ (dimg — dim(g N g’)))
= dimg’ — (dimg® — dim(g N g))
et,

dim([e,gt]) = dimgt — dim(gt N g®).

On a les relations suivantes :
dim(gh Ng®) = dim(g+(g)")" = dimg — dim(g + (¢°)")
= dimg — dimg — dim(g®)* + dim(g N (g°)*)
= dimg® — (dimg — dimgnN [e, g])
= dimg® — dim gy,
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ol g est le sous-espace propre pour ad(h) associé a la valeur propre 0. D’autre
part, g N g/ = gn g’/ Ng® = go. Par suite les deux sous-espaces g° @ [f,g] et
[e,fjl] sont de méme dimension et la proposition s’ensuit. ]

A Taide de la proposition précédente, on retrouve lorthogonal de sous-
espaces connus. Lorsque le sous-espace g est nul, on retrouve ’orthogonal de g©.
D’aprés [22], Théoréme 2.4, on dispose de la décomposition 3(g¢) @ [g, ¢/] = g.
On en déduit que 'orthogonal de 3(g€) est le sous-espace [g, g¢|. La proposition
précédente appliquée a g = 3(g°) permet alors de décrire orthogonal de n(g®) :

n(g)" = (g° @ [£.3(8°)])" = [e, g% g]]-

On a utilisé la proposition 1.1.2 pour la premiére égalité. Enfin, la proposition
1.1.1 et la proposition précédente, appliquées & g = g¢, donnent ’orthogonal du
sous-espace g°@ [f, g¢]. Ce dernier sous-espace interviendra & plusieurs reprises
dans la suite. On a :

(6 ® [f,9°])" = [e, [e, g]]-

On termine cette partie par 'introduction d’une propriété (P;) :

Définition 1.1.4. — On note 3max le sous-espace propre de la restriction de
adh a 3(g°) relativement a sa plus grande valeur propre. On dira que e vérifie
la propriété (Py) si, pour tout élément non nul v de 3(g°), le sous-espace 3max
est contenu dans le sous-espace [[f, g°],v].

Il est clair que si e vérifie la propriété (Py), il en est de méme de tous les
éléments de Uorbite de e sous l’action du groupe adjoint. On dira qu’une orbite
nilpotente de g vérifie la propriété (Py) si l'un de ses représentants la vérifie.

1.1.2. On étudie dans ce paragraphe le centre du centralisateur d’un élé-
ment nilpotent dans une algébre de Lie simple classique. Ce paragraphe,
nouveau par rapport a [18], vise & corriger une erreur commise dans [15]
qui m’a été signalée par D. Panyushev. Ces résultats interviennent dans la
partie 1.3, il est donc nécessaire de donner ici un énoncé correct. Notons
que cette erreur a été observée puis corrigée dans [33] par O. Yakimova. On
présente ici une démonstration faite indépendamment de celle de O. Yakimova.

Soit g une algébre de Lie simple classique et e un élément nilpotent de g.
Soit {e, h, f} un sly-triplet contenant e. La sous-algébre s = Ce @ Ch @ Cf est
alors isomorphe a s[(2,C).

On consideére le sous-espace 3 de g engendré par les puissances de e. Autre-
ment dit, on a :

3 = {polynomes en e} N g.
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Alors clairement 3 est une sous-algébre de 3(g¢) stable par adh. Si g = sl,,
le sous-espace 3 est engendré par les puissances de e. Si g = 50, ou spy,, le
sous-espace 3 est engendré par les puissances impaires de e. Il est bien connu
que si g = sl,,, alors les sous-espaces 3(g¢) et 3 coincident.

On désigne par V un espace vectoriel de dimension N > 5 muni d’'une
forme bilinéaire b symétrique ou alternée non dégénérée. On note g(V'), ou plus
simplement g lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, l'algébre de Lie simple formée
des endomorphismes x de V' qui vérifient :

b(zv,w) + b(v,zw) = 0,

pour tout v, w dans V. Ainsi, g = soy si b est symétrique et g = sp, si b est
alternée. D’apres [28], il existe une décomposition de V' de la forme,

(1) V=V& - &V,

ou les sous-espaces V; satisfont aux conditions suivantes :
(i) les sous-espaces Vi, ..., V,, sont deux & deux orthogonaux pour b et b\vi
est non dégénérée, pour 1 < i < m,
(ii) pour 1 < i < m, ou bien V; est un s-module simple et on dira que V;
est de type I, ou bien il existe deux s-modules simples W; et WZI de méme
dimension tels que V; = W; & WZI , avec b|W¢ = b|W, = 0, et on dira que V;

est de type IL

Soit ¢ dans {1,...,m}. On note €;d; la dimension de V;, avec ¢; = 1 s1 V;
est de type I et, e, = 2 si V; est de type II. La partition d(e) de N associée
a ’élément nilpotent e est alors [(dy)%!,. .., (dy)?™]. Quitte & réordonner, on

peut supposer en outre, dj > dy > -+ > dp,. Si V; est de type I (resp. de
type II), on fixe une base B; de V; dans laquelle la matrice de b}, est I'identité

(resp. [ I?i- Igi }) On note E; (resp. H;, F;) la matrice dans la base B; de la
restriction e; (resp. h;, f;) & V; de I'élément e (resp. h, f). On désignera encore,
par abus de notations, e; (resp. h;, f;) 'élément de g dont la restriction a V; est
e; (resp. h;, fi) et la restriction a Vj est nulle, pour j # 4. Soit enfin B la base
orthogonale de V' obtenue en concaténant les bases By, ..., B,, et E (resp. H,
F) la matrice de e (resp. h, f) dans la base B. D’apreés [28], si b est symétrique

(resp. alternée) et si V; est de type I alors d; est impair (resp. pair).

Définition 1.1.5. — Si b est symétrique, on dit que la partition d(e) a la
propriété () si elle est de la forme, dy > do > d3 > -+ > dp,, avec dy, do
1MPaIrs.

On note a(V) (resp. m(V')), ou plus simplement a (resp. m) lorsqu’il n’y
a pas d’ambiguité, le sous-espace de g(V') formé des éléments de g(V') dont
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Aq 0
la matrice dans la base B est de la forme, (respectivement
0 A
0 R
. ). Les sous-espaces a et m sont stables par adh et on a,
—R! 0

g = a ® m. On note en outre a® et af (resp. m® et m/) les intersections de a
(resp. m) avec g€ et g/. On dispose alors des décompositions,

g=aam®, g =doem,

et,
3(8°) = (an3(g)) ® (mN3(g°))-
Pour ¢ dans {1,...,m}, posons :
0 1
Jordy, = R et,
S
| 0
di—1 ]
di—3
Diag; =
—d1 +3
i —di+1 i

Il existe une base C; de V; dans laquelle les matrices de h; et e; sont Diag,,
et Jordg,, si V; est de type I, et dans laquelle les matrices de h; et e; sont
Diag,, 0 } ot [ Jordy, 0

0 —Diagfii 0 —Jordﬁli , si V; est de type II.

Si gy désigne le sous-espace propre de adh associé a la valeur propre A, pour
A dans Z, alors il résulte de ce qui précéde les inclusions suivantes :

a¢ C > g aof C > [s
0<i<2(d1 —2) 0<i<2(d1 —2)

m® C > g et, ml C > 9.
0<i<di+d2—2 0<i<di+d2—2

Lemme 1.1.6. — L’intersection de a et de 3(g°) est égale a 3.

Démonstration. — L’inclusion 3 C a N 3(g¢) est claire. Prouvons I'autre inclu-
sion par récurrence sur m.

m=1 :ily a deux cas :
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1" cas : V) est de type L. Alors e est un élément régulier de g, donc 3(g¢) = g°¢
et dim3(g®) = rk g. Puisque Vj est de type I, d; = 2s1+1 et dim3 = s; =tk g,
done 3(g°) = 3.

20me cas 1 Vp est de type II. Alors la matrice de e = e; dans la base B

est de la forme,
| Ey O
=V &)
ou Ej est un élément nilpotent régulier de slg, . Soit x un élément de aN3(g®).

Sa matrice dans la base B est de la forme }, avec [A, Ey] = 0.

A 0
0 —At
Puisque Ej est un élément nilpotent régulier, A est un polynéme en Fjy. Par
suite x appartient a 3.

m = 2 : supposons d’abord b symétique. On vérifie sans difficulté que
les éléments de g© sont les éléments de g dont la matrice dans la base B est de

la forme :
Py (Ey) R
[ —RY Py(Es) ] ’
ol P; et P, sont deux polynémes impairs et R une matrice de taille e1dy x €2d>
vérifiant la relation F1R — RE5 = 0.

Soit & appartenant a l'intersection de a et de 3(g€). Il résulte du cas m = 1
qu’il existe deux polynémes impairs P et P tels que la matrice de x dans la
Py (Ey) 0

0 Py(E
Py (E3) car alors z = Pj(e) et x appartient a 3. Puisque x appartient a 3(g°),
x commute aux éléments dont la matrice dans la base B est de la forme :

0 R
—RY 0 |
avec F1R — RE5 = 0. On en déduit la relation, Py (E;1)R — RPy(E>2) = 0, pour
toute matrice R telle que E1R — RE> = 0, d’ou on tire la relation (P (E;) —

P,(E1))R = 0, pour toute matrice R telle que F1R — REy; = 0. Les matrices
Py(Eq) et Py(E3) s’écrivent sous la forme :

base B soit de la forme, [ ) ] . Il s’agit de prouver que Py (Fs) =
2

W 2F] 0
Pl(El) = a[d_l]El +"'+a1 E1 et,
2
22| -1
Py(By) = af?) EQM +o+aP By,

a

2]
ou [-] désigne la partie entiére sur Q. On suppose par l'absurde que Py(FEj) #
Py (E5) et on cherche a aboutir & une contradiction. Soit [ le plus petit entier
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de {1,..., {%2]} tel que al(l) + al@). L’existence de [ provient de 'inégalité
dy > do. Soit T la matrice de taille dy X do définie par la relation suivante :
(21)¥™e colonne

0 --- 0
1
0
T =
0
0 R 0
0 o e e 0

On considére 'application linéaire r de V5 dans V; dont la matrice dans les

bases Cy et Cq1 est, T si V4 et V5 sont de type I, [ g } si V7 est de type II et

V5 de type I, [T 0 ] si V1 est de type I et V5 de type II et, [rg 8] si Vg
et V5 sont de type II.

De la définition de lentier [, il résulte que l'on a, (P, — P2)(e1) =
(al(l) - al@))e%l_l + Z(a,(j) - a,(f))e%k_l, avec (al(l) - al(2)) non nul. On vérifie
k>l

alors sans difficulté, compte tenu de ’expression des matrices de eq et es dans
les bases C; et Ca respectivement, la relation : (P; — Py)(e1)r # 0. Par ailleurs,
on montre sans peine que r satisfait a la relation e;r — reg = 0, d’ou il vient
la relation, Pj(e1)r — Pa(eq)r = 0, d’aprés ce qui précéde. On obtient ainsi la
contradiction.

Supposons enfin b alternée. Pour d = 2s dans N, on pose J; = [ OI 'gs } .
—1s

Les éléments qui commutent & F sont de la forme
Py (EY) A ]
_JEQdQAtjsldl PQ(EQ) ’
avec P et Py deux polynomes impairs et A une matrice de taille e1d; X eads

vérifiant la relation F1A — AFEs; = 0. On raisonne alors exactement comme
dans le cas symétrique.

X =
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On suppose le lemme démontré pour tout sous-espace régulier V' de V et
tout élément nilpotent de g(V”) tel que le nombre de sous-espaces intervenant
dans la décomposition (1) est strictement inférieur ou égal & m et on suppose
m > 3. Soit z un élément dans I'intersection de a et de 3(g¢). D’aprés le cas m =
Py (Ey) 0
1, la matrice de x dans la base B est de la forme,
0 P (Ey)
ou P,..., P, sont des polynémes impairs. D’aprés I’hypothése de récurrence
appliquée & la restriction de e au sous-espace Vo @ --- @ V,,,, on peut supposer
P, = ... = P,,. L’hypothése de récurrence appliquée a la restriction de e
a Vi @ Va permet en outre de supposer P; = Py. Par suite z = Pj(e) et =
appartient au sous-espace 3. O

On suppose que b est symétrique et que d(e) a la propriété (). Alors V; et
V5 sont de type I. Soit S une matrice non nulle de taille d; x dy satisfaisant
aux relations, £1.5 = 0 et SEy = 0. On note z ’élément de g dont la matrice
dans la base B est :

o S 0 -~ 0
-st 0 0 --- 0
7 — O 00 --- 0
. 0 0 0 - 0]
La matrice de la restriction de z & V; & V5 dans la base C; U Cy est, a un
r 0 --- 171
0
. R . 0O --- 0
scalaire non nul pres, la matrice 0 1 . Compte tenu de
: : 0
L0 -~ 0

I’expression de la matrice de la restriction de h & Vi @& V5 dans la base C; U Co,
on en déduit que z appartient au sous-espace g4, +d,—2-

Lemme 1.1.7. — Si b est symétrique et si d(e) a la propriété (%), alors z
appartient a 3(g°). De plus, z est un vecteur propre pour adh associée a la
valeur propre di + ds — 2.

Démonstration. — Le dermiére assertion du lemme est déja connue. Prouvons
la premiére assertion par récurrence sur m. Si m = 2, V; et V5 sont de type
I. Le centralisateur g¢ de e dans g est décrit dans la démonstration du lemme
précédent. Il est immédiat que la matrice Z commute avec les puissances de
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FEq et de Es. Il reste & montrer que Z commute avec les matrices de la forme :

0 R
—R 0 |
oll R est une matrice de taille di x do vérifiant la relation F1R — REy = 0.

Soit X une telle matrice. Prouvons que le crochet [Z, X] = ZX — X Z est nul.
Il s’agit de montrer que les deux relations suivantes sont satisfaites :

SR! = RS!
S'R=R'S

Montrons d’abord la premiére égalité. Ceci revient & montrer que la matrice
carrée SR! d’ordre d; est symétrique. Si cette matrice est nulle, le résultat
est clair. On suppose que la matrice SR' n’est pas nulle, alors il en est de
méme de sa transposée RS?. De la relation E1S = 0, on tire la relation :
E1(SR') = 0 et des relations E1R = REs et E»S' = 0, on tire la relation :
E1(RS!) = RE3S! = 0. Les images des deux matrices SR! et RS! sont donc
contenues dans le noyau de la matrice Fq, qui est de dimension 1. Par suite,
les deux matrices SR! et RS sont de rang 1 et ont la méme image. On note u
'endomorphisme de gly, dont la matrice dans la base By est SR'. Comme RS*
est la transposée de SR, la matrice RS! représente I’endomorphisme adjoint
u* de u dans la base orthonormée B;. De ce qui précede, il résulte que les
endomorphismes u et u* s’écrivent sous la forme u = pv et u* = v, avec v un
vecteur non nul de Vj et ¢ et ¢ deux formes linéaires non nulles sur V;i. Pour
tout z dans V7, on a 'égalité : b(u(x),z) = b(¢(x)v,x) = ¢(z)b(v,z). Or, par
définition de I’adjoint, on a la relation : b(u(z),x) = b(x, u*(x)) = Y (z)b(v, x).
Ainsi, pour tout 2 non orthogonal & v, on a ¢(x) = ¢ (z). Comme l’ensemble
des vecteurs z de V; vérifiant la relation b(x,v) # 0 est un ouvert non vide de
V1, les formes linéaires et 1 sont égales. On a obtenu ’égalité souhaitée :
SR! = RS*. Un raisonnement similaire permet d’obtenir la deuxiéme relation.

On suppose le lemme démontré pour tout sous-espace régulier V' de V et
tout élément nilpotent de g(V’) dont la partition associée a la propriété (x)
et tel que le nombre de sous-espaces intervenant dans la décomposition (1)
est strictement inférieur & m. On suppose m > 3. D’aprés I’hypothése de
récurrence, il suffit de prouver que Z commute avec les matrices de la forme,

0 o - 0 By
0 o - 0 By
X: . . . E ,
0 0 0 Bpn—1
R
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avec F;B; = B;E,,, pour tout 1 <i <m — 1, et [A,,, E;,] = 0. Il est clair que

0O --- 0 0
Z commute avec la matrice | * - 0 .t car m est supérieur ou égal
0 -~ 0 A,
a 3. Il reste a prouver que Z commute avec les matrices
BT
Xi= |0 B; |,
0o - = Bit e 0]

oll B; est une matrice de taille ¢;d; X &,,d,, satisfaisant & la relation F;B; —
B;E,, = 0. Le crochet [Z, X;] est nul pour i > 3. On note x; et x5 les éléments
de g dont les matrices dans la base B sont X; et X» respectivement. On vérifie
sans difficulté que la restriction a Vo & V,,, de 'élément [z,2] est contenu
dans le sous-espace m(Va @ V). Par suite, [z,z1] est contenu dans le sous-

e .
espace m(Va @ Vi,,) 'V2®Vm | qui est contenu dans le sous-espace > gi-
0<i<dz+dm—2
Or [z,z1] est contenu dans le sous-espace > @i, car z est un vecteur
i>d1+do—2

propre pour adh de valeur propre associée di +ds —2. On en déduit la relation,
[Z,X1] = 0, car dy + dy, — 2 < dy + do — 2, puisque d(e) a la propriété
(*). De méme, la restriction a Vi @ V;,, de 'élément [z, x2| appartient au sous-
espace m(V, @ Vm)e‘Vl ®#Vm  On déduit alors comme précédemment de I'inégalité
dy + dy, — 2 < dy + do — 2, la relation [Z, X5] = 0. O

Théoréme 1.1.8. — Soit e un élément nilpotent de g = sp,,, ou s0,. St g =
50, et si la partition d(e) associée a e a la propriété (x), alors 3(g¢) =3 Cz.
Dans tous les autres cas, on a 3(g°) = 3.

Démonstration. — L’inclusion 3 C  3(g) a toujours lieu et linclusion
3® Cz C 3(g°), pour b symétrique et e tel que d(e) a la propriété (x),
résulte du lemme 1.1.7. On prouve les autres inclusions par récurrence sur le
nombre m de sous-espaces intervenant dans la décomposition (1).

Le cas m = 1 résulte du lemme 1.1.6 car alors 3(g°) = an 3(g°).
m =2 :il y a deux cas :

1¢" cas : V) ou V, est de type II. Alors d(e) n’a pas la propriété (x) si b
est symétrique. Supposons par exemple V5 de type II. Puisque l’élément
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0 0 0
0 Iz, O centralise F, on en déduit que les éléments de 3(g°) sont
0 0 —Ig

contenus dans a. On déduit alors le résultat du lemme 1.1.6.
2¢me cas : V7 et Vo sont de type I. Supposons d’abord b symétrique. Alors d(e)
a la propriété (). Le centralisateur de F est décrit dans la démonstration du

. : 0 R .| E1 O 0 0
lemme 1.1.6. Si la matrice [ _R' 0 ] commute a [ 0 0 et [0 By },

alors R satisfait aux relations E1R = 0 et REs = 0. L’inclusion 3(g°) C 3@ Cz
est alors une conséquence du lemme 1.1.6.

Supposons enfin b est alternée. Le centralisateur de E est décrit dans la
démonstration du lemme 1.1.6. Soit x un élément de 3(g®) N m de matrice

dans la base B, X = [ _Jagd:f)‘ltjaldl 61 } Puisque X commute a [ 181 8 ]
0 0

et 0 E }, alors A satisfait aux relations F1A = 0 et AEy = 0. On en
2

déduit que A est une matrice de rang inférieur ou égal & 1. Par ailleurs,

0 B

~Jeyay B, 0

!/

puisque X commute & la matrice [ ] , ol B est de la forme

[ I€6d2 } , on en déduit que A est de la forme [ fé

Le rang de A’ et donc celui de A est alors pair. Par suite A = 0, d’ou le résultat.

}, avec A’ dans sp(eads).

On suppose le théoréme démontré pour tout sous-espace régulier V' de V et
tout élément nilpotent de g(V”’) tel que le nombre de sous-espaces intervenant
dans la décomposition (1) est strictement inférieur ou égal & m et on suppose
m > 3.

On suppose tout d’abord que b est symétrique. D’aprés le lemme 1.1.6, il
suffit de prouver 'inclusion 3(g¢) Nm C Cz, si d(e) a la prorpité (x), et 'in-
clusion 3(g¢) Nm C {0} sinon. Posons W =V} @ --- @ V,,,_1 et notons By la
base de W obtenue en concaténant les bases B, ..., B,,_1. Soit  un élément
Xw
-Bt 0
L’endomorphisme zy dont la matrice dans la base By est Xy est un élé-
ment de 3(g(W)“w) Nm(W). Il résulte alors de ’hypothése de récurrence que
Tw = A2, , avec A dans C, si d(e) a la propriété (x), et que zy est nul sinon.
Quitte & remplacer x par x — Az, si d(e) a la propriété (x), on peut donc sup-
poser que x est un élément de 3(g¢) N m dont la matrice dans la base B est de

de 3(g°) Nm et soit X = sa matrice dans la base B = By U By,.
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la forme,
[0 0 0 - 0 By |
0 0 0 0 By
0 0 0 0 Bs
X =
: 0 : : :
0 0 0o - 0 B1
B By B o Bl 0
En posant W/ = Vo @ --- @ V,, et en notant By la base de W' obtenue en
concaténant les bases Bo, ..., B,,, alors 'endomorphisme xy de matrice dans
la base By,
[0 0 0 By |
0 0 0 Bs
Xy = 0 : : :
0 o - 0 Br1
| -B{ -B} - -Bi_, 0 |
est un élément du centre du centralisteur dans g(W’) de €|, - 1l résulte alors
de I’hypothése de récurrence les relations By = --- = B,,_1 = 0.
0 0 B
Sim=3,ona : X = 0 0 By |, daprés ce qui précéde. Si V3
-BY —-BY 0

est de type II, il résulte du cas m = 2 appliqué a la restriction de e & V1 @ V3

(resp. Vo @ V3), la relation By = 0 (resp. By = 0). On peut donc supposer

que V3 est de type I. On note u et v les endomorphismes dont les matrices
0 U O 0 0V

dans la base B sont | —U! 0 0 | et 0 O O | respectivement, ou
0 0 O -Vt 0 0

1,

0 et ot V est une matrice équivalente

U est une matrice équivalente a

I,

0
et v. Un calcul élémentaire permet alors d’en déduire les relations, By = 0 et
By = 0. Ceci termine le cas m = 3.

a . Puisque u et v centralisent e, on en déduit que x commute avec u

On suppose enfin m > 3. L’endomorphisme de Vi & Vo & V,;, de matrice

0 0 B
dans la base B; U By U B, 0 0 By |, est un élément du centre du
~B! -BL 0

centralisateur dans g(V; @ Vo @ Vp,) . On déduit du cas m = 3,

de e|vleav2@vm
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By = By = 0. Par récurrence le théoréme est démontré pour b symétrique,
c’est-a-dire pour g = §09,11 OU 502,.

Si b est alternée, on raisonne comme dans le cas symétrique, la démonstration
étant dans ce cas beaucoup plus simple, compte tenu du cas m = 2. O

1.2. Premiéres réductions

Soit q une algébre de Lie complexe et ¢ une forme linéaire sur q. On dé-
signe par q, l'ensemble des s de q tels que ¢([q,s]) = 0. Autrement dit
o =1{s€q](ad*s) - ¢ =0}, ot ad® : g — gl(q*) est la représentation co-
adjointe de q. On rappelle que 1'indice de q, noté ind q, est défini par :

ind ¢ = min dimgq, .
pEq* v

L’indice d’une algébre de Lie ¢ est un entier lié & la représentation adjointe
de g. Une méthode similaire, appliquée & une représentation quelconque de
q, permet de définir V'indice d’une représentation. Soit p : ¢ — gl(V) une
représentation de g. On note, de maniére abusive, s - v a la place de p(s)v,
pour s dans q et v dans V. De méme, pour ¢ dans le dual V* de V et
pour s dans ¢, on note s - ¢ au lieu de p*(s)p ou p* est la représentation
contragrédiente a p. L’entier dimV — Iréa‘t/x(dimq - ) est appelé l'indice de V
AT

ou lindice du q-module V. On le note ind (p, V) ou ind (q,V) et il est clair
que ind (ad, q) = ind q au sens précédent.
On consideére la forme bilinéaire a valeurs dans V' :
K(q,V) : gxV =V, (s,0)—s-v.

En composant cette application avec un élément ¢ de V*, on obtient une forme
bilinéaire & valeurs dans C :

K@,V)y : qxV =V 2C.

L’application K(q,V), peut étre vue comme un élément de L(g, V™) et on
vérifie facilement 1’égalité :

ind (q,V) =dimV — ma‘x/x(rang K(q,V)y,).
peEV™
Soit n = dimq et m = dim V. En choisissant une base sur q et V', on peut
considérer K(q, V) comme une matrice de taille m x n a coefficients dans V,

ou V est identifié & la composante de degré 1 de algébre symétrique S(V).
Ainsi rang K(q,V) = m%/x(rang K(q,V),) et 'on obtient I'égalité :
peV*

(2) ind (q,V) =dimV — rang K(q, V).
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Pour V = q, on note K(q) au lieu de K(q, q) et il vient :

(3) ind q = dim q — rang K(q).

On s’intéresse maintenant a ’algébre de Lie n(g®) et on commence par
examiner l’identité du théoréme 4. On choisit une base eq,...,e, de g
telle que eq,...,ey est une base de 3(g°), avec m < n. Alors la famille
{e1,...,en,[fye1],.-.,[f,em]} est une base de n(g®), d’aprés la proposition
1.1.2. Dans cette base, la matrice K(n(g®)) est de la forme

0 0 9
0 ¢ ¢ |,
-9t —¢t 3
ol les matrices carrées ® et € sont respectivement d’ordre m et n — m. On
reconnait certains blocs de cette matrice. Ainsi K(n(g¢), g¢) = [ 8 2: g ] et

K(g°) = [ 8 g } D’apreés (3), on a la relation
ind n(g®) = dimn(g®) — rang (n(g®)).
Or la structure de la matrice K(n(g€)) montre que l'on a I'inégalité

rang K(n(g®)) < rang € + 2dim 3(g°).

Par ailleurs, puisque K(g¢) = [ 8 } , on a l'égalité :

0
¢
rang € = rang K(g°) = dim g° — ind g°.
Par suite, il vient :
ind n(g®) > dimn(g°) — dim g + ind g° — 2dim 3(g°).

D’aprés [4], Théoréme 5.5, on a la relation ind g¢ = rg g. Par ailleurs, la pro-
position 1.1.2, 2) donne dimn(g®) = dim g° + dim 3(g®). On obtient finalement
I'inégalité :

ind n(g®) > rg g — dim3(g°).
Voyons maintenant pourquoi le théoréme 5 implique le théoréme 4. Il s’agit de
prouver la proposition suivante :

Proposition 1.2.1. — Si l’égalité ind(n(g®),g°) =rg g — dim 3(g°) est satis-
faite, alors l’égalité ind n(g®) =rg g — dim3(g®) est satisfaite.

Démonstration. — On suppose le théoréme 5 démontré. D’aprés ce qui pré-
céde, il suffit d’obtenir I'inégalité :

ind n(g®) <rg g — dim3(g°).

Rappelons le résultat suivant, démontré dans [22], Théoréme 1.4 :
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Lemme 1.2.2. — Soit q un idéal d’une algebre de Lie q. Alors

ind g+ ind q < dim(q/q) + 2 ind(q, q).
En appliquant ce lemme a 'idéal g de n(g®), on obtient :
ind g° + ind n(g°) < dim(n(g®)/g%) + 2 ind(n(g®), g°),

ce qui donne, en utilisant de nouveau les égalités dimn(g®) = dim g°®+dim 3(g°)
et ind g° =rg g,

ind n(g®) < 2 ind(n(g°),g°) — (rg g — dim3(g°)).
Le théoréme 5 entraine alors 'inégalité souhaitée. U

On s’intéresse désormais a l'identité du théoréme 5. On a la proposition
suivante :

Proposition 1.2.3. — Le théoréme 5 est équivalent a l’assertion suivante :
la matrice
i [[f7 61]761] [[f7 €m],€1] ]
D : :
o] | walend o Denkend
L [[fv el]aen] [[fa em]aen] _

de taille n x m, a coefficients dans S(g¢), est de rang mazimal égal & m =
dim 3(g°).

Avant de démontrer la proposition, on étend encore un peu la définition
de l'indice. Ceci permettra d’interpréter géométriquement la matrice [ ¢ }

Soit g une algebre de Lie complexe, V et V' deux espaces vectoriels de di-
mension finie sur C et soit p : ¢ — L(V,V’) une application linéaire de q
dans V'espace des applications linéaires de V' dans V’. Pour ¢ dans (V')*, on
note q, = {s € q | p(p(s)v) =0, Vv € V} le «stabilisateur de p» et on note
q-p ¢ 'image dans V* de I'application qui & s dans q associe la forme linéaire
v — —(p(s)v) définie sur V. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité on omet l'indice
p. On pose, par analogie avec 'indice,
r(q,V,V') =dimV — max (dimq-, ¢).
pe(V)*

Notons que p n’est pas un morphisme d’algébres de Lie en général; I'espace
L(V, V') n’est méme pas une algébre de Lie. En revanche, si V= V" et si p est
une représentation de q dans V', on retrouve l'indice ind (g, V') du g-module V.
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On considére, toujours par analogie avec l'indice, la forme bilinéaire a valeurs
dans V' :

,C(qa‘/avl) H R V- V/ ; (8,’1)) = —p(S)U .
En composant cette application avec un élément ¢ de (V')*, on obtient une
forme bilinéaire a valeurs dans C :

K(q,V,V')y : qxV =V 5 C.
On vérifie facilement ’égalité :

r(q,V,V') =dimV — max (rang K(q,V,V’),).
pe(V/)*

Cette écriture permet de voir que ensemble des formes linéaires ¢ de (V')*
telles que dimq -, ¢ = dimV — r(q,V,V’) est un ouvert dense de (V')*. En
choisissant des bases sur q et V, on peut considérer K(q,V,V’) comme une
matrice de taille dim V' x dimq a coefficients dans V', ou V' est identifié a
la composante de degré 1 de l'algébre symétrique S(V'). Ainsi, on obtient
Iégalité :

r(q,V,V') =dimV —rang K(q,V,V").
Prouvons maintenant la proposition 1.2.3 :
Démonstration de la proposition 1.2.3. — D’aprés la relation (2), on a :

ind(n(g®),g%) = dim g° — rang K(n(g), g°).

Or la structure de la matrice K(n(g¢), g¢) montre que 'on a l'inégalité :

rang K(n(g®),g°) < rang € + dim3(g°).
En utilisant la relation, déja vue, rang € = dim g° —ind g® = dimg® —rg g, on
obtient l'inégalité :

ind(n(g%), g% > rg g — dim(g%).

Il y a égalité dans la relation précédente si, et seulement si, la condition
rang KC(n(g®),g°) = rang € 4 dim3(g®) est satisfaite, autrement dit si, et

seulement si, le rang de la matrice ], a coefficients dans S(g°), est

0
¢ ¢
égal a rang € 4 dim 3(g¢). Par suite, si I’égalité du théoréme 5 est satisfaite,

nécessairement la matrice o est de rang maximal égal & m = dim 3(g°).

¢

3(3, soit maximal,
égal am = dim 3(g°), et montrons la relation du théoréme 5. Soit p ’application
linéaire de 3(g°) dans L([f, g°], ) donnée par la relation :

Réciproquement, supposons que le rang de la matrice

p(s)v = [s,v] € g%
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pour s dans 3(g®) et v dans [f,g¢]. Puisque 3(g°) et g/ ont une intersec-
tion nulle, il existe un supplémentaire v de g N g° dans g° contenant 3(g°).
Posons » = dimt; on a m < r < n. On peut supposer que les éléments
€1,...,er forment une base de t et que les éléments e, 1,...,e, forment une
base de g/ N g°. La famille {[f,e1],...,[f,e]} est libre dans [f,g¢] et de car-
dinal » = dim g¢ — dim g/ N g° = dim([f, g°]); c’est donc une base de [f, g¢].
Dans les bases {e1,...,en} de 3(g°) et {[f,e1],...,[f,er]} de [f, g°], la matrice
K(3(g%),[f, 8, g°) a coefficients dans S(g°) est donnée par

[ en, [fye]

fex, [ eml]

KGe):1:009 = | (¢, 1 emanl]

[ len, [frer]]

[ems [f;ea]] T

[ems [ eml]

[em, [f; em1]]

fems [fren]] |

On dispose des relations :

[fsej]s e = [[fs el e5] = =lejs [ f eill,

pour ¢ =1,...,net j =1,...,m. Puisque les vecteurs e,1,..., e, sont dans
le centralisateur g/ de f, les crochets [[f, ejl,e;] sont nuls, pour i =r+1,...,n
et j =1,...,m, et la matrice [ ¢ de la proposition est donnée par :
[[fa 61]761] [[f) €m],€1]
[[f; el em] [[f, em], em]
5 [[f; 1], ema] ([, em], em1]
2] |
[[f; e, er] [[fs em], er]
0 0
i 0 0 |

ont le méme rang.

Par suite les deux matrices K(3(g%),[f, 8¢, 9%) et [ :g

5(3' , on en déduit que l'entier
H%a}g dim 3(g®) - ¢ est égal a dim 3(g®). L’ensemble
pe(ge *

D’apres 'hypothése sur le rang de la matrice

Q' = {p € ()| dims(g) -, = dims(g)}
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est donc un ouvert dense de (g€)*. Par ailleurs, de I’égalité ind g¢ = rg g, il
résulte que I’ensemble

Q={pe(g) | dimg® o =dimg® —rg g}
est un ouvert dense de (g€)*, ou g°- ¢ désigne 'orbite coadjointe de ¢. L’inter-
section 2N Q" est donc un ouvert non vide de (g¢)*. Soit A une forme linéaire
sur g€ appartenant a cette intersection. On considére 1'orbite n(g®)- A de A sous
l’action naturelle de n(g®) dans (g°)*. Autrement dit,

n(g9) - A={veg®— —A(s,v]) [ s €n(g)}.
Les sous-espaces g° et [f, g¢] ont une intersection nulle d’aprés la proposition
1.1.1 et on pose £ = g° @ [f, g°]. En identifiant (g°)*, respectivement ([f, g¢])*,
au sous-espace de E* formé des formes linéaires nulles sur [f, g°], respective-
ment g°, on obtient la décomposition suivante :

E* = () @ (If, 8"
Par suite, les ensembles g°- A et 3(g¢) -, A peuvent étre vus comme deux sous-
espaces de E* dont l'intersection est nulle. En effet le premier est contenu dans
(g°)* et le deuxieéme dans ([f, g°])*. On va montrer qu’il existe un isomorphisme
d’espaces vectoriels entre n(g®) - A et g - A @ 3(g°) -p A. Soit s un élément de
n(g®). Selon la décomposition 2) de la proposition 1.1.2, il s’écrit de maniére
unique s = s1 + [f, s2], avec s1 dans g° et sg dans 3(g¢). On pose
P(s-A)=s51-A+352p A

L’application ® définit ainsi une application linéaire de n(g€) - A dans g°- A @
3(g°) -p A. C'est clairement un isomorphisme d’espaces vectoriels, dont l'inverse
est donné par :
S1+ A+ 89 'p/\r—> (81+ [f,SQ]) <A
De cet isomorphisme, on déduit une égalité sur les dimensions,
dimn(g®) - A = dimg®- A+ dim3(g°) -p A,

car les deux sous-espaces g°- A et 3(g°) -, A ont une intersection nulle. D’ot,
puisque A\ appartient a l'intersection N ¢/,

dimn(g®) - A = (dimg® — rg g) + dim 3(g°).
Par suite, on obtient I'inégalité

max (dimn(g®)-¢) > dimg® —rg g+ dim3(g°),
pe(e°)*

ce qui donne encore
ind(n(g®),g°) < rg g —dim3(g®).

L’autre inégalité étant déja connue, on en déduit le théoréme 5. La proposition
est ainsi démontrée. O
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Notons que la condition de la proposition précédente est en particulier véri-
fiée si la matrice ® est non singuliére. Dire que la matrice © est non singuliére
signifie que l'indice ind(n(g®),3(g¢)) du n(g®)-module 3(g¢) est nul, ce qui se
traduit encore en disant que le groupe Ngy(e) a une orbite ouverte dans 3(g®)*.
On retrouve ainsi la condition de D. Panyushev vue en introduction qui lui
permet de conclure dans un certain nombre de cas. Notons que ces conclusions
reposent sur les résultats de [15] qui sont, comme on 'a déja signalé, légeére-
ment erronnés. Il obtient en fait dans [22] que la matrice © est non singuliére
dans les cas suivants :

1) si g est isomorphe & 'une des algébres de Lie sl,, ou sp,, (Théoréme 4.7

(i),
2) pour certains éléments nilpotents de g, si g est isomorphe & $09,41 ou
$09y, (Théoréme 4.7 (ii)),

3) si dim3(g®) < 2 (Théoréeme 4.7 (iii)),

4) si e est un élément nilpotent régulier de g (Corollaire 5.6).

Notons que dans les trois premiers cas, D. Panyushev montre une propriété
plus forte que celle de I'orbite ouverte, & savoir : le groupe Ng(e) a un nombre
fini d’orbites dans 3(g¢). Remarquons enfin qu’il existe des cas o la matrice ©
est singuliére ; par exemple, si e est un élément nilpotent sous-régulier de sog,
on peut montrer (|22, partie 4) que le groupe Ng(e) n’a pas d’orbite ouverte
dans 3(g°)*.

Soit e un élément nilpotent non distingué de g. En raisonnant comme dans
[29], preuve de la proposition 35.3.9, on montre qu’il existe une sous-algébre
de Lie semi-simple t de g, contenant e, et telle que les trois conditions suivantes
soient vérifiées :

1) test 'algeébre dérivée du centralisateur d’un élément semi-simple de g,
2) 5(g°) C3(t°) Ct° C g,
3) e est distingué dans t.

Proposition 1.2.4. — On suppose que la relation
ind(n(t%),t°) = rg t — dim3(t%)
est satisfaite. Alors la relation
ind(n(g°),g%) = rg g — dim3(g°)

est satisfaite.

Démonstration. — Soit {e, ', f'} un slo-triplet dans t contenant e. On
construit une base ej,...,e, de g° telle que ey,...,e, soit une base de
3(g%), e1,...,ep une base de 3(t°) et eq,...,e, une base de t°, avec

m < m' < n < n. Comme la relation ind (n(t?),t°) = rg t — dim3(t°)
est satisfaite, la proposition 1.2.3 assure qu'il existe un vecteur v de tf " tel
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que la matrice ((v, [f’,ei],€])) 1<icwr soit de rang maximal, car t/ s’identifie
1<j<m!
au dual de t¢ via la forme de Killing. On suppose par ’absurde que la matrice

(v, [[f', el e5])) isisn n’est pas de rang maximal. Alors il existe des complexes

ai,...,a, non tous nuls qui satisfont 1’égalité :
m
(v, [[f/v eil, Z ajejD =0,
j=1
pour i = 1,...,n. On a donc aussi la relation :

(’U, [[f/v ei]v Zajejb =0,

pour ¢ = 1,...,n/, car n’ < n. En posant a; =0 pour j =m+1,...,m/, on

obtient encore :
m/
(v, [[fla eil, Z ajejD =0,
j=1

pour i =1,...,n’. Ceci contredit le fait que la matrice ((v, [[f’, €], €;])) 1<i<w’
1<G<m!

est de rang maximal. Par suite, la proposition 1.2.3 donne la relation
ind(n(g®),g°) = rg g — dim3(g®), car cette derniére ne dépend pas du choix
d’un sly-triplet {e, h, f} dans g contenant e. O

Effectuons enfin une derniére réduction. Une algébre de Lie complexe semi-
simple est somme directe d’idéaux simples et il est clair qu’il suffit de démontrer
les théorémes 4 et 5 pour chaque composante simple de g. On peut supposer
désormais que g est une algébre de Lie complexe simple.

1.3. Démonstration du théoréme principal dans le cas classique

On suppose que g est une algébre de Lie simple classique, c¢’est-a-dire g = sl,,,
$02,41, §Pa,, OU 502, Soit e un élément nilpotent de g et soit {e, h, f} un sly-
triplet contenant e. On reprend les notations du paragraphe 1.1.2. On va mon-

trer «directement», a 'aide de calculs explicites, que la matrice [ ¢ } intro-

duite dans la partie précédente est de rang maximal. Dans le cas ou 3 = 3(g°),
la proposition 1.3.1 donne un résultat plus fort. Commengons par quelques
calculs préliminaires. On dispose des relations suivantes :

(4) [k, fl=erf — feF = Z e“he’ et [h, ei] =2 ¢,

a+p[B=k—1
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(5) Hek,f],el} = Z e“hePti — Z e*Tineb

a+0=k—1 a+p0=k—1
(6) = Z e?[h, el)e? = 2ki - FHiL,
a+p=k—1

L’algebre n(g®) agit sur le sous-espace 3(g°) par la représentation adjointe
et 'on dispose de la proposition suivante :

Proposition 1.3.1. — On suppose 3 = 3(g%). Alors lindice, ind(n(g®),3(g%))
est nul. En particulier, la relation

ind(n(g®),g°) = rg g — dim 3(g°)

est satisfaite.

Démonstration. — Notons d le degré du polynome minimal de e. On suppose
tout d’abord g = sl,,. Posons v; = €', pour ¢ = 1,...,d — 1, alors les éléments
v1,...,v4—1 forment une base de 3. Notons ® = (D;j)1<ij<d—1 la matrice
carrée d’ordre d — 1 donnée par :

©’LJ = [[fa Uj]) Ui]a
pour i et j dans {1,...,d — 1}. D’aprés la relation (6), on a

0 sit+7>d,

332] = i1 .

—245e"™ sinon.

En particulier on connait ® sur l'anti-diagonale. On a ©;; = —2ijed=1 si

i+ j = d. Soit ¢ une forme linéaire sur 3(g¢). De ce qui précéde, il résulte que
le déterminant de la matrice © évalué en ¢ vaut, au signe prés :

9201 5 (d — 1)12 x (p(e?1))d 1,

C’est donc un élément non nul de S(3(g)); il suffit en effet de I’évaluer en
une forme linéaire qui ne s’annule pas en e?~!. Par suite, la matrice ® est non
singuliére.

On suppose maintenant g = spy,,, $02,11 OU 503,. Posons r = [4], o []
désigne la partie entiére. On procéde de la méme facon; on pose v; = e~ 1,
pour i = 1,...,r. Les éléments vy,...,v, forment une base de 3. Notons © =
(D4j)1<i,j<r la matrice carrée d’ordre r donnée par :

Dij = [[f, vs]s vil,

pour i et j dans {1,...,r}. D’aprés la relation (6), on a

0. — 0 sit+j5>r+1,
Y —2(20 —1)(25 — 1)e %3 sinon.
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En particulier, on connait ® sur 'anti-diagonale. On a ©;; = —2(2i — 1)(2j —
1)e?~1sii+j =r+1. Soit ¢ une forme linéaire sur 3(g®). De ce qui précéde,
il résulte que le déterminant de la matrice ® évalué en ¢ vaut, au signe pres :

2" x ((2r —1) x (2r —3) x --- x 1)% x (p(e* 1))

C’est donc un élément non nul de S(3(g°)) ; il suffit en effet de 'évaluer en une
forme linéaire qui ne s’annule pas en e?"~!. Par suite, la matrice ® est non
singuliére.

Dans tous les cas, on obtient que la matrice ® est non singuliére. Notons
que 'on n’a pas encore utilisé ’hypothése 3 = 3(g¢). Puisque 3 = 3(g¢), on pose
m = dim3 = dim3(g°), d'ot m = d — 1 dans le cas sl,, et m = r sinon. On

compléte la base {v1,...,v,} de 3(g°) en une base {vi,...,v,} de g¢. Alors,
dans les bases {v1,...,vn, [f,v1],. .., [f,om]} de n(g®) et {v1,...,vn} de 3(g°),
ona :

K(n(g%),5(s%))=[0 0 D ].

Puisque ® est non singuliére, la rang de la matrice précédente est égal a
dim 3(g¢) et l'indice ind(n(g®),3(g¢)) est nul. L’autre assertion résulte des re-
marques qui suivent la démonstration de la proposition 1.2.3. O

Remarque 1.3.2. — La preuve précédente permet de voir que les formes li-
néaires réqulieres de 3(g°)* pour laction naturelle de n(g®) dans 3(g°) sont
exactement celles qui ne s’annulent pas sur le vecteur de plus haut poids pour
laction de adh.

On déduit de cette proposition le théoréme 5 pour tous les éléments de
sly,, spy,, et pour les éléments nilpotents de so, dont la partition n’a pas la
propriété (x). En effet dans chacune de ces situations les sous-espaces 3(g°) et
3 coincident d’aprés le théoréeme 1.1.8.

On consacre la fin de cette partie a la preuve du théoréme 5 dans le cas
général. Le lemme suivant, tiré de [5], Théoréme 8.2.14, décrit les partitions
des orbites distinguées de g.

Lemme 1.3.3. — (i) Si g = sl,, alors la seule orbite nilpotente distinguée
est l'orbite réguliére.
(ii) Si g = s0, ou spy,, alors une orbite nilpotente est distinguée si, et

seulement si, la partition correspondante n’a pas de répétition. Ainsi, les
partitions des orbites distinguées de 50, n’ont que des parties impaires deux
a deux distinctes et les partitions des orbites distinguées de sp,,, n'ont que
des parties paires deux o deux distinctes.
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Proposition 1.3.4. — On suppose que g est une algébre de Lie simple clas-
sique. Alors on a la relation :

ind(n(g®),g%) = rg g — dim 3(g°).

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur le rang n de g. Pour n = 1,
g est isomorphe a sly et le résultat est connu. Soit n > 2. On suppose la
proposition démontrée pour toute algebre de Lie simple classique de rang
strictement inférieur & n. Il résulte de 'hypothése de récurrence que la rela-
tion ind(n(t?),t¢) = rg t — dim3(t°) est satisfaite pour t et e satisfaisant les
conditions 1), 2) et 3) qui précédent la proposition 1.2.4 et pour t strictement
contenue dans g, car alors t est produit direct d’algeébres de Lie simples clas-
siques de rang strictement inférieur a celui de g. D’aprés la proposition 1.2.4,
il suffit donc de prouver le résultat pour les éléments nilpotents distingués de
g. On peut supposer en outre que e n’est pas un élément nilpotent régulier
de g, d’aprés les remarques qui précédent la proposition 1.2.4. On suppose
désormais que e est un élément nilpotent distingué non régulier de g.

D’aprés le lemme 1.3.3, le théoréme 1.1.8 et la proposition 1.3.1, on peut
supposer que g = §0g, Ou §09,+1. La partition d(e) = [dy,...,d,,] associée a
I’élément e posséde alors la propriété (), d’aprés le lemme 1.3.3, et puisque
ses parties sont impaires, on pose, d; = 2s; + 1, pour 1 < i < m. Soit A la
valeur propre associée a z; on a A = d; + da — 2, d’aprés le lemme 1.1.7.
Lemme 1.8.5. — (i) Ona :[[f,2],e¥ '] = {‘AZ ste=1,

0 sit=2,...,s1.
(it) L’élément [[f, z], e2] est non nul dans g¢. On note 2’ cet élément.
(iii) Le crochet [[f,e*171] es] est nul.

Démonstration. — (i) Sii=1, on a [[f,2],e* 1] = [[f, €], 2] = —[h, 2] = —Az.
On suppose ¢ > 1. En utilisant la relation (4), on montre sans peine que le
crochet [[f, 2], e*~!] est donné par la matrice :

0 T O 0
-7t 0 0 --- 0
0 00 - 0},
. 0 0 0 - 0]
ot T est la matrice, — ) E?HlEfS +5 > ES‘HgEg Dans la
a+f=2i—2 a+f=2i—2
somme > Ef‘HlElﬁ S, les termes pour lesquel § est strictement posi-

a-+B=2i—2
tif sont nuls, puisqu’on a la relation E1.S = 0. Il reste le terme Efz_2H1S.
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Comme z est un vecteur propre de adh relativement a la valeur propre A, on
a la relation H1S = SHy + AS. D’ou

EYT?H S = B} 2SHy + AEY' 25 = 0,

car /15 = 0 et i > 1. Par suite, on a : > Ef‘HlElﬁS = 0. De méme,
a+B=2i—2

la relation SE2 = 0 entraine la relation S > E%HgEg = 0. Par suite la
a+B=2i—2

matrice T est nulle et le crochet [[f, z],e%~!] est nul pour i > 1, d’out (i).

(ii) On a la relation 2’ = [[f,z],e2] = [[f,e2],2] = —[ha,z]. On suppose
par I’absurde que [ho, 2] est nul. Il s’agit d’aboutir a une contradiction. De la
relation SE; = 0, on tire la relation [ez, z] = 0. Comme le triplet {ea, ha, fa}
forme un slo-triplet dans g, on déduit des égalités [ha, z] = 0 et [ea, 2] = 0 la
relation [fa,2] = 0, d’out il vient SFy = 0. Ainsi, on a : F2S" = 0 et F,S" =0,
donc I'image de la matrice S est contenue dans I'intersection des noyaux de
FEy et Fy. Comme Fs est une matrice nilpotente réguliere, cette intersection
est nulle d’aprés la théorie des représentations de slo. D’ot la contradiction
car S n’est pas nulle.

(iii) Puisque e est un élément distingué, s; est strictement plus grand que so
d’aprés le lemme 1.3.3, donc I'élément es?1~1 est nul et le crochet [f,e?517!]
est donné par la matrice

- Y E°HE} 0

a+pB=2s1—2
0 0
Par suite le crochet [[f,e?171] es] est nul. O
On pose v; = e~ pour i = 1,...,s1, Vg +1 = 2 €t Vg, 42 = ea. Comme
e1 n’appartient pas au centre 3(g¢), la famille {vy, ..., vs, 42} est libre dans g°.
On la compléte en une base {vi,...,v,} de g° et on note M = (M;;) 1<i<n

1<j<s;+1
la matrice de taille n x (s1 + 1), a coefficients dans S(g¢), donnée par :

My = [[f, 5], vil,

pouri=1,...,net j=1,...,s1 + 1. On considére la sous-matrice carrée 9
de 9 d’ordre s; + 1 dont les lignes correspondent aux éléments vy, ...,vs, et
Vs, 42 et dont les colonnes correspondent aux éléments vy, ..., vs,+1 de 3(g°).

Grace au lemme 1.3.5 et aux calculs effectués dans la preuve de la proposition
1.3.1, on obtient la structure de la matrice 9’ :
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* * Ae2si—l 2]
* s el 0 0
m = S z e
Ag, 251710 0 0
| * * 0 Z/ ]

ol A; = —2x (251 — (20 — 1)) x (20 — 1), pour i = 1,...,s1. Soit ¢ une forme
linéaire sur g¢. D’aprés la structure de la matrice 9V, I’évaluation en ¢ du
déterminant de M vaut, au signe pres :

2% x ((2s1—1) x (281 —3) x -+ X 1)2 x p(2') x (@(6251_1))51.

Si ¢ ne s’annule ni en 2/, ni en €2*171, ce déterminant est non nul. Donc la

matrice 9’ est non singuliére. Avec les notations de la proposition 1.2.3, la

matrice 91 est la matrice . Cette derniére est donc de rang maximal

D
¢
égal & s1 + 1 = dim3(g®), car la sous-matrice carrée MM’ d’ordre s; + 1 est non
singuliére. La proposition résulte alors de la proposition 1.2.3. O

Remarque 1.3.6. — Les calculs de la preuve précédente permettent de don-
ner la structure de la matrice ® pour e un élément distingué non régulier de
§09p+1 OU 509,. On a :

i * * ezl 2z ]
* Aoge?s1—1 0 0
D = : . : :
Ag el 0 0 0

L Az 0 0 0 |

La matrice ® est donc singuliére dans ce cas et la relation ind(n(g®),3(g%)) =0
n’a pas lieu.

1.4. Démonstration du théoréme principal lorsque e vérifie (P;), pour
e nilpotent non régulier de g

On suppose que g est une algébre de Lie complexe simple et que e est un
élément nilpotent non régulier de g. On fixe un sly-triplet {e, h, f} dans g
contenant e. On note jmax le sous-espace propre de la restriction de adh a 3(g¢)
associé a la plus grande valeur propre. Le but de cette partie est d’obtenir le
corollaire 1.4.5 qui servira au cas exceptionnel dans la partie suivante.
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On va utiliser un certain nombre de notations et de résultats de [4]. On note
7. I'application (g,z) — g(z) de G x (e + g/) dans g. D’aprés [4], Corollaire
5.7, il existe un voisinage ouvert W de e dans e+ g tel que la restriction de
& G x W soit un morphisme lisse de G x W sur un ouvert G-invariant de g qui
contient e. On note X 1’éclatement en e de W et o le morphisme d’éclatement.
Ce qui précéde montre que I'ouvert non vide m.(Gx W) rencontre 'ouvert dense
de g des éléments réguliers de g. Par suite, le sous-ensemble de X des points
x de X pour lesquels o(x) est un élément régulier de g est un ouvert non vide
de X. On note X, cet ouvert. En particulier, o1 ({e}) est une hypersurface de
X, contenue dans X \ X, car I’élément e n’est pas un élément régulier de g.
On note enfin X, le plus grand ouvert de X sur lequel I'application z — g7(®)
de X, dans Gr,gq(g) a un prolongement régulier noté a. D’aprés [4], Lemme
2.3, il existe un ouvert affine Y de X qui rencontre o~!({e}) et qui satisfait
aux conditions suivantes :

1) Y est contenu dans X,

2) Y \ X, est une hypersurface lisse, irréductible, contenue dans o= ({e})
et dont I'idéal de définition dans C[Y] est engendré par un élément ¢,

3) il existe un sous-espace m de g qui est un supplémentaire de «(z) dans
g pour tout x dans Y et qui contient un supplémentaire p de g¢ dans g.

Par définition de «, on a l'inclusion a(z) C g, pour tout x dans Y. En
particulier, on a l'inclusion a(z) C g¢, pour tout = dans Y \ X,, car Y \ X, est
contenu dans o~ !({e}). On dispose alors du lemme suivant :

Lemme 1.4.1. — Soit xg un point de Y \ X, et soit {vy,...,vs} une base
d’un supplémentaire n de a(xg) dans g°. Alors I’élément det([v;, v;])1<ij<s est
un élément non nul de S(g°).

Démonstration. — D’aprés la proposition 1.1.1, [f, g] est un supplémentaire
de g¢ dans g. Par suite, on a les décompositions suivantes :

alzg)®n=get a(zg) ®nd |[f,g] =g.
On en déduit qu’il existe un ouvert non vide Y’ de Y contenant xg tel que,
pour tout 2’ dans Y, on ait la décomposition :
a@)ene(f.g =g

Puisque «a(z’) est contenu dans g° pour tout ' dans Y’ \ X,, on obtient de
plus

a(z’) &n=g",
pour tout 2’ dans Y\ X,.



38 CHAPITRE 1. INDICE DU NORMALISATEUR DU CENTRALISATEUR

Soit wy, ..., w; une base de [f, g]. Il suffit de montrer que ’élément
[vi,v1] -+ (V1,04 i
: : 0
A — det [U57U1] [/US7US]
[’Ll)l, Ul] e [’Ll)l, Us] [w17 wl] e [’Ll)l, wt]
[wt, Ul] T [wt, Us] [wt, wl] T [wt, wt]

de S(g) est non nul pour obtenir le lemme.

Soit ¢ dans {1,...,s}. L’application qui & = dans Y associe [o(z),v;] est
nulle en tout point de Y\ X,. car Y\ X,. est inclus dans o~ ({e}) et g contient
v;. Puisque ¢ engendre 'idéal de définition de Y\ X, on en déduit qu'il existe
une application réguliére p; de Y dans g non identiquement nulle sur Y \ X,
et un entier m; > 1 qui satisfont 1'égalité [o(x), v;] = q(x)™ u;(x), pour tout
x de Y. Montrons que l'entier m; est égal & 1 pour tout 7 dans {1,...,s}. On
suppose par l’absurde que m; > 1 pour un certain ¢ dans {1,...,s}. Il s’agit
d’aboutir a une contradiction.

Soit T" une indéterminée, 7 et 7y les images respectives de T' par les appli-
cations canoniques de 'anneau de polynémes C[T'] dans les quotients de C[T]
par les idéaux T™1C[T] et T>C[T]. Pour v un C[r]-point de X, on note 7,
I’évaluation en v de I'anneau Ox , ou x est l'image de v par la projection
canonique de ’ensemble des C[r]-points de X sur I’ensemble des C-points de
X. Alors v, est un morphisme de I'anneau Oy , dans 'anneau C[7]. Soit ~,, le
morphisme :

Ox: ®c g — C[r] @c g, pou — v(p)ou,
Puisque o est le morphisme d’éclatement de W centré en e, les fibres de o sont
irréductibles et ’espace tangent & W en un point z de W est la réunion des
images des applications linéaires tangentes & ¢ en les points de la fibre de o en
z. En particulier, puisque Y \ X, est un ouvert de la fibre c71(e) de o en e,
la réunion des images des applications linéaires tangentes & o en les points de
Y \ X, contient un ouvert non vide de g/.

Soit v un vecteur de g/ appartenant a cet ouvert. Soit alors = dans Y\ X, et
v’ un vecteur tangent a Y en x tels que I'image de v’ par 'application linéaire
tangente o’(z) & o en x soit égale a v. Soit enfin v un C[r]-point de Y au
dessus du C[rpl-point de X défini par v'. On note ¢/(z) la différentielle de ¢ en
x. Puisque l'image de ¢™ipu; par 7, est égale a 7™i¢/(x)(v")pi(z), de I'égalité :

[o(7),vi] = q(x)™ pi(z) ,

on tire 'égalité :
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car le terme de degré 1 en 7 de v,,(0) est 7v. Puisque m; > 1, on obtient que
[v,v;] est nul. Il en résulte que pour tout v dans un ouvert non vide de o,
[v,v;] est nul. Par suite, [v,v;] est nul pour tout v dans g/. On en déduit que
v; appartient au centre 3(gf) de gf. Ceci est impossible car 3(g/) et g° ont une
intersection nulle. On a finalement obtenu la relation [o(z),v;] = q(x)pi(z),
pour tout x dans Y.

Pour x dans Y, la valeur de A en la forme linéaire v — (o(x),v) est :

C @) onnl) o (o), o))
z : 0
det <U('T)>[US>U1]> (U(x)?[’US?USD
@) fwnn)) o {o@h ) (o@) el o (o), ww)
| @) wen]) e (@) enes)) (@) fwnwl) e (o(@), [wnw)
= (~q(@))* x
<M1() 1) (ps(x),v1) i
: 0
|l (b e (o))
e w) - {pa@m) (@)l wd) (o), o, wl)
- <m<x'>,wt> e @) (0@) fwnwl) o (o) [wnwd)

Soit ¢ la fonction réguliére définie sur Y qui & x dans Y associe le déterminant
du membre de droite dans ’expression précédente. On suppose par ’absurde
que ¢ est identiquement nulle sur Y\ X,.. Alors il existe des fonctions réguliéres
non toutes identiquement nulles, aq,...,as,b1,...,b sur Y \ X,., qui satisfont
aux égalités :

< a;(x)pi(x),v) =0, Vi=1,....s

( aj(x)pu;(z) + Zbk( o (), we],wi) =0, Vi=1,....1

pour tout z de Y\XT. En utilisant les inclusions Y\ X, C o~ !({e}) et n C g¢,
on trouve la relation ([o(x),wy], w) = 0, pour tout w, x et k dans n, Y\ X, et
{1,...,t} respectivement, d’ou l'égalité :

) (5 a (@) () + kil by () o (), el w) = 0,

J=1
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pour tout w dans n @ [f, g] et tout x dans Y\ X,.

On fixe une base {u1,...,u,} de g/ et on note {z1,...,7,} la base duale.
Pour i = 1,...,n, on désigne aussi par z; la forme affine sur e + g dont la
valeur au point e + = de e + g/ est la valeur de z; en z. Soit x un point de
Y \ X,. Quitte & changer de base u1,...,u,, on peut supposer que 1’ensemble
des fonctions

Z2 Tn
Y1 =21, Yy2= —5---sYn = —
x1 x1
est un systeme de coordonnées de ’anneau local Ox ; de X en z. Puisque z
engendre 'idéal de définition de o~ '({e}) dans Ox 4, la fonction g/x1 est un
¢élément inversible de Ox ,. L’égalité (1) revient a dire qu’il existe des poly-
noémes p1,...,Ps,q1,---,qt en n— 1 indéterminées, non tous nuls, qui satisfont
I’égalité :

S
O pi(y2, - yn)le + ur + yaus + -+ + Yntin, vj]
=1

t
+ 3 ak(y2, - Yn)le +ur + Yotz + -+ Yo, i, w) =0,
k=1

pour tout w dans n @ [f, g]. L’égalité précédente reste valable pour tout w qui
centralise e + uy + yous + - - - + Yypu,. Or pour tout v dans un ouvert non vide
de g/, on a la décomposition g = gt ®n @ [f, g], car az) = g°®), pour tout
x dans Pintersection Y’ N X,.. On en déduit que 1’élément

S
Zp](y27 .. 7?/n)[€ + U1 + Yau2 +--+ ynunavj]
j=1

t
+Zq]€(y27 o 7yn)[e + Uy + Yau2 +---+ ynun7wl€]
k=1

est orthogonal a g, donc est nul. Désignons par d le plus grand des degrés
des polynémes pi,...,ps,q1,--.,q: et par i la fonction polynomiale sur g/ a
valeurs dans n @ [f, g] :

Alors n(z) centralise e + xflz pour tout z = xyuj + - - - + Tpu, dans gf, avec
x1 non nul. Or pour tout v dans un ouvert non vide de g/, les sous-espaces
gtV et n@ [f, g] de g ont une intersection nulle. Par suite 7 est nulle. Ceci est
absurde car les polynémes p1,...,ps,q1,---,q: ne sont pas tous nuls.
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L’application ¢ n’est donc pas identiquement nulle sur Y \ X, et par consé-
quent A n’est pas un élément nul de S(g). Ceci termine la preuve du lemme. [

On en déduit le résultat suivant :

Proposition 1.4.2. — On a les inclusions :

3(g°) C a(x) C ¢°, pour tout x dans Y \ X,.

Démonstration. — La deuxiéme inclusion est connue. On s’intéresse a la pre-
miére. On fixe un point 2y dans Y \ X, et il s’agit de montrer I'inclusion :

3(8°) C a(xo).

On suppose par l'absurde que 3(g¢) n’est pas contenu dans «a(xg). Il existe
alors un vecteur v’ de 3(g°) qui n’appartient par & a(zg) et on construit un
supplémentaire n’ de a(xp) dans g¢ admettant une base {v},...,v.} telle que
vy = v'. La matrice ([v},v}])1<i j<s & une premiére colonne nulle car v; = v/
appartient au centre 3(g€) de g Ceci contredit le lemme 1.4.1 appliqué au

supplémentaire n = n’ de a(zg) dans g°. O

Soit eq,..., e, une base de 3(g¢). D’aprés la proposition précédente, on a
I'inclusion 3(g¢) C a(z), pour tout x dans Y \ X,. Ceci permet de construire
une base €1(),...,erg g(x) de a(z) pour x dans Y qui vérifie

gi(x) = e;, pour tout x dans Y\ X, et i =1,... ,m.

Il existe donc des applications réguliéres €1, ...,&,, sur Y, non identiquement
nulles sur Y\ X,., qui vérifient les relations :

gi(x) = e; + q(x)™&;(x), pour tout = dans Y et i =1,...,m,

ol m; est un entier strictement positif.

Lemme 1.4.3. — Pour tout i de {1,...,m}, Uentier m; est égal a 1.
Démonstration. — On suppose par l'absurde m; > 1 pour un ¢ dans
{1,...,m}. Il s’agit d’aboutir & une contradiction. On raisonne comme

dans la démonstration du lemme 1.4.1 et on reprend les mémes notations.
Soit x dans Y\ X,.. Puisque 'image en z de ¢; = e; + ¢"™i&; par v, est égale a
ei + Mg (2) (V)& (), de 'égalité
[0(2), ei(x)] = 0,
on tire 1’égalité
[6 +FTUA e+ Tmzq/(m)(vl)a(x)] = 0)
car I'image de o par 7, est égale & e + 7v mod 72. Le terme de degré 1 en 7

du membre de gauche de cette égalité est nul; donc [v, e;] est nul, car m; > 1.
Il en résulte que pour tout v dans un ouvert non vide de g/, [v, ¢;] est nul. Par
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suite, [v, ¢;] est nul pour tout v dans g/. Ceci est absurde car e; est un élément

de 3(g°) et 3(gf) et 3(g°) ont une intersection nulle. O
Du lemme précédent, on déduit la relation e;(x) = e; + ¢(x)&;(z), pour
tout x dans Y et tout i dans {1,...,m}. D’aprés la proposition 1.1.1, on a la

décomposition : g = g° @ g/. On note, pour = dans Y et i dans {1,...,m},
€:1(z) et £;2(x) les composantes de &;(x) sur g°* et g/ respectivement.

On suppose désormais que e a la propriété (P;) de la définition 1.1.4.

Proposition 1.4.4. — Pour tout x dans un ouvert non vide de Y \ X,., l’en-
semble des éléments €12(x),...,Ema(x) est une partie libre de g.

Démonstration. — Supposons l'assertion fausse. Il s’agit d’aboutir & une
contradiction. Il existe des fonctions réguliéres ay,...,a,, sur Y, non toutes
identiquement nulles sur Y\ X, qui satisfont I'égalité :

ar(@)era(®) + -+ + am(r)em2(2) = 0,

pour tout = dans Y \ X,. Soit u 'application réguliére sur Y a valeurs dans
3(g°) qui & x dans Y associe aj(x)e; + -+ + am(x)en

On reprend les notations de la démonstration du lemme 1.4.1 avec m; =
1, autrement dit 7 = 79. Pour v dans g/ non nul, on note [v] I'image de v
dans P(g/). L’ensemble des points v de g/ pour lesquels le point e x [v] de
(e +g/) x P(gf) appartient & Y\ X, est un ouvert non vide de gf. Soit v dans
g/ appartenant & cet ouvert et posons x = e x [v] € Y\ X,.. Alors il existe
un vecteur v’ tangent a Y en x tel que I'image de v’ par I'application linéaire
tangente a ¢ en x soit égale & v. En effet, on considére la courbe v qui au
complexe ¢ associe le point (e + tv) x [v] de (e 4 g7) x P(g/). Pour ¢ dans un
voisinage ouvert de 0, la courbe «y est & valeurs dans Y et 'on a y(0) = x; par
suite la dérivée 7/(0) de v en 0 est un vecteur de 'espace tangent a Y en z. Or
on vérifie aisément que o’(z)(7/(0)) = v, d’ont I'existence du vecteur v'.

m m m
Puisque l'image de 21 ajej = Z:lajej +q 21 ajé; par 7, est égale a
.2:1 aj(x)ej + 7 2:1 aj(z)(v')ej +7¢'(2) (V') ] 1 aj(x)ej(z), de légalité
j= j= j=

on tire ’égalité

le+70,Y aj(@)e; +7 Y aj(@)(v)e; +7¢ (@) (') Y aj(w)ej(x)] = 0.
j=1 =
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Cela provient des deux égalités suivantes :

Le terme de degré 1 en 7 du membre de gauche de I'égalité précédente est nul,
d’ou I’égalité

le,q' (@) (') Y aj(x)ein (@) = =[v, Y aj(x)e;).
j=1 j=1

Les applications ;1 sont & valeurs dans g°~ = [e, g] et ce qui précéde donne
la relation :

[0, ) aj(@)ej] € [e.[e.gl] = (o° @ [f, 0D,
j=1

d’apres la proposition 1.1.3, ce qui signifie encore, par définition de I’application
K,

(0, [If; 0%, w(@)]) = {0}

En résumé, on a montré : pour tout e x [v] dans Y \ X, on a la relation

(8) v € [[f,8, mle x )]
On note
Vi={zeY\X,|pu(x)# 0}
L’ensemble Y est un ouvert non vide de Y\ X,. et comme e vérifie la propriété
(P1), on a l'inclusion :

(£, 8T, (@))€ 3max

pour tout x dans Y’. Comme le sous-espace 3max est contenu dans g€ son
orthogonal jmax— ne contient pas g/ ; sinon, ce dernier contiendrait la somme
o ® g = g et jmax serait nul. L’ensemble

Xo={ex ] €Y\ X, | 0 3max}

est donc un ouvert non vide de Y\ X, et 'intersection Y’ N X° est non vide.
Il en résulte que pour tout z = e x [v] dans l'intersection Y’ N X°, le sous-

espace [[f, 8], u(z)]" nlest pas contenu dans 3max’, d’apres la relation (8).
Ceci contredit le fait que x appartient a Y. O

On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 1.4.5. — On suppose que e est un élément nilpotent distingué
non régulier de g. On note eq,...,e, une base de g° telle que ey, ..., e, soit
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une base de 3(g°). On suppose que e vérifie la propriété (Py). Alors la ma-
trice ([[f,eil,e;]) 1<i<n @ coefficients dans S(g°) est de rang mazimal égal a
1<5<m

dim 3(g°).

Démonstration. — On évalue la matrice ([[f, €], e;]) 1<i<n en la forme linéaire
1<j<m

(o(z),.) sur g¢, pour x dans Y :

(o), [lf il ) 1isn - = (([o(2), 5], [f, €i]) 1<isn

<j<m 1<j<m

= —q(@)({o(z), &(@)], [f. ei])) 1<izn -

j<m

On suppose par l'absurde que, pour tout x dans Y \ X,, la matrice
([o(x),&5(x)], [f,el)) igisn n’'est pas de rang maximal; autrement dit on

suppose que, pour tout x dans Y \ X, les vecteurs a coefficients complexes

(lo(x), e1(@)], [f, ea]) ([o(x), em(@)]; [, enl)
(lo), &5 ()], s enl) (fo), (@), [, el
sont liés. Il existe donc des fonctions réguliéres aq,...,a,, sur Y \ X,, non

toutes identiquement nulles, qui satisfont ’égalité :

Z% L.[f,el) =0,

pour i = ,n et x dans Y \ X,. Notons x lapplication x(z) =

5 a(2)5

1,.
). L'inclusion Y \ X, C 0~ !({e}) donne la relation

(x(z),[e. [f,9°1]) = {0},

pour tout z dans Y \ X,. Puisque e est distingué¢, on a les relations,
e f, = e,g] = g°. Par suite, x(x) appartient a our tout x dans
o) = g°N e, 0] = °. Par suite, x(x) appartient a g° -, pour tout x d

Y \ X,. Comme x(z) s’écrit x(z) = iaz( Jeii(x) + Z a;(z)e;2(x), avec

i=1
m
S ai(x)éi1(x) dans got, élément Y a;(x)é;2(x) appartient a l'intersection
i=1 i=1

g°t N g/, donc est nul. D’aprés la proposition 1.4.4, les éléments &;5(z) sont
linéairement indépendants pour tout & dans un ouvert non vide de Y \ X,.
On en déduit que les fonctions a; sont toutes identiquement nulles sur Y\ X,
ce qui contredit les hypothéses.

Par conséquent la matrice (([o(z), &), [f, €i])) isisn a coefficients dans S(g°)

est de rang maximal, pour tout x dans un ouvert non vide de Y\ X. O
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On en déduit le théoréme 5 lorsque e vérifie la propriété (P;) de la défini-
tion 1.1.4. En effet, avec les notations de la proposition 1.2.3, la matrice du

? . Cela résulte des relations, déja vues,
[[f,ej],ei] = [[f,ei],e;], pouri=1,...,netj=1,...,m. En outre le théoréme
5 est connu pour les éléments nilpotents réguliers de g.

corollaire précédent est la matrice

Remarque 1.4.6. — Sous les hypothéses et avec les notations de la partie
1.8, il n’est pas difficile de montrer que les éléments nilpotents de g vérifient la
propriété (Py) lorsque 3 = 3(g%). En revanche, les éléments nilpotents de so,
ne vérifient pas la propriété (Py) en général.

1.5. Etude de la propriété (P;) — Fin de la démonstration

Pour terminer la preuve des théorémes 4 et 5, il reste a prouver que toutes
les orbites nilpotentes distinguées non réguliéres dans une algébre de Lie
simple exceptionnelle vérifient la propriété (P;). Cela résulte des propositions
1.2.3 et 1.2.4 et du corollaire 1.4.5. Notons ici I'importance d’avoir démontré
le théoréme 5 dans le cas classique avant le cas exceptionnel pour appliquer la
proposition 1.2.4. En effet, les sous-algébres de Lie semi-simples d’une algébre
de Lie exceptionnelle sont isomorphes & des produits finis d’idéaux simples
et ces composantes simples peuvent étre isomorphes a des algebres de Lie
classiques.

On suppose dans cette partie que g est isomorphe a I'une des cinq algébres
de Lie simples exceptionnelles Eg, E7, Eg, F4 ou Go et on suppose que e
est un élément nilpotent distingué non régulier de g. Il s’agit de montrer que

lélément e vérifie la propriété (Pp). On note myq, ..., m, les valeurs propres de
la restriction de adh au sous-espace g°¢. Les entiers my,...,m, sont pairs et on
a

2=m1 <mo < - < Mmy.
On note g7, le sous-espace propre correspondant a la valeur propre m;, pour
[=1,...,7r. Avec les notations de la définition 1.1.4, on a :
dmax = gf}w

On choisit une base

_ 1 di 1 d 1 d
B =€ s CmisCrmgre s Crimgr e s oy e s Ct
de g° de vecteurs propres telle que e}nl, ... ,e%l forme une base de g7, , pour
I =1,...,7, et telle qu’il existe une base de 3(g°) formée de vecteurs de B.
1 1

On peut supposer que e,, = e; = e. On fixe un élément non nul v de 3(g°)

mi
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et on souhaite montrer que le sous-espace gy, est contenu dans le sous-espace
[[f,8°],v]. Commengons par prouver le lemme suivant :

Lemme 1.5.1. — Soit v un élément non nul de 3(g°). Si la coordonnée de v

en e}nl = e est non nulle, alors le sous-espace g5, est contenu dans le sous-
T

espace [[f, g%, v].

Démonstration. — Soit v un élément non nul de 3(g¢) dont la coordonnée \
de v en e}, = e est non nulle. Soit p dans {1,...,d,}. L’élément eh,, de g&,
s’écrit
1
el =|[f,———e€b, ] el
r, = U —eh )

D’aprés [22]|, Théoréme 2.3, ou [2], Théoréme 7.1, e est le seul élément de
3(g°) de poids 2. Comme m,. est la plus grande valeur propre, on en déduit que
I’élément e, s’écrit sous la forme :

1
B = [~y ] 0.
Ceci étant vrai pour tout p de {1,...,d,}, on en déduit I'inclusion :
O, C [[f 9, 0],
et le lemme. O

Soit i1 < -+ < is dans {1, S ,’I”} et k(l,l)v ceey k(1,51)> S >k(s,1)> S ,k(&(gs)
des indices tels que les éléments

k1,1 k) k(s,1) E(s,66)
€my yees€myy s €myl s €my)

forment une base de 3(g°). En particulier, on a les relations : m;, =2 et d; =1,

mi, = my, 0s = d, et k) =1, pour [ = 1,...,ds. L’élément v s’écrit sous la
forme
k k ks K(s.54
v = a%en%il) + -+ a‘fle,ﬁf“ + -+ aien&j) + -+ agsenfbif )7
1 g1 1 s K > _ ;
avec (o,...,0q", ..., 05, ...,a%) non nul dans C* ot K =01 + - -- + J5. Soit
. . 1) .
lo le plus petit entier de {1,...,s} tel que le §;,-uplet Q= (allo, ... ,aléo) soit
non nul.
Pour i,j et k dans {1,...,7} et t,p et ¢ dans {1,...,d;}, {1,...,d;} et
{1,...,dy} respectivement, on note Almya),(mi,t),(m; p) 1& coordonnée de I'élé-

ment [[f, e ], €] en em;. Notons que si X, q,(ma.),(m; p) €5t oD Nul, on a

la relation my, = m; —m; + 2.
On suppose que m, — My, + 2 est une valeur propre de la restriction de adh
a g°. On note alors k(lp) I'élément de {1,...,7} tel que my

lo) = My — My +2.
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dr
Soit w = Y byeh,, un élément de gg, . On cherche u dans g° vérifiant
p=1
[Lf,u],v] =
(1)
sous la forme u = ) aqe?nk(l ,- Ce probléme revient a résoudre un systéme
q=1 ’
aj bl
U a2 b
linéaire d’inconnue le vecteur ) , de second membre . et de
A1) bd,

matrice associée la matrice M (lo, ay,) de taille d, x dj,;,) dont les coefficients
(M(lo, cuy))p,q sont donnés par :

N

(M(l07 %))pﬂ = Z afOA(mk(lO)ﬂ)v(milo 7t)7(mr7p)’
t=1

pour p dans {1,...,d,} et ¢ dans {1,...,dyq,)}. La matrice M(lo,%) s’écrit
aussi, de maniére plus agréable, comme une somme de matrices :

51
(9) M(lo, o4,) Zalo (I, (0,...,0,1,0,...,0)).

avec 1 en ti®me position

Sim, — m, + 2 n’est pas une valeur propre de la restriction de adh a g°,

on pose :
M(l()a%) = Odr,la

ot Og, 1 est la matrice colonne nulle de taille d;. Il est clair que si la matrice
M(ly, aq,) est surjective, le sous-espace gy, est contenu dans le sous-espace
[[f, 8], v] puisque le probléme précédent a une solution pour tout w dans g, .
Remarquons que cette condition ne dépend que des termes de plus bas poids
miy, intervenant dans I’écriture de v. Cette discussion se résume en la propo-
sition suivante :

Proposition 1.5.2. — On reprend les notations précédentes et on suppose
que la matrice M(l,aq) est surjective pour tout I de {1,...,s} et tout o;-uplet
ag non nul. Alors l’élément e vérifie la propriété (Py).

Remarque 1.5.3. — D’aprés le lemme 1.5.1, il suffit de vérifier la surjec-
tivité des matrices M(l,oq), pour | > 2 et a; non nul. Cela laisse s — 1
matrices, dépendant d’un parametre oy, & €tudier. Lorsque ds = d, = 1, la
matrice M(s,a,) = atM(s, (1)) est toujours surjective, pour al mon nul. En

effet, la matrice M (s, (1)) est une matrice ligne dont le premier coefficient,
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A@2,1),(me,1),(me,1) = —My, €8t non nul. Dans ce cas, on réduit a s —2 le nombre
de matrices a étudier.

On est en mesure de prouver la proposition suivante qui achéve la démons-
tration des théorémes 4 et 5.

Proposition 1.5.4. — On suppose que g est une algébre de Lie simple de type
FEg, E7, Eg, Fy ou Gy. Alors les orbites nilpotentes distinguées non réguliéres
de g vérifient la propriété (P).

Démonstration. — Voyons tout d’abord le cas de G». Dans Gs, il n'y a
qu’une seule orbite nilpotente distinguée non réguliére et pour cette orbite
le centre est de dimension 2. D’aprés la remarque 1.5.3, cette orbite vérifie (P ).

On suppose désormais que g est de type Eg, E7, Fg ou Fy et on veut montrer
que les orbites nilpotentes distinguées non réguliéres de g vérifient les hypo-
théses de la proposition 1.5.2.

On trouve dans [9] une liste de slo-triplets correspondant aux orbites nil-
potentes. Le logiciel GAP4 permet en outre d’effectuer des calculs dans les
algébres de Lie. Il permet notamment de calculer le centralisateur d'un élé-
ment, le centre d’une sous-algébre, etc. Pour une orbite nilpotente distinguée
non réguliére de g donnée, on considére 1’élément e du sly-triplet fournit par
[9] correspondant & la caractéristique de l'orbite. Grace au logiciel GAP4,
on exhibe une base B vérifiant les conditions qui précédent le lemme 1.5.1
et on reprend les notations précédentes. On vérifie dans un premier temps
que pour tout [ de {1,...,s}, il existe un entier k(!) dans {1,...,r} tel que
my ) = My —m;, +2. On calcule ensuite, a I'aide de GAP4 toujours, la matrice
M(l,oq), pour oy = (o, ... ,a?l) un d;-uplet non nul, et on vérifie la surjec-
tivité de cette matrice. D’aprés la remarque 1.5.3, on peut supposer [ > 2 et
lorsque d,, = 1, on peut supposer de plus [ < s — 1. Enfin, dans la plupart
des cas, on s’apercoit que la somme de la relation (1) n’a qu'un seul terme.
L’étude de la surjectivité de M (I, ;) ne dépend alors d’aucun paramétre, ce
qui facilite le travail. o

Les calculs faits a partir de GAP4 permettent de vérifier les hypothéses
de la proposition 1.5.2 pour Eg, E7, Fg et Fy. Ceci termine la preuve de la
proposition. On trouve dans le chapitre 3 la liste compléte de tous les calculs
pour Eg, Er, Fg et Fy. ]



CHAPITRE 2

INDICE ET DECOMPOSITION DE CARTAN

Introduction

Soit gg une algébre de Lie semi-simple réelle et soit gg = €y @ pg une décom-
position de Cartan de gg. On note 8 'involution de Cartan correspondante.
Soit @y un sous-espace abélien maximal de py. Le sous-espace dp est formé
d’éléments semi-simples dans go et, pour A dans @, on pose

L’ensemble ¥ constitué des formes lineaires non nulles A sur ay pour lesquelles
le sous-espace gé est non nul est un systéme de racines dans a. Soit X, un
systéme de racines positives de 3. On pose

_ A
No = @ 90>
Aext+

de sorte qu’on obtient la décomposition d’Iwasawa de gy suivante :
go = &y @ ap @ ng.
En posant by = dy @ ng, on obtient la décomposition :
go = £ @ bo.

Dans tout ce qui suit, on note sans indice 0 les complexifiés des algébres
de Lie réelles notées, elles, avec un indice 0. Ainsi, g = (go)C, &€ = (&)C,
a@ = (a)% n = (ng)% b = (b)®, etc. L’indice d'une algébre de Lie g, noté
ind q, est la dimension minimale des stabilisateurs pour ’action coadjointe des
éléments de g*. Si q est le complexifié d'une algébre de Lie réelle qp, alors on
a :ind g = ind qg. Le but de ce chapitre est de donner une formule explicite
de l'indice de b. Précisément, on montre la relation suivante :

(1) indb=rgg—rgt.
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Dans 23], M. Rais s’intéresse a des exemples d’additivité de I'indice. En
particulier, & propos de la décomposition gg = €y & bg, il se demande si la
relation

(2) ind go = ind &, + ind by

est vraie. Puisque les algébres de Lie g et £ sont réductives, leur indice est égal
a leur rang. Ainsi, la relation (2) est satisfaite si, et seulement si, la relation
(1) est vérifice. On répond ici de fagon positive a sa question.

On donne dans la premiére partie des précisions concernant la structure
de gg. On rappelle dans la deuxiéme partie la construction «en cascade» de
Kostant. Cette construction intervient dans [30] pour la recherche de formes li-
néaires stables dans une sous-algébre de Borel d’une algébre de Lie semi-simple
complexe. Notons qu’ici b n’est pas en général une sous-algébre de Borel de g.
On prouve dans la partie 4 les relations (1) et (2). La construction de Kostant
intervient dans la démonstration pour définir une forme réguliére sur b et pour
définir une forme stable sur une certaine sous-algébre de Borel de g qui contient
b. Parmi les algébres de Lie réelles semi-simples gg, on caractérise de plus dans
cette partie, celles pour lesquelles la sous-algébre b posséde une forme stable. La
derniére partie repose sur la classification des algébres de Lie simples réelles.
Pour chaque type d’algébres de Lie simples réelles, on calcule explicitement
I'indice de b et on précise si la sous-algébre b posséde ou non une forme stable.
Les groupes de Lie quasi-réductifs et les algébres de Lie quasi-réductives ont
été introduits par M. Duflo car ils possédent des propriétés remarquables pour
I’analyse. Une algébre de Lie quasi-réductive posséde en particulier une forme
linéaire stable. Il apparait que la caractérisation précédente coincide avec la
caractérisation des algebres de Lie g pour lesquelles la sous-algébre b est quasi-
réductive. On poursuit dans cette direction dans la derniére partie en donnant
une caractérisation des sous-algébres seaweed minimales de g quasi-réductives.

2.1. Quelques précisions sur la structure de gg

On regroupe dans cette partie quelques résultats concernant la structure de
go. On trouve les preuves de ces résultats dans [7] et [13]. Soit by une sous-
algébre de Cartan de gg, stable par 6. Puisque hg est stable, elle s’écrit sous la
forme

ho = ap D to,
avec ag dans pg et ty dans £. La sous-algébre § est une sous-algébre de
Cartan de g et on note A le systéme de racines associé au couple (g,h). Les
éléments de A sont & valeurs réelles sur ag @ itg. On choisit un systéme de
racines positives Ay dans A en prenant ag avant ity pour former l'ordre
lexicographique sur (ag @ itp)*. Ainsi, pour « une racine de A non nulle sur ag,
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la positivité de o ne dépend que de sa restriction & ag. On note I la base de A .

On note encore 6 'extension C-linéaire de 6 & g. La transposée de 6 est
également notée #. On note A" (respectivement A”) 'ensemble des racines de
A qui s’annulent sur a (respectivement qui ne s’annulent pas sur a). On a
O(A) = A et A’ est Pensemble des éléments de A invariants par §. On pose
AL =A"NAL AT = A"N(=AL). Onag(A) = A” et (AL+A)NA C AL

Pour chaque élément a de A, on fixe X, un élément non nul de g% et on
note H, l'unique élément de [g*, g~%] tel que a(H,) = 2. Une racine est dite
réelle si elle prend des valeurs réelles sur b (i.e. si elle s’annule sur ty), imagi-
naire si elle prend des valeurs imaginaires sur hy (i.e. si elle s’annule sur ap),
et compleze sinon. Le lemme suivant est connu et ne présente pas de difficulté :

Lemme 2.1.1. — (i) : Pour o dans A, on a : X, € g¥,
(ii) : Pour a dans A, on a : 0H, = Hy,,
(iii) : Soit o une racine de A. On a les équivalences suivantes :

a est réelle <— Ofa=—a < H, € q,
a est tmaginaire <— fa=a < H, €t

La dimension compacte est par définition la dimension, dimty, de l'in-
tersection de ho avec ¥y et la dimension non-compacte est par définition la
dimension, dim ag, de I'intersection de hg avec pg. On dit que hg est mazima-
lement compacte si la dimension compacte est la plus grande possible et on
dit que bg est mazimalement non-compacte si la dimension non-compacte est
la plus grande possible.

Remarque 2.1.2. — 1l se peut que ho soit a la fois maximalement compacte
et maximalement non-compacte. C’est le cas si go est l'algébre de Lie réelle
sous-jacente a une algebre de Lie stmple complexe, ou si gg est isomorphe a
sl(n,H) ou a l’algébre de Lie simple exceptionelle EIV, comme on peut le voir
a laide de la table 2 présentée a la fin de ce chapitre.

Si « est une racine imaginaire de A, alors #a = « donc g est stable par
0, et on a g* = (g*N¢€) @ (g“ Np). Puisque g est de dimension 1, on a
g% C £ ou g* C p. On dit que la racine imaginaire « est compacte si g% C £ et
non-compacte si g* C p. Le résultat suivant est démontré en [13], proposition

6.70.
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Lemme 2.1.3. — Soit by une sous-algébre de Cartan de go stable par 6.
Alors, il n’existe pas de racine imaginaire non-compacte si, et seulement si,
ho est mazimalement non-compact et, il n’existe pas de racine réelle si, et
seulement si, ho est mazximalement compact.

Soit ty un sous-espace abélien maximal du centralisateur mg = 36, (ap) de d
dans €. Le Sous—espace?o est formé d’éléments semi-simples dans gg et Eo =
G0 Dty est une sous-algebre de Cartan de g stable par 6 qui est maximalement
non-compacte. On surmonte d’un chapeau les ensembles définis précédemment
relatifs & E On a :

(90)* = g0 N ( @ g)

0465//

o
et
n= (1“0)(C = GB g*
aeAZ_
D’ou
b=ao (P %)
acl’]

On termine par un lemme :

Lemme 2.1.4. — L’ensemble A est le systéme de racines associ€ au couple

L
(m,t). St a appartient a A, on a m®T = g% Enfin, on a :

m :?@(@ g%).

aen’

2.2. Construction «en cascade» de Kostant

Soit hg une sous-algébre de Cartan de gy stable par 6. On reprend les
notations de la partie précédente. On utilise en outre les notations introduites
dans [30] et [31]. Si A appartient & b*, on écrit (A, o) pour A\(H,). Pour toute
partie S de II, on note A° le systéme de racines engendré par S, et A;gr le
systéme de racines positives correspondant. Si S est une partie connexe de II,
le systéme de racines A est irreductible et on note g la plus grande racine
de Ai.
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Supposons que S est une partie connexe de II. Les résultats qui suivent
vont étre utilisés a plusieurs reprises dans la suite; ils sont démontrés dans
[1] et rappelés dans [29], [30] et [31]. Pour toute racine o de A? \ {es}, on
a : {a,egV) € {0,1}. Si T est I'ensemble des racines o de A qui vérifient
{a,e5Y) = 0, alors T est un systéme de racines dans le sous-espace de h* qu’il
engendre et 'ensemble {« € S | (a,eg5") = 0} forme une base de T'. De plus,
si o appartient & TN A%, alors on a : o +£eg € A. Ainsi, pour a dans T, les
racines « et g sont fortement orthogonales.

On rappelle la construction et quelques propriétés d’un ensemble de racines
deux a deux fortement orthogonales dans A. Par récurrence sur le cardinal
de S, on définit un sous-ensemble K(S) de I’ensemble des parties de II de la
maniére suivante :

a) : K(0) =0,

b) : Si Sy,...,S, sont les composantes connexes de S, on a :
K(S)=K(S1)U---UK(S,),

c) : Si S est connexe, alors :

K(S) ={S}UK{a €S| (ae5) =0}).

Les deux lemmes suivants regroupent des propriétés de cette construction
utiles pour la suite. Ils sont énoncés dans [29], [30] ou [31].

Lemme 2.2.1. — (i) : Tout élément K de IC(S) est une partie connexe de
II.

(i) : Si K, K" appartiennent a K(S), alors ou bien K C K', ou bien K' C
K, ou bien K et K' sont des parties disjointes de S telles que o + 3
n’appartient pas a A, pour o dans AX et 8 dans AKX,

(iii) : Si K et K' sont des éléments distincts de K(S), alors ex et exr sont
fortement orthogonales.

Si K € K(II), on pose :

I ={ae AR [(a,ef) >0}, T =T¥\{ex}, Hx= P o

aelX

Lemme 2.2.2. — Soit K,K' dans K(II), a, 3 dans T'™ et v dans I
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(i) : On aFK:Af\{5EAf|(5,€§>:O}. )
ii) : L’ensemble A, est la réunion disjointe des TX" pour K" dans KC(II),
Jr
et Hi est une algébre de Heisenberg de centre go¥.
(iii) : St o+ B appartient a A, alors a + =€k
(iv) : Si o+ appartient a A, alors ou bien K C K' et o+ v appartient
I‘K', ou bien K' C K et a+ v appartient o TK .

Remarque 2.2.3. — Notons que si K est un élément de K(II), alors pour
toute racine a de I‘é(, il existe une unique racine 3 de Fé{ telle que a4+ =ex
et on a :

(aer”) = (Bex’) =L
Cela résulte du point (ii) du lemme 2.2.2 et des résultats de [1] rappelés
précédemment.

Le cardinal de K(II) dépend de g mais pas de h ou de II. On note kq cet
entier. La table 1 donne la valeur de kg pour les différents types d’algébres de
Lie simples.

Al >1 B,l>2 | Ci,1>3 | D,l>4 | Eg Er Eg Fy Go
[+1 l
kg [T} l l 2 [5} 4 7 8 4 2
TABLE 1. kg pour les algébres de Lie simples.
On pose

K1) = {KeK(l)|ek|, #0}
= {KeK(Il)|ex € ALY,

et
K = {KeK(l) ek, =0}
= {KeK(Il) |ex € AL},
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Si K appartient a K’ (IT), alors fe x = €. On cherche a étudier la fagon dont
Pinvolution @ agit sur Pensemble K" (IT). On introduit pour cela la définition
suivante :

Définition 2.2.4. — On dira que le couple (ho,II) a la propriété (P,) si,
pour tout K dans K" (IT), il existe un unique élément L dans K" (II) tel que,
—Oex =€,

On introduit les deux sous-ensembles suivants de K (II) :

{K € K(II) | ek est réelle }
et
Keomp(Il) = {K € IC”(H) | — ek # ek}

Si (ho, I1) a la propriété (P), alors # induit une involution dans K" (IT), que
I'on note encore . L’ensemble K¢l (II) est alors 'ensemble des points fixes
pour cette involution et, puisque 6 est une involution, le cardinal de Keomp (1I)
est pair et 'on peut choisir un sous-ensemble KF,,,,(IT) de Keomp(IT) de sorte
que,

Keomp(I1) = K&, (1) U 0K, (ID).

comp comp

Proposition 2.2.5. — Soit by une sous-algebre de Cartan de gg stable par 6.
Si by est mazimalement non-compacte, alors (ho,I1) a la propriété (Py).

Démonstration. — 11 s’agit de prouver que, pour tout K dans ICN(H), il existe
un unique élément L dans K" (1) tel que, —fex = 7. On démontre cette
assertion par induction sur I'inclusion dans K (IT).

1) Soit K dans K"(II) qui est maximal pour linclusion et supposons par
Iabsurde I’assertion fausse. Alors il existe un élément L dans K (II) tel que
—fOek appartienne & I’ OL. Soit a dans I OL tel que,

(3) a+ (—beg) =¢r.
On a alors,
(4) Q) + (—ber) = ek.

Si fa est une racine positive, alors a appartient & A/Jr et 6o = «. La relation
(4) entraine alors que « appartient a T, d’aprés le lemme 2.2.2, (iii) et (iv).
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On en déduit que K = L, car I'intersection I'* N T est non vide, puis que
€x + Oek est une racine. C’est une racine imaginaire non-compacte. En effet,
c’est clairement une racine imaginaire et, d’aprés le lemme 2.1.1 (i), le crochet
[Xcy, 0Xc, ] est un élément non nul de g¥% %% qui est contenu dans p, donc
la racine imaginaire € 4 fc est non-compacte. Ceci est alors en contradiction
avec le lemme 2.1.3, car hy est maximalement non-compacte.

Par suite, —fa est une racine positive et la relation (4) donne :

ek + (—0a) = —bep.
Puisque K est maximal, il résulte du lemme 2.2.2 (iv), que les racines —f« et

—0¢, appartiennent a Af . La relation précédente contredit alors que cx est
la plus grande racine de Af .

2) Soit K dans K" (IT). Supposons 'assertion démontrée pour tout élément
dans K" (IT) contenant strictement K et supposons par I'absurde 1’assertion
fausse pour K. Alors il existe un élément L dans K'(IT) tel que —feg
appartienne a FOL. Soit o comme précédemment dans FOL tel que,

(5) a+ (—feg) =¢p.

En raisonnant comme dans le cas (1), on obtient que —fa est une racine
positive et on a,

(6) ex + (—0a) = —bep.

Soit M dans K" (IT) tel que —f« appartienne a T}!. D’aprés le lemme 2.2.2 (iv),
il y a deux cas : si M C K, on obtient une contradition en raisonnant comme
dans le cas (1). Sinon, alors —fey, appartient a I'™ et d’aprés I'hypothése de
récurrence, on en déduit que —fer, = e)y. La relation (6) contredit alors que
les racines ex et e;7 sont fortement orthogonales.

Par induction sur 'inclusion, la proposition est démontrée. ]

En particulier, puisque Eo est maximalement non-compacte, la proposition
précédente assure que le couple (ho,II) a la propriété (Ps).

Lemme 2.2.6. — Si (ho,II) a la propriété (Ps), alors pour tout K dans

K" (ﬁ), on a Uinclusion T C A/J/r.

Démonstration. — Soit K dans K" (ﬁ) Il est clair que ex appartient & A:L.
Soit a dans T'Y. Puisque # est une involution dans A” et dans K" (II), on
peut supposer que K est contenu dans 6K. Supposons par 'absurde que «
n’appartient pas a A:_, alors « appartient a A;_, et on a o = «. Il en résulte
que,

(7) cor + o= —00,
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ou [ est I'unique élément dans Fé( tel que, a+ 3 = ek . Puisque K est contenu
dans K, on en déduit que o et —03 appartiennent & Aﬁ_K , d’apres le lemme
2.2.2 (iv). Ceci est impossible d’aprés la relation (7), car ey est la plus grande
racine de Aﬁ_K . O

Proposition 2.2.7. — Soit by une sous-algébre de Cartan de go stable par 6.
On suppose que (ho,I1) a la propriété (Py) et que by n’est pas mazimalement
compacte. Alors l’ensemble K¢ (I1) n’est pas vide.

Démonstration. — Puisque hg n’est pas maximalement compacte, il résulte
du lemme 2.1.3 quil existe un élément K dans K" (II) tel que I'K possede
une racine réelle «. Il suffit de montrer que ex est une racine réelle. On peut
supposer que « appartient a I‘é( . Il existe B dans I‘é( tel que,

(8) o+ ﬂ =E&K.
Puisque (ho,II) a la propriété (P,), on en déduit la relation suivante :
(9) a+ (=08) = eok.

D’aprés le lemme 2.2.6, —03 est une racine positive et la relation (9) implique
que a et —63 appartiennent a FgK . L’intersection FgK ﬁI‘{f est alors non vide,
d’ou il vient K = K. Par suite, ex est réelle. [l

2.3. Utilisation des transformations de Cayley

On utilise dans cette partie les transformations de Cayley afin d’obtenir la
proposition 3.3. On trouve davantage de précisions concernant ces transforma-
tions dans [13]. Si ho et by sont deux sous-algebres de Cartan de g stables
par 0, leurs complexifiées § et h/ sont conjuguées dans g. Les transformations
de Cayley permettent de construire explicitement, et étapes par étapes, un
automorphisme de g qui conjugue ces deux sous-algébres. Il existe deux types
de transformations de Cayley a partir d’une sous-algébre de Cartan f-stable :

(i) : avec une racine imaginaire non-compacte (3, on construit une nouvelle
sous-algeébre de Cartan dont l'intersection avec pg augmente de 1 en di-
mension. On notera cg la transformation correspondante.

(ii) : avec une racine réelle «, on construit une nouvelle sous-algébre de
Cartan dont U'intersection avec pg diminue de 1 en dimension. On notera
d, la transformation correspondante.

Seules les transformations de type d,, vont intervenir dans la suite. On donne
ici les résultats nécessaires concernant ces transformations. Soit g une sous-
algébre de Cartan de gg stable par 6. Si « est une racine réelle de A, on pose :

d, = Ad(expi%(@Xa — X))
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Pour 3 dans A, on note d, () la forme linéaire de d,(h) qui & H dans d,(h)
associe B(d;1(H)); c’est un élément du systéme de racines associé au couple

(g,da(h)). On a
go N da(h) = ker(a\;,o) ©® R(Xa + eXa),

d’oll on tire la relation :

(10) dim(da(h) Np) = dim(h N p) — 1.
On dispose en outre de la relation suivante :
(11) do(Hy) = ip( X + 0X,),

ou p est réel non nul. Enfin, compte tenu de 'expression de dg, il est clair
que si B est une racine fortement orthogonale a « et différente de «, alors
da(Hﬁ) = Hp.

Lemme 2.3.1. — Soit hy une sous-algébre de Cartan de go stable par 6. Soit
K dans Ky (IT). Alors la sous-algébre dg,. (ho) est une sous-algebre de Cartan
de go qui est stable par 0 et,

K" (dere (1) = {er | L€ K" (I} \ {ex ).

De plus, d.,.(e) est un élément de K (d.,.(I)). En particulier, si (ho,1I) a
la propriété (Pa), alors (dzy (ho),de, (II)) @ encore la propriété (Ps).

Démonstration. — La sous-algébre d.,. (ho) est une sous-algebre de Cartan de
go et I'expression de d.,, montre qu’elle est stable par 6. Puisque les racines
ex et g7 sont fortement orthogonales, pour tout L dans K (II) différent de
K, il est clair que d., (e1,) = e, pour tout L dans K" (I1) différent de K.
Par ailleurs, d’aprés la relation (11), d., (H., ) appartient a iR(X,, +6X.,),
donc Hq, _(cx) = de (Hey ) appartient a €. Par suite, d (ex) est une racine
imaginaire de d., (A), d’aprés le lemme 2.1.1 (iii). Le reste du lemme est alors
clair. O

Proposition 2.3.2. — On a la relation :
dim(h N p) — #Krsel (1) = dim @ — #Ksa (1) = rg g — rg E.

Démonstration. — 17 étape : si by est une sous-algébre de Cartan de g
stable par # et maximalement compacte, alors dimt = rg € et on a, dim(hNp) =
rg g —rg £ D’aprés le lemme 2.1.3, Uensemble [Cy¢ei(IT) est vide et la relation,

dim(h Np) — #Kwsel(Il) =rg g — rg &,

est alors satisfaite.

2¢me ¢tape : si by est une sous-algébre de Cartan de gg stable par 6 telle

que (ho,II) a la propriété (P,) et qui n’est pas maximalement compacte, alors
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il résulte alors de la proposition 2.2.7 que I'ensemble g (II) n’est pas vide.
Soit K dans Kygel(II). D’apres le lemme 2.3.1, la sous-algébre d.,. (ho) est une
sous-algébre de Cartan stable par 6 et on a la relation,

#Kréel(dEK (H)) = #Icréel(H) - L
Par ailleurs, d’aprés la relation (10), on a :
dim(dsK(h) N p) = dlm(h N p) - L
On en déduit I'égalité,
dlm(h N p) - #Kréel(]-_-[) = dlm(dsx(h) N p) - #’Créel(dsK (H))
De plus, (dey (ho),d:, (IT)) a encore la propriété (Pz), d’aprés le lemme 2.3.1.

Prouvons alors la proposition. Si Eo est maximalement compacte, la relation
de la proposition est satisfaite d’aprés la premiere étape. Sinon, d’aprés la
deuxiéme étape, il suffit de prouver la relation,

dim(d . (5) N p) — #Kuser(deye (1) =rg g — 12 £,
ou K est un élément de ’Créel(ﬁ) dont lexistence est assurée par la proposition
2.2.7, car (Eo,ﬁ) a la propriété (P,), d’aprés la proposition 2.2.5. Il y a alors
deux cas. Ou bien d. . (60) est maximalement compacte et la relation de la pro-
position résulte de la premiere étape. Ou bien d. (Ho) n’est pas maximalement
compacte et on applique de nouveau la deuxiéme étape a hg = d. (Ho).

Aprés un nombre fini de transformations, on obtient une sous-algébre de

Cartan maximalement compacte. On applique alors la premiére étape pour
obtenir la relation de la proposition. [l

2.4. Formes linéaires stables et indice de b

Si g est une algébre de Lie complexe et si ¢ est une forme linéaire sur g,
on désigne par g, I'ensemble des s de q tels que ¢([q, s]) = 0. Autrement dit
qgo = {s € q | (ad™s) - ¢ = 0}, ot ad™ : g — gl(q*) est la représentation
coadjointe de g. On rappelle que I’indice de q, noté ind q, est défini par :

ind g = GIprélqg dimgq,, .
On dit que I'élément ¢ de q* est régulier si dimq, = ind q. L’ensemble des
éléments réguliers de q* est un ouvert non vide de g*.

La notion de formes linéaires stables est introduite dans [14]. Rappelons
qu'un élément p de q* est dit stable s’il existe un voisinage V' de ¢ dans q* tel
que, pour tout ¢ de V, q, et gy, soient conjugués par un élément du groupe
adjoint algébrique de gq. En particulier, si ¢ est une forme linéaire stable, alors
c’est un élément régulier de q*. Lorsque g posséde une forme linéaire stable,
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I'indice de g est donné par la dimension du stabilisateur de cette forme. En
général, q ne posséde pas de forme linéaire stable; on trouve des exemples
d’algebres de Lie ne possédant pas de forme linéaire stable dans [14] ou dans
[30]. La proposition qui suit est démontrée dans [30], Théoréme 1.7.

Proposition 2.4.1. — Soit q une algébre de Lie, et soit ¢ un élément de q*.
Les conditions sutvantes sont équivalentes :

(i) : On a la relation : [q,q,] Nq, = {0},

(ii) : La forme linéaire o est stable.

On reprend les notations des parties précédentes. Rappelons que le couple
(/h\o, ﬁ) a la propriété (P»), d’aprés la proposition 2.2.5. On va construire une
forme linéaire réguliére sur b. Dans certains cas, on verra que cette forme est
stable. Posons

u = Z X—EK = % Z (X—EK +X—58K)>

Kek ) Kek" (1)
= Z X ep + Z (Xoex + Xepi)-
KEKréel (ﬁ) KeKj:)mp (ﬁ)
Comme n_ = > g~ % l'élément u appartient a n_.
N
Lemme 2.4.2. — Soit x un élément de b. Les conditions suivantes sont équi-

valentes :

(i) : L’élément x s’écrit sous la forme

r=h+ Y ax(Xep — Xepe),
K eKdomp ()

avec ag dans C et h dans @ tel que ex(h) = 0, pour tout K de K" (ﬁ)
(i) : Le crochet [x,u] appartient au sous-espace n & m.

Remarque 2.4.3. — Notons que st m est nul, b est une sous-algébre de Borel
de g et ce lemme n’est rien d’autre que le lemme 2.5 de [30]. La démonstration
qui suit reprend d’ailleurs pour une large part celle de [30].

Démonstration. — (i) = (ii). Si (i) est vérifié, x s’écrit x = h+ > ag (Xep—
KK mp(IT)
X.,,), avec ax € C et h dans @ tel que ex(h) = 0, pour tout K € K" (II), et
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(]

( —ex(h)X ¢ — EGK(h)X*EOK tag(Hep — HEQK))7

=
m
A
2

_EK(h)X—EK + QEK(h)X—EeK +aK(H5K + 9H€K))>

=
m
A,
2

(]

_EK(h‘)X—EK - €K(h)X_59K +GK(H5K +9H€K))7

=
m
a,
2

Il
N~ NI~ N~ N~
—~

( 0 +aK(HaK +9H5K))-

=
m
a\
2

On en déduit que [z,u] appartient a t, d’ou (ii), car t est contenu dans m.

(ii) = (i). L’élément x appartient & b. Puisque b = a & > g* =

N
ad( > > g%, lélément z s’écrit sous la forme :
Kek” (i) aelK
r=h + Z Qe g Xe g
Kelcréel(ﬁ)
+ Z (af:‘KX€K + a59KX59K) + Z Z aoXa,
K €K domp (1) Kek" () ael¥

avec h dans @ et a, dans C, pour tout a de A/J/r. On en déduit que le crochet
[, u] s’écrit sous la forme :

[z, u] = Z ey Hepe + Z (e Heye + aegeHepy ) + Y,
Kelcréel(ﬁ) KeKj—Omp(ﬁ)

ou Y est un élément du sous-espace m@ndn_. Pour K dans K¢ (ﬁ), la racine

ek est réelle donc I'élément H., appartient a a. Pour K dans Keomp(I), la

H., —0H.

projection de H., sur @ selon la décomposition @ @ t est 5 K Par

suite, de la relation [z,u] € m @ n, on tire la relation :

H., —0H H —0H
Z ey Hepo + Z (QEK = 2 4 Qegre ok 2 EGK) = 0.
Kelcréel(ﬁ) KG}C;&)mp (ﬁ)

Puisque les racines ex sont deux & deux fortement orthogonales, on a

~

ex(He,) =0, pour L # K et il vient a.,, = 0, pour tout K de K (II). En
utilisant de plus les relations 6H,., = —H,,, et 0H.,, = —H,,, on obtient

EOK EOK €K
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ey + ae,pye = 0, pour tout K de KL (I). On en déduit que z s'écrit :

comp
z=~h+ Z Qe g (Xepe — Xepr) + Z Z aaXq-
KG]Cjomp(ﬁ) KG]CN(ﬁ) OLEF(I)(

Soit K un élément de K" (ﬁ) et soit o dans T'%. D’aprés la remarque 2.2.3,
I’élément 8 = ex — a est une racine de T'E ; elle appartient donc & AZF, d’aprés
le lemme 2.2.6. On a

1
[z, u] = i(AaaX,g + aq Z [(Xo, X_cp)]
K'ek” (I\{K}

+ Z ay[Xy, X pp]) — Z e (M) X—cy,

K/eK” () v \{a} K'eK” (Ti)
H., +0H
+ Z Qg g (%%
KEIC(-:t)mp(ﬁ)

oll A est un scalaire non nul.

Supposons par l'absurde a, # 0. On a 3 # €./, pour K' dans K" (ﬁ), car
(BoexY) = 1 et (e;r,ex") € {0,2}. Puisque la racine § appartient a AZF,
I’élément iAaaX,g qui intervient dans l'expression précédente de [z, u] est un
élément non nul de n_. Comme [z, u] appartient & ndm, il existe nécessairement
K’ dans K" (TI) et y dans A"\ {a} tels que 3 = e —7. Ona : K # K', car
~v # «. Soit K" dans ICN(ﬁ) tel que ~ appartient a I' . Or d’aprés le lemme
2.2.2, (iii) et (iv), la relation B 4+ v = e+ entraine que K = K, puis que
K' = K, dou la contradiction.

On en déduit que a, est nul, pour tout K dans K (ﬁ) et tout o dans I'E.
Il en résulte que x s’écrit sous la forme

r=h+ Z ar (Xey — Xegy)

K €K domp(ID)
et de I’égalité
H., +0H,
] == Y . ex(MX e+ Y. i CLK(%%
K'eKk” (I1) Kelcj;)mp (ID)
on tire la relation e+ (h) = 0, pour tout K de IC"(ﬁ), d’out (i). O

On note k la forme de Killing de g. Pour v un élément de g, on note ¢, la
forme linéaire sur g définie par :

eo(y) = K(v,y),
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pour y dans g. Si v est une sous-algeébre de g, v, désigne le stabilisateur dans
t de la restriction de ¢, a t. La proposition suivante décrit le stabilisateur
dans b de la forme linéaire ¢,,.

Proposition 2.4.4. — Le stabilisateur by, de la restriction de ¢, a b est
donné par :

bwu = ( ﬂ kergfﬂg) @( Z (C(XéK - X€9K))'
Kek(M) Komp (1)
et on a :
dimb,, =rgg-—rgt.

Démonstration. — On a
by, ={z €b | K(u,[z,y]) =0, Vyeb} ={x €b|[z,u] €b},

ott bt désigne l'orthogonal de b dans g pour la forme de Killing. La relation
bt = n@® m et le lemme 2.4.2 entrainent que I'élément x appartient a by, si,
et seulement si, il s’écrit sous la forme

$:h+ Z aK(XEK_XEQK)7
KK mp(10)

avec ar dans C et h dans @ tel que ex (h) = 0, pour tout K € K’ (ﬁ)

On dispose de I'égalité : (| keregx| = (] kerek, . En effet, pour
Kek" (II) Kek(Il)
K dans IC/(ﬁ), la racine ex est imaginaire donc s’annule sur @. La premiére
assertion de la proposition est alors claire.

Montrons : dim( (] kereg) ) = dima — (#Kreer (TI) + #K;t)mp(ﬁ)). 1l
Kek(iD)
suffit de montrer que la famille {ex |, | K € Kusel(IT) U K, (IT)} forme une

comp

base du sous-espace de a* engendré par les éléments ex|_, pour K dans IC(fI)

Si K appartient a IC/(ﬁ), la racine e est imaginaire donc s’annule sur a. Si K

appartient a K(;mp(ﬁ), alors pour tout H dans @, on a : egi (H) = —0ei (H) =
ex(—0H) = ex(H), Aot ggc|. = k.- On en déduit que la famille précédente

est génératrice. Montrons qu’elle est libre : soit

Z AKEK|; T Z axekl, =0,

K€K ee1 (I1) KeKdomp(IT)

une combinaison linéaire nulle dans . Puisque la famille {ex | K € K(II)} est
un ensemble de racines deux & deux fortement orthogonales, 1’évaluation du
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—0H

H
membre de gauche dans I’expression précédente en 1'élément —% 5 K —
H H . R
% de a, donne : ax = 0, pour tout K de ICréel(]___[) et tout K de

KZ___(II). On a obtenu :

comp
dimb,, = (dim@— #Kua(l) — #KE () + £ (IT)

comp comp
= dima— #’Créel(n)

= rgg—rgt
La derniére égalité résulte de la proposition 2.3.2. La proposition est ainsi
démontrée. O
Remarque 2.4.5. — L’expression de by, obtenue dans la proposition précé-

dente permet d’obtenir une condition nécessaire et suffisante pour que la res-
triction de ¢, a b soit stable. Pour a et b dans C et K dans K& (II), on

comp
a

(12) [H7 aXEK + bXEeK] = EK(H)(QXEK + bXEeK)v

pour tout H dans a. En particulier, les éléments X, — Xe,,, pour K dans
Kdomp (1), appartiennent a Uintersection [b,b,,] N by, . De lerpression de by,

obtenue dans la proposition 2.4.4 et de la relation [b,b] = n, on tire alors
légalité :
[bv bsﬂu] N bsﬂu = Z (C(XéK - X69K>'
Koy (ID)
Il résulte de la proposition 2.4.1 que la restriction de o, a b est stable si, et
seulement si, 'ensemble Kcomp(ﬁ) est vide.

= Z g% et t_= Z g <.

x> x>
a€A+ a€A+

Posons

Ainsion a : m =t_ @&t @ t. Posons aussi :
b=bdtdr,

de sorte que b est une sous-algébre de Borel de g. Posons enfin

D’aprés la partie 2 de [30] ou d’aprés la remarque 2.4.5 appliquée au cas
m = 0 (remarque 2.4.3), la restriction de la forme @y & b est stable pour b.
Notons que ¢, n’est rien d’autre que la restriction & b de la forme linéaire @g.
On est désormais en mesure de démontrer les relations (1) et (2) annoncées
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en introduction :

Théoréme 2.4.6. — On a les égalités :
indb=rgg—rgt,
et ind gy = ind € + ind bg.

Démonstration. — La deuxiéme relation est une conséquence immeédiate de
la premiére. On s’intéresse désormais & celle-ci.

Soit B le groupe adjoint algébrique de b. Puisque n est un idéal de b contenu
dans le radical nilpotent n & ¢ de b, il résulte de la proposition 40.6.3 de [29]
que lorbite de la forme linéaire ¢z, = ¢y, de n* sous I'action de B est ouverte
dans n*. Le dual de n s’identifie via la forme de Killing de g au sous-espace n_.
On en déduit que I'ensemble

‘7 = {U cadn_ ‘ (Sopr“_(v))h € E : 90u|n}

est un ouvert non vide de @ @ n_, ou pr, est la projection de @ @ n_ sur n_
parallélement & a. Par ailleurs, le dual de b s’identifie & @ @ n_ via la forme de
Killing de g. On en déduit que I’ensemble

V={veadn_ |y, est b —régulicre}
est un ouvert non vide de @@ n_. L'intersection V NV est alors non vide. Soit
v dans cette intersection. Puisque v appartient a ‘7, il existe un élément p dans
B tel que,
(Sopr“_(v))h = p(@u\")'
En particulier, pour tout x dans n, on a :
(pry_(v), p(x)) = (u, ).
Comme v appartient & V', on dipose par ailleurs des relations suivantes,
dimb,, =ind b < dimb,, =rgg—rgt.
I reste donc a prouver la relation, dimb,, < dimb,, . La sous-algebre b est

un idéal de b. Par suite, la sous-algébre p(by, ) est contenue dans b. Prouvons
alors I'inclusion,

p(bSﬂu) C blpv .
On en déduira le résultat, car dim p(b,, ) = dim b, . Cela revient a prouver la

relation :
<[U7 p(b¢u)]¢ b> = {0}
Puisque [@,b] C n C b, cela revient a prouver la relation :

([pra_(v), p(by, )], b) = {0}
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On a
<[prn, (’U), p(bSﬂu )]7 b> = <prn, (U)’ [p(bipu)v b]>
= (pra_(v), p([by,, b]))
= <U, [bSalﬂ b]>’ car [bSDlU b] Cn
= {0}.
Ceci termine la démonstration, d’aprés ce qui précede. O

La proposition suivante précise la remarque 2.4.5 :

Proposition 2.4.7. — La sous-algébre b de g posséde une forme linéaire
stable si, et seulement si, ’ensemble Keomp(I1) est vide.

~

Démonstration. — Si I'ensemble Keomp (1I) est vide, on a déja noté (remarque
2.4.5) que la restriction de ¢, a b est stable. Réciproquement, supposons que
b posséde une forme linéaire stable et montrons que ’ensemble Kcomp(ﬁ) est
vide. On reprend les notations de la démonstration du théoréme 2.4.6 et on
pose :
Vi={veadn_ | Pu|, est b — stable}.

D’aprés 'hypothése, I'ensemble V7’ est un ouvert non vide de a® n_ et l'inter-
section V/ NV est alors non vide. Soit v dans cette intersection. Alors il existe
un élément p dans B tel que,

(@prni(v))\n = p(¢u|n)a
et il résulte de la démonstration du théoréme 2.4.6 la relation,

b@v = p(bSou)
Par suite, ¢y, est b-stable si, et seulement si, ¢, lest, d’aprés la proposi-

~

tion 2.4.1. On déduit alors de la remarque 2.4.5, que I'ensemble Kcomp(II) est
nécessairement vide. O

2.5. Calculs explicites dans les algébres de Lie simples réelles

On a obtenu a la fin de la partie précédente une caractérisation des algébres
de Lie semi-simples réelles gg pour lesquelles b posséde une forme linéaire
stable. Notons que jusqu’ici, on n’a encore donné aucun exemple d’algébre de
Lie gog possédant cette propriété. Pour en donner, il faut étre capable de savoir
quand I'ensemble Keomp (ﬁ) est vide; c’est ce qu’exprime la proposition 2.4.7.
On suppose désormais que gg est une algebre de Lie simple réelle. Le lemme
2.5.1 donne le cardinal de Kcomp(II) en fonction de quantités intrinséques a
go- On détermine ensuite les algébres de Lie simples réelles gg pour lesquelles
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b posséde une forme linéaire stable.

Lemme 2.5.1. — Le cardinal de Kcomp(ﬁ) est donné par :
#Kcomp(ﬁ) =kg— km+1gg—1gt—dima.
Démonstration. — On a la relation :
K(IT) = Kyeer (I1) U Keomp (IT) U K (I1),
d’ou : R R R
#’Ccomp(n) - kg - #IC (H) - #’Créel(ﬂ)~
D’aprés la proposition 2.3.2, on dispose de la relation

#K e () = dim@ — rg g + rg L.
Il suffit donc de prouver la relation : #IC' (ﬁ) — ky. L'ensemble TNA forme

’

. ) AR Y m A .
une base du sous-systéme de racines A de A. Or A, est le systéme de racines

|t
associé a la sous-algébre m, d’aprés le lemme 2.1.4. Puisque AL et A" ont

clairement le méme type, on a : #IC(ﬁ N ﬁ/) = k. Il reste & prouver la
relation : K'(II) = KII N A"). Soit S une composante connexe de ITI N A" et
soit w la plus grande racine de Af. Il existe alors K dans K(II) tel que w

appartienne a 'K et il résulte du lemme 2.2.6 que K appartient & IC/(f[), car w
est une racine imaginaire. Par suite, @w = e, car w est la plus grande racine
de Af or S est une composante connexe de la base INA” de A:r. On en déduit

que S est un élément de K'(IT), d’oit la relation K'(IT) = KII N A'). O

D’aprés la classification des algébres de Lie réelles simples obtenue par
exemple dans [13], Théoréme 6.105, 1'algébre de Lie gg est isomorphe a 'une
des algébres de Lie simples réelles de la liste suivante :

(a) : L’algébre de Lie s¥, ot s est simple complexe de type A,,, pour n > 1,
B, pour n > 2, C,, pour n > 3, D,, pour n > 4, Fg, E7, Eg, Fy ou G,

(b) : La forme réelle compacte d’une algébre de Lie s comme en (a),
(c) : Les algébres de matrices classiques :

— sl(n,R), avec n > 2,

— sl(n,H), avec n > 2,

— su(p,q), avec p > q>0,p+q > 2,

— 50(p,q), avec p > q >0, p+ q impair, p+q¢>5,oup>qg>0,p+gq

pair, p+q > 8,

~ sp(p,q), avecp > q¢>0,p+q >3,

— sp(n,R), avec n > 3,

— 50%(2n), avec n > 4,
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(d) : Les 12 algeébres de Lie simples exceptionnelles non complexes, non
compactes EI, EII, EIII, EIV, EV EVI, EVII, EVIII, EIX, FI,
FII et G.

On calcule pour chaque type d’algébres de Lie simples réelles de la liste
précédente, le cardinal de Kcomp(II) afin de décider si b posséde ou non une
forme linéaire stable. On calcule ce cardinal selon la formule du lemme 2.5.1.

2.5.1. Cas des formes réelles compactes d’algébres de Lie simples
complexes. — Si gg est la forme réelle compacte d’une algébre de Lie simple
complexe, alors £y = go et la sous-algébre b est nulle.

2.5.2. Cas des algébres de Lie réelles sous-jacentes & une algébre
de Lie simple complexe. — Si gg est l'algébre de Lie réelle sous-jacente
a une algébre de Lie simple complexe, go est de la forme s® avec s simple
complexe. Soit uy une forme réelle compacte de s. La décomposition de Cartan
de go s’écrit go = ug @ tup et 0 est la conjugaison complexe relative a ug.
Ici, T'algébre €y est la forme réelle compacte ug, d’ott rg &y = rg uy = rg s.
On a de plus, rg go = rg g = 2 rg 5. Soit ¢y une sous-algébre de Cartan de
up. Alors on a : ag = icy et my = ¢g. En particulier,/\ mg est une sous-algébre
abélienne. Notons que la sous-algébre de Cartan by = dy @ idp est a la
fois maximalementA compact et maximalement non-compact. Le lemme 2.5.1
donne : #Kcomp(Il) = 2ks — 0+ 2rg s —rg s —rg s = 2k; # 0. D’aprés la
proposition 2.4.7 et le théoréme 2.4.6, la sous-algébre b ne posséde pas de
forme stable et son indice est égal & rg s.

2.5.3. Cas des algébres de Lie simples réelles, non complexes, non
compactes. — On suppose que l'algébre de Lie réelle gg est 'une des
algebres de la liste (c) ou (d). On regroupe dans la table 2 les données néces-
saires concernant go qui permettent de calculer le cardinal de Keomp (ﬁ) selon
la formule du lemme 2.5.1. On trouve ces données dans [13], Appendice C.
Pour chaque algébre des listes (c) et (d), on donne le type du complexifié g et
son rang, la sous-algebre £y et son rang, la dimension de @, kg, la sous-algebre

mg et kn. Ce travail permet de distinguer deux cas :

1) Sigo #s0(2p+1,2¢+ 1), avec 1 < p < g et p et ¢ de parité différente,
alors la relation,

kg — km = dima — (rg g —rg £),
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est satisfaite. D’aprés le lemme 2.5.1, ’ensemble ICcomp(ﬁ) est vide et la
proposition 2.4.7 assure que la sous-algébre b posséde une forme linéaire
stable. L’indice de b est donné par la relation (1).

2) Sigo=s0(2p+1,2¢+ 1), avec 1 < p < g et p et g de parité différente,

A~

alors I'ensemble Keomp(II) n’est pas vide. Précisément, la formule du

~

lemme 2.5.1 donne : si p est impair et ¢ pair, alors #Kcomp(I1) = 4 et, si

~

p est pair et ¢ impair, alors #Kcomp(II) = 2. D’apreés la proposition 2.4.7,
la sous-algébre b ne posséde pas de forme linéaire stable. L’indice de b est
donné par la relation (1).

Ce dernier cas et le cas des algébres de Lie réelles sous-jacentes & une al-
gébre de Lie simple complexe fournissent des exemples d’algébres de Lie qui
ne possédent pas de formes linéaires stables.

2.6. Formes linéaires réductives et algébres quasi-réductives

2.6.1. Soit q une algébre de Lie algébrique de centre 3. La notion d’algébre
de Lie quasi-réductive est introduite par M. Duflo pour son importance dans
I’analyse sur les groupes de Lie. On en rappelle ici la définition.

Définition 2.6.1. — On dit qu’une forme linéaire f de q* est réductive si
Itmage de la sous-algébre qr/3 dans gl(q) par la représentation adjointe de q
est une sous-algébre de Lie réductive.

On dit que l’algébre de Lie q est quasi-réductive si elle posséde une forme
linéaire réductive.

Il est clair que si q est réductive, alors q est quasi-réductive ; en effet la forme
linéaire nulle est réductive pour q.

Lemme 2.6.2. — Une forme linéaire est réguliére et réductive pour q si, et
seulement si, la sous-algébre qy/3 est un tore de q.

Démonstration. — Si qy/3 est un tore de g, alors f est g-stable donc f est
g-réguliére. De plus il est clair que f est réductive pour g.

Réciproquement, si f est g-réguliére et g-réductive, alors q; est une sous-
algeébre de Lie commutative, d’aprés [28]. Il est alors bien connu (voir par
exemple [29], Théoréme 20.5.10) que l'image de qf/3 dans gl(q) par la repré-
sentation adjointe de q est une sous-algebre de Lie réductive si, et seulement
si, elle est formée d’éléments semi-simples. [l

On énonce sans démonstration le théoréme suivant :
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Théoréme 2.6.3. — On suppose que q est quasi-réductive. Alors [’ensemble
des formes lin€aires réquliéres et réductives pour q est un ouvert dense de q*
formé de formes linéaires q-stables.

En particulier, une algébre de Lie quasi-réductive posséde une forme linéaire
stable.

2.6.2. On reprend les notations des parties précédentes. La proposition sui-
vante précise la proposition 2.4.7.

Proposition 2.6.4. — La sous-algébre b de g est quasi-réductive si, et seule-
ment si, l’ensemble Keomp(I1) est vide.

~

Démonstration. — Si Keomp (II) n’est pas vide, b ne possede pas de forme stable
d’apreés la proposition 2.4.7. Il résulte donc du théoréme 2.6.3 que b n’est pas
quasi-réductive. Réciproquement, si Keomp(II) est vide, la restriction a b de
la forme ¢,, est b-stable et son stabilisateur est une sous-algébre commutative
formée d’éléments semi-simples, d’aprés la proposition 2.4.4. La forme linéaire
©q est donc réductive pour b d’apreés le lemme 2.6.2, d’ott la proposition. [

2.6.3. On fixe dans ce paragraphe une sous-algébre de Cartan § de g et une
base II du systéme de racine A associé au couple (g, h). La définition suivante
est due & D. Panyushev :

Définition 2.6.5. — (i) On dit que deuz sous-algebres paraboliques p et p/
sont faiblement opposées si p + p/ =g.
(ii) On appelle sous-algébre seaweed de g toute sous-algébre de Lie q de g
de la forme q = p N p/, ou p et p/ sont des sous-algébres paraboliques
faiblement opposées de g.

Soit S et T deux parties de II. On vérifie sans difficulté que la sous-algébre,

S T

gsT =g @ h @ gt
est une sous-algébre seaweed de g et on dira que c’est une sous-algébre seaweed
standard (relativement a b et IT). Il est noté dans [21] et démontré dans [31]

que toute sous-algébre seaweed de g est conjuguée par un élément de G & une
sous-algébre seaweed standard de g.

L’indice des sous-algébres seaweed est étudié dans certains cas particuliers
dans [6], [21] et [31]. Dans [31], P. Tauvel et R. W. Yu formulent une
conjecture pour l'indice des sous-algébres seaweed dans le cas général. Cette
conjecture est démontrée dans [11]. Dans [31], il est donné des exemples
d’algébres seaweed qui possédent une forme stable. Dans tous ces exemples,
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les algébres seaweed sont en fait quasi-réductives. On cherche ici une carac-
térisation les sous-algébres seaweed de g quasi-réductives. Le théoréme 2.6.8
fournit une réponse partielle a ce probléme. Ce théoréme fournit en outre des
exemples d’algébres seaweed quasi-réductives qui ne sont pas étudiées dans
[31].

Soit S est une partie de II. Si a est un élément de 'Y, pour K dans K(S),
on note L(«) lensemble des éléments L dans IC(S) tels que €1, + « soit une
racine.

Lemme 2.6.6. — Soit S une partie de Il et o dans I1. On suppose qu’il existe
K dans K(S) tel que o appartienne a T{.

(i) Si L appartient a L(«), alors L est strictement contenu dans K,

(ii) er — « est une racine si, et seulement si, L = K.

Démonstration. — (i) : L’assertion est claire, d’aprés les résultats rappelés au
début de la partie 2.2.

(ii) : Sier — a est une racine, pour L dans IC(S), alors e, — a est une racine
positive, car « appartient & la base II, d’aprés ’hypothése. Il résulte alors du
lemme 2.2.2 que L = K. La réciproque est claire. O

Si S est une partie de II, on note Eg le sous-espace de g* engendré par les
éléments ex, pour K dans IC(S), et on désigne par S’ le sous-ensemble de S

formé des racines « de la forme, o = J€K ~ €L, avec K et L dans K(S5), et
1 1
telles que L(a) = {L}. Il est clair que si « est de la forme, a = 56K ~ 5EL,

alors L appartient & L£(«); précisément, e + @ = ex — a.

Le lemme suivant, présenté dans [31] (Lemme 4.5) et démontré dans [7]
(Lemme 1.12.2), va intervenir dans la démonstration du théoréme 2.6.8.

Lemme 2.6.7. — Soit V un espace vectoriel de dimension finie, V' un hy-
perplan de V, ® une forme bilinéaire sur V, et ®' sa restriction a V'. On note
N et N’ les noyaux de ® et @’.

(i) Si N C N’, alors N est un hyperplan de N’,

(ii) SiN ¢ N, ona N =NNV', et N est un hyperplan de N.

Théoréme 2.6.8. — Soit S et T deux parties de I1.

(i) Sil’ensemble {ex | K € K(S)UK(T)} est formé d’éléments linéairement
indépendants, alors la sous-algebre gs T est quasi-réductive.
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(ii) On suppose T' = {a}, pour o dans II. Alors, la sous-algébre gs est
quasi-réductive si, et seulement si, l'une des conditions suivantes est sa-
tisfaite :

1) : Uensemble {ex | K € K(S)} U{a} est formé d’éléments linéaire-
ment indépendants,
2) : « appartient a S’.

Ce théoréme fournit en particulier une caractérisation des sous-algébres pa-
raboliques minimales quasi-réductives de g.

Démonstration. — 11 est démontré dans [31] que dans les conditions de (i), la
sous-algébre gg 7 possede une forme linéaire dont le stabilisateur est contenue
dans la sous-algébre de Cartan h. L’assertion (i) est alors claire, d’aprés le
lemme 2.6.2.

Sous les hypothéses de (ii), si S et T satisfont aux conditions (1), alors
gs,7 est quasi-réductive, d’aprés (i), car K(T') = {a}. On suppose que S et T
satisfont & la condition (2). On peut supposer que « appartient & Fg, sinon la
condition (1) est remplie. Puisque a appartient a Eg, la sous-algébre gg 7 est
une sous-algebre parabolique de la sous-algébre réductive,

gAiéBhEBgAi.
On peut donc supposer, sans perte de généralité, S = II. On note alors q la

sous-algebre gy o} €t ug = g son radical nilpotent. La sous-algébre de Borel

b= b > g¢” est un hyperplan de q. Soit = Y. X ... Le stabilisateur
BeAL KeK(II)

de g dans b est donné par la relation suivante :

E%: ﬂ ker ey,
K ek (IT)

d’aprés le lemme 2.4.4. On en déduit que E¢ﬂ est contenu dans le stabilisateur
e, de g, car [u, E%] = {0}. II résulte alors du lemme 2.6.7 que E¢ﬂ est un
hyperplan de q,,. Montrons que I'élément X_, + bX, appartient a q,., pour
b non nul & définir. Puisque la condition (2) est satisfaite, a appartient a S’

1 1
donc il existe K et L dans K(II) tels que a = 5K — 5L, avec L(a) ={L}. De

plus, d’aprés le lemme 2.6.6, ;7 — « est une racine si, et seulement si, M = K.
Par suite, on a :

[a7 X—a + bXa] = Z [X—€M> X—Ot] + b Z [X—€M? Xa]
MeK(II) MeK(IT)
= /\Xf(sLJra) + qu,(EK,a%
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ol A et p sont des complexes non nuls. Puisque €, +a = e — «;, il est possible
de choisir b non nul de sorte que [u, X_4 +bX,] = 0. On en déduit la relation

Qoo = C(X_o +bXo) @ by,

car E% est un hyperplan de q,.. Par suite, q,. est une sous-algebre com-
mutative — car « appartient & EFg — et formée d’éléments semi-simples.
On en déduit que @z est g-réductive d’aprés le lemme 2.6.2 puis que ¢ est
quasi-réductive.

Réciproquement, on suppose que S et T ne satisfont a aucune des conditions
(1) ou (2). En particulier, a appartient & Eg et on peut supposer, comme
précédement, S = II. On note alors comme précédemment g la sous-algébre
O11,{a) €t uq son radical nilpotent.

On suppose par I'absurde que q est quasi-réductive. Le radical nilpotent ug
de g est un idéal de b contenu dans le radical nilpotent 1t de b. Soit B le groupe
adjoint algébrique de b. 1l vésulte de la proposition 40.6.3 de [29] que lorbite
de la forme linéaire Pl de ug sous l'action de B est ouverte dans ug. Le dual
de ug4 s’identifie via la forme de Killing de g au sous-espace ug_ = > g b

peA\{a}
On en déduit que I'ensemble

W={web_®g"[(fpr, @, €B vu.,}

est un ouvert non vide de b_ @ g%, ol pr,, est la projection de b @ g% sur
uq_ parallelement & g~ @ b @ g%, avec b_ = he Y g b
BEAL
Par ailleurs, le dual de g s’identifie, via la forme de Killing de g, au sous-
espace b_ & g,. Il en résulte que ’ensemble

W ={we b_® 0o | pw est q — réguliére et q — réductive}

est un ouvert non vide de b_ & ga, d’aprés 'hypothése. L’intersection W N W
est alors non vide. Soit w dans cette intersection. En raisonnant comme dans
la démonstration du théoréme 2.4.6, on peut supposer que w s’écrit sous la
forme :
w=u+aX_o+h+bX_,,

avec a,b dans C et h dans h. Comme « appartient & Eg, on a la relation,
[E%,w] = {0}, d’ou l'inclusion, E% C qyp,- On déduit alors du lemme 2.6.7
que E% est un hyperplan de q,,,. Soit alors = dans q tel que 'on ait la décom-
position :
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Puisque w appartient a W, la sous-algebre q,, est commutative et formée
d’éléments semi-simples. En particulier, pour tout y dans q,,,, la composante
de y selon ug dans la décomposition q = (g—o © h @ ga) ® uq est nulle, et sa
composante selon g_, @ h & g, est semi-simple. Par suite, x s’écrit sous la
forme,

r=2X_o+ H+ pXg,

avec A\, 4 dans C et H dans h. Si A est nul, alors p est nul, car x est semi-simple,
donc x appartient a h. La relation [x,w] € q* entraine alors que x appartient

a [\ kereg, ce quiest impossible car Cx et (] kereg sont en somme
Kek(I) Kek(Il)
directe. De méme, on obtient que p n’est pas nul. On a :

[zow] = XD (X, Xool+ D ex(H)X o —p Y [Xocp, X

LeL(a) Lek (D) Lek(ID)
+(aa(H) + Xa(h)X_o + (au — bDN)Hy, + (—ba(H) — pa(h)) X,.

La relation, [z,w] € q*, implique qu'il existe un élément L dans £(«) tel que

ex —a = e + a, car K est I'unique élément de IC(II) tel que ex — o est

1
une racine, d’aprés le lemme 2.6.6. Par suite, a = §EK — §€L. Puisque «

n’appartient pas a S, on en déduit qu'il existe un élément M dans K(IT), avec
M # L, tel que £)7 + « est une racine. Ceci contredit la relation [z, w] € g+
car e + a0 # e — «, puisque M # L. On a ainsi obtenu la contradiction. [

2.6.4. On termine cette partie par quelques exemples.

1) : Avec les notations des parties précédentes, la sous-algébres ¢ = m@adn
est une sous-algébre parabolique standard relativement au couple (6, ﬁ)
Le sous-systéme de racines simples associé a cette sous-algebre parabo-
lique est I = {a € Il | 0o = a}. 11 est démontré au cours de la démons-
tration de la proposition 2.5.1 que I'on a linclusion K(II') ¢ K(ID). 1l
résulte alors du théoréme 2.6.8, (i) que q est quasi-réductive.

2) : On étudie les sous-algébres paraboliques standards minimales de Fy re-
lativement a la base IT = {ay, a2, a3, a4}, ott 'on a adopté les conventions
suivantes :
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Un bref calcul donne :
K(I) = {K1} U{Ka} U {K3}U{K4},

avec K1 = {oq,a0,a3,04}, Ko = {ag, 3,04}, K3 = {2, 03} et Ky =
{ag} et on a :

e, = (2342), ek, = (0122), g, = (0120) et e, = (0100),

d’ou il vient :

1 1 1 1
aq - §€K1 - §€K2 - §€K3 - §€K47
Q2 = €Ky,
1 1
oy = 55;(3 - 55}(4 et,
1 1
a4 = 55[(2 — §€K3-

On vérifie que les racines ag et a4 appartiennent & II' en utilisant le
lemme 2.6.6 : a3 appartient a IT', car K est minimal pour I'inclusion et,
oy appartient a I car ag +¢ K, N'est pas une racine. Il résulte alors du
théoréme 2.6.8, (ii) que les sous-algébres paraboliques minimales quasi-
réductives standards de Fy sont celles définies par ago, ag et ay.






go : rgg : ko - rg ¢ dima : | kg : my : kwm ind b
sl(n,R),n > 2 n—1 s0(n) (2] n—1 |[[%] 0 0 n—1
- [3]
sl(n,H),n > 2 2n —1 sp(n) n n—1 |n su(2)" n n—1
su(p,q),1<p<q |p+qg—1 |s(u(p) &u(q)) p+q—1|p [54] R @ su(q — p) [457] 0
su(p,p),p > 1 2p—1 | s(u(p) B u(p)) 2p—1 |p p R~ 0 ¥ |0
50(2p,2q + 1), p+q 50(2p) ®so0(2q + 1) p+gq 2p p+gq s50(2g —2p+1) q—p= 0
1<p<gq =
50(2p,2q + 1), p+q 50(2p) ®so0(2q + 1) p+gq 2¢g+1 |p+gq s0(2p—2q—1) p—qé—l 0
0<g<p -
sp(p,9),1<p<q |p+q sp(p) @ sp(q) ptq p p+tq su(2)P ©sp(g—p) g Z |0
sp(n,R),n >1 n u(n) n n n 0 0 E 0
s0(2p+1,2¢ +1) prqg+1 |so(2p+1)@so(2¢+1) |p+gq 2p+1 |2 {Hg“ 50(2q — 2p) 2[8 |1
1<p<gq =
50(2p,29),1 <p<gq|p+q s0(2p) & s0(2q) praq | 2p [B52] | s0(2g — 2p) 2[58 |0
50*(2n), n u(n) n [2] 2] su(2)2] (2] 2 |o
n > 3 paire &
50%(2n), n u(n) n (2] 2 (2] su2)lEl e R 2] 2 |0
n > 3 impaire Z
EI 6 sp(4) 4 6 4 0 0 g |2
EII 6 su(6) & su(2) 6 4 4 R? 0 E |0
EIIT 6 50(10) ® R 6 2 4 su(4) O R 2 8 |0
EIV 6 fs 4 2 4 50(8) 4 2 |2
EV 7 su(8) 7 7 7 0 0 = |0
EVI 7 50(12) @ su(2) 7 4 7 su(2)? 3 % |0
EVII 7 s ®R 7 3 7 50(8) 4 g o
EVIII 8 50(16) 8 8 8 0 0 § 0
EIX 8 e7 @ su(2) 8 4 8 50(8) 4 =2 |0
FI 4 sp(3) @ su(2) 4 4 4 0 0o & |o
FII 4 50(9) 4 1 4 s50(7) 3 0
\]
G 2 su(2) @ su(2) 2 2 2 0 0 ~ |0

TABLE 2. Données concernant les algébres de Lie simples réelles, non complexes, non compactes.







CHAPITRE 3

CALCULS EXPLICITES EFFECTUES AVEC
GAP4

3.1. Introduction

Dans [19] (Chapitre 1 de cette thése), on prouve le résultat suivant, conjec-
turé par D. Panyushev en [22] :

Théoréeme 3.1.1. — Soit e un élément nilpotent d’une algébre de Lie semi-
simple complexe g. Alors on a :

ind n(g®) = rg g — dim3(g°),
ot n(g®) et 3(g°) sont respectivement le normalisateur et le centre du centrali-
sateur g° de l’élément e.

Ce résultat est d’abord prouvé dans [19] lorsque g est une algébre de Lie
simple classique (partie 3) et lorsque I’élément e vérifie une certaine propriété
(P1) (partie 4), dont on rappelle ici la définition :

Définition 3.1.2. — Soit {e, h, f} un sla-triplet dans g contenant e. On note
3max le sous-espace propre de la restriction de adh a 3(g¢) relativement a sa
plus grande valeur propre. On dira que e vérifie la propriété (Py) si, pour tout
élément non nul v de 3(g°), le sous-espace jmax €st contenu dans le sous-espace
1,0, ).

Il est clair que si e vérifie la propriété (Py), il en est de méme de tous les
éléments de lorbite de e sous 'action du groupe adjoint. On dira qu’une orbite
nilpotente de g vérifie la propriété (Py) si l'un de ses représentants la vérifie.

En outre, il suffit de prouver le théoréme 3.1.1 pour les éléments nilpotents
distingués non réguliers de g. Ceci résulte essentiellement de la proposition
2.4 de [19] (Chapitre 1 de cette thése, Proposition 1.2.4). Il reste a prouver
dans [19], que toutes les orbites nilpotentes distinguées non réguliéres d’une
algébre de Lie simple exceptionnelle vérifient la propriété (Pp). Il s’avére qu’il
suffit de tester la surjectivité d’un nombre fini de matrices, dépendant d’un
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parameétre, pour vérifier la propriété (P;). On présente ici les calculs effectués
a partir de GAP4 qui permettent de vérifier ces conditions. Ce travail achéve
la démonstration de la proposition 5.3 de [19].

On rappelle dans la partie 3.2 les résultats de [19] que 'on justifie par les
calculs de GAP4. Dans la partie 3.3, on présente ces calculs explicites.

3.2. Rappels des résultats que ’on justifie avec GAP4

On suppose que g est isomorphe & l'une des cinq algébres de Lie simples
exceptionnelles Fg, E7, Eg, Fy ou Gy et on suppose que e est un élément
nilpotent distingué non régulier de g. Il s’agit de montrer que 1’élément e vérifie
la propriété (P;). On note myq,..., m, les valeurs propres de la restriction de
adh au sous-espace g°¢. Les entiers my, ..., m, sont pairs et on a

2=m1 <mg < - < My

On note g7, le sous-espace propre correspondant a la valeur propre m;, pour
[ =1,...,7r. Avec les notations de la définition 3.1.2, on a :

__ e
dmax = gmr'

On choisit une base

_ 1 1 do 1 d
B =€ s s CmysCmys v Crmgy vy € e v s Epr
de g° de vecteurs propres telle que e}m, . ,efl,l” forme une base de g7, , pour

I=1,...,r, et telle qu’il existe une base de 3(g¢) formée de vecteurs de 5. On
peut supposer que e,lm =el=e.

Soit i1 < -+ < iz dans {1, ce ,’I”} et k(l,l)v ceey k(1,51)> S >k(s,1)> S ,k(&(gs)
des indices tels que les éléments

k(i1 ka,sy) k(s,1) k(s,55)

Mg, s €mg oy ey €mg s €my
forment une base de 3(g°). En particulier, on a les relations : m;, =2 et d; =1,
mi, = my, ds = dy et k) =1, pour [ =1,..., 0.

Pour i,j et k dans {1,...,7} et t,p et ¢ dans {1,...,d;}, {1,...,d;} et
{1,...,dy} respectivement, on note Almya),(ma,t),(m; p) 1& coordonnée de I'élé-
ment [[f, e, ], €] en e, . Notons que si X, q,(ma.),(m;p) €5t 0N Nul, on a
la relation my, = m; —m; + 2.

Soit [ dans {1,...,s} et oy un §-uplet. On définit une matrice M (I, oy) de
la facon suivante :

1) Si m, —m;, + 2 est une valeur propre de la restriction de adh a g°, on note
k(l) I'élément de {1,...,7} tel que myq) = my —m;, + 2. Alors M (I, oy) est la
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matrice de taille d, X dj,;,) dont les coefficients (M (I, ay))p 4 sont donnés par :

Y]
(ML))pg = D A myy,0),(miy 1), )
t=1

pour p dans {1,...,d.} et ¢ dans {1,...,dy)}. La matrice M(l,qy) s’écrit
aussi, de maniére plus agréable, comme une somme de matrices :

]
(1) M(l,ap) =Y afM(1,(0,...,0,1,0,...,0)).
t=1

avec 1 en ti®me position

2) Sinon, m, — my, + 2 n’est pas une valeur propre de la restriction de adh a
g, et on pose :

M(lo,%) = Odr,l'

La proposition suivante est démontrée dans [19], Proposition 5.2 :

Proposition 3.2.1. — On suppose que la matrice M (1, oy) est surjective pour
tout | de {1,...,s} et tout &;-uplet oy non nul. Alors ’élément e vérifie la
propriété (Py).

Remarque D’aprés [19]|, Lemme 5.1, il suffit de vérifier la surjectivité
des matrices M (I, ), pour I > 2 et g non nul. Cela laisse s — 1 matrices,
dépendant d’'un parameétre o, & étudier. De plus, lorsque 6, = d, = 1, la
matrice M (s, o) = al M (s, (1)) est toujours surjective, pour a} non nul. Dans
ce cas, on réduit & s — 2 le nombre de matrices & étudier.

Dans [9], on trouve une liste de slo-triplets correspondant aux orbites nil-
potentes. Le logiciel GAP4 permet en outre d’effectuer des calculs dans les al-
gébres de Lie. Il permet notamment de calculer le centralisateur d’un élément,
le centre d’une sous-algébre, etc. En vérifiant pour chaque orbite distinguée
non réguliére de Fg, E7, Eg et Fy les hypothéses de la proposition précédente,
on prouve la proposition suivante (Proposition 5.3 de [19]), puisque le cas de
G, particuliérement simple, est traité a part dans [19] :

Proposition 3.2.2. — On suppose que g est une algébre de Lie simple de type
Eg, By, Eg, Fy ou Go. Alors les orbites nilpotentes distinguées non réguliéres
de g vérifient la propriété (P).

Cette proposition termine la preuve du théoréme 4. Dans la partie suivante,
on expose les calculs qui justifient cette proposition.
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3.3. Présentation des calculs

L’algébre de Lie g est de type Eg, E7, Es ou Fy. Pour une orbite nilpotente
distinguée non réguliére de g donnée, on considére 1’élément e du sly-triplet
fournit par [9] correspondant a la caractéristique de 'orbite. Grace & GAP4,
on exhibe une base B vérifiant les conditions précédentes. On vérifie dans
un premier temps que pour tout [ de {1,...,s}, il existe un entier k(l) dans
{1,...,r} tel que my;y = m, —m; +2. On calcule ensuite, la matrice M (I, ay),
pour g = (af ... ,a?’) un d;-uplet non nul, et on vérifie la surjectivité de cette
matrice. D’aprés la remarque qui suit la proposition 3.2.1, on peut supposer
[ > 2 et lorsque d, = 1, on peut supposer de plus | < s — 1. Enfin, dans
la plupart des cas, on s’apercoit que la somme de la relation (1) n’a qu'un
seul terme. L’étude de la surjectivité de M (I, ;) ne dépend alors d’aucun
parameétre, ce qui facilite le travail. -

La démarche générale est la suivante : on définit I’algébre de Lie L dans la-
quelle on veut travailler grace a la commande SimpleLieAlgebra, on définit un
systéme de racines (RootSystem), un systéme de racines positives correspon-
dant (PositiveRoots) puis des systémes de vecteurs «positifs» et «négatifs»
associés (PositiveRootVectors et NegatitiveRootVectors). La commande
CanonicalGenerators donne une base de la sous-algébre de Cartan. On peut
désormais faire des calculs dans ’algébre de Lie L. Il s’agit ensuite d’étudier les
orbites nilpotentes distinguées non réguliéres. Pour chacune d’entre elles, on
définit un sly-triplet {e,h,f} grace aux données de [9]. On calcule ensuite le
centralisateur g de 1’élément positif e avec la commande LieCentralizer puis
le centre z du centralisateur avec LieCentre. Pour chaque orbite, on précise
la valeur du plus haut poids m, et on donne le nombre de matrices & étudier.
Pour chacune d’entre elles on donne les valeurs de m;, et de my;) et on effectue
les calculs nécessaires. Les calculs de la premiére orbite de la premiére algébre
(il s’agit de l'orbite sous-réguliére de Fg) sont détaillés; les autres le sont un
peu moins.

3.3.1. Calculs pour Eg. — On commence par définir L et les générateurs de
L
> L:=SimplelLieAlgebra("E",6,Rationals);
<Lie algebra of dimension 78 over Rationals>
> R:=RootSystem(L);
<root system of rank 6>
> P:=PositiveRoots(R);;
> x:=PositiveRootVectors(R);
[ v.1, v.2, v.3, v.4, v.5, v.6,
v.7, v.8, v.9, v.10, v.11, v.12,
v.13, v.14, v.15, v.16, v.17, v.18,
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.19, v.20, v.21, v.22, v.23, v.24,
.25, v.26, v.27, v.28, v.29, v.30,
.31, v.32, v.33, v.34, v.35, v.36 ]
y:=NegativetiveRootVectors(R);
v.37, v.38, v.39, v.40, v.41, v.42,

.43, v.44, v.45, v.46, v.47, v.48,
.49, v.50, v.51, v.52, v.b3, v.54,
.65, v.b56, v.57, v.58, v.59, v.60,
.61, v.62, v.63, v.64, v.65, v.66,
.67, v.68, v.69, v.70, v.71, v.72 ]

CanonicalGenerators(R) [3]

[ v.73, v.74, v.75, v.76, v.77, v.78 ]
Dans FEg, il y a deux orbites nilpotentes distinguées non réguliéres :

1. Caractéristique :

2 2 0 2 2

o 0! o)
|

On définit les éléments e et £ du slo-triplet correspondant dans les données
de [9] :
> e:=x[1]+x[2]+x[6]+x[6]+x[8]+x[9];
v.1+v.2+v.5+v.6+v.8+v.9
> £:=(12) %y [1]1+(8) *y [2]+(-8) *y [31+(22) ¥y [5]+(12) ¥y [6]+(8) ¥y [8] +
(22) *y[9]1+(8)*y[10];;
On vérifie que le crochet exf est égal a I’élément neutre de la caractéris-
tique et on pose h :=ex*f :
> exf;

(12)*v.73+(16) *xv.74+(22) *v.75+(30) *v.76+(22) xv.77+(12) *v.78
> h:=exf;;

On calcule le centralisateur g de e et on en donne une base Bg. On calcule
ensuite le centre z et on donne une base Bz de z :

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L, [e]));

<Lie algebra of dimension 8 over Rationals>

Le centralisateur est de dimension 8.

> Bg:=BasisVectors(Basis(g));;

> z:=LieCentre(g);

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 8 over Rationals>,
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(dimension 5)>
Le centre est un idéal de dimension 5 dans g.

> Bz:=BasisVectors(Basis(z));
[ v.14v.2+v.5+v.6+v.8+v.9, v.23+(-1)*v.25+v.26,
v.27+(-1)*v.29+(-1)*v.30+(-1)*v.31, v.34+v.35, v.36 ]

On calcule les «poids» de z en évaluant h*Bz[1] pour [ = 1,...,5. On
sait déja que h*Bz[1]=(2)*Bz[1] car Bz[1]=e.

> h*Bz[2];

(8)*v.23+(-8) *v.25+(8) *v.26

> h*Bz[3];

(10) *v.27+(-10) *v.29+(-10) *v .30+ (-10) *v.31

> h*Bz[4];

(14)*v.34+(14)*v.35

> h*Bz[5] ;

(16)*v.36

On obtient que les poids sont 2,8, 10, 14,16, d’ot m,, = 16. Il y a trois
matrices a étudier.

(a) mi, = 8, my) = 10. On cherche une base de gf, parmi les éléments
Bg en calculant h*Bg[i], pour ¢ = 1,...,8 et on effectue le calcul
correspondant :
> h*Bg[5];

(10)*v.27+(-10) *v.29

> h*Bgl[6];

(10) *v.30+(10) *v.31

Le sous-espace g, est engendré par les vecteurs Bg[5] et Bg[6].

> ((£fxBg[5]1)*Bz[2]);

(-20)*v.36

> ((fxBgl6]1)*Bz[2]);

(20)*v.36

La matrice a considérer est M(2,(1)); elle est donnée par
[ —20 20 ] C’est une matrice surjective.

Remarque Lorsque d, = 1, il suffit de trouver un élément
de gy, o qui donne un crochet non nul; dans la suite on donnera
seulement le calcul correspondant & cet élément.

(b) mi; =10, my3) = 8.
> ((£xBz[2])*Bz[3]);
(-40)*v.36

(C) mi, = ].4, mk(4) =4.
> h*Bg[2];

(A)*v. 7T+(2)*v. 11+ (2)*v. 12+ (2) *v. 13+ (-2) *v. 14+ (2) *v. 15+ (-4) *v . 16
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> ((£xBgl[2])*Bz[4]);

(14)*v.36
Ces trois calculs montrent que les hypothéses de la proposition 3.2.1 sont
vérifiées.

Conclusion : Cette orbite vérifie la propriété (P).

. Caractéristique :

O O
|

Définition du sla-triplet :
>e:=x[7]+x[8]+x[9]+x[10]=x[11]+x[19];
v.7+v.8+v.9+v.10+v.11+v.19
> £:=(8)*y [7]1+(9) *xy[81+(5)*xy[9]+(5)*y[10]+(8)*y[11]+y[19];
(8)*v.43+(9)*v.44+(5) *v.45+(5) *v.46+(8) *v.47+v.55
> exf;
(8)*%v.73+(10) *v.74+(14) *v.75+(20) *v.76+(14) *v.77+(8) *v.78
> h:=exf;;
Calcul de g, Bg, z et Bz :
> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L, [e]));
<Lie algebra of dimension 12 over Rationals>
> z:=LieCentre(g) ;
<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 12 over Rationals>,

(dimension 4)>
> Bg:=BasisVectors(Basis(g));;
> Bz:=BasisVectors(Basis(z));
[ v.7+v.84v.94v.10+v.114+v.19, v.32+(-1)*v.33, v.35, v.36 ]
> h*Bz[2];
(8)*v.32+(-8)*v.33
> h*Bz[3];
(10)*v.35
> h*Bz[4] ;
(10)*v.36
Les poids de z sont 2,8,10,10; d’ou m, = 10. Il y a deux matrices a
étudier.

(a) myy, =8, Mg2) = 4
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> h*Bg[4];
(4)*v.17+(-4)*v.18+(4) *v.20+(-4) *v.21
> h*Bg[5];
(A)*v. 12+ (4)*v.16+(-8) xv. 22+ (4) *v .24
> h*Bg[6];

(4)*v .22+ (-4)*v.24+(-4) *v.25

> ((£*Bgl[41)*Bz[2]);
(-16)*v.35
(b) miy = 10, my(s) = 2
> h*Bg[2];
(2)*v.1+(2) *v .4+ (2) *v .6+ (2) *v. 13+ (2) *v. 14+ (-6) *v. 15
> h*Bg[3];
(2)*v.19

> ((£xBgl[11)*Bz[3]1); ((£xBgl[2])*Bz[3]1); ((£*Bgl[3])*Bz[3]);
(-10)*v.35

(10) *v.36

Oxv.1

> ((£xBgl[1]1)*Bz[4]); ((£xBgl[2])*Bz[4]); ((£*Bgl[3])*Bz[4]);
(-9)*v.36

(6)*v.35

(-1)*v.36

La matrice & étudier est

-10 0 O 0 6 0 | | —-10a - 0
a[o 10 0}*5{—90—1]_{—95 100 -8 |-
On vérifie que c’est une matrice de rang 2 pour tout couple (a, )

non nul.
La proposition 3.2.1 entraine que cette orbite vérifie (P;).

Conclusion : Cette orbite vérifie la propriété (P;).

Conclusion pour Eg : Toutes les orbites nilpotentes distinguées non régu-
lieres de Ej vérifient la propriété (Py).

3.3.2. Calculs pour E7. — Définition de L :
> L:=SimplelLieAlgebra("E",7,Rationals);
<Lie algebra of dimension 133 over Rationals>
> R:=RootSystem(L);
<root system of rank 7>
> P:=PositiveRoots(R);;
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x:=PositiveRootVectors(R);
v.l, v.2, v.3, v.4, v.5, v.6, v.7,

.8, v.9, v.10, v.11, v.12, v.13, v.14,

.15, v.16, v.17, v.18, v.19, v.20, v.21,
.22, v.23, v.24, v.25, v.26, v.27, v.28,
.29, v.30, v.31, v.32, v.33, v.34, v.35,
.36, v.37, v.38, v.39, v.40, v.41, v.42,
.43, v.44, v.45, v.46, v.47, v.48, v.49,
.50, v.b1, v.52, v.53, v.54, v.55, v.56,
.57, v.58, v.59, v.60, v.61, v.62, v.63 ]

y:=NegativeRootVectors(R);
v.64, v.65, v.66, v.67, v.68, v.69, v.70,

.71, v.72, v.73, v.74, v.75, v.76, v.77,

.78, v.79, v.80, v.81, v.82, v.83, v.84,

.85, v.86, v.87, v.88, v.89, v.90, v.91,

.92, v.93, v.94, v.95, v.96, v.97, v.98,

.99, v.100, v.101, v.102, v.103, v.104, v.105,
.106, v.107, v.108, v.109, v.110, v.111, v.112,
.113, v.114, v.115, v.116, v.117, v.118, v.119,
.120, v.121, v.122, v.123, v.124, v.125, v.126 ]

CanonicalGenerators(R) [3];
v.127, v.128, v.129, v.130, v.131, v.132, v.133 ]

Dans FEr, il y a cinq orbites nilpotentes distinguées non réguliéres :

1. Caractéristique :

o o
21

Définition du sla-triplet :

> e:=x[1]1+x[2]+x[3]+x[6]+x[7]+x[9]+x[11];

v.1+v.2+v.3+v.6+v.7+v.9+v.11

>f:=(26)*y [1]+(22) *y [2]+(50) xy [3]+(22) *y [5]+(40) *y [6]

(D) *y[71+(15) *y [9]+(-15) xy [10]+(B7) *y [11] ;

(26) *v.64+(22) *v.65+(50) *v .66+ (22) *v.68+(40) *v.69

+(21)*v.70+(15) *v.72+(-15) *v.73+(57) *v.74

> exf;

(26) *v.127+(37) *v.128+(50) *v.129+(72) *v. 130

+(57)*v.131+(40) *v.132+(21)*v.133
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> h:=exf;;
Calcul de g, Bg, z et Bz :

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L, [e]));

<Lie algebra of dimension 9 over Rationals>

> z:=LieCentre(g);

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 9 over Rationals>,
(dimension 6)>

> Bg:=BasisVectors(Basis(g));;

> Bz:=BasisVectors(Basis(z));

[ v.14v.24vV.3+V.6+V.7+v.9+v. 11,

v.33+(2)*v.34+(-1) *v.36+(-1)*v.37+(-1) *v.38+v.40+(-3) *v.41,
v.46+v.47+v.48+v.49+v.50, v.56+(-1)*v.57, v.60, v.63 ]
> h*Bz[2];

(10)*v.33+(20) *v.34+(-10) *v.36+(-10) *v. 37
+(-10)*v.38+(10) *v.40+(-30) *v.41

> h*Bz[3];

(14) *v.46+(14) *v . 47+(14) *v .48+ (14) xv .49+ (14) *v .50

> hxBz[4];

(18)*xv.56+(-18)*v.57

> h*Bz[5];

(22)*v.60

> h*Bz[6];

(26)*v.63

Les poids de z sont 2,10,14,18,22,26 ; d’ou m,- = 26. Il y a quatre matrices
a étudier.
(a) mi, =10, my ) = 18
> ((£*Bz[4])#*Bz[2]);
(90)*v.63
(b) mi, = 14, mys) = 14
> ((£f*Bz[3])*Bz[3]);

(-98)*v.63
(C) mi, = 18, mk(4) =10
> hxBg[3];
(10)*v.33+(20) *v.34+(-10) *v.36+(20) *v.37+(20) *v.38+(10) *v .40
> hxBg[4];

(10) *v.37+(10) *v.38+(10) *v .41

> ((£xBg[4])*Bz[4]);
(-30)*v.63

(d) mas = 22, my(5) = 6
> hx*Bg[2];
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(6)*v.19+(4) *v.20+(-2) *v.21+(2) *v.22
+(4)*v.23+(-2) *v. 24+ (-2) *xv.25+(-2) *v.28

> ((£*Bg[2]1)*Bz[5]);
(-22)*v.63

Conclusion : Cette orbite vérifie la propriété (P).

. Caractéristique :

o '}
21

Définition du sly-triplet :
> e:=x[1]1+x[2]+x[3]+x[6]+x[7]+x[9]+x[18];
v.1+v.2+v.3+v.5+v.7+v.9+v.18
>f:=(22)*y [11+(3) *y [2]+(42) *y [3]1+(15) *y [5]1+(17) *xy [7]
+(28) *y [9]1+(-28) *y [10]+(3) *xy [12]+(3) xy [13]+(32) xy [18] ;
(22)*v.64+(3) *v.65+(42) *v.66+(15)*v.68+(17)*v.70
+(28) *v.72+(-28) *v.73+(3) *v.75+(3) *v.76+(32) *v.81
> exf;
(22)*v.127+(31) *v.128+(42) *v.129+(60) *v. 130
+(47)*v.131+(32) *v.132+(17) *v.133
> h:=exf;;
Calcul de g, Bg, z et Bz :

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L, [e]));

<Lie algebra of dimension 11 over Rationals>

> z:=LieCentre(g);

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 11 over Rationals>,
(dimension 5)>

> Bg:=BasisVectors(Basis(g));;

> Bz:=BasisVectors(Basis(z));

[ v.1+v.2+v.3+v.5+v.7+v.9+v.18, v.39+(-1)*v.42+(-1)*v.43+(-1)*v.44

+(-2)*v.45+v.49, v.51+v.53+v.55+v.57, v.60, v.63 ]

> h*Bz[2] ;

(10)*v.39+(-10)*v.42+(-10) *v.43+(-10) *v.44+(-20) *v.45+(10) *v.49

> h*Bz[3];

(14) *v.51+(14) *v.53+(14) *v .55+ (14) v .57

> h*Bz[4] ;

(18) *v.60
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> h*Bz[5] ;
(22)*v.63
Les poids de z sont 2,10,14,18,22; d’out m, = 22. Il y a trois matrices a
étudier.
(a) mi, = 10, mg2) = 14
> h*Bg[7];
(14)*v.53+(-14)*v .54
> h*Bg[8];
(14)*v.51+(14) *v.54+(14) *v.55+(14) *v.57

> ((£xBg[7]1)*Bz[2]);

(-70)*v.63

(b) miy = 14, my3) = 10
> h*Bg[5];
(10)*v.42+(10) *v.43+(10) *v.44+(20) *v .45
> h*Bg[6];

(10)*xv.39+(10) *v .49

> ((£xBg[5]1)*Bz[3]);
(70)*v.63
(c) miy, =18, myq) =4

> h*Bg[3];
(6)*xv.20+(9)*v.21+(-3)*v.22+ (-3) *v.27+(-9) *v. 28
+(3)*v.29+(6) *v.30+(-3) *v.31+(-3) *v.35
> ((£xBg[3]1)*Bz[4]);
(18)*v.63

Conclusion : Cette orbite vérifie la propriété (Py).

Caractéristique :

2 0 2 0 2 2

O

O
0 l
Définition du sly-triplet :

> e:=x[7]+x[8]+x[9]+x[10]+x [11]+x[12]+x [22];
v.7+v.8+v.9+v.10+v.11+v.12+v.22

> £:=(15)*y [7]1+(18) *y [8]+(24) xy [9]+(15) *y [10]+(10) *y [11] +
(28)*y[12]+y[22];

(15)*v.70+(18) *v.71+(24) *v .72+ (15) *v .73+ (10) *v. 74+ (28) *v.75+v.85
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> exf;

(18) *v.127+(25) *v.128+(34) *v.129+(50) *v. 130
+(39)*v.131+(28) *v.132+(15)*v.133

> h:=exf;;

Calcul de g, Bg, z et Bz :

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L, [e]));

<Lie algebra of dimension 13 over Rationals>

> z:=LieCentre(g) ;

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 13 over Rationals>,
(dimension 5)>

> Bz:=BasisVectors(Basis(z));

[ v.74v.8+v.94v.10+v.114v.124+v.22, v.47+(-3)*v.48+(-1)*v.49+(-2)*v.50,
v.58+v.59, v.62, v.63 ]

> h*Bz[2] ;

(10)*v.47+(-30) *v.48+(-10) *v.49+(-20) *v.50

> h*Bz[3];

(14)*v.58+(14) *v.59

> h*Bz[4] ;

(16) *v.62

> h*Bz[5] ;

(18)*v.63

Les poids de z sont 2,10,14,16,18; d’ott m,, = 18. Il y a trois matrices a
étudier.
(a) mi, = 10, mk(g) =10
> ((£*Bz[2])*Bz[2]);

(-150)*v.63

(b) msy =14, my(z) =6
> h*Bg[4];
(6)*v.30+(-12)*v.31+(6) *v.32+(6) *v.33+(-6) *v.35
> h*Bg[5] ;

(6)*v.36+(-6)*v.37+(-6)*v.40

> ((£*Bg[4]1)*Bz[31);
(42)*v .63
(C) ms, = 16, mk(4) =4
> h*Bg[3];
(4)%v.13+(4) *v .14+ (4) *v. 18+ (=12) *v. 26+ (8) *v. 28+ (4) *v .29

> ((£*Bg[31)*Bz[4]);
(12)*v.63
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Conclusion : Cette orbite vérifie la propriété (P;).

. Caractéristique :

O O
)
Définition du sly-triplet :
> e:=x[8]+x[9]+x[13]+x[16]+x[17]+x[18]+x[29];
v.8+v.9+v.13+v.16+v.17+v.18+v.29
> £:=(14)xy [8]+(9)*y[9]+(-9) *xy [10]+(11)*y[13]+(9) *y [16]
+(1D) *y [17]1+(8) xy [18]+(9) *y [19] +y [29] ;
(14)*v . 71+(9) *v. 72+ (-9) *v. 73+ (11) *v.76+(9) *v.79
+(11)*v.80+(8) *v.81+(9) *v.82+v .92
> exf;
(14) *v.127+(19) *v. 128+ (26) *v. 129+ (38) *v. 130
+(29)*v.131+(20) *v.132+(11) *v. 133
> h:=exf;;
Calcul de g, Bg, z et Bz :
> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L, [e]));
<Lie algebra of dimension 17 over Rationals>
> z:=LieCentre(g);
<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 17 over Rationals>,
(dimension 3)>
> Bz:=BasisVectors(Basis(z));
[ v.8+v.9+v.13+v.16+v.17+v.18+v.29, v.56+(3)*v.57+(2)*v.59, v.63 ]
> h*Bz[2];
(10)*v.56+(30) *v.57+(20) *v.59
> h*Bz[3];
(14)*v.63
Les poids de z sont 2,10,14; d’ott m, = 14. Il n'y a qu’une matrice a
étudier.
(a) mj, = 10, Mpg2) = 6

> h*Bg[7];

(6)*v.37+(-6)*v.38+(-6)*v.41

> h*Bg[8];

(6)*v.39+(6) *v.43+(-6) *v.45

> h*Bg[9];
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(6)*v.42+(6)*v.46+(6)*v.49
> ((£*Bg[7]1)*Bz[2]);
(30)*v.63

Conclusion : Cette orbite vérifie la propriété (P).

. Caractéristique :

O O
N

Définition du sls-triplet :
> e:=x[13]+x[14]+x[15]+x[16]+x[17]+x[18]+x[33];
v.13+v.14+v.15+v.16+v.17+v.18+v.33
>f:=(9)*y [13]+(5) *y [14]1+(2) *y [15]+(8) *xy [16]+(8) *y [17]
+(2)*y [18]+(5) *y [33];
(9)*v.76+(5)*v.77+(2)*v.78+(8)*v.79+(8)*v.80+(2) *v.81+(5) *v.96
> exf;
(10) *v.127+(15) *v.128+(20) *v.129+(30) *v. 130
+(23)*v.131+(16) *v.132+(9) *v. 133
> h:=exf;;
Calcul de g, Bg, z et Bz :
> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L, [e]));
<Lie algebra of dimension 21 over Rationals>
> Bg:=BasisVectors(Basis(g));;
> z:=LieCentre(g) ;
<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 21 over Rationals>,

(dimension 4)>
> Bz:=BasisVectors(Basis(z));
[ v.13+v.14+v.15+v.16+v.17+v.18+v.33, v.61, v.62, v.63 ]
> h*Bz[2];
(10)*v.61
> h*Bz[3];
(10) *v.62
> h*Bz[4] ;
(10)*v.63
Les poids de z sont 2,10,10,10; d’ott m,. = 10. Il n’y a qu’une matrice a
étudier.

(a) my, = 10, Mp(2) = 2
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> h*Bg[1];

(2)*v.15+(2)*v.18

> h*Bg[2];

(2)*v.4+(2/3) *v.19+(-4/3) *v.20+(2/3) *v.21+(2/3) *v.22+(-2/3) *v. 23
> h*Bg[3];

(2)*#v. 19+ (-4) *v. 20+ (2) *v. 21+ (2) *v. 22+ (4) *v . 23+ (-6) *v .24
> h*Bg[4];
(2)*v.7+(-6)*v.9+(4) *v. 10+ (2) *xv. 11+(2) *v. 26+ (-4) *v .27

> h*Bg[5];

(2)*#v.9+(-2)*v.10+(2) *v.29

> h*Bgl[6];

(2)*v.13+(2)*v.14+(2) *v.16+(2) *v. 17+ (2) *v.33

> ((£xBg[1]1)*Bz[2]); ((£*Bg[2]1)*Bz[2]); ((£*Bg[3])*Bz[2]);
((£*Bg[4]1)*Bz[2]) ; ((£xBg[5])*Bz[2]) ; ((£*Bg[6]1)*Bz[2]) ;
(-2)*v.61

(8/3)*v.62

(2)*v.62

(-4)*v.63

Oxv.1

(-8)*v.61

> ((£*Bgl[1]1)*Bz[3]); ((£*Bgl[2])*Bz[3]); ((£f*Bgl[3])*Bz[3]);
((£*Bg[4]1)*Bz[3]); ((£xBg[5])*Bz[3]); ((£*Bg[6]1)*Bz[3]);
(-2)*v.62

(4/3)*v.63

(4)*v.63

(2)*xv.61

(2)*xv.61

(-8)*v.62

> ((£*Bg[11)*Bz[4]1); ((£*xBgl[2])*Bz[4]1); ((£*Bg[3])*Bz[4]);
((£xBg[4])*Bz[4]); ((£*Bg[5])*Bz[4]) ; ((£xBg[6])*Bz[4]);
O*xv.1

(-10/3)*v.61

(-10)*v.61

(10)*v.62

O*xv.1

(-10)*v.63

La matrice & étudier est

—2a —10/3y —-10y 26 258 -8«
28 —-8/3a  2a 10y 0 -85 |.
0 4/303 43 —4a 0 —10v
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Une étude élémentaire montre que cette matrice est de rang 3 pour

tout triplet («, 3,7) non nul.
Conclusion : Cette orbite vérifie la propriété (Pp).

Conclusion : Toutes les orbites nilpotentes distinguées non réguliéres de E~

vérifient la propriété (Py).

3.3.3. Calculs pour Eg. — Définition de L :

> L:=SimplelLieAlgebra("E",8,Rationals);

<Lie algebra of dimension 248 over Rationals>
> R:=RootSystem(L) ;

<root system of rank 7>

P:=PositiveRoots(R);;
x:=PositiveRootVectors(R);

v.l, v.2, v.3, v.4, v.b5, v.6, v.7, v.8,

.9, v.10, v.11, v.12, v.13, v.14, v.15, v.16,

y:=NegativeRootVectors(R);

< 9 9 9 9 9 d < d <MV d<ddddddddada<ddada<ddad < VYV

.129, v.130, v.131, v.132, v.133, v.134, v.135, v.
.137, v.138, v.139, v.140, v.141, v.142, v.143, v
.145, v.146, v.147, v.148, v.149, v.150, v.151, v
.153, v.154, v.155, v.156, v.157, v.158, v.159, v
.161, v.162, v.163, v.164, v.165, v.166, v.167, v
.169, v.170, v.171, v.172, v.173, v.174, v.175, v
A77, v.178, v.179, v.180, v.181, v.182, v.183, v
.185, v.186, v.187, v.188, v.189, v.190, v.191, v
.193, v.194, v.195, v.196, v.197, v.198, v.199, v
.201, v.202, v.203, v.204, v.205, v.206, v.207, v

17, v.18, v.19, v.20, v.21, v.22, v.23, v.24,
.25, v.26, v.27, v.28, v.29, v.30, v.31, v.32,
.33, v.34, v.35, v.36, v.37, v.38, v.39, v.40,
41, v.42, v.43, v.44, v.45, v.46, v.47, v.48,
.49, v.50, v.51, v.b2, v.53, v.54, v.b5, v.56,
.57, v.58, v.59, v.60, v.61, v.62, v.63, v.64,
.65, v.66, v.67, v.68, v.69, v.70, v.71, v.72,
.73, v.74, v.75, v.76, v.77, v.78, v.79, v.80,
.81, v.82, v.83, v.84, v.85, v.86, v.87, v.88,
.89, v.90, v.91, v.92, v.93, v.94, v.95, v.96,
.97, v.98, v.99, v.100, v.101, v.102, v.103, v.104,

.105, v.106, v.107, v.108, v.109, v.110, v.111, v.112,
2113, v.114, v.115, v.116, v.117, v.118, v.119, v.

120 ]

v.121, v.122, v.123, v.124, v.125, v.126, v.127, v.128,

136,

.144,
.152,
.160,
.168,
.176,
.184,
.192,
.200,
.208,
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v.209, v.210, v.211, v.212, v.213, v.214, v.215, v.216,
v.217, v.218, v.219, v.220, v.221, v.222, v.223, v.224,
v.225, v.226, v.227, v.228, v.229, v.230, v.231, v.232,
v.233, v.234, v.235, v.236, v.237, v.238, v.239, v.240 ]
> CanonicalGenerators(R) [3];

[ v.241, v.242, v.243, v.244, v.245, v.246, v.247, v.248 ]

Dans FEg, il y a dix orbites nilpotentes distinguées non réguliéres :

1. Caractéristique :

o o)
21

Définition du sly-triplet :

> e:=x[1]1+x[2]+x [3]+x[6]+x [7]+x[8]+x[10]+x[12];

v.1+v.2+v.3+v.6+v.7+v.8+v.10+v.12

> £:=(72)*y[1]1+(60) xy [2]+(142) *y [3]+(68) *y [5] +(132) *y [6]

+(90) xy [7]1+(46) *y [8]+(38) *y [10]+(-38) xy [11]+(172) *y[12] ;

(72)*v.121+(68) *v.122+(142) *v. 123+ (68) *v. 125+ (132) *v. 126

+(90)*v.127+(46) *v.128+(38) *v. 130+ (-38) *v. 131+ (172) *v.132

> exf;

(72)*v.241+(106) *v. 242+ (142) *v.243+(210) *v. 244

+(172) *v.245+(132) *v.246+(90) *v . 247+ (46) *xv. 248

> h:=exf;;

Calcul de g, Bg, z et Bz :

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L, [e]));

<Lie algebra of dimension 10 over Rationals>

> Bg:=BasisVectors(Basis(g));;

> z:=LieCentre(g);

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 10 over Rationals>,
(dimension 7)>

> Bz:=BasisVectors(Basis(z));

[ v.1+v.24v.3+v.6+Vv.7+v.8+v.10+v.12, v.54+(-1/2)*v.57+(-1/2)*v.58

+(-1/2)*v.59+(-1/2)*v.60+(-1/2) *v.61+(1/2) *v.62+(-1/2) *v.63,

v.84+v.85+(-1)*v.86+(-1)*v.87+(2)*v.88,

L95+(-1)*v.96+v.97+(-1)*v.98+v.99,

.109+(-1)*v.112, v.116, v.120 ]

h*Bz[2] ;

v < <
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(14)*v.54+(=-7)*v.57+(-7)*v.58+(-T) *v .59+ (-7) *v.60+(-7) *v.61
+(7)*v.62+(-7)*v.63

> h*Bz[3];

(22) *v.84+(22) *v.85+(-22) *v .86+ (-22) *v.87+(44) *v.88
> h*Bz[4] ;
(26)*v.95+(-26) *v.96+(26) *v.97+(-26) *v.98+(26) *v.99
> h*Bz[5] ;

(34)*v.109+(-34) *v.112

> h*Bz[6] ;

(38)*v.116

> h*Bz[7];

(46)*v.120

Les poids de z sont 2,14,22,26,34,38,46 ; d’ott m,, = 46. Il y a cinq matrices
a étudier.
(a) miy, = 14, my) = 34
> ((£xBz[5])*Bz[2]);
(-119)*v.120
(b) my, = 22, my3) = 26
> ((£xBz[4]1)*Bz[3]);
(286) *v.120
(C) mi, = 26, mk.(4) =22
> ((£xBz[3]1)*Bz[4]);
(286)*v.120
(d) miys = 34, mk(5) =14
> ((£*Bz[2])*Bz[51);
(-119)*v.120
(e) mis = 38, mk(ﬁ) =10
> h*Bg[2];
(10) *v.38+(20) *v.39+(-10) *v.41+(-30) *v.42+(20) *v .43
+(40) *v .44+ (40) *v .45+ (10) *v.48+(20) *v .49

> ((£*Bg[2]1)*Bz[6]1);
(190) *v.120

Conclusion : Cette orbite vérifie la propriété (Pp).

2. Caractéristique :
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2 2 2 0 2 2
o O O o o o)

Définition du slo-triplet :

> e:=x[1]1+x[2]+x [3]+x [6]+x [7]+x[8]+x[10]+x[20] ;
v.1+v.2+v.3+v.5+v.7+v.8+v.10+v.20

> £:=(60)*y [1]+(22) *y [2]+(118) *y [3]+(34) xy [5]+(74) *y [7]+(38) *y [8]
+(66) *xy[10]+(-66) *y [11]1+(22) *y [13] +(22) *y [14] +(108) xy [20] ;
(60)*v.121+(22) *v.122+(118) *v. 123+ (34) *v. 125+ (74) *v. 127+

(38) *v.128+(66) *v.130+(-66) *v.131+(22) *v.133+(22) *v. 134+ (108) *v. 140

> exf;

(60)*xv.241+(88) *v.242+(118) *v.243+(174) *v.244+(142) *v.245+(108) *v . 246
+(74)*v.247+(38)*v.248

> h:=exf;;

Calcul de g, Bg, z et Bz :

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L, [e]));

<Lie algebra of dimension 12 over Rationals>

> Bg:=BasisVectors(Basis(g));;

> z:=LieCentre(g);

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 12 over Rationals>,
(dimension 6)>

> Bz:=BasisVectors(Basis(z));

[ v.14+v.2+v.3+v.5+v.7+v.8+v.10+v. 20,

V.64+v.65+(2)*v.67+v.69+v.71+v.73+v.74+v.76,

v.97+(-1)*v.98+v.99+v. 100,

v.104+v.107+(-1)*v.108+(-1)*v.110, v.117, v.120 ]

h*Bz[2] ;

(14)*v.64+(14) *v.65+(28) xv.67+(14) *v.69+(14) *v. 71+

(14)*v.73+(14) *v.74+(14)*v .76

> h*Bz[3];

(22) *v.97+(-22) *v.98+(22) *v.99+(22) *v. 100

> h*Bz[4];

(26) *v.104+(26) *v.107+(-26) *v.108+(-26) *v.110

> h*Bz[5] ;

(34)*v.117

> h*Bz[6] ;

(38)*v.120

\2
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Les poids de z sont 2,14,22,26,34,38 ; d’ou m, = 38. Il y a quatre matrices
a étudier.
(a) mi, = 14, mk.(g) = 26
> ((£xBz[4])*Bz[2]);
(-182)*v.120
(b) mi; = 22, mk.(g) =18
> h*Bg[6];
(18)*v.81+(36) *v.85+(-18) *v.86+(-18) *v.87+(18) *v.88

> ((£*Bgl[6]1)*Bz[3]);
(-198)*v.120
(C) mi, = 26, mk(4) =14
> ((£xBz[2])*Bz[4]);
(-182)*v.120
(d) mis = 34, mk(g,) =6
> h*Bg[2];
(6)*v.23+(9) *v .24+ (-3) *v.25+(9) *v.29+(-3) *v. 31
+(-9)*v.32+(3) *v.33+(6) *v.34
+(-3)*v.35+(-3) *v.36+(-3) *v.40

> ((£xBg[2])*Bz[5]);
(51)*v.120

Conclusion : Cette orbite vérifie la propriété (P).

. Caractéristique :

2 0 0 2 2 2
O O O O o)

o
o
oO——OnN

Définition du sly-triplet :

> e:=x[7]+x[8]+x[9]+x[10]+x[11]+x[12]+x[13]+x[25];
v.7+v.8+v.9+v.10+v.11+v.12+v.13+v.25

> £:=(66)*y[7]1+(34) xy [8]+(52) *y [9]+(75) xy [10]+(49) xy [11]+(27) *xy [12]
+(96) *y [13]+y [25] ;

(66) *v.127+(34) *v.128+(52) *v.129+(75) *v. 130+ (49) *v.131+(27) *v. 132
+(96) *v.133+v.145

> exf;

(562)*v.241+(76) *v.242+(102) *v.243+(152) *v. 244

+(124) *v.245+(96) *v.246+(66) *v.247+(34) *v.248
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> h:=exf;;
Calcul de g, Bg, z et Bz :

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L, [e]));

<Lie algebra of dimension 14 over Rationals>

> Bg:=BasisVectors(Basis(g));;

> z:=LieCentre(g);

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 14 over Rationals>,
(dimension 6)>

> Bz:=BasisVectors(Basis(z));

[ v.7+v.8+v.9+v.10+v.11+v.12+v.13+v.25,

V. 74+ (=2)*v.77+(-1)*v.78+(-1)*v.80

+(-1)*v.82, v.104+(-1)*v.105+(-1)*v.106, v.113+v.114, v.117, v.120 ]

> h*Bz[2];

(14) *v.74+(-28) *v.77+(-14) xv .78+ (-14) *v.80+(-14) *v .82

> h*Bz[3];

(22) *v.104+(-22) *v.105+(-22) *xv. 106

> hxBz[4];

(26)*v.113+(26)*v.114

> h*Bz[5];

(28)xv.117

> hx*Bz[6];

(34)*v.120

Les poids de z sont 2,14,22,26,28,34 ; d’ott m,, = 34. Il y a quatre matrices
& étudier.
(a) mi, = 14, mg2) = 22
> ((£xBz[3])*Bz[2]);
(-154)*v.120
(b) mis; = 22, mk(3) =14
> ((£%Bz[2]1)*Bz[3]1);
(-154)*v.120
(C) mg, = 26, ME4) = 10
> h*Bg[4];
(10) *v.54+(-5)*v.56+(-5)*v.58+(-10) *v.59+(5) *v.61+(-15) *v.63
> h*Bg[5];
(10)*v.62+(-10) *v.64+(-10) *v.69

> ((fxBgl[4]1)*Bz[4]);
(-65)*v.120
(d) miy = 28, mk(g,) =38
> h*Bg[3];
(8)*v.36+(8) *v.39+(8) *v.45+(-24) ¥v.50+(16) *v.55+(-8) v .57



3.3. PRESENTATION DES CALCULS 101

> ((£*Bg[31)*Bz[5]);
(24)*v.120
Conclusion : Cette orbite vérifie la propriété (P).

. Caractéristique :

o '}
[)l

Définition du sly-triplet :
> e:=x[9]+x[10]+x[11]+x[12]+x[13]+x[14]+x[15]+x [25] ;
v.9+v.10+v.11+v.12+v.13+v.14+v.15+v. 25
> £:=(44)xy[9]1+(50) *xy [10]+(28) *y [11]+(36) *y [12]+(54) *y [13]+(26) *xy [14]
+(28) *y [15]+(14) *y [25] ;
(44)*v.129+(50) *v.130+(28) *v.131+(36) *v.132+(54) *v.133+(26) *v.134
+(28)*v.135+(14) *v.145
> exf;
(44)*v.241+(64) *v.242+(86) *v.243+(128) *v.244+(104) *xv.245+(80) *v.246
+(54) *xv.247+(28) *v.248
> h:=exf;;
Calcul de g, Bg, z et Bz :

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L, [e]));

<Lie algebra of dimension 16 over Rationals>

> Bg:=BasisVectors(Basis(g));;

> z:=LieCentre(g);

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 16 over Rationals>,
(dimension 5)>

> Bz:=BasisVectors(Basis(z));

[ v.94v.10+v.114v.124+v.13+v.14+v.15+v.25,

v.86+v.87+v.88+(4) *v.93+(-3) *v.95,

v.111+v.115, v.119, v.120 ]

> h*Bz[2] ;

(14)*v.86+(14) *v.87+(14) *v.88+(56) *xv.93+(-42) *v.95

> h*Bz[3];

(22)*v.111+(22)*v.115

> h*Bz[4] ;

(26)*v.119

> h*Bz[5] ;
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(28)*v.120
Les poids de z sont 2,14,22,26,28 ; d’ott m,. = 28. Il y a trois matrices a
étudier.
(a) mi, = 14, mk(g) =16
> h*Bg[10];

(16)*v.97+(16) *v.98+(-16) *v.99+(-16) *v. 100

> ((£xBg[10])*Bz[2]);
(-112)*v.120

(b) miy =22, my3) =8
> hx*Bg[4];
(8)*v.45+(8)*v.4T7+(-8)*v.57+(-24) *v.58+(24) *v .59+ (16) *v.61+(16) *v.62
> h*Bg[5];

> ((fxBg[4])*Bz[3]);
(88)*v.120

(c) miy =26, my(q) =4
> h*Bg[2];
(4)*v.16+(4) *v.20+(4) *xv.22+(-12)*v. 30
+(8)*v.32+(4) *v.33+(-12) *v.34+(20) *v.35

> ((£*Bg[2]1)*Bz[4]);
(26) *v.120

Conclusion : Cette orbite vérifie la propriété (Py).

5. Caractéristique :

o

Définition du sly-triplet :

> e:=x[8]+x[9]+x[10]+x[14]+x[18]+x[19]+x[20]+x [33] ;
v.8+v.9+v.10+v.14+v.18+v.19+v.20+v.33

> £:=(26)*xy[8]+(40) *y [9]+(22) *y [10]+(-22) *y [11]+(50) *y [14]1+(35) *y [18]
+(37)*y [19]+(21) *y [20]+(35) xy [21]+y [33] ;

(26)*xv.128+(40) *v.129+(22) *v.130+(-22) *v. 131+ (50) *v. 134+ (37) *v. 138
+(37)*v.139+(21) *v.140+(35) *v.141+v.153

> exf;

(40)*xv.241+(58) *v.242+(78) *v.243+(116) *v. 244+ (94) xv. 245+ (72) *v. 246
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+(50) *v.247+(26) *v.248
> h:=exf;;

Calcul de g, Bg, z et Bz :

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L, [e]));

<Lie algebra of dimension 18 over Rationals>

> Bg:=BasisVectors(Basis(g));;

> z:=LieCentre(g);

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 18 over Rationals>,
(dimension 4)>

> Bz:=BasisVectors(Basis(z));

[ v.8+v.9+v.10+v.14+v.18+v.19+v.20+v.33,

v.94+v.95+v.96+v.97, v.116, v.120 ]

> h*Bz[2];

(14) *v .94+ (14) *v.95+(14) *v .96+ (14) *v.97

> h*Bz[3];

(22)*v.116

> h*Bz[4];

(26)*v.120

Les poids de z sont 2,14,22.26; d’ot m, = 26. Il y a deux matrices a
étudier.
(a) mi, = 14, M) = 14
> ((£*#Bz[2])*Bz[2]);
(-98)*v.120
(b) miy =22, my3) =6
> h*Bg[4];
(6)*v.42+(-12) *v.43+(12) *xv.44+(-12) *v.45
+(6) *v.46+(-12) *xv.49+(6) *v.52
+(-6)*v.55
> h*Bg[5];
(6)*v.50+(-6)*v.51+(-6)*v.57+(-6)*v.61

> ((£+Bg[4])*Bz[3]);
(-66)*v.120

Conclusion : Cette orbite vérifie la propriété (Pp).

6. Caractéristique :
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o '} o)
01

Définition du slo-triplet :

> e:=x[9]+x[10]+x[14]+x [15] +x[18]+x[19]+x [20]+x[33] ;

v.9+v.10+v.14+v.15+v.18+v.19+v.20+v. 33

> £:=(36) *xy [9]+(20) xy [10]+(-20) *y [11]+(22) xy [14] +(22) *y [15]+(20) *y [18]

+(22) *y [19]1+(30) *y [20]+(20) *y [21]+(12) *y [33] ;

(36) *v.129+(20) *v. 130+ (-20) *v. 131+ (22) *v. 134+ (22) *v. 135+ (20) *v. 138

+(22) *v.139+(30) *v. 140+ (20) *v. 141+ (12) *v. 153

> exf;

(36) *v.241+(52) *v.242+(70) *v. 243+ (104) *v.244+(84) xv. 245+ (64) *v. 246

+(44) *v.247+(22) *v.248
> h:=exf;;

2 0 2

(o))
0o
oo

o

Calcul de g, Bg, z et Bz :

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L, [e]));
<Lie algebra of dimension 20 over Rationals>
> Bg:=BasisVectors(Basis(g));;
> z:=LieCentre(g);
<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 20 over Rationals>,
(dimension 4)>
> Bz:=BasisVectors(Basis(z));
[ v.9+v.10+v.14+v.15+v.18+v.19+v.20+v. 33,
v.97+(-1)*v.99+(3) *v.105+(4) *v.108,
v.119, v.120 1]
h*Bz[2] ;
(14)*v.97+(-14) *v. 99+ (42) *v.105+(56) *v.108
> h*Bz[3];
(22)*v.119
> h*Bz[4];
(22)*v.120
Les poids de z sont 2,14,22,22; d’ott m, = 22. Il y a deux matrices a
étudier.
(a) mi, = 14, mg2) = 10
> h*Bg[7];
(10) *v.70+(10) *v.80+(10) *v.81+(10) *v.83
> h*Bg[8];
(10) *v.75+(10) *v.76+(10) *v.77+(10) *v.86

\2
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> h*Bg[9];

(10) *v.81+(20) *v.83+(10) *v.84+(-10) *v .85+ (10) *v .87

> h*Bg[10];

(10)*v.76+(10) *v.77+(-10)*v.79+(10) *v.82+(10) *v.86+(-10) *v. 90

> ((£xBgl[7]1)*Bz[2]);

O*xv.1

> ((£*Bg[8])*Bz[2]);

Oxv.1

> ((£xBg[9])*Bz[2]);
(-70)*v.119

> ((£*Bg[10])*Bz[2]);
(70)*v.120

La matrice correspondante est

00 =70 O
00 0 70|

C’est clairement une matrice de rang 2.
(b) Mgy = 22, my3) = 2

> h*Bg[3];

(2)*v.9+(2)*v.10+(2) *v.14+(2) *v. 15

+(2) *v.18+(2) *v.19+(2) *v.20+(2) *v.33

> ((£*Bgl[11)*Bz[3]); ((£*Bgl[2])*Bz[3]); ((£f*Bgl[3]1)*Bz[3]);
(-2)*v.119

(14)*v.120

(-22)*v.119

> ((£#Bg[1]1)*Bz[4]); ((£*Bgl2])*Bz[4]); ((£f*Bgl3])*Bz[4]);
Oxv.1

(22)*v.119

(-22)*v.120

La matrice a étudier est

—2a 220 —22«
0 lda -220 |°

Cette matrice est de rang 2 pour tout couple (¢, 3) non nul.
Conclusion : Cette orbite vérifie la propriété (P).

7. Caractéristique :
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o o '}
()l

Définition du slo-triplet :

> e:=x[8]+x[14]+x[16]+x[17]+x[18]+x[19]+x [20]+x[38] ;

v.8+v.14+v.16+v.17+v.18+v.19+v.20+v. 38

> £:=(22)xy [8]+(42) *y [14]+(16) *y [16]+(2) *y [17]+(30) *y [18]+(30) *y [19]

+(2)*y[20]+(16) *xy [38] ;

(22) *v.128+(42) *v. 134+ (16) *v.136+(2) *v.137+(30) *v. 138+ (30) *v. 139

+(2)*v.140+(16) *v. 158

> exf;

(32) *v.241+(48) *v.242+(64) xv.243+(96) *v.244+(78) *v.245+(60) *xv. 246

+(42) *v.247+(22) *v.248
> h:=exf;;

0 0 2

(o))
0o
oo

I\

Calcul de g, Bg, z et Bz :

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L, [e]));

<Lie algebra of dimension 22 over Rationals>

> Bg:=BasisVectors(Basis(g));;

> z:=LieCentre(g);

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 22 over Rationals>,
(dimension 5)>

> Bz:=BasisVectors(Basis(z));

[ v.8+v.14+v.16+v.17+v.18+v.19+v.20+v. 38,

v.99+(-1)*v.107+(-1)*v.108, v.116,

v.118, v.120 1]

h*Bz[2] ;

(14)*v.99+(-14) *v.107+(-14) *v.108

> h*Bz[3];

(18)*v.116

> h*Bz[4];

(18)*v.118

> h*Bz[5] ;

(22)*v.120

Les poids de z sont 2,14,18,18,22; d’ott m,. = 22. Il y a deux matrices a
étudier.
(a) mi, = 14, mg2) = 10
> h*Bg[11];
(10) *v.83+(10) *v.89

\2
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> h*Bg[12];

(10) *v.86+(-10) *v.93

> h*Bg[13];

(10)*v.74+(-10) *v.77+(-10) *v. 90+ (20) *v. 97

> ((£*Bg[131)*Bz[2]);

(-70)*v.120

> h*Bg[6];

(6)*v.47+(-12) *v.50+(-6) *v.58+(6) *v.59+(12) *v.61+(18) *v.63
> h*Bg[7];

(6)*v.36+(-6) *v.49+(-3) *v.54+(3) *v .64+ (-3) *v.66+(-9) *v.69

> ((£*Bgl[6]1)*Bz[3]); ((f*Bgl7])*Bz[3]);
(-12)*v.120
Oxv.1
> ((£*Bgl[6]1)*Bz[4]); ((£*Bgl7])*Bz[4]);
Oxv.1
(6)*v.120
La matrice & étudier est [ —12a 653 ] ; elle est de rang 1 si le
couple (a, 3) est non nul.
Conclusion : Cette orbite vérifie la propriété (P).

. Caractéristique :

fe! '}
Ol

Définition du sla-triplet :

> e:=x[14]+x[15]+x[16]+x[17]+x[18]+x[19]+x[20]+x [38] ;

v.14+v.15+v.16+v.17+v.18+v.19+v.20+v.38

> £:=(18)*y [14]+(18)*y[15]+(8) *y [16]+(8) *y [17]+(14)*y [18]+(20) *y [19]

+(14) *y [20]+(20) *y [38] ;

(18)*v.134+(18) *v.135+(8) *v.136+(8) *v.137

+(14)*v.138+(20) *v.139+(14) *v. 140+ (20) *v. 158

> exf;

(28) *v.241+(42) *v.242+(56) xv.243+(84) *v.244

+(68) *v.245+(52) *v.246+(36) *v.247+(18) *xv. 248

> h:=exf;;
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Calcul de g, Bg, z et Bz :

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L, [e]));

<Lie algebra of dimension 24 over Rationals>

> Bg:=BasisVectors(Basis(g));;

> z:=LieCentre(g);

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 24 over Rationals>,
(dimension 4)>

> Bz:=BasisVectors(Basis(z));

[ v.14+v.15+v.16+v.17+v.18+v.19+v.20+v.38, v.111+v.112, v.119, v.120 ]

> h*Bz[2];

(14)*v.111+(14)*v. 112

> h*Bz[3];

(18)*v.119

> hxBz[4];

(18)*v.120

Les poids de z sont 2,14,18,18; d’ott m, = 18. Il y a deux matrices a

étudier.
(a) mi, =14, my ) =6

> h*Bg[5];
(6) *v.58+(-6)*v.59+(6)*v.60+(-6) *v.63
> h*Bg[6];
(6) *v.49+(6) xv.64+(6)*v.65+(-6) *v.66+(-6)*v.67+(6)*v.68
> h*Bg[7];
(6)*v.64+(12)*v.65+(-6)*v.66+(-6) *v.67+(12) *v.68+(-6)*v.69
> h*Bg[8];
(6)*v.53+(-6)*v.55+(-6) *v.56+(-6)*v.71+(-6) *v.72+(6) *v.73
> h*Bg[9];

(6)*v.60+(-3)*v.61+(-3)*v.62+(-3)*v.63+(-3)*v.78

> ((£+Bg[5]1)*Bz[2]);
(14)*v.119

> ((£+Bg[61)*Bz[2]);
O*xv.1

> ((£xBg[71)*Bz[2]);
(14)*v.120

> ((£xBg[81)*Bz[2]);
O*xv.1

> ((£+Bg[9])*Bz[2]);
(7)*v.119
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La matrice a étudier est

14 0 0 0 7
0 0 14 O

C’est clairement une matrice de rang 2.

(b) mi; = 18, Mp(3) = 2
> h*Bg[2];
(2)*v.7+(-10) *v.10+(8) *v. 11+ (2) *v .12
+(=4)*v.29+(2) *v.30+(-4) *v.31+(-4) *v.33
> h*Bg[3];
(2)*v.14+(2) *v.15+(2) *xv.16+(2) *xv. 17
+(2)*v.18+(2)*v.19+(2) *v.20+(2) *v .38

> ((£*Bgl[11)*Bz[3]); ((£xBgl[2])*Bz[3]); ((£*Bgl[3]1)*bz[3]);
(-18/5)*v.120

O*v.1

(-18)*v.119

> ((£*Bgl[11)*Bz[4]) ; ((£xBgl[2])*Bz[4]); ((£*Bg[3]1)*Bz[4]);
O*v.1

(18)*v.119

(-18)*v.120

La matrice a étudier est

0 188 —18«
~18/5a 0 —183 |

C’est une matrice de rang 2 pour tout couple (o, 3) non nul.
Conclusion : Cette orbite vérifie la propriété (Pp).

. Caractéristique :
0 0 2 0 0 0 2

o o)
)
Définition du sls-triplet :
> e:=x[15]+x[16]+x[17]+x[18]+x[19]+x[20]+x[38] +x [46] ;
v.15+v.16+v.17+v.18+v.19+v.20+v.38+v.46
> £:=(8)*xy[8]+(16)*y[15]+(2) xy [16]1+(12) xy [17]+(2) *y [18]+(12) *y [19]
+(22) *y [20]+(-14) xy [28]+(8) *y [38] +(14) *y [46] ;

(8)*v.128+(16) *v.135+(2) *xv. 136+ (12) *v. 137+(2) *v. 138+ (12) *v. 139
+(22)*v.140+(-14) *v.148+(8) *v. 158+ (14) *v. 166
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> exf;

(24) *v.241+(36) *v.242+(48) xv . 243+ (72) *v. 244+ (58) *v. 245+ (44) xv . 246
+(30) *v.247+(16) *v.248

>h:=exf;;

Il faut préciser pour cette orbite qu’avec les conventions de [9], I'élément
X47 correspond & I'élément x[46]=v.46 du logiciel, c¢’est pourquoi la dé-
finition du sly-triplet est bien en accord avec [9].

Calcul de g, Bg, z et Bz :

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L, [e]));

<Lie algebra of dimension 28 over Rationals>

> Bg:=BasisVectors(Basis(g));;

> z:=LieCentre(g);

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 28 over Rationals>,
(dimension 3)>

> Bz:=BasisVectors(Basis(z));

[ v.15+v.16+v.17+v.18+v.19+v.20+v.38+v.46, v.119, v.120 ]

> hxBz[2];

(14)*v.119

> hx*Bz[3];

(16)*v.120

Les poids de z sont 2,14,16; d’'ot m, = 16. Il n’y a qu'une matrice a
étudier.
(a) miy, =14, my(o) =4
> h*Bg[3];
(4)*v.37
> h*Bg[6];
(4)*v.42+(-8) *v.44+(4) *v.45+(4) *v.48+(-4) *v.53+(4) *v.55
> h*Bg[7];
(4)*v.32+(2) *v.47+(2) *v.51+(2) *v.52+(4) *v.59
> h*Bg[8];
(4)*v.36+(-4)*v.40+(-8) *v .49+ (-4) *v .54+ (4) *v.57+(-4) *v.64+(4) *v.66

> ((£xBg[8]1)*Bz[2]);
(-28)*v.120

Conclusion : Cette orbite vérifie la propriété (Py).

10. Caractéristique :
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o O o)
Ol

Définition du sla-triplet :
> e:=x[12]+x[21]+x[30]+x[31]+x[33]+x[42]+x[43]+x[53];
v.12+v.21+v.30+v.31+v.33+v.42+v.43+v.53
> f£:=(5)*xy[12]+y [21]1+(5) *y [30]+(2) *y [31]+(8) *y [33] +(2) *y [42] +(8) xy [43]
+(9) *y[53];
(5)*v.132+v.141+(5) *v.150+(2) *v. 151+ (8) *v. 153+ (2) *v. 162+ (8) *v. 163+ (9) *v. 173
> exf;
(16) *v.241+(24) xv . 242+ (32) *v. 243+ (48) *v. 244+ (40) *v. 245+ (30) *v. 246

+(20) *v.247+(10) *v. 248
> h:=exf;;

0 0 0

oo
0o
0o

o

Ici encore, il faut préciser que 1’élément Xso correspond & 1’élément
x[31]=v.31 du logiciel et la définition du sly-triplet est bien en accord
avec [9].
Calcul de g, Bg, z et Bz :
> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L, [e]));
<Lie algebra of dimension 40 over Rationals>
> Bg:=BasisVectors(Basis(g));;
> z:=LieCentre(g) ;
<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 40 over Rationals>,
(dimension 5)>
> Bz:=BasisVectors(Basis(z));;
Les poids de z sont 2,10,10,10,10; d’ou m,. = 10. Il n’y a qu’une matrice
a étudier.
(a) miy, =10, my(z) =2
> ((£xBgl11)*Bz[2]); ((£fxBgl2])*Bz[2]); ((£f*Bgl31)x*Bz[2]);
((£xBg[4])*Bz[2]); ((£xBgl[5])=*Bz[2]); ((fxBgl[6])=*Bz[2]);
((£*Bg[7]1)*Bz[2]); ((f*Bg[8])+*Bz[2]);
((£*Bg[9])*Bz[2]); ((f*Bg[10])*Bz[2]);
O*v.1
O*v.1
O*v.1
(-5)*v.120
(-10)*v.117
O*v.1
O*v.1
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(-5)*v.118

O*xv.1

(-10/3)*v.119

> ((£*Bg[11)*Bz[3]1); ((£*Bgl[2])*Bz[3]1); ((£*Bg[3]1)*Bz[3]1);
((£*Bg[4]1)*Bz[3]); ((£f*Bgl5]1)*Bz[3]); ((£f*Bgl6]1)+*Bz[3]);
((£xBgl[7]1)*Bz[3]1); ((£f*Bgl[8])*Bz[3]);

((£*Bg[9])*Bz[3]); ((f*Bg[10])*Bz[3]);

O*xv.1

(-2)*v.118

(-2)*v.120

(-2)*v.117

(-8)*v.118

O*xv.1

O*xv.1

v.120

(4/3)*v.119

Oxv.1

> ((£xBgl[11)*Bz[4]1); ((£*Bgl[2])*Bz[4]); ((£*Bg[3])*Bz[4]);
((£*Bg[4]1)*Bz[4]); ((£*Bgl5]1)*Bz[4]); ((£*Bgl6])+*Bz[4]);
((£+xBg[7])*Bz[4]); ((£*Bgl[8])*Bz[4]);

((£fxBg[9]1)*Bz[4]); ((£fxBgl[10])*Bz[4]);

(-1)*v.119

Oxv.1

Oxv.1

Oxv.1

(-9)*v.119

Oxv.1

(-2)*v.118

O*xv.1

(-2)*v.120

(2)*v.117

> ((£*Bgl[1]1)*Bz[5]); ((£*Bgl[2])*Bz[5]); ((£*Bgl[3])*Bz[5);
((£*Bg[4]1)*Bz[5]); ((£f*Bgl5]1)*Bz[5]); ((£f*Bgl6])+*Bz[5]);
((£xBg[7]1)*Bz[5]); ((£f*Bgl[8])+*Bz[5]);

((£*Bg[9])*Bz[5]); ((£*Bg[10])*Bz[5]);

O*xv.1

(-2)*v.120

O*xv.1

v.118

(-8)*v.120

(-2)*v.118

(4/3)*v.119
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(-2)*v.117

Oxv.1

Oxv.1

La matrice a étudier est de taille 4 x 10 :
0 0 0 -2 —10a 0 0 —26 0 27
0 —-28 0 1) —88 —20 -2y —ba« 0 0

— 0 0 0 -9y 0 4/36 0 4/38 —10/3a
0 -2 -28 -5 -8 0 0 B8 -2y 0

Une étude élémentaire permet de voir que cette matrice est de rang
4, pour tout 4-uplet («, 3,7,d) non nul.
Conclusion : Cette orbite vérifie la propriété (P).

Conclusion pour FEg : Toutes les orbites nilpotentes distinguées non régu-
lieres de Eg vérifient la propriété (Py).

3.3.4. Calculs pour Fy. — Définition de L :

> L:=SimpleLieAlgebra("F",4,Rationals);

<Lie algebra of dimension 52 over Rationals>

> R:=RootSystem(L) ;

<root system of rank 4>

> P:=PositiveRoots(R);;

> x:=PositiveRootVectors(R);

[ v.1, v.2, v.3, v.4, v.5, v.6,

v.7, v.8, v.9, v.10, v.11, v.12,

v.13, v.14, v.15, v.16, v.17, v.18,

v.19, v.20, v.21, v.22, v.23, v.24 ]

> y:=NegativeRootVectors(R);

[ v.25, v.26, v.27, v.28, v.29, v.30,

v.31, v.32, v.33, v.34, v.35, v.36,

v.37, v.38, v.39, v.40, v.41, v.42,

v.43, v.44, v.45, v.46, v.47, v.48 ]

> CanonicalGenerators(R) [3];

[ v.49, v.50, v.51, v.52 ]

Dans Fy, il y a trois orbites nilpotentes distinguées non réguliéres. Pour Fjy, les
conventions du logiciel GAP4 sont trés différentes de celles adoptées dans [9)];
dans [9], le diagramme de Dynkin est :

ay o) as Q4
O O——=—0 O

Il semble que dans GAP4 le diagramme de Dynkin soit plutét le suivant :
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aq ag Oy (05]
O O—=—"-20 O

Par conséquent, il est difficile d’utiliser directement les données de [9] dans
GAP4. On utilise les correspondances suivantes : x[11=X,, x[2]1=X1,
X|:3]:)(37 X[4]:X1, X[5]:X7, X[6] :X5, X[6] :X5, X|:7]:,Xv67 X[8]:X10,
x[9]=Xg, x[10]=Xy, x[18]=X;5. Cependant, méme avec ces relations, les
slo-triplets de [9] ne conviennent pas. On utilise la commande FindS12 qui
permet de chercher une sous-algébre s isomorphe & sly et contenant e. On
s’assure auparavant que I’élémént e est bien nilpotent a ’aide de la commande
IsNilpotentElement et on vérifie aussi que le slo-triplet obtenu correspond
bien a la caractéristique voulue.

1. Caractéristique :

2 2 0 2
o o—o0 O

Définition du slo-triplet :

> e:=x[2]+x[4]+x[5]+x[7];

v.2+v.4+v.5+v.7

> IsNilpotentElement(L,e);

true

> s:=FindS12(L,a);

<Lie algebra of dimension 3 over Rationals>

> Bs:=BasisVectors(Basis(s));

[ v.2+v.4+v.5+v.7, v.49+(7/5)*v.50+(9/5)*v.51+(13/5)*v.52,
v.25+(7/5)*%v.26+v.28+v.29+(4/5)*v.31+(-4/5)*xv.34 ]

L’élément central de cette base est égal au dixiéme de 1’élement neutre

correspondant a la caractéristique; par suite en prenant pour f dix fois

le troisiéme élément de cette base, on obtient un sly-triplet pour cette

caractéristique.

> h:=(14)*H[2]+(26) *H[4]+(18) *H[3]+(10) *H[1] ;

(10) *v.49+(14) *v.50+(18) *v.51+(26) *v.52

> £:=(10)*y [1]1+(14) *y [2]+(10) *y [4]+(10) *y [6]+(8) xy [7]+(-8) *y [10] ;

(10) *v.25+(14) *v.26+(10) *v.28+(10) *v.29+(8) *v.31+(-8) *v.34

> exf;

(10)*xv.49+(14) *v.50+(18) *v.51+(26) *v.52

Calcul de g, Bg, z et Bz :

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L, [e]));
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<Lie algebra of dimension 6 over Rationals>
> Bg:=BasisVectors(Basis(g));;

> z:=LieCentre(g);

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 6 over Rationals>,
(dimension 3 )>

> Bz:=BasisVectors(Basis(z));

[ v.2+v.4+v.5+v.7, v.20+v.21+(2)*v.22, v.24 ]
> h*Bz[2] ;

(10) *v.20+(10) *v.21+(20) *v .22

> h*Bz[3];

(14)*v.2

Les poids de z sont 2,10,14; d’ott m, = 14. Il n’y a qu’'une matrice a
étudier.
(a) mi, = 10, Mg2) = 6
> h*Bg[3];
(6)*v.11+(6) *v.14+(-12) *v.15+(6) *v. 16

> ((£*Bg[31)*Bz[2]);
(30)*v.24

Conclusion : Cette orbite vérifie la propriété (P).

. Caractéristique :

0 2 0 2
o 0——o0 o)

Définition du sla-triplet :

> e:=x[1]+x[6]+x[5]+x[10];

v.1+v.b+v.6+v.10

> IsNilpotentElement(L,e);

true

> s:=FindS12(L,e);

<Lie algebra of dimension 3 over Rationals>

> Bs:=BasisVectors(Basis(s));

[ v.14v.5+v.6+v.10, v.49+(5/4)*v.50+(7/4)*v.51+(5/2)*v.52,
v.25+v.29+(5/2) *v.30+v.31+v.33+(5/2)*v.34 ]

L’élément central de cette base est égal au huitiéme de ’élément neutre

de la caratéristique. Ici Bs[1]*Bs[3]1=2*Bs[2] ; on prend alors pour f

quatre fois le troisiéme élément de cette base.

> h:=(10)*H[2]+(20) *H[4]1+(14)*H[3]+(8) *H[1] ;

(8)*v.49+(10) *v.50+(14) *xv.51+(20) *v.52
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> £:=(4)xy [1]1+(4) *y [6]+(10) *y [6]+(4) *y [7]1+(4) *y [9]+(10) *y [10] ;
(4)*v.25+(4)*v.29+(10) *v.30+(4) *v.31+(4) *v.33+(10) *v.34

> exf;

(8) *v.49+(10) *v.50+(14) *v.51+(20) *v.52

Calcul de g, Bg, z et Bz :

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L, [e]));
<Lie algebra of dimension 8 over Rationals>
> Bg:=BasisVectors(Basis(g));;

> z:=LieCentre(g);

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 8 over Rationals>,
(dimension 3)>

> Bz:=BasisVectors(Basis(z));

[ v.1+v.5+v.6+v.10, v.23, v.24 ]

> hxBz[2];

(10) *v.23

> h*Bz[3];

(10)*v.24

Les poids de z sont 2,10,10; d’oit m, = 10. Il n’y a qu'une matrice a
étudier.
(a) miy = 10, mye) = 2
> hxBg[2];
(2)*v.4+(2) *v.5+(2) *v.6+(-2) *v.7+(2) *v. 10
> h*Bg[3];
(2)*#v.5+(2) *v.9+(-2) *v.13
> h*Bg[4];
(4)*v.8+(4)*v.11+(-4)*v.12+(-4) *v.14+(-4) *v. 16

> ((£xBgl[11)*Bz[2]); ((£*Bgl[2])*Bz[2]); ((£*Bgl[3])*Bz[2]);

(-8)*v.23
(-2)*v.23
(-2)*v.24
> ((£*Bgl[1]1)*Bz[3]); ((£*Bgl[2])*Bz[3]); ((£*Bgl[3])*Bz[3]);
(-2)*v.23
(2)*v.23+(-10)*v.24
(-8)*xv.24
La matrice & étudier est
—8a — 20 —2«a+ 20 0

0 108  —2a—-88 |

Une bréve étude de cette matrice montre qu’elle est de rang 2 pour
tout couple (a, ) non nul.
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Conclusion : Cette orbite vérifie la propriété (Pp).

. Caractéristique :

0 2 0 0
o 0——o0 o)

Définition du sla-triplet :

> e:=x[9]+x[10]+x[8]+x[18];
v.8+v.9+v.10+v.18

> f:=2xy[9]+2xy [10]+2*y [8]+2*y [18] ;
(2)*v.32+(2) *v.33+(2) *v.34+(2) *v.42
> exf;
(4)*v.49+(6) *v.50+(8) *v.51+(12) *v.52
> h:=exf;;

Pour cette orbite, les données de 9] conviennent, pour des raisons qui
m’échappent.

Calcul de g, Bg, z et Bz :

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L, [e]));

<Lie algebra of dimension 12 over Rationals>
> Bg:=BasisVectors(Basis(g));;

> z:=LieCentre(g);

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 12 over Rationals>,
(dimension 3 )>

> Bz:=BasisVectors(Basis(z));

[ v.8+v.9+v.10+v.18, v.23, v.24 ]

> h*Bz[2];

(6)*v.23

> h*Bz[3];

(6)xv.24

Les poids de z sont 2,6,6; d’ott m, = 6. Il n’y a qu’une matrice & étudier.
(a) mi, = 16, mk.(g) =2
> h*Bg[1]; h*Bg[2]; h*Bg[3]; h*Bgl[4]; h*Bg[5];
(2)*v.8+(2)*v.9
(2)*v.4+(-1)*v.11+v.12
(2)*v.12+(-2)*v.13
(2)*v.6+(-1)*v.7+v.14
(2)*v.14+(-2)*v.15
> h*Bg[7];
(2)*v.10+(2)*v.18
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> ((£*xBgl[11)*Bz[2]1); ((£f*Bgl[2])*Bz[2]); ((£f*Bg[3]1)*Bz[2]);
((£*Bg[41)*Bz[2]); ((£*Bgl5]1)*Bz[2]); ((£*Bgl7]1)+*Bz[2])
(-4)*v.23

(-2)*v.24

(-2)*v.24

O*xv.1

O*xv.1

(-2)*v.23

> ((£*Bgl[1]1)*Bz[3]); ((£*Bgl[2])*Bz[3]); ((£*Bgl[3])*Bz[3]);
((£xBg[4]1)*Bz[3]); ((£xBgl[5]1)*Bz[3]); ((£*Bgl[7])*Bz[3])
(-4)*v.24
O*xv.1
Oxv.1
(-2)*v.23
(-2)*v.23
(-2)*v.24
La matrice & étudier est
—4a 0 0 —20 =20 2«
—48 —-2a —-2a 0 0 =206 |

C’est une matrice de rang 2 pour tout couple (a, 3) non nul.
Conclusion : Cette orbite vérifie la propriété (Py).

Conclusion pour F; : Toutes les orbites nilpotentes distinguées non régu-
lieres de F) vérifient la propriété (Pp).
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