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Introduction

Ce mémoire s’inscrit dans la théorie de Lie et la théorie des représentations.
Nous nous intéressons a une certaine classe de paires de sous-algébres nilpotentes
d’une algébre de Lie simple, appelées paires admissibles, qui interviennent dans la
construction des W -algébres finies et de certaines de leurs généralisations.

Historique

Depuis les travaux de Premet [21], I'étude des W -algébres finies a connu un essor
particuliérement intense, notamment en raison de leur importance dans la théorie
des représentations comme l'illustre 1"équivalence de Skryabin, |23|. Les W-algebres
finies sont certaines algébres associatives non commutatives associées aux orbites
nilpotentes d’une algébre de Lie simple. On peut les voir comme les analogues de
I’algébre enveloppante pour la tranche de Slodowy des orbites en question. Elles
furent introduites par Lynch dans le cas des éléments nilpotents pairs |20], géné-
ralisant ainsi la céleébre construction de Kostant, [18|, correspondant au cas des
éléments nilpotents réguliers. La définition pour le cas d'un élément nilpotent quel-
conque d’'une algébre de Lie simple est due a A. Premet, [21]. On renvoie le lecteur
a [19] pour plus de précisions sur les liens entre la théorie des W-algébres finies et
la théorie des représentations.

Construction des /-algébres finies

Dans ce qui suit, sauf mention explicite du contraire, k est un corps algébrique-
ment clos de caractéristique nulle et g est une algébre de Lie simple de dimension
finie définie sur k et de groupe adjoint G. On note (.,.) la forme de Killing de g.
Comme celle-ci est non dégénérée sur g x g, elle induit un isomorphisme

k:g—g", r— (x,.)

de g sur son dual g*. Soient e un élément nilpotent de g et y la forme linéaire
k(e). D’aprés le Théoréme de Jacobson-Morosov (cf. e.g. |24, Theorem 32.1.5]), e
est contenu dans un sly-triplet (e, h, f) de g. On rappelle qu’un tel triplet vérifie les
relations :

[h,e] = 2e, le, f] = h, [h, f] = —2f.

De plus, e et f sont dans la méme G-orbite et adh est un élément semi-simple
dont les valeurs propres sont entiéres. Ceci définit sur g une Z-graduation appelée
une graduation de Dynkin associée a e. D’aprés Kostant, les graduations de Dynkin
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INTRODUCTION

associées a e sont ainsi conjuguées par un élément de G2 o G? désigne la composante
neutre du centralisateur de e dans G (cf. e.g. |24, Lemma 32.2.6]).

On pose
b+ = @Q(j )
j=0
ou g(j) :={z € g; |h,z] = jx} pour tout j € Z. Alors p, est une sous-algébre
parabolique de g qui contient g° le centralisateur de e dans g. Il en résulte que la
forme bilinéaire

g(=1) xa(=1) —k,  (z,9)— (e[z,y])

est non dégénérée. Soit [ un sous-espace lagrangien de g(—1) relativement a cette
forme, c’est-a-dire un sous-espace totalement isotrope de dimension maximale, et
posons :

m =[P GB a9(j). (1)

J<—2

Alors m;, est une sous-algébre ad-nilpotente de g qui vérifie (e, [m;., m;.]) = {0}.
De plus, m;, N g° = {0} et dimm;, = 1 dim G- e si G - e désigne 'orbite de e dans g
sous 'opération adjointe de G. On note U(g) et U(m;.) les algébres enveloppantes
de g et m, respectivement. Soient k. le U(m.)-module & gauche correspondant au
caractére x|m,, de my. et I, I'idéal & gauche de U(g) engendré par les éléments
xr — x(x) avec € my,. Soient

Q[,e = U(g) ®U(m[,e) ke ~ U(Q)/[Le

la représentation de Gelfand-Graev généralisée, et H;. I’algebre d’endomorphismes

H, = Q™ ~ Endg(Qy.)P. (2)

) [,6

L’algebre H|. est appelée W -algebre finie associée a e. 1l existe d’autres définitions
équivalentes des W-algébres finies. La définition ci-dessus est celle du modéle de
Whittaker. Dans le cas ol e est un élément nilpotent de sl,,(k), avec p,n € N*,
dont la partition associée est de la forme (n,...,n), algébre H, est bien connue
—_———
p fois

et conduit a la W-algebre finie considérée par [22] (voir aussi [4]) définie comme un
quotient du Yangian Y, ,, associé a 'algébre de Lie sl,, (k).

On peut généraliser les constructions de @, et H;. comme suit. A toute sous-
algébre ad-nilpotente m de g vérifiant les conditions suivantes,

(x1) x([m,m]) = {0}

(x2) mnNg®={0};

(x3) dimm = (dimG - €)/2,
on définit une algebre d’endomorphismes H(m, e) suivant la construction (2)). Pré-
cisément, on pose

H(m,e) == Q(m,e)*™ ~ Endy(Q(m,e))°P,

ou Q(m,e) est le quotient de U(g) par 'idéal a gauche de U(g) engendré par les
¢léments = — x(x) avec x € m. Nous dirons que H(m,e) est la W-algébre finie
associée a m. Une question naturelle, soulevée par A. Premet, est la suivante :
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Question 1. St m est une sous-algébre ad -nilpotente de g vérifiant les conditions
(x1), (x2) et (x3), les W-algébres H(m,e) et H, = H(m;.) sont-elles isomorphes ?

Cette question est d’autant plus naturelle que la réponse est affirmative, d’aprés
un résultat de Premet [21], dans le cas o le corps de base est de caractéristique
positive. On précise ce résultat au paragraphe suivant.

Remarque 1. Lorsque e est régulier, les sous-algébres de g vérifiant les conditions
(x1), (x2) et (x3) sont les sous-algébres de la forme g(m.) ou g € GS et m, :=
D, 290, cf eg [1]. La réponse a la Question|]| est donc clairement affirmative
dans ce cas.

La W-algebre H(m, e) dépend uniquement de 'orbite de e dans g, & conjugaison
prés. Comme e sera fixé dans la suite, nous noterons désormais plus simplement
H(m) et Q(m) 'algébre H(m,e) et le quotient QQ(m,e) respectivement.

Motivation : le cas de la caractéristique positive

Soient K un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0 et gx une algébre
de Lie simple de dimension finie sur K. C’est une algébre de Lie restreinte dont la
p-structure est notée x — 2Pl On suppose p suffisamment grand pour que la forme
de Killing de gy, que I'on note encore (., .), soit non dégénérée et que p soit bon pour
le systéme de racines de gx. Soient Gx un groupe simple et simplement connexe
tel que Lie(Gx) = gi et N,(gx) I'ensemble des éléments = € gy tels que 2! = 0.
Fixons e € N,(gx) et posons x := (e, .). Comme gg est simple, la p-structure d’une
sous-algebre ad -nilpotente de gy est nulle.

Définition 1 (Premet, |21, Definition 2.3]). Une sous-algébre ad -nilpotente res-
treinte m de gi est dite y-admissible si elle vérifie les conditions suivantes :

(L) x(m, m]) = {0};
(X2)p mNgg = {0};
(x3), dimm = (dim G - x)/2.

Une construction similaire a la construction montre qu’il existe des sous-
algeébres ad -nilpotentes restreintes y-admissibles, cf. [21, §2.6]. A une telle sous-
algébre, on associe une algébre d’endomorphismes en posant

Hy(m) := Endg, (Qy (m))

ot Qy(m) est le Uy (gx)-module induit U, (gx) @v, (m) Ky, Ky le m-module de dimen-
sion 1 défini par le caractére x|, de m et U,(gx), I'algébre enveloppante restreinte
associée a x, c’est-a-dire le quotient de 'algébre enveloppante U(gg) par l'idéal
bilatére engendré par les éléments 2?7 — zP) — y(x)? pour x € gg.

La Proposition 2.6 de [21], et les commentaires qui la suivent, montrent que
H,(m) et Q,(m) ne dépendent pas du choix de la sous-algébre ad-nilpotente res-
treinte y-admissible m, ce qui répond positivement & la Question [I]dans ce contexte !.

1. La définition |21}, Definition 2.3] est plus générale ; le résultat que nous énongons est a fortiori
correct.
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Résultats connus en caractéristique nulle

Pour le cas ot le corps de base est de caractéristique nulle, les résultats, partiels,
obtenus jusqu’ici sont valables sur le corps C des nombres complexes. Ils sont essen-
tiellement das & W. Gan et V. Ginzburg d’une part (cf. [11]) et & J. Brundan et S.
Goodwin d’autre part (cf. [3]). On les résume ci-dessous. On suppose désormais que
k=C.

Tout d’abord, W. Gan et V. Ginzburg montrent que l'algébre H, ne dépend
pas, & un isomorphisme prés, du choix du sous-espace lagrangien [ dans g(—1), |11}
Theorem 4.1].

Remarque 2. Lorsque e est pair, i.e., g(j) = {0} pour tout j impair, on a | = {0}
et le résultat de Gan et Ginzburg est clair.

On notera désormais plus simplement H, l'algébre H;. (définie & un isomor-
phisme prés). Plus récemment, J. Brundan et S. Goodwin étendent le résultat de
Gan et Ginzburg comme suit. Soit I une 2d-bonne Z-graduation pour e, ¢’est-a-dire
une Z-graduation I' : g = € ez 95 telle que e € gog et telle que lapplication linéaire
ade : g; — gj424 est injective pour tout j < —d et surjective pour tout j > —d
(cf. [3, §5] ou, ici, Remarque 2. Par exemple, les graduations de Dynkin sont
2-bonnes pour e mais ce ne sont pas les seules en général (cf. Remarque . Les
2-bonnes graduations furent introduites dans [16] puis classifiées par A. Elashvili et
V. Kac dans [10] ; voir aussi [2] pour le cas des 2-bonnes graduations paires. Comme
9° C D,._,9), la forme bilinéaire

gaxga—k  (2,9)— (elr,y])

est non dégénérée et, si g, est un sous-espace lagrangien de g_,4, alors

m:=g",& P g (3)

j<—d

est une sous-algébre ad-nilpotente I'-graduée de g vérifiant les conditions (x1), (x2)
et (x3) ci-dessus. Le résultat principal de [3| assure que les algébres H(m) et H,
sont isomorphes. En particulier, I’algébre H(m) ne dépend pas, & un isomorphisme
prés, du choix du sous-espace lagrangien g° ; dans g_g.

Paires et graduations admissibles

Il semble délicat de répondre de fagon générale a la Question [I} Nous nous pro-
posons d’étudier un probléme plus abordable. Nous considérons une classe de sous-
algeébres ad -nilpotentes de g vérifiant les conditions (x1), (x2), (x3) et graduées
relativement a certaines graduations de g. C’est une classe de sous-algébres qui
contient (strictement) la classe des sous-algeébres obtenues a partir de bonnes gra-
duations pour e selon la construction . Précisons que I’étude des algebres vérifiant
les conditions (x1), (x2), (x3) dans le cas général (ou k = C) fut initiée par K. Baur,
S. Ghandour et A. Moreau, [1].

2. Dans |[3], les auteurs considérent des bonnes R-graduations qui se définissent de maniére
analogue.
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La définition suivante est centrale dans ce mémoire (cf. Définition [1.2.1)) :

Définition 2. Soient m et n deur sous-algebres de g. Nous dirons que la paire
(m,n) est admissible pour e (ou e-admissible) s’il existe une Z-graduation I' :
g= @jeZ g; et un entier a > 1 tels que :

Al) e € g,;

(A1)
(A2) m et n sont I'-graduées et P, ,8, CmCnC P, (9;;
(A3) m* Mg e] = [n,e];

(Ad) nng® = {0}

(A5) [n,m] Cm;
(A6)

A6) dimm 4+ dimn = dim g — dim g°.

Nous dirons qu’une Z-graduation I" : g = @jeZ g; est admissible pour e 5%l existe
un entier a > 1 tel que e € g, et s’il existe une paire e-admissible relativement a I

Si (m,n) est une paire e-admissible telle que m = n, nous dirons que la sous-
algebre m de g est admissible pour e.

Une sous-algébre e-admissible vérifie les conditions (x1), (x2) et (x3) ci-dessus
qui permettent de définir la W-algebre associée. Plus généralement, la W -algébre
associée a une paire e-admissible (m,n) est définie par

H(m,n) = Q(m)™"

ou Q(m) est le quotient de U(g) par l'idéal a gauche de U(g) engendré par les
éléments © — x(x) avec € m. Les 2d-bonnes Z-graduations pour e sont des cas
particuliers de Z-graduations admissibles pour e mais il existe des Z-graduations
admissibles pour e qui ne sont pas 2d-bonnes pour e (voir Exemple [I.2.11)).

Remarque 3. Lorsque e n’est pas régulier, il serait intéressant de savoir s’il existe
des sous-algébres de g vérifiant les conditions (x1), (x2) et (x3) qui ne sont pas
admissibles pour e au sens de la Définition [J.

Les résultats présentés dans ce mémoire portent d’une part sur les propriétés des
paires et graduations e-admissibles, et d’autre part sur les propriétés des W-algebres
H(m,n) associées, 'objectif étant d’apporter des avancées dans le probléme posé par
la Question [I}

Principaux résultats obtenus

Les premiers résultats obtenus concernent des propriétés des graduations ad-
missibles, analogues a celles des 2d-bonnes graduations. Par exemple, lorsque e est
distingué, les graduations de Dynkin sont les seules graduations, a homothéties prés,
admissibles pour e (cf. Proposition [1.3.3)). De plus, elles admettent une description
via les racines simples qui généralise |10, Theorem 1.2], cf. Théoréme Nous
obtenons par ailleurs une caractérisation des graduations e-admissibles :

Théoréme 1 (Théoréme [1.4.4). Une graduation I' : g = @, 9; est admissible
pour e, avec e € g, et a > 1, si et seulement si g<_, N g° = {0}.
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Nous nous intéressons ensuite a 'algébre d’endomorphismes H(m,n) associée a
une paire admissible (m,n). Grace aux propriétés de la Définition , nous adaptons
certains arguments de |11] pour montrer que H(m,n) posséde des propriétés simi-
laires a la W-algebre H.. Nous montrons qu’il existe une variété affine S, transverse
aux orbites coadjointes de g*, qui peut étre vue comme un analogue de la tranche
de Slodowy associée a e. De plus, nous construisons une filtration de Kazhdan géné-
ralisée F sur H(m,n) et nous obtenons le résultat suivant qui étend |11, Theorem
4.1].

Théoréme 2 (Théorémes et [2.4.9)). L’algebre graduée gry H(m,n) est iso-
morphe a C[S], l'algébre des fonctions réquliéres définies sur S. De plus, si m = n,
on a 'équivalence de Skryabin pour H(m,n).

Nous étudions alors le probléme d’isomorphisme soulevé par la Question (I, Nous
dirons que deux paires e-admissibles (m,n) et (m’,n’) sont comparables (cf. Défi-
nition s’il existe une Z-graduation I" telle que m, n, m’, n’ soient I-graduées et
si,

mCmCnCnoumMCmCnCr.
Nous dirons que deux paires e-admissibles (m,n) et (m’,n’) sont équivalentes
(cf. Définition §'il existe un entier s > 1 et une suite (my,ny),..., (m,,n,)
de paires e-admissibles tels que :

* (my,ny) = (m,n);
* (mg,n,) = (m',n');
* (my,n;) et (m;yq,n,41) soient comparables pour tout i € {1,...,s — 1}.

Nous montrons alors :

Théoréme 3 (Théoréme|3.1.11). Si (m,n) et (m',n') sont deuzx paires e-admissibles
équivalentes, alors les algébres H(m,n) et H(m',n') sont isomorphes.

On introduit, en s’inspirant des constructions et définitions de [3|, les notions de
graduations e-admissibles adjacentes et connexes :

Définition 3 (Définition|3.2.2)). Deux graduations I',I" admissibles pour e sont dites
adjacentes si elles ont une paire e-admissible en commun.

Définition 4 (Définition|3.2.3). Deux graduations I',T" admissibles pour e sont dites
connexes s'il existe une suite (I';)ic(1,... sy de graduations admissibles pour e telle
que

(1) T =Ty,
(2) les gmduatwns I'; et I';11 sont adjacentes pour tout 1 <i<s—1;
(3) T

La notion de graduation admissible pour e s’étend aux Q-graduations. En utili-
sant un argument de contraction, nous montrons :

Théoréme 4 (Théorémes [3.2.7 et [3.2.16)). Les graduations admissibles pour e sont
connexes a une graduation de Dynkin. En particulier, elles sont connexes entre elles.
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Soit b > 0. Nous dirons qu'une Q-graduation I' : g = @je(@ g; est b-maximale
si g<p N g° = {0} et §'il existe a € N, avec a > 2, tel que e € g, et a > 2b
(cf. Définition . Observons qu'une graduation b-maximale est e-admissible. Si
[’ est b-maximale, la paire (g<p_q,g<_p) est e-admissible (cf. Corollaire et
sera appelée b-mazximale (cf. Définition . En particulier, toute graduation de
Dynkin est 1-maximale et la paire 1-maximale est alors

(P a(i). P o))

<=2 J<0

Théoréme 5 (Théoréme |3.3.6|). Les paires b-mazimales sont équivalentes a la paire
1-maximale d’une graduation de Dynkin. En particulier, elles sont équivalentes entre
elles.

Lorsque b = 5, la notion de graduation b-maximale coincide avec la notion de
graduation a-bonne pour e. Dans ce cas, les paires e-admissibles considérées dans [3]
sont toutes équivalentes a la paire §-maximale. En particulier, elles sont équivalentes
entre elles. Nous retrouvons donc une démonstration de [3, Theorem 1| comme cas
particulier du Théoréme [5} Nous formulons alors une conjecture :

Conjecture 1 (Conjecture [3.3.10)). Les paires e-admissibles sont équivalentes entre
elles. En particulier, les W -algébres associées sont isomorphes entre elles.

Compte tenu du Théoréme[4] I’étude de la Question [I|revient a étudier les classes
d’équivalence sur les paires admissibles pour e issues d'une graduation e-admissible
donnée. Dans certains cas, on démontre la Conjecture [I] ce qui résout le probléme
d’isomorphisme posé par la Question

Précisons les cas particuliers étudiés dans ce mémoire. Soit s la sous-algebre en-
gendrée par le slo-triplet (e, b, f). Son centralisateur g° dans g est une algébre réduc-
tive égale a g° N g". Lorsque e est distingué, rkg® = 0 et les graduations admissibles
sont connexes (et méme adjacentes) a la graduation de Dynkin, cf. Propositions
et [3.2.1] La réponse a la Question [ est donc positive. Il semble ensuite naturel
de considérer le cas o rkg® = 1. Dans le cas ou g = s[,(C), le rang de g° est égal a

1 si et seulement si la partition de n associée a e est de la forme (dy, dy) (cf. [15] ou
Lemme [4.1.1)) et nous montrons :

Théoréme 6 (Théoréme [4.3.6). Lorsque g = sl,(C) et tkg® = 1, les paires e-
admissibles sont équivalentes entre elles. En particulier, les W -algébres associées
sont isomorphes.

Dans le cas ot g = 50,(C) ou g = sp,,(C), le rang de g° est égal a 1 si et seulement
si la partition associée a e contient exactement deux ou trois parties égales (cf. [15]

ou Lemmes et 4.1.3)). Nous montrons :

Théoréme 7 (Théoréme|4.4.7). Sig = so(V) et si la partition associée a e contient
exactement deux parties égales, les paires e-admissibles sont équivalentes entre elles.
En particulier, les W -algebres associées sont isomorphes.

Théoréme 8 (Théoréme|d.5.1)). Sig = sp(V) et si la partition associée a e contient
exactement deux parties égales, les paires e-admissibles sont équivalentes entre elles.
En particulier, les W -algébres associées sont isomorphes.
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Dans le cas o g = Gy, Fy ou Eg, nous montrons a l'aide du logiciel GAP4
I’équivalence des paires e-admissibles sous certaines hypothéses, (cf. Paragraphe .
Ces différents résultats nous conduisent a formuler une conjecture selon laquelle
les paires e-admissibles sont équivalentes entre elles si le rang de g° est égal a 1
(cf. Conjecture . Cette conjecture, plus faible que la précédente, semble plus
abordable dans un premier temps.

Organisation du mémoire
La suite du mémoire est organisée comme suit.

On introduit au Chapitre [1|les notions de paires et graduations admissibles pour
e. On étudie alors certaines de leurs propriétés. Le résultat principal de ce chapitre
donne une caractérisation des graduations admissibles pour e, Théoréeme

Le Chapitre [2| concerne la construction et les propriétés des W-algebres finies
généralisées H(m, n) construites a partir de paires e-admissibles (m, n). L’objectif de
ce chapitre est de démontrer le Théoréme

On s’intéresse au Chapitre [3] & Pexistence éventuelle d’un isomorphisme entre
les W-algébres finies construites a partir de deux paires admissibles pour e. Afin
d’étudier ce probléme, on introduit les notions de paires e-admissibles comparables
et équivalentes (Définitions|(3.1.1] et -D ainsi que les notions de graduations adja-
centes et connexes ( Deﬁmtlons . A T’aide de tous ces ingrédients on démontre
les Théorémes [3|et [l On demontre de plus dans ce chapitre un résultat sur les paires
b-maximales (cf. Définition qui permet de retrouver |3, Theorem 1] dans un
cadre plus général (Théoréme [5)).

On considére dans le Chapitre [4] quelques cas particuliers ou le rang du centra-
lisateur d’un sly-triplet contenant e est égal 1. On montre ’équivalence des paires
e-admissibles dans le cas de s[,,(C) sous I'hypothese que rkg® = 1 (Théoréme [6).
De plus, cette équivalence est maintenue pour quelques cas particuliers de so,(C)
(Théoreéme (7)) et sp,,(C) (Théoreme [8) sous I'hypothése que rkg® = 1. Enfin, sous
certaines conditions, nous montrons aussi cette équivalence lorsque g = G2, F4 ou
Es sous 'hypothése que rkg® = 1 (cf. Paragraphe .



Chapitre 1

Graduations et paires admissibles

On introduit dans ce chapitre les notions de paire, sous-algébre et graduation
admissibles. Les sous-algébres admissibles sont des analogues des sous-algébres ad-
missibles définies sur un corps de caractéristique positive (cf. [21, Definition 2.3]).
La notion de graduation admissible généralise quant & elle la notion de bonne gra-
duation (cf. [10] ou [3]).

Rappelons que le corps de base est le corps C des nombres complexes. La plu-
part des définitions et propriétés présentées dans ce chapitre resteraient toutefois
valables sur un corps algébriquement clos de caractéristique nulle. On fixe dans le
premier paragraphe les principales notations du chapitre. On introduit ensuite les
notions de paire, sous-algébre et graduation admissibles et on étudie certaines de
leurs propriétés. On caractérise enfin les graduations admissibles.

1.1 Notations

Dans ce chapitre, g est une algébre de Lie simple complexe de dimension finie
de groupe adjoint G. Si © € g, on note g* son centralisateur dans g. On note
(,) la forme de Killing de g. Etant non dégénérée, elle induit un isomorphisme
G-équivariant entre g et son dual g*, appelé isomorphisme de Killing et noté x,

K:g—g, xw—(x, ).

Si U est un sous-espace de g, on note U~ son orthogonal par rapport & la forme
de Killing.

Définition 1.1.1. On dit que deux sous-espaces U etV de g sont en couplage par
rapport a la forme de Killing si la restriction de la forme de Killing a U X V' (ou a
V x U) est non dégénérée, i.e., UNVE={0} =V NU=L.
Remarque 1.1.2. Soient U et V' deux sous-espaces de g. Alors

(1) U est en couplage avec tout sous-espace supplémentaire de UL dans g;

(2) st U etV sont en couplage alors dimU = dim V.

Rappelons qu'une Q-graduation de g est une décomposition g = @je(@ g, véri-
fiant [g;, g;] C gi+; pour tous ¢ et j.



1 . Graduations et paires admissibles

Lemme 1.1.3. Pour toute Q-graduation I" : g = €D g;, il existe un élément semi-
JjEQ
simple hr € g tel que
gj ={z €g; [hr,z] = jz}.

Démonstration. L’opérateur 0 : g — g qui & & € g; associe jx est une dérivation
sur I'algebre de Lie simple g. Par suite, ¢’est une dérivation intérieure de g donnée
par ad Ar pour un élément semisimple Ar de g (cf. e.g. [24, Proposition 20.1.5]). O

Soient I' : g = @ g; une graduation de g et hr I’élément semisimple définissant
JjeQ
I'. Comme la forme de Killing est g-invariante, donc ad hr-invariante, on obtient

(9i.05) = 05 i+ #0. (L.1)

Remarque 1.1.4. D’aprés la formule , les sous-espaces g; et g_; sont en cou-
plage par rapport a la forme de Killing pour tout i. En particulier, ils sont de méme
dimension.

Pour une Q-graduation g = € g; et pour tout k£ € Q, on désigne par gy, g<r,
JjeQ
O>k, 0>k les sommes D g;, D g;, D 9;, D g; respectivement.

Jj<k i<k jzk j>k

1.2 Définitions et exemples

On fixe pour la suite un élément nilpotent e de g et on pose y := k(e).

Définition 1.2.1. Soient m et n deuz sous-algébres de g. On dit que la paire (m,n)
est admissible pour e (ou e-admissible) s’il existe une Z-graduation g = @ g,
et un entier a > 1 tels que : '
(A1) e € gg;

(A2) m et n sont graduées et vérifient g<_, Cm C n C goo;
(A3) m* N g, e] = [nel;

(Ad) nng® = {0}

(AD)
(

[n,m] C m;

A4
A5
A6) dimm + dimn = dim g — dim g°.
On dit qu’une Z-graduation g = € g; est admissible pour e s’il existe un entier
a > 1 tel que e € g, et sl em’séeezune paire admissible pour e par rapport a cette
graduation.

Dans le cas particulier ot m est une sous-algébre de g telle que la paire (m, m)
soit admissible pour e, on dit que la sous-algebre m est admissible pour e.

Remarque 1.2.2. Soit (m,n) est une paire admissible pour e. D’aprés la Définition
on a les propriétés suivantes :
(1) les sous-algébres m et n sont ad-nilpotentes ;

(2) mt C I<a—1;
10
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(3) x([n,m]) = {0};

(4) dimm + dimn et dimm — dimn sont pairs.

Définition 1.2.3. On dit qu’une paire (m,n) admissible pour e relativement & une
Z-graduation I' : g = @jez g; est optimale sim = g<_,.

Donnons a présent quelques exemples de paires et de graduations admissibles
pour e.

Exemple 1.2.4. Soit (e, h, f) un sly-triplet de g. L’action adjointe de I’élément
semisimple h définit une Z-graduation

s=Pa;
JEZ

ou g; = {z € g; adh(zx) = jz}. Cette graduation est appelée la graduation de
Dynkin associée a h et sera notée F%yn. En particulier, e € go.
Posons

m:@gj et n:@gj.

J<—2 J<0

Vérifions que la paire (m,n) est e-admissible. Les conditions (A1) et (A2) de la
Définition sont satisfaites. La condition (A3) lest aussi car

mt N [g,e] = gea N g, ¢ = [n, €],
D’aprés la théorie des représentations de sly, g C EB g; et dim g° = dim gp+dim g;.
On en déduit (A4) et (A6). Enfin, e
m,n] Cgcn Cm,

d’ot (A5). La graduation T est donc e-admissible. De plus, la paire (m,n) est
optimale.

Exemple 1.2.5. SiT': g = @ g, est une graduation admissible pour e définie par
JET

Iélément semisimple hy (cf. Lemme|1.1.5) alors la graduation I : g = P g; définie

JEZ

par l’élément

hr .= khr ou k€ N*

est admissible pour e. On notera kI' la graduation I'. Plus précisément, soit (m,n)
une paire admissible pour e relativement a T'. Alors (m,n) est une paire admissible
pour e relativement a kI'. En effet, les conditions (AS3), (A4), (A5) et (A6) sont
clairement vérifices. Il suffit de remarquer que g; = g;j pour tout 7 € Z pour conclure
quee € gy, et g, CmCnCgly, dou (Al) et (A2).

Exemple 1.2.6. Supposons que g = sl3(C) et

Q)

I
o oo
o oo

1
0
0

11
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On considere la graduation T : g = ®jeZ g; définie par 'élément semisimple hy 1=
%diag(Q, 2,—4). Les matrices élémentaires E;; sont homogénes et leurs degrés sont
donnés par la matrice suivante :

On montre sans peine que g_o est une sous-algebre admissible pour e relativement a
I'. On en déduit que la graduation I' est admissible pour e. Cependant, ce n’est pas
une graduation de Dynkin car les dimensions en degré O de I' ne coincident pas.

Définition 1.2.7 (Elashvili-Kac [10]). On dit qu’une Z-graduation I : g = @ g
JEL
est bonne pour e si elle satisfait aux conditions suivantes :
(Bl) €€ ga;,
(B2) ade:g; — gj42 est injective pour j < —1;
(B3) ade:g; — gj+2 est surjective pour j > —1;
Remarque 1.2.8. Une graduation de Dynkin est bonne mais la réciproque n’est pas

toujours vraie. En effet, l'ezemple fournit une graduation non Dynkin mais
bonne pour e.

Proposition 1.2.9. Une bonne graduation pour e de g est admissible pour e.

Démonstration. Soit I : g = @ g; une bonne graduation pour e. On pose
jEL

m=gc o et n=geo.

Vérifions que la paire (m,n) est admissible pour e avec a = 2. On remarque tout
d’abord que les conditions (A1) et (A2) sont satisfaites. La condition (A3) l'est aussi
car
mt N [gv 6] = g2 [ga 6] = [tl, 6].
La propriété (B2) de la Définition implique g¢ C g-o. Par suite on a (A4). On
a (Ab) car
[m,n] C gc_p C m.

Il reste & vérifier (A6). Considérons la suite exacte d’espaces vectoriels,

e ade
0—=9g"—>g-1+8g+ 850 — g0 —0,

qui est bien définie d’aprés les propriétés (B2) et (B3). On en déduit que dim g¢ =

dim gg + dim g;, d’ou (A6). Par conséquent, la paire (m,n) est admissible pour e ce

qui démontre la proposition. De plus, la paire (m,n) est optimale. O

Remarque 1.2.10. Soient I' : g = @ g; une bonne graduation pour e et w la forme
JEL

bilinéaire antisymétrique,

wigor xgo1—C, (z,y) = x([z,v]).
12
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D’apres les conditions (B2) et (B3) de la Définition[1.2.7, w est non dégénérée. Soit
[ un sous-espace totalement isotrope de g_1 par rapport a cette forme. On considere
les deuz sous-algebres de g

m = [@g<_2 et n= [Lw @D g<—2,

ot It C g_i désigne lorthogonal de | par rapport a w. On remarque que la paire
(m,n) est admissible pour e. En effet, les conditions (A1), (A2), (A4) et (A5) sont
vérifices avec a = 2. De plus, on peut montrer que m* = [n,¢e] ® g’ en reprenant les
arguments de (11, Paragraph 2.3]. Comme g = [g, e]®g”, la condition (A3) s’ensuit.
Enfin, on vérifie sans peine (AG).

En particulier, si | est un sous-espace lagrangien de g_1, la sous-algebre

m = [@ g<—2 (1'2)
est admissible pour e.

Il est important de remarquer qu'une graduation admissible pour e n’est pas
toujours bonne, comme l'illustrent les exemples suivants.

Exemple 1.2.11. On suppose que g = sl4(C) et

o O = O

1
0
0
0

o O O O
o O O O

On consideére la graduation I' : g = @ g; définie par l’élément semisimple
JEL

1
§diag(3, 1,—-1,-3).

En particulier, e € go. Les matrices élémentaires F; ; sont homogeénes pour cette
graduation et leurs degrés sont donnés sur la matrice suivante

0o 1 2 3
-1 0 1 2
-2 -1 0 1
-3 -2 -1 0

Posons
m = g<-—2 et n=mo® (CEQ,l S5, (CE3’2.

Vérifions que (m,n) est une paire admissible pour e relativement a cette graduation
avec a = 2. Tout d’abord, (A1) est vérifie. Les propriétés (A2) et (A5) sont évi-
dentes d’aprés les choix de m et n. D’aprés la Remarque et pour des raisons
de dimension, on a m* = g<;. On obtient par un calcul direct que

m* N [g,e] = Vect(Ea3, —Ei2 + Esa, B33 — Evy, Bz — Ea, Eyg — Fap) = [nel.
La condition (A3) est donc satisfaite. Le centralisateur de e dans g est donné par :

0°=00PC(E12+ E54) ®CEy3 S C(E11 + Eop — Es3 — Ey4) @ C(Eaq + Eys).
13
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En particulier on a nng® = {0}, d’ot (A4). Il reste a remarquer que
dimm + dimn = 8 = dim g — dim g°.

On en déduit que la paire (m,n) est admissible pour e. Comme ad(e) : g_1 — ¢
n’est pas injective, ceci fournit un exemple d’une graduation admissible pour e qui
n’est pas bonne pour e. Remarquons que la paire (m,n) est optimale et que le choix
d’une sous-algebre n telle que (g<_2,n) soit e-admissible et optimale n’est pas unique.

Exemple 1.2.12. Donnons un autre exemple de graduation admissible qui n’est pas
bonne. Supposons que

g =505(C) = {X € Ms(C); XJ+ JX =0}

ot
0O 0o 0 00 O 0 1
0o 0o 0 00 0 —-10
0O 0o 0 00 -1 0 0
g 0O 0o 0 01 0 0 0
0O 0o 0 10 0 0 O
0 0o -100 0 0 O
0O -1 0 00 O 0 O
1 0 0 00 0O 0 O
On pose
01 000O0O0®O
0010O0O0O0O0
0001O0O0O0O
o 000O0O0O0OGO0O© O
0000O0T1O0O0
000O0O0O0OT1OQ0
000O0O0O0OTO 01
000O0O0O0O0O© O
Considérons la graduation I' : g = @ g; définie par ’élément semisimple
JEL

1
5 diag(11,5, 1, =7,7,1, =5, ~11).

Les matrices élémentaires sont homogénes pour cette graduation et e € gs. On pose
m:=gc g etn:=gc 3DC(Es 1+ Ess) Bg_1. La paire (m,n) est admissible pour e
relativement a I'. Par conséquent, la graduation I est admissible pour e. On omet ici
les détails car cet exemple est un cas particulier d’une étude plus générale présentée
dans le Chapitre . On remarque que T' n’est pas bonne car g¢ N g-og # {0}.

1.3 Premiéres propriétés

Les graduations admissibles admettent certaines propriétés remarquables ana-
logues a celles des bonnes graduations. On fixe une Z-graduation I' de g,

s=Pu, (1.3)
JEZL

14
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et soit hr I'élément semisimple de g définissant I' donné par le Lemme On
suppose que e € g,, avec a > 1.

Lemme 1.3.1 (Proposition 32.1.7 de [24]). Il existe h € gy et f € g_, tels que
(e, h, f) soit un sly-triplet.

Démonstration. On peut écrire
h:ZhJ et f:ij,
JEZ JEZ
ou hj, f; € g;. Comme [h;, e] € gj1, et [h, €] = 2e, on obtient que

[ho,e] =2e et [hj,e] =0 pour tout j # 0.

De plus, on a [e, f] = h = > e, f;], ce qui implique que hy = [e, f_,]. Ainsi,
jez

[ho, €] = 2e et hy € [g, €]. On utilise ensuite le lemme de Morosov (cf. e.g. |24, Lemma

32.1.3|) dont on rappelle I’énoncé :

Lemme 1.3.2. Soient h,e € g tels que [h,e] = 2e et h € [e,g]. Alors il existe f € g
tel que [h, f] = —2f et le, f] = h.
Il s’ensuit qu’il existe ' € g tel que (e, hg, f’) soit un sly-triplet de g. En écrivant
f'=7>_ fjou fj € g;, on obtient que
jez
[ho, f/—a] = _Qf,—a et [6, f,—a] = ho.

Par suite, le sly-triplet (e, ho, f’,) convient. O

La proposition suivante traite le cas d'un élément nilpotent distingué de g, i.e.,
dont le centralisateur ne contient que des éléments nilpotents.

Proposition 1.3.3. Si e est un élément nilpotent distingué de g, alors les gradua-
tions de Dynkin sont les seules graduations de g admissibles pour e, a homothéties

pres (cf. Exvemple[1.2.5).

Démonstration. Supposons que e soit un élément nilpotent distingué de g et que la
graduation soit admissible pour e. Soit (e, h, f) un sly-triplet tel que h € gq et
f € g_q, cf. Lemme . L’élément ¢ := $h — hr centralise e et il est semisimple.
Comme e est distingué, on a t = 0 et donc hr = $h, d’ot la proposition. O

Proposition 1.3.4. Si (m,n) est une paire admissible pour e de g relativement a
I, alors on a
g=m"+[gel.

Démonstration. D’aprés la propriété (A4), on a dimn = dim[n, e]. D’aprés la pro-
priété (A3), dimn = dim(m* N [g, e]). Par suite,

dimn = dim g — dimm + dim g — dim g¢ — dim(m™ + [g, ¢]).

Grace a la condition (A6), on en déduit que g = m* + [g, e]. O
15
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De facon générale, pour k € Z, on désigne par g7 l'intersection de g; avec g°.

Lemme 1.3.5. Soit k € 7Z tel que Uapplication ade : gr — @riq SOit injective.
Alors Uapplication ad e : §_(x1q) — g—i est surjective. En particulier, on a dim g =
dim g—(k—i-a) — dim ge—(k+a)'
Démonstration. On a [e, gi] C @rtq et dimle, gp] = dim g;. Comme gpiq €t g (hta)
sont en couplage par rapport a la forme de Killing, il existe V' C g_(444) tel qu’on
ait un couplage [e, gx] x V. En particulier, on a dim V' = dimle, gx| = dim gy, ou la
premiére égalité provient de la Remarque [1.1.2) (2). Comme

([e,v],x) = —<U, [6,1‘]>,

pour tous v € V et x € g, on a un couplage entre g, et [e, V] par rapport a la
forme de Killing. En particulier, dim[e, V] = dimgy = dim V. On en déduit que
I'application ad e : g_(x14) — g est surjective. Le lemme s’ensuit. O]

Corollaire 1.3.6. Supposons que la graduation I' donnée par I’équation soit
admissible pour e. Alors l'application ad e : g=o — g>q est surjective.

Démonstration. Comme la graduation I' est admissible pour e, on a g<_, N g° =
{0}. Alors l'application ade : g — grt+a est injective pour tout k& < —a. D’aprés
le Lemme , l'application ade : g_(x+q) — g—& est donc surjective pour tout
k < —a. En d’autres termes, ’application ade : gp — grrq est surjective pour tout
k > 0. Le corollaire s’ensuit. O

Rappelons qu’une paire (m,n) admissible pour e est optimale si m = g<_,. On
verra I'importance de ces paires dans la suite, notamment au Chapitre [ Le résultat
suivant nous fournit une caractérisation des paires admissibles optimales.

Proposition 1.3.7. Supposons que la graduation I donnée par l’équation soit
admissible pour e. Soit n un supplémentaire gradué de g.o M g° dans g—o contenant
O<—q. Alors la paire (g<_q,n) est admissible pour e si et seulement si n est une
sous-algébre de g. .

Démonstration. Tout d’abord, si la paire (g<_4,n) est admissible pour e, alors n est
une sous-algébre de g. Réciproquement, supposons que n soit une sous-algebre gra-
duée de g. La condition (A1) est clairement vérifiée. Par construction, les conditions
(A2) et (A4) sont satisfaites. En outre, on a

[Qg—aa Il] - g<—a-1 - 9<—a;
d’ott (A5). D’aprés la Remarque [1.2.2](3), [n,¢] est inclus dans (g<_,)*. Par suite,
n,e] C (g<_a)tNg, €]. Soit X = [V, e] un élément de (g<_,)= N[g, €] avec Y = >,

ou Y; € g; pour tout 7. Comme (gg,a)L = g4, ON peut supposer Y € gg. Ecrivons
alors Y =Y ' +Y" avec Y € net Y € goo N g°. Ainsi,
X =[Y,e] =[Y' ¢e] € n, ¢,
ce qui implique (A3). D’autre part, on a
dimg —dimg® = dim[g,e] = dim[gso, €] + dim[go, €]
= dimgs, +dimn =dimg<_, + dimn

ot la derniére égalité provient du Corollaire|1.3.6| de la construction de n et de (A4).
En conclusion, la paire (g<_4,n) est admissible pour e. O
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1.3 Premiéres propriétés

Remarque 1.3.8. Si la graduation I' donnée par est admissible pour e et si
g<0N g° = {0}, alors la paire (g<_a, §<0) est 'unique paire optimale admissible pour
e.

Il n’existe pas toujours de paires optimales admissibles pour e comme l'illustre
I’exemple suivant :

Exemple 1.3.9. On suppose que g = sl11(C) et e := > E;;+1. On considere la
1<i<10
i¢{6,9}

graduation I' : g = @jez g; définie par [’élément semisimple

1
11 diag(73,40,7,—26,—59, —92,29, —4, —37,51, 18).

Les matrices élémentaires E; ; sont homogenes pour cette graduation et e € gs et
leurs degrés sont présentés sur la matrice sutvante :

0 3 6 9 12 15 4 7 10 2 5
-3 0 3 6 9 12 1 4 7 -1 2
-6 -3 0 3 6 9 -2 1 4 -4 -1
-9 -6 -3 0 3 6 -5 -2 1 -7 —4
-12 -9 -6 -3 0 3 -8 -5 -2 =10 -7
-15 -12 -9 -6 =3 0 -1 -8 -5 —13 -10
-4 -1 2 5 8 11 0 3 6 -2 1
-7 -4 -1 2 5 8 -3 0 3 -5 =2
-10 -7 -4 -1 2 5 -6 -3 0 -8 =5
-2 1 4 7 10 13 2 5 8 0 3
-5 =2 1 4 7 10 -1 2 5 -3 0

Montrons que, relativement a cette graduation, une paire admissible pour e optimale
n’existe pas. Supposons que (g<_3,n) soit une paire optimale. Comme n est graduée,
on peut écrire

N =49>g<-3 Gnodn_ ou n_pC g2 etn_; C g-1.

On a dim g¢ = 25 et, d’aprés (A6), dim(n_o ®n_;) = 12 = dimn_, +dimn_; avec
dimg_2€ag_1 = 13. Sachant que g<0ﬂge = (C(E7’10+E8711> C g9 et dim g<0ﬂge = 1,
et comme g°Nn_o = {0}, on a n_y # g_. Par conséquent, on a dimn_; =dimg_,
et n_y = g_1. Puisque n est une sous-algébre graduée de g on a [n_y,n_1] Cn_y. Or
{0} #g0Ng° C [n_1,n_41]. En particulier, n N g # {0} ce qui contredit le fait que
(g<_3, 1) soit une paire admissible pour e. Par suite, une paire optimale relativement
a cette graduation n’existe pas.

La proposition suivante fournit néanmoins des paires e-admissibles intéressantes
comme on le verra au Chapitre [3|

Proposition 1.3.10. Soit b €]0, §] tel que g« N g° = {0}. Alors pour tout sup-
plémentaire U de g_, N g° dans g_y, la paire (§<p—a, 9<—» B U) est admissible pour
e.
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1 . Graduations et paires admissibles

Démonstration. Tout d’abord les conditions (A1), (A2), (A4) et (A5) de la Définition
sont vérifiées. Il reste a vérifier les conditions (A3) et (A6). Soit [ X, e] € g%, , =
g<abtelque X =5 . X, o0 X; € g;. Ona [X;, €] € giyq. Onadonc i+a < a—b pour
i tel que [X;, e] # 0. On peut alors supposer que X € g<_. Soit X =) Xi+X
ot X =X+ X"tel que X' €g ,Ng¢et X" €U, ona

1<—b

X, =) X+ X'+ X" el =[> Xie]+[X e] +[X",e],
i<—b i<—b
avec [ X' e] = 0 car X' € g_, Ng° Alors [X, e] appartient & [g-_, @ U, e]. D’autre
part, on a
9<-v @ U, €] C [9<t, 8a] C <ot = (9<1-0) ™

On en déduit que la condition (A3) est vérifiée. De plus, d’aprés le Lemme et
I'hypothése g, N g = {0}, on a

dimgopq = Y (dmg (e —dimg® ) = Y (dimgy_, — dimgf_,)

k<b—a k>a—b

car b — a < —b. Par suite, dimgep—o = > (dimg_py — dimg®,,,). La condition
k>0
(A6) s’ensuit d’apres 1'égalité

dimgepq +dimge_p +dimU = dimgs_p —dimgS_, + dimge_, — dimgs _,

+dimg_, —dimg®, = dimg — dim g°.
O

Corollaire 1.3.11. Soit b €]0, §] tel que g<_,Ng® = {0}. Alors la paire (§<p—a, 9<—b)
est admassible pour e.

1.4 Caractérisation des graduations admissibles

Dans ce paragraphe, I' : g = € g; désigne une Z-graduation de g vérifiant e € g,
JEL
oua > 1.

1.4.1 Description via les racines simples

On généralise dans ce paragraphe la description donnée par |10, Theorem 1.2
and Corollary 1.2] des bonnes graduations pour e.

Comme la restriction de la forme de Killing & go est non dégénérée, la sous-algebre
go est une sous-algebre réductive de g, cf. e.g. [24, Proposition 20.5.4]. Soient h une
sous-algebre de Cartan de gg, qui est aussi une sous-algébre de Cartan de g, A le
systéme de racines de (g, b), et

s=hePo,
aEA

la décomposition en espaces radiciels de g correspondante a . On observe que hr € b.
Ainsi, chaque espace radiciel g* est contenu dans g; pour un certain j € Z. On
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1.4 Caractérisation des graduations admissibles

considére un systéme de racines positives AJ du systéme de racines associé a (go, h).
Alors
AT =AgU{a € A; g Cguo}

est un systéme de racines positives du couple (g, ). Soit Il = {ay, - - , o, } ensemble
des racines simples de A™. Ainsi,

D= |0, on IL={acllg" Cgl
jeN
Pour une racine «, on désigne par X, un générateur de l'espace radiciel g*. Le
théoréme suivant généralise |10, Theorem 1.2] :

Théoréme 1.4.1. Si la graduation est admissible pour e, alors
Mm=TIull u---Ull,.

Démonstration. Supposons qu’il existe j € {1,--- ,r} tel que a; & IoUTL; LI+ - -UTL,.
Comme e € g,, e appartient a la sous-algébre de g engendrée par les éléments X,
pour i # j. On obtient ainsi que [e, X_,,] = 0, i.e., X_o, € g°. Comme X,, € gi
avec k = a+ 1, X_, € g<_q N g° Cette derniere intersection est nulle d’aprés les
conditions (A2) et (A4) de la Définition [I.2.1} Par conséquent, X ,; = 0 ce qui est
absurde. Ainsi, pour tout j € {1,--- ,r}, a; € Iy UIL U--- UL, O

Pour une racine «, on appelle degré de X,, et on note deg X, 'entier ¢ tel que
Xa € g

Corollaire 1.4.2. Les graduations admissibles pour e sont parmi celles définies par
deg X,, = —deg X_,, € {0,1,--- ,a} pouri € {1,--- ,r}.

Remarque 1.4.3. Le Corollaire entraine en particulier que, pour a fixé, le
nombre de graduations admissibles pour e est fini.

1.4.2 Caractérisation
L’objectif de ce paragraphe est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme 1.4.4. La graduation I' est admissible pour e si et seulement si g<_q N
g ={0}.

L’implication directe est claire d’aprés (A2) et (A4). On explique ici la stratégie
pour montrer 'autre implication. Soient hr 1’élément semisimple de g définissant la
graduation I' et (e, h, f) un sly-triplet de g tel que h € go et f € g_,. On pose

s := Vect(e, h, f)

et a
t:= hp — Eh

L’élément ¢ de g est semisimple et appartient & g¢ N g" = g°. De plus, les valeurs
propres de ad ¢ sont rationnelles. On suppose désormais que g<_,Ng® = {0}. On va
construire une paire (m, n) admissible pour e relativement a la graduation I' suivant
le Lemme [1.4.5] D’aprés ce lemme, la paire (m,n) vérifie les conditions (A2), (A3),
(A4) et (A6). Pour conclure qu’elle est e-admissible, il restera a montrer que m et n
sont des sous-algebres de g vérifiant (A5).
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1 . Graduations et paires admissibles

Lemme 1.4.5. Soitg =P, @ --- & P, une décomposition de g en sous-espaces de
g stables par s et t, et deur a deux orthogonaux par rapport a la forme de Killing.
Pour touti € {1,--- s}, soient m; et n; deux sous-espaces gradués dans P; vérifiant
les conditions suivantes :

(Cl) PiNge s Cm;Cn; CP;Ngoo;

(C2) miNle, Py = [e,ny];

(C3) n;Nnge= {0};

(C4) dimm; 4+ dimn; = dim P; — dim(P; N g°).
On pose

S S
m= @mi et n= @ n;
i=1 =1

Alors la paire (m,n) vérifie les conditions (A2), (AS3), (A4) et (A6) de la Définition
[Z2.1.

Démonstration. La condition (A2) est vérifiée car

g<o = EPPiNgea) cPm c P c PPiN ) = 820
=1 =1 =1

i=1
En outre, comme

S S

m* N [eug] = @(mzl A [evPi]) = @[evni] = [6,‘(1],

i=1 i=1

alors (A3) est vérifice. De plus, puisque nNg® = @(n; Nge), alors nNg® = {0}, d’ou
i=1
la condition (A4). Enfin un simple calcul de dimension montre que

dimm+dimn =) (dimm;+dimn;) = ) "(dim P;—dim(P;Ng°)) = dim g—dim g°.

i=1 i=1
La condition (A6) s’ensuit. O

Démonstration du Théoréme[1.4.4 On considére la décomposition de g en compo-
santes isotypiques de s-modules simples,

g:El@“'@Er-

D’aprés le lemme de Schur, cette décomposition est orthogonale relativement a la
forme de Killing. Comme ¢ commute avec s, toujours d’aprés le lemme de Schur,
chaque composante isotypique E; est stable sous I'action adjointe de t. Par suite,
pour tout ¢, la composante isotypique E; se décompose en espaces propres pour ad ¢,

E =@E.,
AEQ
tels que
(s JBiaxE, =0 st A+ p#0 et (,.)g, ,xE,_, non dégénérée. (1.4)
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1.4 Caractérisation des graduations admissibles

La derniére assertion signifie que E; \ et E; _) sont en couplage. Soient ¢ €
{1,---,r}, A € Q et d; la dimension d'un s-module simple de E;. L’ensemble des
valeurs propres de ad h sur E; est donné par :

{—(di—1),—(d; = 3),-+ ,d; — 3,d; — 1}.

Il s’ensuit que le plus petit poids de ad hp sur E; \ (resp. sur E; _,) est égal a

a a

Pix = 5 5

On en déduit que I'ensemble des valeurs propres de ad hr sur E;  est donné par

(di =1)+ A (resp. pi—x = —5(di — 1) = A).
Zixi={pir+la; 0<I<d—1} CQ.
En particulier, on a p; _x = —pix — (d; —Da et Z; _\ = —Z;\ = {—p; p € Z;5}.

On a la décomposition
di—1
_ l
Ei=(DE,
1=0

ol Ei » est le sous-espace propre de E;  pour ad hr associé a la valeur propre p; y+la.
De facon analogue,
di—1
!
Ei,—)\ = @ Ez‘7—)\7
1=0

ol Eéﬁ/\ est le sous-espace propre de E; _) pour ad hr associ¢ a la valeur propre
pi—x +la. De plus, pour [,1" € {0,1,--- ,d; — 1}, le couplage ([1.4]) est décrit comme
suit : o) »

l l o 7 )
<Ei,)\7Ei,—/\> - { C qil + I = dz —1. (15)

En particulier, les sous-espaces propres Eﬁ ) et E?i__;_l sont en couplage par rapport
a la forme de Killing. Remarquons que g<_, N g° = {0} si et seulement si

gur4)+x>—a et g@rﬁj—k>—m
i.e., si et seulement si
a a
D’apreés notre hypotheése, les inégalités de (1.6)) sont donc satisfaites. On pose
dim Ei,)\
m = —————.

On a alors
dimE}, =m;,, 1€{0,1,---,d; —1}.
Pour A > 0, on pose
Vin=Ei\+E; .

On a alors la décomposition orthogonale par rapport a la forme de Killing en sous-

espaces stables par s et ¢ :
1= D Vir

i=1 \eQ+
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1 . Graduations et paires admissibles

On cherche & appliquer le Lemme a cette décomposition pour construire une
paire e-admissible. On remarque que

dimV, g =m;od;, dimV,;oNg°=m, (1.7)
et
dimV;\ =2m; \d;, dimV;,Ng°=2m;, si A#0. (1.8)
On distingue deux cas :
I. 1l existe k € {0,1,--- ,d; — 1} tel que p; \ + ka = 0.
II. I existe k € {—1,0,1,--- ,d; — 1} tel que p;x + ka <0 < pir+ (k+ 1)a.

Ce sont les seules possibilités d’aprés la formule (1.6 car p;y —a < 0 < p; \ + d;a.

di—2—k
Cas I. Dans ce cas, E; \Ngg = @ El, et E;_yNgo= @ E!_,. Enparticulier,
1=0

(ViaNge)Ng®={0}. On pose
m =15 = VinNgoo = ViaNg<a

Par construction, on a
n,yNg°={0}.

De plus,
di—1—k

mbﬂ i € @EA+€BEZ _y =[x €]
En outre, si A = 0, alors
dimm;p + dimn; o = (d; — 1)m;o = dim V, o — dim(V, o N g°)
d’apres (L1.7)). Si A # 0, alors
dimm; ) +dimn; \ = 2[(d; — 1)m; ] = dim 'V, , —dim(V;, N g°)
d’apres (1.8)). Par conséquent, les coknditions (C1), (C2), (C3) et (C4) sont vérifiées.

di—2—k
Cas II. Dans ce cas, E;xNgeo = @E!, et E;_xNgeo= @ E!_,. On présente
1=0 =0

dans la Table les choix de m; ) et n; y dans chacun des sous-cas suivants :
(a) k=—1;
(b) k=d; —1;
(c) —1<k<di—1letA=0;
(d) -1<k<di—=1,X#0et pir+ka<—pir—(k+1)a;
() =1 <k<di—1,AX#0et —pin— (k+1)a < p;x+ ka.
Dans chacun de ces sous-cas, par construction (cf. Table ,

VixNgea Cmin Cnyn C VinNge et mynng®={0}.

Sous-cas (a). On a

L
mi7)\m i\ € @El — nz)\a ]7
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1.4 Caractérisation des graduations admissibles

Cas 11 m; n;
di—2
(a) 69 Ei Y
1=0
d;—2
(b) D E,
1=0
k-1
(c) @ Eﬁ,o Vijop N g<o
di—3—k
(d) GBE At EB El_,
di—2—k
(e) @ Ei/\ + @ Ez Y

TABLE 1.1 — Cas II.
et, d’apres (1.8)),
dim m; \ + dim N\ = 2[(dz — l)mm] = dim V@)\ — dlm(V%)\ N ge).

Sous-cas (b). On a

mi_)\ﬂ i\ € @Ez,\— n; €
et, d’apres (1.8)),

dim m; A\ + dim N\ = 2[(dz — l)mm] = dim Vz’,)\ — dlm(V%)\ N ge).
Sous-cas (c). On a

k+1
ITlL GVZO @EZO_ GUZO

et, d’aprés "
dim mi’[o} + dim ﬂi,[o} = (dz — 1)7712"0 = dim ‘/E,[O] — dlm(‘/;’[o} N ge).

Sous-cas (d). Si p;x + ka < —p;» — (k + 1)a on a alors

k+1 d;—2—k

mi_)\ﬂ z)n @E,\@ @Ez /\_nl)n}
Sous-cas (e). On procéde de maniére analogue au sous-cas (d). On a en particulier
d’apres (L§),

dimm; \ +dimn; , = 2[(d; — 1)m; ] = dim V; , — dim(V; , N g°).
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1 . Graduations et paires admissibles

Par conséquent, les conditions (C1), (C2), (C3) et (C4) sont vérifiées dans tous
les sous-cas. De plus, m; x Cn;x C V; N g<—g.

m:@mm et n:@nm.
i\ i\

Les conditions (A2), (A3), (A4) et (A6) sont vérifices d’aprés le Lemme Il
reste & vérifier que m et n sont des sous-algebres de g qui vérifient la condition (A5).
Onage,CmCnCgee Cgep. Alnsi,

Conclusion. Posons

[mvm] - [n7 m] - [ﬂ, ﬂ] - [géf%ugéf%] CPca CmCn

Il s’ensuit que m et n sont des sous-algébres de g telles que [n,m|] C m. Par consé-
quent, la paire (m,n) est admissible pour e. Ceci achéve la démonstration du théo-
réme. ]

Remarque 1.4.6. Comme la graduation I est entiére, il en résulte que \ € %Z. Des
inégalités @, on retrouve la Remarque s pour a fizé le nombre de graduations
admissibles pour e est fini.

Dans le Chapitre[3], on utilisera des constructions similaires a celles utilisées dans
la, démonstration du Théoréme [.4.4]
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Chapitre 2

IV -algebres finies associées aux paires
admissibles

Comme dans le chapitre précédent, g est une algébre de Lie simple complexe de
dimension finie et de groupe adjoint GG, e est un élément nilpotent de g et k: g — g*
est I'isomorphisme de Killing. On pose x := k(e). On fixe une paire e-admissible
(m,n) de g relativement & une Z-graduation I' : g = € g; avec e € g, pour a > 1. Le

j€Z
groupe adjoint G opére dans g et g* via 'opération a]djointe et I'opération coadjointe
respectivement. Pour g € G, z € g et £ € g*, on note g(z) et g(§) les images de x et
& par g pour ces opérations respectives.

On construit dans ce chapitre une algébre d’endomorphismes H(m,n) et on étu-
die certaines de ses propriétés. Ceci généralisera des résultats de Gan et Ginzburg,
cf. [11], sur les W-algebres finies. Les méthodes utilisées suivent pour une large part
leurs idées. C’est I'une des raisons pour lesquelles on se place sur le corps des nombres
complexes.

2.1 Construction

Si a une sous-algébre de g, on note U(a) 'algébre enveloppante de a. D’apreés la
Remarque [1.2.2)(3), la restriction a m de y est un caractére de m. Ce dernier s’étend
en une représentation x : U(m) — C de U(m) et on désigne par C, le U(m)-module
a gauche correspondant. La multiplication & droite par un élément de m induit une
structure de U(m)-module & droite sur U(g). Soit I(m) l'idéal a gauche de U(g)
engendré par les éléments x — x(x), pour z € m. On pose

Q(m) := U(g) @u(m) Cy.

Alors Q(m) est isomorphe a U(g)/I(m) en tant que U(g)-modules. L’opération ad-
jointe de n dans g s’étend de fagon unique en une opération ¢ de n dans U(g).

Proposition 2.1.1. L’déal I(m) est stable sous cette action de w. En particulier,
ceci induit une structure de n-module sur Q(m).

Démonstration. Pour tous x € m, y € net u € U(g),
0(y)(u(z — x(x))) = O(y)u(z —x(x)) +ub(y)(z — x())
0(y)u(z — x(x)) + uly, 2] € I(m)
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2 . W-algébres finies associées aux paires admissibles

car x([y,z]) = 0 d’apres la Remarque [1.2.2)3). La structure de n-module sur Q(m)
est alors donnée par
O(x)(u+I(m)) = 0(z)(u) + I(m),
pour z € net u € U(g). O
On pose

H(m,n) = {u+I(m) e Qm); O(x)(u) € I(m) pour tout = € n}

— {u+I(m)eQm): I(m)ucC I(m)} (2.1)

Autrement dit, H(m,n) est le sous-espace de Q(m) formé des éléments invariants
par n.

Proposition 2.1.2. Soient u+I(m),v+1(m) € H(m,n). Alorsuwv+I(m) € H(m,n).
En particulier, (u+ I(m))(v+ I(m)) = uv+ I(m) définit une structure d’algébre sur
H(m,n).

Démonstration. Soit £ € n. On a
O(z)(uv) = 0(z)(u)v + ub(z)(v) € I(m)v 4+ ul(m) C I(m)

car I(m)v C I(m). On en déduit que uv + I(m) € H(m,n). De plus, pour tout
w+1I(m) € H(m,n), [(m)w C I(m) d’apres (2.1). Par suite, (u+I(m))(v+I(m)) =
uwv 4+ I(m). Comme cela ne dépend pas du choix des représentants, la structure
d’algébre est bien définie. O

Remarque 2.1.3. Lorsque m =n, d’apres (2.1), Uapplication
®: H(m,n) — EndygQ(m)?

donnée par ®(u+I(m))(v+1(m)) =vu+1I(m) ot u+I(m) € H(m,n) etv+1I(m) €
Q(m) est bien définie et c’est un isomorphisme d’algébres.

2.2 Analogue de la tranche de Slodowy

Soit (e, h, f) un sly-triplet de g. La tranche de Slodowy associée a 1'élément
nilpotent e est la sous-variété affine x + x(g’) de g*. On définit dans ce paragraphe
une variété affine S admettant des propriétés analogues a celles vérifiées par la
tranche de Slodowy. Plus précisément, on y montre que la variété S est transverse
aux orbites coadjointes et que ’algébre des fonctions polynomiales sur S admet une
structure naturelle de Poisson induite par la structure de Poisson sur 'algebre des
fonctions polynomiales sur g*.

Soit s un sous-espace gradué de g supplémentaire de [n,e] dans m*.

Lemme 2.2.1. On a
g=g,¢e®s.

Démonstration. D’apres la condition (A3) de la Définition [1.2.1} s N [g,e] = {0}.
D’autre part, d’apreés la condition (A4), dimn = dim[n, e]. Ainsi, on obtient

dim s + dim[g, e] = dimm* — dimn + dim g — dim g° = dim g,

grace a la condition (A6). Le lemme s’ensuit. O
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2.2 Analogue de la tranche de Slodowy

Remarque 2.2.2. Lorsque I" est la graduation de Dynkin associée a h, alors, d’apres
la Remarque|1.2.10, g/ est un supplémentaire gradué de [n,e] dans m*, donc s = g/
convient dans ce cas.

On pose
S=x+ck(s) C g

Rappelons que hr est ’élément semisimple définissant ['. Soit v : C* — G le sous-
groupe a un parameétre associé a ad hAr. Pour tout j € Z,

g;={re€g; v(t)(z) =tz pourtout te C*}.
On définit une opération p du groupe C* dans g en posant pour toust € C* et x € g,
p(t)(x) =ty (t) ().

Pour x € g; et t € C*, on a p(t)(x) = ¢t z. En particulier, comme e € g,

plt)(e) = c.

Lemme 2.2.3. L’opération p stabilise e+5 et e+m*. De plus, elle est contractante
dans ces deuz variétés, i.e., lltin(l) p(t)(e + x) = e pour tout v € m™*.
_>

Démonstration. Comme s et m* sont des sous-espaces gradués de g, ils sont ad hp-

stables donc p-stables. D’autre part, p(t)(e) = e. On en déduit que p stabilise e + s

et e +m*. De plus, d’aprés la Remarque [1.2.2{(2), on a Pnol p(t)(e+ ) = e pour tout
ﬁ

r € mt. O

Théoréme 2.2.4. La variété affine S = x + k(s) (resp. x + x(m')) est transverse
aux orbites coadjointes de g*. Précisément, pour tout ¢ € S (resp. £ € x + k(m1)),
on a Te(G.£) + Te(S) = g* (resp. Te(G.€) + Te(x + k(m™)) = g*).

Démonstration. Montrons tout d’abord le théoréme pour S.

On identifie g* & g via I'isomorphisme x. Pour tout z € e+ s, on a T,(G.x) = [g, 7]
et T,(e+s) = s. Il suffit donc de montrer que pour tout x € e+son a [g,z]+s = g.
Soient alors € e 4 5 et

n:Gx(e+s)—g
I'application donnée par 'opération adjointe. Pour tout (¢, X) € Gx(e+s),v € T,G

et w € s, Papplication différentielle de n en (g, X) est donnée par (cf. e.g. |24
Proposition 29.1.4]) :

drg.x) (0, w) = g([v, X]) + g(w). (2:2)

Ainsi dng,e) (v, w) = [v,e] +w. On déduit que application dnia,e) est surjective car
lg,e] +5 =g (cf. Lemme [2.2.1)). Par conséquent, d7q,x) est surjective pour tout X
dans un voisinage ouvert V' de e dans e+s. Comme le morphisme 7 est G-équivariant
pour l'action donnée par g.(¢',x) = (g¢’,x), on déduit que I'application dn, x) est
surjective pour tous X € V et g € G. D’aprés , il vient que

g=1[9,X]+s
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pour tout X € V. On pose Y := {p(t)(z) ; t € C*} et on note Z 'adhérence de YV’
dans e + s. Comme 'opération de C* dans e + s est contractante, e appartient a Z.
L’intersection V' N Z est donc une partie ouverte non vide (elle contient ) de Z. Or
Z est une variété irréductible de e +s et Y est un ensemble constructible dense de
Z. Ainsi, VNY # @.

Soient X € V et t € C* tels que X = p(t)(x). Comme ~(¢') est un automor-
phisme de Lie de g, on a

9, X] = [g. p(t)(2)] = [, t"y(t7")(2)] = t"[g. 7 (t™")(2)]

= t"[y(t)(9),7(t ") (@)] = t*v(t™")([g, 2]) = p(t)([g, z]).

On a ainsi obtenu g = [g, X| + s = p(t)([g,z] + 5) car p(t)(s) = s. Par suite on a
g = [g,2] + s ce qui compléte la démonstration du théoréme pour S. Les mémes
arguments s’appliquent pour y + x(m't) d’aprés la Remarque m et le Lemme
2.2.3. ]

Soit N le sous-groupe unipotent de G d’algébre de Lie n.

Lemme 2.2.5. L’image de l'application adjointe N x (e + mt) — g est contenue
dans e +m™ .

Démonstration. Comme n est une sous-algébre ad -nilpotente de g, le groupe N est
engendré par les éléments exp(ad x) ot z parcourt n. Il suffit de montrer que pour
tout = € n et tout y € m*, exp(adz)(e + y) appartient a e + m*. Soient z € n et
y €m’. On a

1
expladz)(e +y) =e+y+ [z, eyl +- -+ (adz)"(e +y)

pour k suffisamment grand car adz est nilpotent. Pour tout i € N, (adz)’e €
mt d’aprés la Remarque [1.2.2| D’autre part, comme y € mt, on a (m, [z,y]) =
(Im,z],y) = 0 pour tout m € m d’aprés la condition (A5) de la Définition [1.2.1]
d’ott [x,y] € mt. Ainsi, (ad z)'y € m* pour tout i € N et exp(adz)(e+y) € e +m™ .
Le lemme s’ensuit. O

Gréace au Lemme [2.2.5) on définit par restriction & N x (e + s) de l'application
adjointe N x (e +mt) — g, Papplication

a: Nx(et+s) —e+m”.
On définit une opération de C* dans N X (e + s) en posant :

t.(g,x) = (vt g (1), p(t)(x)),

pour tous t € C*, g € N et x € e + s. L’opération est bien définie. En effet,
y(t ) (expad z)y(t) = expad (y(t71)(z)) appartient & N pour tout z € n, n étant
gradué.
Lemme 2.2.6. (i) Pour tout (g,x) € N X (e +5), on a : lir%t.(g,x) = (1g,e).

—

(ii) Le morphisme o est C*-équivariant ot l'opération de C* dans e + m* est
donnée par p.
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Démonstration. (i) Comme l'opération p de C* dans e + s est contractante (cf.
Lemme[2.2.3)) et que n est nilpotente, il suffit de montrer que v(t~1)(exp ad x)v(t) v
IR

1 pour tout x € n. Soit # € n. D’aprés la troisiéme inclusion de (A2), on a
Yt (x) v 0, d’ott
%

() (expad 2)1(t) = expad (v(t™)(z)) — exp(0) = 1.

t—0

(ii) Pourt e C*, ge Get v €e+mt, ona:

a(t(g,2)) = a(y(E Hgv(E), pt)(@) = vt )gy(t)(p(t)(x))
( 1 1

Théoréme 2.2.7. L’application
a: Nx(e+s)— e+mt
est un isomorphisme de variétés affines.

Démonstration. Rappelons 1’énoncé général suivant formulé dans |11}, Proof of Lemma
2.1] :

Un morphisme équivariant 5 : X1 — Xo entre deux C*-variétés affines lisses mu-
nies d’opérations contractantes de C* qui induit un isomorphisme entre les espaces
tangents des points fizes par C* est un isomorphisme.

D’aprés le Lemme [2.2.6] il suffit de montrer que la différentielle de a au point
(1, e) induit un isomorphisme entre l'espace tangent T(1, (N x (e+5)) =n x s
de N x (e +s) en (1¢,e) et I'espace tangent T.(e +mt) = m* de e + m* en e. En
effet, les ensembles des points fixes par C* de N x (e + 5) et e + m* sont {(1¢,¢)}
et {e} respectivement.

On a day,.¢)(nxs) = [n,e]+s par un calcul similaire & celui de la démonstration
du Théoréme Comme [n, €] +s = m*, Papplication doyi, ) est surjective. Par
conséquent, c’est un isomorphisme entre n x s et m* pour des raisons de dimension.
Le théoréeme s’ensuit. O

En plus de cette propriété importante de transversalité, la variété S admet une
structure de Poisson, tout comme la tranche de Slodowy. Afin de montrer ceci,
rappelons tout d’abord la structure de Poisson canonique sur le dual g*.

Définition 2.2.8. La structure de Poisson sur g* définie par,

{F> G}(f) = 5([d§Fﬁ dﬁG])

pour tous F,G € Clg*] et € € g* ou deF' € (g")* >~ g, est appelée la structure de
Lie-Poisson canonique sur g*.

Toute orbite coadjointe dans g* admet une structure naturelle de variété sym-
plectique |8, Proposition 1.1.5].

29
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Proposition 2.2.9. La variété S C g* hérite de la structure de Poisson sur g*.

Démonstration. D’aprés la Proposition 3.10 et la Remarque 3.11 de [25] il suffit de
vérifier les conditions suivantes :

(i) S est transverse aux orbites coadjointes de g*.

(ii) Pour tout £ € S, on a

#eAnn(TeS) N Te(S) = {0},
ot Ann(T¢S) est annulateur de TS =~ r(s) dans (Teg*)* >~ (g*)" ~ g et
fre (Teg’) =g — Teg” = g" ar—{(la,]).

Tout d’abord, la condition (i) est satisfaite grace au Théoréme Il reste a
montrer la condition (ii). On a

Ann(TeS) = {z € g ; n(x) =0, pour tout n € k(s)} = s*.

Par conséquent,

#eAnn(TeS) = (£71(€), [, ) = ([+7(€), 7], ) = ([x71(€),57]).

On est alors amené a vérifier que l'intersection,

R(571(8),54]) N TelS) = w([x7(€),54)) N w(s) = w((7(), 5] N 5)
est nulle. La proposition s’ensuit grace au Lemme [2.2.10| ci-dessous.

Lemme 2.2.10. Soit £ € S. Alors [r71(£),57] Ns = {0}.

Démonstration. Soit Y C e + s 'ensemble des y € e + s vérifiant [y,s1] Ns # {0}.
Comme s et s+ sont ad hr-stables, on a pour tout ¢t € C*,

Y[y, s7) Ns = [yt Ny, s7] N,

d’ou p(t)([y,s*] Ns) = [p(t)y, 5] Ns. Par suite, p stabilise Y. D’autre part, d’apres
le Lemme [2.2.1] e appartient a (e+s) \ Y. Ainsi, en tout point ¢’ dans un voisinage
ouvert V de e danse+s,onay € (e+s)\Y.

Supposons que Y # & et soit y € Y. Comme p stabilise Y, on a p(t)y € Y pour
tout ¢ € C*. Or, pour ¢ suffisament petit, p(t)y appartient au voisinage ouvert V' de
e d’apres le Lemme [2.2.3] d’ou la contradiction. O

O

2.3 Filtration de Kazhdan généralisée

Soient s un sous-espace gradué¢ de m* supplémentaire de [n,e] et S := x + x(s).
On note plus simplement H Palgébre H(m,n) définie par (2.1]). De la méme manieére,
on désigne par [ et @) I'idéal I(m) et le quotient QQ(m) respectivement. L’objectif de
ce paragraphe est de montrer l'existence d’une filtration croissante F sur U(g) qui
induit une filtration (positive) sur H. Cette structure d’algebre filtrée ainsi définie
sur H joue un role important dans le Paragraphe [2.4]; on y montrera que 1’algébre
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2.3 Filtration de Kazhdan généralisée

graduée associée grr H est isomorphe a C[S], l'algébre des fonctions réguliéres sur

S.

Soit C[g*] Ialgebre des fonctions réguliéres sur g*. L’isomorphisme canonique
entre 'algébre symétrique S(g) de g et C[g*| envoie un monoéme z; ---x; de S(g)
sur élément Fy,.., défini par Fy .., (§) = &(z1)---&(z;) pour tout £ € g*. On
identifie désormais S(g) et C[g*] via cet isomorphisme. L’opération adjointe de g
dans g induit une opération, encore notée ad, de g dans S(g) qui se transporte en
une opération de g dans C[g*].

On définit une opération p* du groupe C* dans g* en posant pour tous t € C*, £ €

* .

g
PE)(E) =t v(1)(8).

Remarquons que p* est 'opération contragrédiente de p. Ceci induit une opération
de C* dans C[g*| donnée par :

PFOF)E) = F(p(t1)(€)),
pour tous t € C*, F' € Clg*] et £ € g*. On pose, pour k € Z,
Clg*](k) := {F € Clg*] | p*(t)(F) = t"F, pour tout t € C*}.

Lemme 2.3.1. Pour tout k € Z, le sous-espace Clg*|(k) de Clg*] est engendré par
les monomes de la forme x = xy ... x; vérifiant (ad hr)x =iz et i +aj = k.

Démonstration. Soit * = 7 ...z; un mondéme de Clg*| vérifiant (ad hr)z = iz et
t+aj=Fk Pour{ egetteC* ona:

P1)@)©€) = [T EE€) (2) = [T () (@) = t9€(1(t) ().

=1 =1

Comme (ad hr)(z) = iz, on a y(t)(x) = t'z. On en déduit que p*(t)(z) = "%z, ie.,
z € Clg*|(i + aj) = Clg"] (k).
D’autre part, un élément x de C[g*](k) s’écrit z = >_ x; ot x; € C[g*] est tel que
I

(ad hr)(z;) = dizp et & = x1;... 2, avec x; € g et i + aj; = k pour tout [. Le
lemme s’ensuit. ]

Lemme 2.3.2. (i) Pourz € g; et t € C*, on a p*(t)k(x) = /~*k(x). En particulier,
comme e € gq, on a pH(t)x = .

(i) Les sous-espaces k(s) et k(mb) sont stables par p* et les poids de p* sur
k(m®) D k(s) sont des entiers strictement négatifs.

Démonstration. (i) Pour x € g;, on a p*(t)r(x) = t %y(t)k(z) = t k(y(t)(x)) =
().

(ii) Les sous-espaces £(s) et x(m') sont stables par p* car s et m* sont stables
par ad hp. Comme m*~ C @,_, , g; (cf. Remarque [1.2.2), les poids sur x(m") sont
les entiers j — a, pour j < a — 1. Ce sont donc des entiers strictement négatifs. [

D’aprés le Lemme [2.3.2) Papplication p* induit une opération de C* dans C[S] =
C[x + x(s)] et dans C[x + x(m™)]. Ceci définit une structure d’algebres graduées sur
ces deux algebres.
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Lemme 2.3.3. La graduation sur C[S] (resp. sur C[x+x(m*)]) est positive au sens
ot C[S](k) = 0 (resp. C[x + r(m1)](k) = 0) pour tout k < 0 et C[S](0) ~ C (resp.
Clx + x(m1)](0) ~ C).

Démonstration. Commengons par démontrer le lemme pour C[S]. On fixe une base
(21, ,25) de s ol 2; € g4, avec d; € Z. D’apreés la Remarque|1.2.2, ona d; < a—1.

Les éléments (e, 21, - , z5) sont alors linéairement indépendants. On pose zp := € et
on compléte cet ensemble par des éléments homogénes relativement a la graduation
[' en une base (29,21, ", 2s, Zs+1, " - 2r) de g. Soit (o, - ,¢,) la base duale de

(k(20), -+, K(2)). Alors Clg*] = Clgo, - - , -] et, pour tout i € {0,--- ,r}, on a
)(04) Zc] K(z)) (4 Tek(2)), avec ¢; € C.

Par suite, p*(t)(p;) = t~%*p;. Soit Z(S) C C[g*] I'idéal des fonctions polynomiales
s’annulant sur S. Alors

Z(S) = {FeClpo, - ,¢]; F(kle+x)) =0, Va € s}.

Par suite, on constate que Z(S) est I'idéal de C[g*| engendré par les fonctions ¢ —
1,541, pr. Alors, C[S] = C[ipy, - -+ , 15| on 1; désigne la classe de ¢; modulo
Z(S) pour tout i. Remarquons que Z(S) est stable par pf. En effet, pour F' € Z(S),
P)(F)(E) = F(Pﬁ(t_ )(€)) = 0 car p(t7")(€) € S. Comme pour i € {1,--- s}, ¥
est de poids —d; + a > 1 relativement a I'opération pf car d; < a — 1. On en déduit
que la graduation sur C[S] est positive. De plus, F' € C[S] est de poids zéro si et
seulement si F' est constante.

Les mémes arguments s’appliquent pour x + &(m*) car m* C @, g; (cf.

Remarque |1.2.2)). O]
Soit (U7(g)); la filtration standard de U(g). Rappelons que U’(g) est le sous-
espace de U(g) engendré par les éléments x;...x; avec | < j et xq,--- ,2; € @.

L’opération adjointe de hr dans g s’étend de fagcon unique en une dérivation sur
U(g), i.e.,

(ad hr)( Z z1 ...z (adhr) () Tipr - - . 5,

ou x; € g pour tout i € {1,---,5}. On pose pour tout i € Z, U(g) = {z €
U(g) ; (adhr)(z) =iz}. Soit F la filtration croissante de U(g) définie par,

FlU(g) = Y Ule)NU'(g), (k€).

i+aj<k

Pour (r,s) € Z*, z € U'(g) (resp. * € U,(g)) et y € U*(g) (resp. y € Uy(g)),
on remarque que [z,y] € U™™7(g) (resp. [z,y] € U,ys(g)). Si z € FU(g) et
y € FsU(g), alors on a [z,y] € F.1s,U(g). On désigne par grrU(g) l'algébre
graduée de U(g) par rapport a la filtration F, i.e., grzU(g) = @, grr, U(g) ou
grrp U(g) = FrU(9)/Fr-1U(g). D’aprés le Lemme @, on a un isomorphisme
d’algebres graduées g-équivariant entre grrU(g) et Clg*| qui envoie grz, U(g) sur
Clg*](k)-
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Remarque 2.3.4. Comme l’algébre graduée gr-U(g) est commutative, elle admet
une structure de Poisson donnée comme suit. Pour uy € FrU(g)/Fr_1U(g) et uy €
FU(g)/Fi-1U(g), soit vy (resp. vg) un représentant de wy dans FrU(g) (resp. usg
dans F,U(g)). Alors

{uy,us} == vyvy —v9v; mod Fyy_aoU(g).

En particulier, 'isomorphisme entre grzU(g) et C[g*] est un morphisme d’algébres
de Poisson.

Rappelons que @ est le quotient U(g)/I. Soit 7 : U(g) — @ 'application quotient
et posons
FiQ=7(FU(g), keZ

Ceci définit une structure de U(g)-module filtré sur Q.
Lemme 2.3.5. Pour tout k <0, on a F,QQ = {0}.

Démonstration. Soit k < 0. Comme m est ad hp-stable, il existe une base

(yla"' y Yms Ym1, -+ 7y7“)

de g, avec y; € g4, (d; € Z), telle que (y1,- -+, Ym) soit une base de m. Pour i €
{1,---,r}, posons

Ui = Yi — X(yi);

Pour tout [ € N*, considérons la propriété suivante :
(H;):  7(2) =0 pour tout z € FU(g) NU'(g).

Montrons par récurrence (H;) pour tout [ € N*; le lemme en découlera.

Montrons tout d’abord (H;). Soit z € F,U(g)NU'(g). Alors z s’écrit, 2 = > c;u;
i=1
avec (¢p, -+ ,¢,) € C" et on a

a+ max(d;; i € {1,---,r}) <k <O.

Ceci implique que d; < —a pour tout i € {1,---,r}. Par suite, pour tout i €
{1,---,r},onay; =y; car e € g,. Ainsi, z appartient a [ et 7(z) = 0, ce qui prouve

(Hi).

Supposons (H;_1) pour un certain [ > 2 et montrons (H;). Soit z € F,U(g) N
Ul(g). Pour v = (Vpmi1, -+ s Vpy V1, , V) € N7 on note y% I'élément

VUm-+1 Vp V1 Vm,
Ymt+1 " Yr Y17 YUnm

de U(g). L’¢lément z s’écrit

ot les r-uplets ¢, sont presque tous nuls. Soit v € N" tel que ¢, # 0. Alors

YY € Guiditvpd, VU7 (g) € FrU(g).
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Ainsi,
k> vndi+--+vd.+alvy +-- 1)
> Ea + dpi1 Vi1 + -+ (a+ d,n)VC—I-(CL +dy)vy 4+ (a+ d) Vi
>0 car pour i;m+1, d;>—a.
Comme k < 0, il existe au moins s’ € {1,--- ,m}, tel que vy > 0 et dy < —a. Soit

s entier maximal s’ tel que vy > 0 et dy < —a. Par définition de s, on a x(ys) = 0
et ys = ys appartient donc a l'idéal 7. On a :

Vm+1 Vs—1_ Vg, Vs+1

Y5 = Yt UYL Y Y Y Y

VUm+1 Vp, V1l Vs—1 _ Vs+t1 Vm, , Vs
Ym+1 " Yr Y1 Ys—1 Yst1 """ Ym Ys

Vs—1 Vs+1

+y:1n—z:_11 o yryrylyl s [y;’s’ Ysr1 = yfr;n].

Posons
R VUm+1 vy, V1 Vs—1_ Vs+1 v, Vs,
U = Ynpt1 " YY1 Yea Ysp1 " Ym Ys'
P Vm+41 1Z V1 Vs—1 V. Vs41 1Z
U2 = Ypt1 " Y Y1 Ye [yss7 Ysi1 " ymm]
On a :

s € Uty 44,0, (8) NUTHg) € FralU(9) NU'™(g) € FU(g) N U™ (g).
D’aprés (H;—1), on a m(ug) = 0, i.e. up € I. Alors
Y- = uy + uy,

avec m(ug) = 0.

Comme y; = gs, on a uy € I. Il vient alors w(y%) = 7(u1) +7(uz) = 0. Ceci étant
vrai pour tout v € N tel que a, # 0, on en déduit que m(z) = 0. On a ainsi montré
(H;). Par récurrence, le lemme s’ensuit. O

Soit gr(m) : grrU(g) — grr @ le morphisme gradué surjectif associé a m, i.e.,
pour u € FrU(g), on a gr(m)(u + Fr_1U(g)) = 7(u) + Fx_1Q. On a la suite exacte
de grz U(g)-modules

0—grrl —»grrU(g) = grrQ — 0.

En particulier, gr» I est un idéal de gr-U(g). On en déduit que grr @ admet une
structure d’algébre avec grr-Q ~ grrU(g)/grz1 (cf. e.g. |24, Proposition 7.5.3]).
De plus, grz I est le noyau de gr(m).

Soit Z(x + r(m*)) l'idéal de C[g*] formé des fonctions polynomiales sur g* qui
s’annulent sur y + r(mb).

Lemme 2.3.6. L’image du noyau grz1 de gr(m) par l'isomorphisme grU(g) —
Clg*] est Z(x + rk(m1)).
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Démonstration. Comme m est ad hp-stable, il existe une base

(yla"' s Yms Ym+1, "+ ’y’/')

de g, avec y; € g4, (d; € Z), telle que (y1,--- ,Ym) soit une base de m. Soit i €
{1,---,r}. On pose,

Ui = Yi — X(¥i)-
D’aprés la condition (A2), on a g<_, C m. Par suite, pouri > m,onad; > —a+1 et
X(y;) = (e,y;) = 0 car e € g,. Par conséquent, gj; = y; € U (g)NUy (g9) C Fara,U(g).
Soit (yf, - ,y’) la base duale de (yi,...,¥,). On a

m

X = xXw)yi+ D> xwv; => xw)y;. (2.3)

j=1 Jj=m+1 J=1

En outre, kergr(m) = grrI est engendré par les éléments y; + Foiq,—1U(g) pour
i€ {l,---,m}. Soit J 'image de gr, I par I'isomorphisme gr»U(g) — C|[g*]. Alors

J est engendré par les éléments g; pour i € {1,--- ,m}, et
Z() = xw)y; + Y Ay; €85 Amir, -, A €CY
j=1 j=m+1
est 'ensemble des zéros communs de J dans C[g*]. Comme (y}, ., ,y;) est une
base de k(mt), Z(J) = x + k(mt) d’aprés (2.3). Comme J et grx I sont engendrés
par des fonctions affines, ils sont radiciels, d’ou Z(J) = grrI. O]

Proposition 2.3.7. On a un isomorphisme n-équivariant,
01 grrQ = Clx + w(m™)],
entre les algebres graduées grxQ et Cly + r(mb)].

Démonstration. Rappelons que I'on a un isomorphisme d’algébres graduées g-équivariant
entre gr- U(g) et Clg*]. D’apreés le Lemme on en déduit les isomorphismes sui-
vants :

gryQ =~ grzU(g)/eryI =~ Clg"]/Z(x + rs(m)) = Cx + x(m™)].

Il s’ensuit qu’on a un isomorphisme d’algebres graduées ¥ : gr-Q — Clx + x(m™)].
Comme grz I est n-stable, I'isomorphisme grz I ~ Z(x + k(mt)) est n-équivariant.
Par conséquent, 1 est n-équivariant. L]

2.4 Théoréme principal

La filtration (F;Q)y induit une filtration (FpH := H N FrQ)x sur H. Par consé-
quent, on a une application injective graduée ¢ : grr H — gry (). C’est un mor-
phisme d’algeébres comme on le vérifie aisément. En résumé,

Proposition 2.4.1. L’application v : gry H — grr Q) est un morphisme d’algébres
graduées injectif.
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2 . W-algébres finies associées aux paires admissibles

Soit u : C[x + x(m*)] — C[S] le comorphisme correspondant a I'inclusion & <
X + k(mt). D’aprés la Proposition [2.3.7, on en déduit un morphisme d’algébres
graduées v : grr H — C[S].

Théoréme 2.4.2. Le morphisme
v:grr H— C[S]
est un 1somorphisme d’algébres de Poisson graduées.

Afin de montrer ce résultat, on suit la stratégie de |11}, Section 5| qui s’applique
dans notre cas comme on le vérifiera. On détaille ici la démonstration qui repose sur
la théorie des suites spectrales. Notre principale référence pour les suites spectrales
est [5].

Rappelons que 'opération adjointe de n dans U(g) induit une opération dans Q)
(car n stabilise I). Considérons le complexe des cochaines de Chevalley-Eilenberg
du n-module @ :

0-C"=C'—» ... = C" —

ou €' := Hom(A'n,Q) ~ (AN'n)* @ Q ~ AN'n* ® Q, et soit d : C* — C**! la
différentielle correspondante. Pour tout j € Z, on pose n ( ) :={¢ € n*; (ad*hr)€ =
j&} on ad *hr désigne l'opération coadjointe de hr dans g*. On constate que n*(j) ~

(g—; Nn)*. Comme n C P g;, on a n* =P n*(j). Soit i € N. On a
Jjs—1 j=z1

Aw =B ) o (Nw)= @ wid A Ao
g=1 Jite+ji=q
On définit une filtration croissante sur C* en posant :
FiC= > (N )y ®FQ, (k)
q+j<k

Remarquons que C° = Q et que .#,C° = F,Q pour tout k. De plus, .%,C* = 0 pour
k (négatif) suffisament petit.

Lemme 2.4.3. Pour tout i, on a O(.%,C") C F#,C" .

Démonstration. Soit f € #,C". Montrons que df € .Z,C"*'. On peut supposer que
f=¢p®uvouye (An),eve FQ tels que ¢+ j < k. Soient Y3, ,Yiyq des
¢léments de n tels que pour tout r € {1,--- i+ 1}, Y, € gy, avec A\, < —1. Alors

Of(Yi A~ ANYi)
+
= S e AT AR

+ ) DAY YR AYIA AV A AT A A Y
1<l<m<i+1
i+1

= Z(_ly}/l'(QO(}/I/\"'/\}/Z/\"‘/\}/H-I)U)
=1

+ ) (DY Y AYI A AY A AV A A Yo,

1<l<m<i+-1
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2.4 Théoréme principal

Si X:Z)\r # —q, alors (Y7 A+ -+ AYIA-- AYii1) est nul. D’autre part, Yjv € Fji,,Q.
Der;;néme, si Y. A\ # —q, alors p([V, Y] A Y} /\---/\3/}1 /\---/\?m A+ ANYiq) est
mﬂAm;We%?NwMW®fﬂM}uNw%®ﬁ@aﬂfe%@ﬂ. O

Rappelons que la structure de n-module sur () induit une structure de n-module
sur gr (). Considérons le complexe,

G = Hom(\ n,gr-Q) ~ (\'n) ® g1, Q = \'n* ® 170,

associé a grr @, et notons J la différentielle correspondante. On a une graduation

sur G* donnée par G' = P Gi ou Gi := P (A'n"), @ FIQ/FQ, avec FIQ :=
k qtj=k

F_;Q. Pour k € Z et i € N, on pose

ﬁszz = ﬁ,kC‘
La filtration (Z*C%); est décroissante et F*C? = 0 pour k assez grand.

Remarque 2.4.4. Soit (k,i) € Z x N.

1) L’application Gi — F*CV)F MO qui o f, @ v; € (AN'n*), @ FIQ/FITQ,
avec q + j = k, associe la classe de f, ® vj, ot v; est un représentant de vU;, est un
isomorphisme. On identifie désormais Gt o F*C | FF1CE

2) On a §(Gy) C Gyt par le Lemme|2.4.3,

L’inclusion .#*(C%) < C® induit un morphisme H*(Z#*(C*)) — H*(C*). Notons
FZFHi(n,Q) l'image de H'(F*(C*®)) dans H(C*®). Ceci définit une filtration sur
HY(C*) = H'(n,Q) et,

_keron FrC
T imdNFeCH
On peut alors considérer 'algébre graduée associée :

FH' (n,Q)

grg Hi(n’ Q) = @grﬁz,k Hi(n7 Q)a
k

ougry, H(nQ)=7"H nQ)/F""H Q).
Remarque 2.4.5. Pouri=0, on agry H'n,Q) =grQ" =grr- H.

Proposition 2.4.6. (i) On a un isomorphisme d’algébres entre H°(n,grzQ) et
C[S].

(i) Pour tout i >0, on a H(n,grzQ) = 0.
Démonstration. (i) L'isomorphisme o : N x S — x + s(m*) du Théoréme [2.2.7]
induit un isomorphisme

o : Clx + k(mb)] — C[N] ® C[S].

Le groupe N opére dans N x S par z.(y,s) = (zy,s), avec z,y € N et s € S,
et dans x + x(mt) par Dopération coadjointe. Ceci induit des opérations de N
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2 . W-algébres finies associées aux paires admissibles

dans C[N] ® C[S] et dans C[x + x(m')]. On vérifie sans peine que o et o* sont
N-équivariants pour ces opérations. Ainsi,

Clx + s(m™)]" = (C[N] ® C[S])" =~ C[N]" ® C[S] ~ C[S]
car C[N]V = C. D’autre part, d’aprés la Proposition , on a
Clx + s(mH)Y = Clx + s(mH)]" = H(n,Clx + s(m™)]) = H(n, 815 Q).
On obtient ainsi I'isomorphisme souhaité :

H'(n,gr-Q) ~ C[S].

(ii) Les isomorphismes ¥ : grrQ — C[y + x(mt)] et a* : C[x + x(mt)] —
C[N] ® C[S] nous donnent, pour tout ¢ > 0,

H'(n,gry Q) = H'(n,C[x + s(m™)]) = H'(n,C[N] @ C[S]).

L’opération de N dans N x S implique H'(n, C[N] ® C[S]) = H'(n, C[N]) ® C[S].
D’autre part, d’aprés |7, Theorem 10.1] (ou |14, Lemma 5.1] ou [12]), pour i > 0,
Hi(n, C[N]) est égal au i-éme groupe de cohomologie du complexe de De Rham pour
N. Ce dernier est nul d’apres |13, Ch. III, Theorem 3.7|. En conclusion, H'(n, C[N]|®
C[S]) = H'(n,C[N]) ® C[S] = 0, ce qui acheéve la démonstration de (ii). O

Compte tenu de la Proposition (i), on souhaite montrer que grr H%(n, Q) ~
H%n, grzQ). Comme dans |11, Section 5], nous y parvenons a l’aide de suites spec-
trales. D’apres le Lemme , on associe a la filtration (#*C*®), la suite spectrale
donnée par :

yk0k+l N 8_1(9k+m0k+l+1) + yk—f—lcvk—&-l

k,l |
En (Fh-mHIChHI=1 M 9=1(FRCHH)) + FhH1CHH
Bkl ker & N .FFOkH +g;k+1ck+l.

0 im o N .FkCk £ ZhH1Ck+L’

B = H(C*)=H(nQ).

Il résulte de |5, Ch. XV, Section 4] que
EY ~gr , EF (2.4)
Compte tenu de la Remarque (2), on peut poser pour k € Z et i > 0,

ker 6 N G,

H'(n,grzQ)y = W
k

Lemme 2.4.7. (i) Pour tous k,l € Z, on a E}' ~ H**'(n, grr Q).
(11> On a &z Ho(nu Q) = Ho(nu grr Q)
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2.4 Théoréme principal

Démonstration. (i) On a

cggkcvk—&-l N a—l(ﬁk—&-lck—&-l—i—l) + ﬁk—&-lc«k—&-l
a(ﬁ‘kck-ﬁ-l—l N a—l(g‘kck-ﬁ-l)) + ykﬁ-lclﬁ-l :

kl
El —

De la Remarque et du diagramme commutatif suivant,

Gyt —— G Gy
ykc«i—l/gzk-&-lci—l 9 | ngkci/ykz-i-lci 9 . kai+1/yk+1Ci+1

on tire,

ker(9) N FFCH/FHHICT  FRCIN 9T (FIHICHY) 4 FRC

H'(n,grz Q)i ~ S(FRC1] FrAICi-T) O(FFCi-1) + FhHICi

En particulier, lorsque i = k + [, on obtient (i).

(ii) D’apres la Proposition M(ii), pour tout (k,1) € Z* tel que k+1> 0, on a
Et ~ H* (0, gr; Q) = 0. Comme C' = 0 pour tout 7 < 0, pour tout (k1) € Z?
tel que k+1 <0, on aEf’l =0.

Soit 1 < s < oo. D’apreés ce qui précede, il résulte de |5, Ch. XV, Propositions
5.2, 5.2a] que

By~ BR
La suite spectrale (E®!), est donc stationnaire. Par conséquent, Ef b E&L D’apres
(i), pour k,I € Z vérifiant k+1 = 0 on a Ei' ~ H*(n, gr- Q) = H(n, grr Q);.
D’autre part, d’apres (24), on a B ~ gry H*'(n,Q) = grz) H'(n,Q), et (ii)
s’ensuit. []

Nous sommes désormais en mesure de démontrer le Théoréme [2.4.2] :

Démonstration du Théoreme[2.4.9 D’apreés la Proposition 2.4.6] et le Lemme 2.4.7]
on a :

C[S] ~ H(n,grz Q) ~ gr; H'(n,Q) = grz Q" = grz H.

Par construction, le morphisme v est un isomorphisme d’algébres graduées. Il reste a
montrer que c¢’est un morphisme d’algébres de Poisson. Cela résulte de la Remarque

234 O

Remarque 2.4.8. Pour tout i > 0, on a H'(n,Q) = 0. En effet, soient k,l € Z tels
que k +1> 0. D’apres le Lemme [2.4.7 (démonstration de (ii)), on a

Eyt = H* (n,gr; Q) = 0.
D’apres [5, Ch. XV, Proposition 5.1/, on déduit que
0=EY =gz ' (n,Q).
Ainsi, grz H(n, Q) = 0 pour tout i > 0. Par conséquent, F*H(n, Q) = F* 1 Hi(n, Q)
=0

pour tout k et tout i > 0. Pour k assez grand, F*H'(n,Q) . On déduit que
FFH(n, Q) = 0 pour tout k. La remarque s’ensuit.
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2 . W-algébres finies associées aux paires admissibles

Soit m une sous-algebre de g admissible pour e. Soient C la catégorie abélienne des
U(g)-modules & gauche finiment engendrés sur lesquels, pour tout m € m, I’élément
m — x(m) de U(g) agit localement comme un endomorphisme nilpotent, et C’ la
catégorie des H-modules a gauche finiment engendrés.

Rappelons que 'équivalence de Skryabin [23| établit une équivalence de catégo-
ries entre les catégories C et C’ lorsque m est issue d’une bonne graduation pour e
construite comme expliqué a la Remarque [T.2.10]

On note d’une part QQ @y — : C" — C le foncteur défini par

Rer—)(V)=Q&®nV et (Q@x —)(¢)(g®v)=q® (),

pour tous V, W deux objets de C’, ¢ € Home/(V, W), g € Q et v € V. D’autre part,
on désigne par Wh : C — C’ le foncteur

Wh(E) ={z € E; mx = x(m)z pour tout m € m} et Wh(®)(x) = ®(z)

pour tous F, F' deux objets de C, ® € Hom¢(FE, F) et x € Wh(E). On remarque que
Wh(®) est bien défini car ®(Wh(E)) C Wh(F).

Théoréme 2.4.9. Le foncteur QQ @y — établit une équivalence de catégories entre
les catégories C' et C. L’inverse est donné par le foncteur Wh.

Les arguments de |11, Section 6] s’appliquent a notre situation compte tenu de
la démonstration précédente. On redonne toutefois une démonstration.

Démonstration. D’aprés |17, Proposition 1.3.13], il suffit de montrer que le foncteur
@ ®py — est pleinement fidéle et essentiellement surjectif.

Remarquons tout d’abord que si E est un objet de C vérifiant Wh(E) = 0 alors
E = 0. Soit V un H-module engendré par un sous-espace de dimension finie Vj.
Montrons que Wh(Q ®y V) = V. 1l s’ensuivra que ) ®y — est pleinement fidéle.
Rappelons que la filtration F,() induit une filtration sur H. On définit une filtration
croissante sur V' en posant pour tout i,

FV = (FH). V.

Soit gr V' le gr H-module gradué associé. Soit M le sous-groupe unipotent de G
d’algebre de Lie m. D’aprés la Proposition et le Théoreme 2.4.2, on a grzQ =
C[M] ®c grr H. 1l résulte alors de la Proposition que pour tout ¢ > 0

Ho(ma gI‘]_-Q ®gr]:H grr V) = grr V> Hz(m7 gr]_-Q ®gr_7.-H grr V) = 0.

Les filtrations sur ) et V permettent de définir une filtration sur QQ ®c V de la
maniére suivante :

FQ@@c V)= FiQ ®c FriV.

Rappelons que Q ®g V est le quotient de (Q ®@c V' par le sous-espace engendré par les
éléments gh ® v —q®@ hv, pour g e Q, he Hetv e V. Soit m: Q R¢cV — Q Xz V
la surjection canonique. Posons

Fr(Q @ V) =n(Fr(@®cV)).
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2.4 Théoréme principal

Ceci définit une filtration sur Q @y V. Comme grr Q ~ C[y + x(m™)] est un module
libre sur gr H ~ C[S], on en déduit un isomorphisme

gr]—'(Q Qu V) = grry Q Qgry H 8L 1 V.

Un argument similaire & celui de la démonstration du Théoréme donne pour
tout @ > 0

La relation H%(m,Q ®y V) =V signifie que Wh(Q @5 V) = V.

Pour compléter la démonstration, il reste & montrer que () ® z — est essentielle-
ment surjectif. Il suffit alors de montrer que pour tout objet E de C, 'application
[:Q®y Wh(E) = Equia(u+1)®z e @y Wh(E) associe ux, est un isomor-
phisme. Soient E’ le noyau de f, et E” le conoyau de f. Il s’agit de montrer que
E' =0 et E” = 0. Observons que Wh(E') = E' N Wh(Q ®y Wh(E)), qui est égal
a E'N'Wh(E) d’apres (2.5). Mais Wh(E) a une intersection nulle avec le noyau de
f, donc Wh(E'") = E' 01 Wh(E) = 0. Comme E’ est un objet de C, ceci implique
E' =0.

Ecrivons la suite exacte longue de cohomologie associée & la suite exacte courte
0—Q®y Wh(F) - E — E” — 0. On obtient

0
0 — H(m,Q @5 Wh(E)) ™% HO(m, B) — H (m, E")
— H'(m,Q ® Wh(E)) — - -~
Dans cette suite, le terme H'(m, Q @y Wh(FE)) s’annule d’apreés (2.5)). L’application
HO(f) est bijective car, d’apres (2.5), H'(m,Q®@y Wh(E)) = Wh(FE) et H(m, E) =

Wh(E). La suite exacte longue donne donc Wh(E"”) = H(m, E”) = 0. Ceci implique
E" =0 et le théoréme s’ensuit. O
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Chapitre 3

Probléme d’isomorphisme

Compte tenu de la généralisation faite au Chapitre 2] il est naturel de se deman-
der si l'algébre H(m,n) dépend du choix de la paire admissible (m,n). On introduit
une relation d’équivalence sur les paires admissibles et on montre que si deux paires
admissibles sont équivalentes, alors les W-algébres associées sont isomorphes, cf.
Théoréme B.1.11]

On introduit ensuite les notions de Q-graduations adjacentes et connexes. Ceci
généralise celles de bonnes graduations adjacentes et connexes introduites par Brun-
dan et Goodwin dans [3]. On montre alors que toute graduation admissible est
connexe a la graduation de Dynkin, cf. Théoréme [3.2.16] Par conséquent, elles sont
toutes connexes entre elles, cf. Théoréme On introduit enfin la notion de gra-
duation b-mazimale. On établit des propriétés de ces graduations. On en déduit des
résultats sur les isomorphismes entre les WW-algébres associées (cf. Théoréme .
On retrouve en particulier un résultat de Brundan et Goodwin, |3, Theorem 1].

Dans ce chapitre, g est une algébre de Lie simple complexe de dimension finie et
e est un élément nilpotent de g.

3.1 Relation d’équivalence sur les paires admissibles

et isomorphisme
On désigne par PA(e) I'ensemble des paires admissibles pour e et par GA(e)

I'ensemble des graduations admissibles pour e. Pour I' € GA(e), on note PA(e,I)
I’ensemble des paires admissibles pour e relativement a I'.

Définition 3.1.1. Soient I' € GA(e) et (m,n), (w',n’) € PA(e,I"). On note
(m', ') <p (m,n)

simCm' Cn Cn.
Soient (m,n), (w',n’') € PA(e). On dit que (m,n) et (m',n') sont comparables
s’il existe I' € GA(e) telle que (m,n), (m', ') € PA(e,I') et telle que

(m',n') < (m,n) ou (m,n)=<r (W, n).

Exemple 3.1.2. Soit I' : g = @, 9; une bonne graduation pour e. D’apres la

démonstration de la Proposition |1.2.9, la paire (§<_2,g<0) est admissible pour e. De
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3 . Probléme d’isomorphisme

plus, pour tout (m,n) € PA(e,I'), on a

(m,n) <r (g<—2, 9<0)-

Plus généralement, si I' : g = @jGZ g, est une graduation de g telle que e € g,
pour a > 1 et g° N geo = {0} alors tout (m,n) € PA(e,I') vérifie

(ma n) <r (gé—aag<0)7

0l (g<_a, §<0) est lunique paire optimale d’apreés la Remarque .

Remarque 3.1.3. Si ' € GA(e) et si (m,n) € PA(e,I') est optimale, alors (m,n)
est maximale pour 'ordre partiel r sur les éléments de PA(e,T).

Exemple 3.1.4. On suppose que g = slg(C) et que

OO OO oo o
OO OO O oo
SO OO O+ OO
OO OO O o oo
[N eNel oo Ne o)
OO RO OO oo
OR OO OO oo

)
I
cooo cooo

On consideére la graduation I' : g = @ g; définie par l’élément semisimple
jez

1
5 diag(7.1,-5,~11,11,5,~1,-7).

Les degrés des matrices élémentaires E; ; sont donnés sur la matrice suivante :

0 3 6 9 -2 1 4 7
-3 0 3 9 -5 -2 1 4
-6 -3 0 3 -8 -5 -2 1
-9 -6 -3 0 —-11 -8 =5 =2
2 5 8 11 0 3 6 9
-1 2 5 8 -3 0 3 9
-4 -1 2 5 -6 -3 0 3
-7 -4 -1 2 -9 -6 -3 0

On a dimg® =15 et e € g3. Posons
m:i=gc3Pg_y, m:=gc3PCEs;, n':=m'®CE;3,PCEs3®dCE37;®CE,g.

On wvérifie par un calcul que les paires (m,m) et (m',n’) sont admissibles pour e.
Elles sont comparables. Précisément, on a (m,m) <p (w/,n’).
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Exemple 3.1.5. Deux paires admissibles pour e ne sont pas toujours comparables.

En effet, reprenons l'exemple[1.2.11 du Chapitre[]. On a vu que
(my,1n9) = (g<—2,9<—2 D CEy; & CE35) € PA(e,I).
De la méme maniére on peut montrer que la paire
(m2,n2) := (9<—2,9<—2 B CE32 ® CEy3)

appartient a PA(e,T"). On remarque que les paires (my,ny) et (mg,ng) ne sont pas
comparables.

Rappelons qu’a tout (m,n) € PA(e), on associe 'algébre associative H(m,n) (cf.
Paragraphe du Chapitre .

Proposition 3.1.6. Si (my,n;), (mg,ny) € PA(e) sont comparables, alors les al-
gébres H(my,ny) et H(mg, ny) sont isomorphes.

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer qu’il existe une Z-graduation
e-admissible I' : g = P, g; de g telleque e € g, pour a > 1et (mg, n2) < (Mg, m).
En particulier,

g<—a Cmy Cmy Cnp Cy C goo.

Comme I(m;) C I(my), on a la suite exacte courte

0> ker® — Q(my) 2 Q(my) — 0,

ot ® est le morphisme de Q(m;) sur Q(my) induit par le morphisme quotient (sur-
jectif) U(g) — Q(my). Soit ® la restriction de ® & H(my, ny). Comme I(m;) C I(my)
et ny C ny,

CI)(H(ml, 111)) - H(mg, 112).

On rappelle que la filtration de Kazhdan généralisée F (cf. Chapitre [2| Paragraphe
induit une filtration croissante sur H(my, n;) et H(mg, ny). On note gr & et gr @
les morphismes gradués associés a ® et ¢ respectivement :

gr®: gryQ(my) — gryQ(my), gr&: gry H(my,ny) — gry H(my,ny).

Soit s un sous-espace gradué de g supplémentaire de [ny,e] dans my. D’aprés le
Lemme|[2.2.1] on a s @ [g, e] = g. Il s’ensuit que sN[ny, e] = {0}. D’apres la condition
(A6), on en déduit que s @ [ny, e] = m;. On pose alors

S =rk(e+s).
D’apres le Théoréme on a un isomorphisme
v : gty H(my,n;) — C[S],

pour i € {1,2}. Montrons que v, o gr® = v;. Soient p; et p les comorphismes
correspondants aux inclusions § — r(e+m;-) (i = 1,2), et k(e +my) — rle+my).
Le diagramme suivant commute alors

Clr(e ? mgy C[S]
Clr(e +mi)].
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Soit ¢; : grr H(m;,n;) — grrQ(m;) le morphisme injectif donné par la proposition
2.4.1]pour i =1,2. On av; = p;o ;. De plus, on a le diagramme commutatif suivant

grr H(my, U2)CL2—> grr Q(my)

gr@T Tgr@

gry H(my,my)————grzQ(my).

Comme gryQ(m;) ~ C[k(e + m;")] pour i € {1,2} d’aprés la Proposition on

en déduit que le diagramme suivant commute :

g1 H (o, o) gr > Q(my) =~ Cl(e + my)] —= C[S]

MT wo|

gry H(my,n)——gry Q(m;) ~ Clr(e + my )]

d’ott p0gr ® = v;. On en déduit que gr ® est un isomorphisme d’algebres graduées.
D’apres le Lemme et |24, Propositions 7.5.7 and 7.5.8], ® est donc un
isomorphisme d’algébres ce qui démontre la proposition. O

Remarque 3.1.7. L’isomorphisme établi dans la démonstration de la Proposition
n’est pas canonique car il dépend du choix du sous-espace gradué s de g.

Définition 3.1.8. Soient (m,n), (m',n’) € PA(e). On dit que (m,n) et (m’,n’) sont
équivalentes, et on note (m,n) ~ (m', '), s%l existe une famille finie de paires
e-admissibles {(m;, ;) }icq1,.. s telle que

(1) (mi,ny) = (m,mn);
(2) les paires (m;,n;) et (m;yq,n;11) sont comparables pour touti € {1,--- ,s—1};
(3) (mg,ng) = (m',n').

La relation ~ définit une relation d’équivalence sur PA(e).
Exemples 3.1.9. (1) On a vu dans I’Exemple que les paires
(my,ny) := (g<—2, 9<2PCEy 1BCE35) et (mg,ng) := (g<—2, 9<2BCE;3 2BCE, 3)
ne sont pas comparables. Cependant, on peut montrer que la sous-algébre
my =g 2B CEls,
est admissible pour e relativement a la méme graduation T", et que
(m3, m3) <r (M, n1) et (m3, m3) <r (Mg, ny).

Il s’ensuit que les paires (my,ny) et (mg, ny) sont équivalentes.

(2) Donnons un exemple de paires e-admissibles équivalentes qui ne sont pas
issues de la méme graduation e-admissible. On reprend ’Exemple [1.2.6. On rap-
pelle que la paire (g_o,9_2) est la seule paire e-admissible relativement a I'. On
considere ensuite la graduation I : g = D, @; définie par U'élément semisimple
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%diag(él, —2,—2). Les degrés des matrices élémentaires E; ; sont donnés par la ma-
trice suivante :

0 2 2
-2 0 0
-2 0 0

On wvérifie alors que (g 4,9 5) est la seule paire e-admissible relativement a I".

On considére enfin la graduation de Dynkin T : g = ®jeZ g dont les degrés des
matrices €lémentaires F; ; sont donnés par la matrice suivante :

En particulier, la paire (g" 5, ¢” ,®g" ) est e-admissible et optimale d’aprés I’Exemple

1.2.4). De plus, (g_2,9-2) et (¢ 5,9 o) appartiennent a PA(e,I'") et vérifient

(9-2,0-2) S~ (9/1279/12 D 9/11> et (ngngQ) <7 <9I12a9/12 D 9/11»'

Il s’ensuit que les paires (§_o2,08_2) et (§' 5,8 o) sont équivalentes.

Remarque 3.1.10. Soit ' : g = @jez g; une graduation de g telle que e € g, pour
a>1. 5 (g<_qa,8<0) est une paire admissible pour e, toutes les paires admissibles
pour e relativement a I sont équivalentes d’aprés I’Exemple (2). En particu-
lier, les paires admissibles pour e relativement & une graduation de Dynkin (et plus
généralement a une bonne graduation) sont équivalentes.

Théoréme 3.1.11. Soient (m,n) et (m',n’) deux paires e-admissibles équivalentes.
Alors les algébres H(m,n) et H(m',n') sont isomorphes.

Démonstration. Comme (m,n) ~ (m’,n’), il existe d’aprés la Définition une
famille finie {(m;, n;) }ica,... s} de paires admissibles pour e telle que (my,n;) = (m, n),
(mg,n5) = (M, ) et telle que les paires (m;,n;) et (m;41,n;41) soient comparables
pour tout i € {1,--- ;s — 1}. Il découle de la Proposition que

H(m;,n;) ~ H(m;yq,n;41) pour tout ¢ € {1,--- ;s — 1},

Alors
H(m;,n;) ~ H(mj,n;) pour tout 4, j € {1,---,s}.

En particulier,
H(m,n) = H(my,ny) ~ H(mg,n,) = H(m', n').
O

Remarque 3.1.12. Si e est distingué alors, d’apres la Proposition et la Re-
marque |3.1.10, les paires e-admissibles sont équivalentes et donc, d’aprés le Théo-
réme les W-algeébres associées sont isomorphes.
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3.2 Connexité des graduations admissibles

3.2.1 Graduations adjacentes et connexes

On a défini au Chapitre [1| la notion de paires admissibles pour e relativement
a des Z-graduations de g. Cette notion peut étre étendue aux Q-graduations de g
comme suit : une paire (m, n) de sous-algébres ad-nilpotentes de g est dite admissible

pour e s'il existe une Q-graduation I' : g = @ g; de g et un entier a > 1 tels que
jeQ

les conditions (Al) & (A6) soient vérifiées. De fagon analogue, on dira qu'une Q-
graduation de g est admissible pour e s’il existe un entier a > 1 tel que e € g,
et s’il existe une paire admissible pour e relativement a cette graduation. On note
dans la suite PAg(e) I'ensemble des paires admissibles pour e relativement a des
Q-graduations de g et GAg(e) 'ensemble des Q-graduations admissibles pour e.
Pour I' € GAg(e), on désigne par PAg(e,I') 'ensemble des paires admissibles pour
e relativement a la Q-graduation I'. Pour une Q-graduation I' de g et A € Q, on
rappelle que AI' est la Q-graduation de g définie par ’élément semisimple A\hr ol
hr est I’élément semisimple qui définit la graduation I.

Proposition 3.2.1. (i) Pour tout I' € GAgl(e), il existe A\ € Q% tel que \I' €
GA(e).
(ii) Pour tous I' € GAg(e) et X € QF, on a PAg(e,I') = PAg(e, AI').

Définition 3.2.2. Deux Q-graduations I', 1" admissibles pour e sont dites adja-
centes si elles ont une paire e-admissible en commun, i.e., PAg(e,I')N PAg(e, I") #
.

Définition 3.2.3. Deux graduations I', 1" € GAg(e) sont dites connexes s’il existe
une suite (F@-)ie{L...’s} de Q-graduations admissibles pour e telle que

(1) I'= Fl 5y
(2) les graduations T'; et ;41 sont adjacentes pour tout 1 <1< s—1;
(3) I"=T%,.

Exemples 3.2.4. (1) Soit I' € GAg(e). Pour tout X € Q7, les graduations A\I' et T’
sont adjacentes d’apres la Proposition [3.2.1] (ii).

(2) On reprend UEzemple[3.1.9(1) et on rappelle que (m3, m3) € PA(e,I'). On consi-
dere la graduation de Dynkin g = @jeZ g de g associée a diag(1,1,—1,—1). Les
degrés des matrices élémentaires F; ; sont donnés sur la matrice sutvante

0O 0 2 2
0O 0 2 2
-2 =2 00
-2 =2 00

On remarque que mg = g’ ,. Par conséquent, (mz, m3) est une paire admissible pour
e commune a la graduation T' et la graduation de Dynkin qui sont donc adjacentes.

Exemple 3.2.5. Deux Q-graduations admissibles pour e ne sont pas toujours adja-
centes. En effet, dans ’Ezemple (2) les graduations T et T sont connexes via
I mais ne sont pas adjacentes.
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Proposition 3.2.6. Deuz éléments I',I" € GA(e) sont connexes si et seulement si
[' et IV sont connezes via une suite d’éléments de GA(e).

Démonstration. L’implication réciproque est évidente. Montrons l'implication di-
recte. D’aprés I'hypothése, il existe une suite (I';)icq1,... s} de Q-graduations admis-
sibles pour e telle que I' = 'y et IV = T', et telle que les graduations I'; et I';,
soient adjacentes pour tout 1 < ¢ < s — 1. D’aprés la Proposition [3.2.1] pour tout
1 <i<s, il existe A; € QF tel que \I'; € GA(e) et PAg(e,I';) = PAg(e, AiI';). On
en déduit que les graduations AI" et A\,I” sont connexes via une suite de gradua-
tions (AL)icq1, s)- Or, PAg(e,I') = PAg(e, MI') et PAg(e,I") = PAg(e, AIV). La

proposition s’ensuit. O

3.2.2 Connexité

Ce paragraphe est consacré a la démonstration du théoréme suivant :
Théoréme 3.2.7. Les Q-graduations admissibles pour e sont connexes entre elles.

On fixe dans ce paragraphe une Z-graduation e-admissible I' : g = @ ez 95 telle
que e € g, ot @ > 1 et un sly-triplet (e, h, f) de g tel que h € gg et f € g, (cf.
Lemme|1.3.1)). Soient hr 'élément semisimple de g définissant I' et s := Vect(e, h, f).
On pose

tZ:hF— h.

a
2
L’élément ¢ de g est semisimple et appartient & g° N g" = g°.

On pose [0,1]g = [0,1] N Q. Soit € € [0, 1]g. On considére ’élément semisimple

e = gh +et.

Pour j € Q, on note
(&) ._ . dh(s) — 5
g, = {reg; (adhp’)(z) = jz}.

Soit alors I'®) : g = @ icQ ggfe) la Q-graduation de g définie par 1’élément semisimple

h(rs). En particulier, h(rl) =hp, TW =T et 1O = 2T Byn- Observons aussi que e € g\,

Lemme 3.2.8. La graduation I'®) appartient a GAg(e).

Démonstration. D’aprés le Théoréme [1.4.4] comme la graduation I' est admissible,
g<—aNg° = {0} . Par suite, avec les notations de la formule (1.6) du Chapitre[1] on
a [A| < §(d; 4 1). Ainsi, pour ¢ € [0, 1]g,

A < A < g(dﬂr 1),

ceci implique que g(‘g) Ng® = {0}, de nouveau d’apreés la formule ‘) du Chapitre

<—a

[ Le lemme s’ensuit d’aprés le Théoreme [1.4.4] O
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3 . Probléme d’isomorphisme

La démonstration du Théoréme étant assez technique, on commence par
expliquer les idées. Remarquons tout d’abord qu’il suffit de démontrer que I' est
connexe a I'© qui est adjacente a la graduation de Dynkin. On va construire une
suite de rationnels 0 = g5 < g1 < --- < g, = 1 telle que pour tout i € {0,...,s},
') et T'E+1) soient adjacentes. Pour cela, on va utiliser dans les grandes lignes la
démonstration du Théoréme [[.4.4]

On rappelle quelques notations de la démonstration du Théoréme[I.4.4] On a les
décompositions

9—@]3“ E—@Ez)u Z)\_@Ez)\7

A€Q

ol la premiére décomposition est la décomposition orthogonale en composantes iso-
typiques de s-modules simples, la deuxiéme est la décomposition en sous-espaces
propres de ad t et la troisiéme est la décomposition en sous-espaces propres de ad hr
avec d; la dimension d’un s-module simple de E;. Rappelons aussi que pour \ > 0,

Vix=E \+E;_\ et g= @ @ Vi

i=1 \eQ+t
est une décomposition orthogonale relative a la forme de Killing. Enfin pour tout [,
miy = d—)\ = dim Ei/\ = dim(E; y N g°) (3.1)
car E; , N g° Ef/\ '. Pour tous ¢ € [0, llo et A € Q, l'espace E; , est stable par
ad h(;). De plus, pour tout [ € {0,---,d; — 1}, Eé/\ est un sous-espace propre de

ad h(;) de valeur propre pg + la ou

= —g(di —1)+e

L’ensemble des valeurs propres de ad h(re) sur E; \ est donné par :
H(s {p +la; 1=0,1,...,d; — 1},

Remarque 3.2.9. On a EEEZ/\ = —Eg Il en résulte que

Card (] — a,0[ N (9 U El(al)\)) < 2.

2

De plus, si ce cardinal vaut exactement 2, alors il existe b €]0, §[ tel que
| = a,0[n EXVED) = {~bb—a}.

Comme dans la démonstration du Théoréme [[.4.4] on va s’intéresser a la « po-
sition du zéro » dans Eg, d’ou la définition suivante :

Définition 3.2.10. On définit ['entier positifpg par

)p§£—1520<p2)
()

b)pZ/\_Q(S+1)+1 Szplk+sa’<0<pz€)+(s+1)apou'r8€{07'” ;di_Q};
C)pM—Qd—l—lszp/\ (d; —1)a < 0;
d) Pz,\—2(8+1) szp§7,\)+sa20p0urse{o7... ,d; —1}.
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3.2 Connexité des graduations admissibles

On représente sur la Figure la position du zéro dans EZ(? selon les différents
cas de la Définition |3.2.10] Sur cette figure, les o représentent les éléments de EZ(?
et les | représentent les positions du zéro.

N P2 +a P + (di — 1)a o
Cas a) : b - - - - - - - . P =1
P PR tsa pS 4 (s+a P2+ -na
Casb): —*— - - - - + s pa=2s+1)+1
P P +a P+ (di — -
Casc): — = -~ -~~~ -~ . b piy = 2d; +1
PE,EA) PEEA) +sa pg,i) +(s+1a ,05;) + (d; — a ©
o o PRI LA s
FIGURE 3.1 — Position du zéro dans EZ(?
Comme Efz)\ = —Egiw on a
© 4 & _og 4o 49
Dix TP 2y = 20; + 2. (3.2)

Exemple 3.2.11. On reprend I’Ezemple ot on considére
h = diag(5,3,1, —1, -3, -5,2,0, —2,1, —1).

1l s’ensuit que les valeurs propres de adt sont

On note E; ) les sous-espaces propres avec d; = i. Les couples (i, \) pour X # 0 sont
alors

(S,i%), (6,i%), (4,i1), (4,%), (2,%), (7,44), (5,£4).

On obtient donc

W 7 = 77 pg)_% = 57 p(7})—4 = 117 pg)—4 =9.

Les autres valeurs s’obtiennent grice a l’égalité .

()

Proposition 3.2.12. Soient e,¢’ € [0,1]q tels que |p£i) —pii{ | <1 pour tous i et \.

Alors les graduations T'®) et T sont adjacentes.

Démonstration. On cherche une paire e-admissible (m, n) commune a I'®) et =) de

la forme suivante :
m:@mm et n:@nm
i i
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3 . Probléme d’isomorphisme

telle que pour tous ¢ € {1,---,r} et A € QF, les sous-espaces m; et n,;, sont
I'®)-gradués et ['®)-gradués dans V;, et vérifient les conditions (C1), (C2), (C3)
et (C4) du Lemme appliqué a la décomposition g = B;_, P reg+ Vi et aux
deux graduations ') et (),

Soient i € {1,--- ,r} et A € Q*. Pour la construction de m; » et n; 5, on distingue

deux cas : le cas ou pg? = pgi\) et le cas ou |p§-)\ pz A | =L

CasI: p(s) p,g;l) Dans ce cas, V; Aﬂg(s =V, ﬂg< etV Aﬂgd)) = Viy,\ﬂg(f(l)).
On dlstmgue trois sous-cas.

(a) Si A =0, on pose

m;o:= V0N g(;)_a’ nio:= VioN 9(<€()) =V;oN 9(5)

(b) SiA#0 et si pl(e/\) est pair ou appartient a {1,2d; + 1}, on pose

my =1 =V, N g(s)

(c) Supposons A # 0 et pg impair de la forme 2k +1ou k € {1,...,d; — 1}.

Si pg‘? +(k—1)a< pgi/\ + (d; — k — 1)a, on pose

my=1n;) = E;y N 9(8) +E; AN g(;)_a

)

Si ,01(? +(k—1)a > pgi/\ + (d; — k — 1)a, on pose

mzk_nz)\ _Ez)\mg(<)a+E — mg(E)

Dans chacun des sous-cas, les conditions (C1), (C2) et (C3) sont vérifiées par
construction. De plus, la condition (C4) est satisfaite. En effet, si A = 0,

dimm; o+ dimn; o = (d; — 1)m;p = dim V, o — dim(V,; o N g%)
d’aprés . Si\#0,
dimm; ) +dimn; \ = 2[(d; — 1)m; ] = dim 'V, , — dim(V; N g°)
d’aprés . On constate aussi que dans tous les sous-cas, on a par construction

mzA,ﬂmCVz,\ﬂgi a—Vz/\ﬁgi,, (3.3)

Cas 1I : |pM - pm ’ = 1. I existe k € {1,...,d;} tel que I'une des conditions
suivantes soit vérifiée :

(i) (pmpm ) — (2k, 2k — 1);

(if) (1, p1) = (2k, 2k + 1);

(iii) (pi,A,pEA ) = (2k + 1,2Fk);

(iv) (P12, pi3) = (2k —1,2k).
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3.2 Connexité des graduations admissibles

. P+ (k= 2)a 5+ (k=Da o+ b

(1) S 2 (5)+( 2)a 6 i7;>—&:(k—1)a + oo
. p(i) +(k—2a _ A+ (k=Da n + ka
(if) - ia (E’> +'(k —1a 0 pﬁi)jr ‘a : -
R (R b i 0 o2 + ka . -
<m> A+ 2 T L

. - P2+ (k= 2)a 0 P+ (k= Da :
(iv) =~ 7p§i>+(‘k—2) ¢ #(k—l)a . <5)+ka o

FIGURE 3.2 — Placement du zéro dans les sous-cas (i), (ii), (iii) et (iv)

On représente sur la Figure 3.2]la position du zéro dans chacun des sous-cas (i), (ii),
(iii) et (iv).
On pose

di—k—1

ix =Ty _@Eﬁﬁ @ E_,. (3.4)

La condition (C2) est vérifiée car

mijﬂ i\ € @Ei)\—f‘@El_)\—nz)\,]

Par construction, la condition (C3) est satisfaite. De plus, la condition (C4) I'est
aussi car

dim m; + dim N\ = 2[(d2 — 1)mi7,\] = dim ‘/@)\ — dlm(‘/;,)\ N ge)

d’apres (3.1). Pour chacun des sous-cas (i), (ii), (iii) et (iv), on représente dans la
Table les sous-espaces E; y N g(f()), E;,_»n g(f()), E;\N g(fo) et E; N g(fo). Ceci
nous permet de conclure que la condition (C1) est vérifiée. On constate enfin que

Cas II. EZ')\ N g(<€()) Ei,_)\ N g(<€[)) Ei,)\ N g(<60) E@_)\ N g(<€0)
k—2 di—k—1 k-2 di—k
(i) @) Eé,x z@) Ely—A @) Eé,)\ A El’,—,\
B = di—k—1 z I~ di—k—1 z
(ii) l€_|% Ei,A le_% E‘,—A ze—Bo Ei,)\ IE_% i,—A
ol di—k-1_ = dik=1
(iii) 1690 Ei,/\ 1690 E',f)\ le% Ei,)\ l@% E‘,f)\
] k2 di—k 2 dik-1_
(iv) D Ei,)\ E‘,—/\ D Ei,)\ D E',—,\
1=0 1=0 1=0 1=0

TABLE 3.1 — Cas 1I.
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3 . Probléme d’isomorphisme

dans les sous-cas (i) et (ii), on a
mi)\ = ﬂ@)\ = Vi’)\ M g(<€()) = Vi’)\ M g(é)—a' (35)
Dans les sous-cas (iii) et (iv), on a

() _ (e

miy=mn,=V,aNgs, =Vi,aN I 0 (3.6)

Conclusion. On pose
m:@miv,\ et n:@nm.
i i

D’apreés le Lemme(1.4.5] la paire (m, n) vérifie les conditions (A2), (A3), (A4) et (A6).
D’apres (3.3), et (3.6), m et n sont deux sous-algebres de g et vérifient (A5).
Ceci nous permet de conclure que (m,n) est une paire admissible pour e commune
aux graduations I'®) et '), O

Soient ¢,¢’ € [0, 1] tels que ‘pz(s,\) - pz(i\)

| < 1 pour tous i et A et (m,n) la paire
admissible pour e commune aux graduations I'®) et I'¢") donnée par la Proposition
3.2.12l Le lemme suivant sera utilisé dans la section suivante.
Lemme 3.2.13. Supposons que g° N g(j)_% = {0} et g°N g(j/_)% = {0} et que l'une
des conditions suivantes soit vérifiée :

x |e —€'| est suffisamment petit ;

« pi =)

Alors on a

pour tous i et \.

g, cmcncg?, et g cmcncgl

<

[N]1S)
[N]1S)

Démonstration. On reprend les notations de la Proposition [3.2.12] 1l suffit de mon-
trer que

9(<€)_% NVixCmyCny C 9(3_% N Vi
et

gf

g(f,)g NViyxCmyCny C 9(6 )% N Via.

Dans le cas I, d’aprés (3.3)), on a les inclusions a droite. Pour les inclusions a gauche,

cela résulte de la construction, de la Remarque [3.2.9| et du fait que g¢N g(j)_g = {0}
2

et g°N g(<6,)% = {0}.
Considérons le cas II. Pour les sous-cas (i) et (ii), on a d’apreés (3.5)

9(<£)_% NViy= g@a NVix= 9(;)_% NVix=m;\=n,.
Plagons-nous dans le sous-cas (i). On a
P + (k= Da = (o3 + (k= a)| = |(£' =)l
Comme ¢’ est suffisamment proche de ¢, cette différence est < §. Par conséquent,

P&+ (k= 2)a < —(p5) + (k — a) = o7, + (d; — k)a <0,
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3.2 Connexité des graduations admissibles

car pgi) + (k —2)a+ pgi)/\ + (d; — k)a = —a. En particulier, ,ogi) + (b —2)a < —3.

D’aprés la Remarque [3.2.9]

9(<€_)% NViy=my=n,= 9(6_)% N Via.

<

On raisonne de méme dans le sous-cas (ii) ainsi que dans les sous-cas (iii) et (iv).
Le lemme s’ensuit. [

Proposition 3.2.14. [l existe une chaine de rationnels g, e1,--- ,e, = 1 telle que
O=¢cp<e1 < <egg_1<eg=1

avec pour tout k € {0,--- s — 1} et pour tout (i, \) on a

(1) pg? = pgi) pour tous €,&' €lek, Expr1];

2) 1P - P\

(€k+1)|

(3) P\ — P

< 1 pour tout € €leg, €1 ;

< 1 pour tout € €leg, el

Démonstration. Observons que p = d; + 1. De plus, on remarque que pz 0 =d;+1
pour tout €. D’autre part, lorsque )\ #0,on a

(%(di —1) = (k- 1)a).

> =

Pl=2%ks0=p+(k-1asec=

Il en résulte que lorsque A\ # 0, pEE/\) n’est pair que pour un nombre fini de valeurs

de . L’application € — (pl(e/\))z , converge vers (d + 1) lorsque ¢ tend vers 0. De

plus, I’ensemble des couples (i, A) est fini et, pour (4, )\) ﬁxe, I'ensemble des valeurs
des pg est contenu dans {1,...,2d; + 1}. On en déduit qu'il existe 0 < ey < --- <

€51 < €5 =1 tels que

* pour tout k € {1,-- — 1}, il existe (i, \) tel que A # 0 et p(g’“) soit pair;
« pour € €|0, 1] différent de 1,9, - , &, pig est impair pour tout A # 0.
L’assertion est alors claire. O

Exemple 3.2.15. On reprend I’Exemple 1| et on conserve les mémes notatz’ons
Par des calculs directs, on vérifie sans peine que pZ(A) =1+ 1 pour A € {—3 L0} et
pour tout € € [0,1]. De plus,

t+1 s e=0; . ‘

.+ o 0 3 i+1 s 0<e< 3
o) i+2 st 0<e< sy ) . ‘ 3 7
Dila=19 . ‘ 3. Voet pli=q 1+2 s1oe=z;
’ 1+3 st e=1; i—3 . .3

. .3 4 1+3 st 2<e<l

1+4 s 3 <e<l, 7

On en déduit que la suite 0 < % < 3 < 1 vérifie les propriétés de la Proposition

4
B2.14,

Théoréme 3.2.16. Toute Q-graduation admissible pour e est connexe a la gradua-
tion de Dynkin.
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3 . Probléme d’isomorphisme

Démonstration. Soit I' une Q-graduation admissible pour e. D’aprés la Proposition
3.2.1), on peut supposer que I' est une Z-graduation admissible pour e et il suffit
de montrer que I' est connexe a I'®©). Considérons les rationnels ¢;, donnés par la
Proposition [3.2.14] et la suite

O=gp<ep<e <& < <egg1<e, <e;=1
Pour tous (i,A) et k € {0,--- ,s— 1}, on a

(e%.)

|p§€>lf) — DPix | <1 et |p56,<€) —PEZ’““)I < L

D’aprés la Proposition [3.2.12, d’une part les graduations I'¢+) et I'x) sont adjacentes
pour tout k € {0,---,s — 1} et d’autre part, les graduations '€ et TEr+1) le sont
aussi. Le théoréme s’ensuit. O

Démonstration du Théoreme[3.27. SiT,T" € GAg(e) alors d’aprés le théoréme pré-
cédent, elles sont toutes les deux connexes a la graduation de Dynkin. En particulier,
elles sont connexes entre elles. O]

3.3 Conséquences

On conserve les notations de la section précédente.

Lemme 3.3.1. Soit I' € GAg(e) telle que e € g, avec a € N, a > 2. Supposons qu’il
existe b €]0, a[ tel que g<_p N g® = {0}. Alors gg)_b Ng® = {0} pour tout € € [0, 1]g.

Démonstration. Pour tout (i, \) et tout € € [0, 1]g on a
g e a
0, Ng = {0} = |eA < 5(di — 1) +b.

Comme gglb Ng® = {0}, on a [A| < §(d; — 1) + b. Or, pour tout € € [0,1]g on a
leA] < [A]. On en déduit que |eA| < §(d; — 1) + b. Le lemme s’ensuit. O

Définition 3.3.2. Soit b > 0. Une Q-graduation I' : g = @jngj est dite b-
maximale si g<_, N g° = {0} et s’il existe a € N, avec a > 2, tel que e € g, et
a > 2b.

Remarque 3.3.3. (1) Soient b > V' > 0 et I' : g = P09 une graduation b'-
maximale telle que e € g, et a > 2b. Alors I' est b-maximale.

(2) Si T est b-mazimale et X € N*, alors A\I' est Ab-mazximale.

(3) Une graduation b-mazimale est admissible pour e. Cela provient du Théoréme

144

(4) Une bonne graduation pour e est 1-mazimale.

D’aprés le Corollaire [1.3.11] si la graduation I' est b-maximale, alors la paire
(9<b—a» 9<—p) est admissible pour e avec a comme dans la Définition [3.3.2]

Définition 3.3.4. Lorsque la graduation T est b-mazimale, on dira que la paire
(g<b—a, 9<_p) est b-maximale.
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3.3 Conséquences

Proposition 3.3.5. Soit I' une Q-graduation b-mazximale. Alors il existe une suite
de rationnels 0 = gy < g1 < ... < g5 = 1 telle que pour tout i € {0,...,s — 1}, il
existe (m;, n;) € PAg(e, T¢)) N PAg(e, TE+1)) wérifiant

g(fg) LCm Cn; C g(f )b et g(fg“a) cm;Cn; C gf”l).
Démonstration. Soit a € N, avec a > 2, tel que e € g, et a = 2b. Comme b — a <
—5 < —b, pour tout € € [0,1]g on a

(e) (e)

o), o, ©

et g an<b

11 suffit alors de démontrer la proposition pour a = 2b. Comme I" est b-maximale, on
a gglbﬂge = {0} pour tout ¢ € [0, 1]g. En particulier, g(f)_g Ng® = {0}. Considérons
= 2

les rationnels ¢;, donnés par la Proposition et la suite
/ " !/ / 7
Ep<gyp<e << < <1 <g, 1 <egg<egg=1

ou, pour tout k € {0,...,s — 1}, &} est suffisamment proche de ¢ et, pour tout

ke {1,...,s}, €/ est suffisamment proche de g;. D’aprés le Lemme [3.2.13| et la
Proposition(3.2.12} pour tout k& € {0, ..., s—1}, il existe une paire (my, n;) admissible
pour e commune aux graduations I'¥) et IR qui vérifie

kaanCg(< )a.
2

D’autre part, pour tout k € {0,...,s — 1}, il existe une paire (mj},n}) admissible
pour e, commune aux graduations I'#) et I'Ck+1) qui vérifie

g(<) Cm,Cn gg(’“)a et g<

Enfin, pour tout k € {1,...,s} il existe une paire (m},n}) admissible pour e com-
mune aux graduations I'k) et T€) qui vérifie
() &)

(
g<f%§m§€’§n’k’§gg et g(<_)7Cm”Cn’k’Cg( )2.

3
La proposition s’ensuit. O

Théoréme 3.3.6. Les paires b-maximales sont équivalentes a la paire optimale d’une
graduation de Dynkin. En particulier, elles sont équivalentes entre elles.

Démonstration. Soit I' € GAg(e) telle que I" soit b-maximale avec a € N\ {0, 1},
tel que e € g, et a > 2b. En appliquant la Proposition [3.3.5/a I', on a la suite

(mO, ﬂo) (mh ﬂ1) T (m57 ns)
<1 =1 <2 = < Fs—1 <s
>~ | ™~ \ ™~ \ S~
@500 (02,05 (057,65 (9er-ar 9<)

ol %; et »=; désignent respectivement <, et =pe,. D’aprés la Proposition [3.2.1]
et I'Exemple |3.1.2, (mg,ng) ~ (g _,, g’() relativement & une graduation de Dynkin
9= D,c; 9;- Le théoréme s’ensuit. O
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3 . Probléme d’isomorphisme

Corollaire 3.3.7. Les W -algébres associées auz paires admissibles b-maximales sont
1somorphes.

Remarque 3.3.8. Dans le cas particulier ot b = 3, la notion de graduation b-
mazimale coincide avec la notion de graduation a-bonne pour e introduite par Brun-
dan et Goodwin dans [5]. La paire §-mazimale est dans ce cas (g<-2,9<-2). Les
paires e-admissibles considérées dans (3] sont construites comme expliqué dans la
Remarque |1.2.10 ot on prend | et '~ dans g-a. De telles paires (m,n) admissibles

pour e vérifient

(m,n) <r (g<—2,9<-2).
D’apres le Théoreme[3.3.6, les paires e-admissibles considérées dans [3] sont équi-
valentes entre elles. On retrouve alors [5, Theorem 1].

Exemple 3.3.9. Supposons que g = slg(C) et que e soit I’élément nilpotent de
UEzemple|3.1.4. On considére la graduation I' : g = @ g; définie par I’élément se-

JEQ
misimple 5 diag(17,5, —7,—19,19,7, =5, —17). Les degrés des matrices élémentaires
E; ; sont donnés sur la matrice suivante :

0 6 12 18 -1 5 11 17
-6 0 6 12 -7 -1 5 11
-12 -6 0 6 -13 -7 -1 5
—18 —-12 —6 O -19 —-13 -7 -1

1 7 13 19 0 6 12 18
-5 1 7 13 -6 0 6 12
-1 -5 1 7 -12 -6 0 6
—-17 —-11 -5 1 —-18 —-12 -6 0

On remarque que T’ est 3-mazimale avec e € gg. Posons
m:i=gcyg N=mdg ;DOCE ;D Clys®CE;7,

Wi=m®g 5P CEys®CE3; ®CEygs.

On vérifie par un calcul que (m,n), (m,n') € PAg(e,I'). De plus, chacunes d’elles est
équivalente a la paire admissible %-maximale. En particulier, les algébres H(m,n) et
H(m,n') sont isomorphes.

On termine le chapitre en formulant une conjecture :

Conjecture 3.3.10. Les paires e-admissibles sont équivalentes entre elles. En par-
ticulier, les W-algebres associées sont isomorphes entre elles.

On démontrera au chapitre suivant cette conjecture dans des cas particuliers. Le
Théoréme [3.3.6] peut étre vu comme une version plus faible de cette conjecture.
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Chapitre 4

Classification dans quelques cas
particuliers

Dans ce chapitre, g désigne une algébre de Lie simple complexe de dimension finie,
e un élément nilpotent de g et s la sous-algebre de g engendrée par un sly-triplet de
g contenant e. Lorsque e est distingué, i.e., rkg® = 0, les paires e-admissibles sont

équivalentes entre elles (cf. Remarque [3.1.12)). On considére dans ce chapitre le cas
ou rkg® = 1. On tente de répondre a la question suivante :

Question 4.0.11. Sous U’hypothese que rkg® = 1, les paires admissibles pour e
sont-elles équivalentes entre elles ¢

D’aprés le Théoréme [3.2.7, les graduations e-admissibles sont connexes entre
elles. Par conséquent, répondre a la Question [4.0.11|équivaut a répondre a la question
suivante, a laquelle nous nous intéressons désormais :

Question 4.0.12. Sous ’hypothése que rkg® = 1, les paires admissibles pour e re-
lativement a une graduation e-admissible donnée sont-elles équivalentes entre elles ¢
On répondra positivement a la Question dans les cas particuliers suivants :

x g =sl,(C);

x g = 50,(C) ou sp,(C) et la partition de n associée a ’élément nilpotent e
contient exactement deux parties égales;

x g est de type exceptionnel Gg, F4 ou Eg sous certaines hypothéses portant sur
la graduation.

Dans tous ces cas particuliers, on résout ainsi positivement la Conjecture [3.3.10, On
formule une conjecture plus faible, mais plus abordable compte tenu de nos résultats

(cf. Conjecture [4.6.4)).

4.1 Description des éléments nilpotents pour les-
quels rkg® =1

4.1.1 Cas classiques

Nous supposons dans ce paragraphe que g soit 1'une des algébres de Lie simples
de type classique suivantes : sl(V'), so(V), sp(V), ou V est un C-espace vetoriel de
dimension finie n € N*.
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4 . Classification dans quelques cas particuliers

Notre référence pour la théorie des orbites nilpotentes de g est [15]. Rappelons
que les orbites nilpotentes de g sont paramétrées par certaines partitions de n. Soit
(dy,...,dy) la partition de n associée a 'orbite nilpotente de e, ou m € {1,...,n}
et dy,...,d, € N*. On décrit dans ce paragraphe les conditions sur la partition
(dy,...,d,) pour que rkg® = 1.

Cas ou g = sl(V) : Supposons que g soit 1'algébre de Lie sl[(V') formée des endo-

morphismes de V' de trace nulle. D’apreés [15, §3.7, Proposition 1|, on a :

Lemme 4.1.1. Le rang de g° est égal a 1 si et seulement si la partition associée a
e est de la forme (dy,ds). De plus, g° ~ sl3(C), si dy = dy et g° ~ C sinon.

Cas ou g = so(V) ou sp(V) : On désigne par ¢ une forme bilinéaire de V' non
dégénérée, symétrique ou alternée. Supposons que g soit 'algébre de Lie simple
formée des endomorphismes = de V' qui vérifient pour tous v, w € V :

O (zv,w) + ®(v, zw) = 0.

On a alors g = so(V) si ® est symétrique et g = sp(V') si @ est alternée. On note G
le groupe d’algébre de Lie g formé des automorphismes g de V' vérifiant pour tous
v,weV:

O (g, gw) = ®(v,w).

Rappelons que d’aprés |15, Theorem 1.6, si ® est symétrique, I'ensemble des G-
orbites nilpotentes dans so(1") est en bijection avec I'ensemble des partitions de n
dont les parties paires ont un nombre d’occurrences pair. Si ® est alternée, ’ensemble
des G-orbites nilpotentes dans sp(V') est en bijection avec I’ensemble des partitions
de n dont les parties impaires ont un nombre d’occurrences pair. On pose, pour
tout s € N*, ry := Card(j; d; = s). Si @ est symétrique, d’aprés la remarque qui
suit |15 §3.7, Proposition 2|, on a l'isomorphisme

e~ JI so.©x ][ s».(O.

s>1; s impair s>1; s pair
Le lemme suivant s’ensuit :

Lemme 4.1.2. On suppose que g = s50(V'). Le rang de g° est égal a 1 si et seulement
si l'une des conditions suivantes est vérifiée :

(a) m > 2 etil exvistei € {1,...,m — 1} tel que d; soit pair et
d1>d2>"'>di:di+1>"'>dm.

Dans ce cas, g° ~ sp,(C) ~ sly(C) et d; est impair pour tout j ¢ {i,i+ 1}.
(b) m > 2 et il existei € {1,...,m — 1} tel que d; soit impair et

d1>d2>"'>dz‘:di+1>"'>dm.

Dans ce cas, g° ~ C et d; est impair pour tout j € {1,--- ,m}.

(c) m =3 etil existei € {2,...,m — 1} tel que d; soit impair et
d1>d2>"'>di_1:di:di+1>"'>dm.

Dans ce cas, g° ~ s03(C) =~ sl5(C) et d; est impair pour tout j € {1,--- ,m}.
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4.2 Quelques outils techniques

Si @ est alternée, toujours d’aprés la remarque qui suit |15, §3.7, Proposition 2],
on a l'isomorphisme

g~ H sp, (C) x H s0, (C).
s>1; s impair s>1; s pair

Le lemme suivant s’ensuit :

Lemme 4.1.3. On suppose que g = sp(V'). Le rang de g° est égal a 1 si et seulement
st ['une des conditions suivantes est vérifiée :

(a) m > 2 et il existei € {1,...,m — 1} tel que d; soit impair et
di >dy > - >di:dz‘+1 > s> d,y,.
Dans ce cas, g° ~ sp,(C) =~ sly(C) et d; est pair pour tout j ¢ {i,i+ 1}.
(b) m > 2 et il existei € {1,...,m — 1} tel que d; soit pair et
di >dy > - >di:di+1 > s> dy,.
Dans ce cas, g° ~ C et d; est pair pour tout j € {1,--- ,m}.
(c) m>=2etil existei € {2,...,m — 1} tel que d; soit pair et
dy >d2> "'>di—1:di:di+l > >dm

Dans ce cas, g° ~ s03(C) =~ sl5(C) et d; est pair pour tout j € {1,--- ,m}.

4.1.2 Cas exceptionnels

Supposons dans ce paragraphe que g soit I'une des algébres de Lie exceptionnelles
G, F, et Eq. A P'aide de |6, Chapter 13], on détermine les éléments nilpotents e
de g tels que rkg® = 1. On liste ces éléments dans les Tables et [4.3] corres-
pondantes & Gq, Fy et Eg respectivement. Dans chacune d’elles, la premiére colonne
donne le label de 'orbite de e dans la classification de Bala-Carter, la deuxiéme son
diagramme de Dynkin pondéré, et la troisiéme sa dimension.

Label | Diagramme | dimG.e
=0

Aq 10 6

Ay 01

TABLE 4.1 — Type Go.

4.2 Quelques outils techniques

On présente dans ce paragraphe quelques outils techniques.

Définition 4.2.1. Soit b > 0. Une Q-graduation I' : g = @je(@gj est dite b-
optimale si g._, N g° = {0} et sl existe a € N, avec a > 2, tel que e € g, et
a > 2b.
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4 . Classification dans quelques cas particuliers

Label Diagramme | dimG.e
o—a>o—o
Ay + Ay 0010 34
Ay + Ay 01 0 1 36
Cs(ay) 1010 38
Bs 2 2 00 492
Cs 101 2 36

TABLE 4.2 — Type Fy.

Label Diagramme dimG.e

1010 1

245 + Ay 0 54
110 1 1

Ay + Ay 1 62
2 1.0 1 2

As 1 64
110 11

D5 (al) 2 64

Ds 68

TABLE 4.3 — Type Eg.

Remarque 4.2.2. (1) Soient b > V' > 0 et I' : g = P, 8; une graduation V'-
optimale telle que e € g, et a > 2b. Alors I' est b-optimale.

(2) Si I est b-optimale et A € N*, alors AI' est Ab-optimale.

(3) Une graduation b-optimale est admissible pour e. Cela provient du Théoréme

144
(4) Une graduation b-mazimale (cf. Définition[3.3.9) est b-optimale.

D’aprés la Proposition [1.3.10} si la graduation I' est b-optimale, alors la paire
(g<b—a, 9<_p D U) est admissible pour e pour tout supplémentaire U de g_, Ng® dans
g, avec a comme dans la Définition [.2.1]

Définition 4.2.3. Lorsque la graduation I" est b-optimale, la paire (§<p—q, §<—DU)
est dite b-optimale pour tout supplémentaire U de g_, N g° dans g_p.

Lemme 4.2.4. Soit ' : g = ®jeQ g; une Q-graduation admissible pour e définie
par un élément semisimple hr de g. Supposons qu’il existe b €0, 5] vérifiant les
conditions suivantes :

(T1) g<—sNg®={0};
(T2) pour tout k € {—b,b— a,b,a — b}, on a une décomposition de gi en sous-
espaces ad hr-stables,
g =0 O
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4.2 Quelques outils techniques

telle que
e 0%) C oy et le,gii,) C gy

(T3) pour tout k € {—b,b—a,b,a—b}, les sous-espaces g*, et g; sont en couplage

par rapport a la forme de Killing;

(T4) gepNgt=g",Ng° et dimgt, Ng®=1.
Alors les paires b-optimales sont équivalentes entre elles.
Démonstration. Compte tenu de la Définition [£.2.1} on a une bijection entre I'en-
semble des paires b-optimales et ’ensemble £ des sous-espaces de g_, supplémen-
taires de g_, Ng®. Pour U € &, on note Py la paire (g<p_q, §< D U). Fixons U € €.

On pose
Utr=Ung", et U =UnNg,.

On obtient donc
dimU™* = dimgfb —1 et dimU™ >dimg—, — 1.

En particulier, [e, g*,] = [e,U"].
Supposons que b # 5. L’application ad e : gy_o — gy est injective. Il résulte du
Lemme [1.3.5| que

dimg, , =dimg_, —dim(g_, N g°) = dimg_, — 1.
D’aprés (T3), on en déduit que
dimg; = dimg~, = dimg, , = dimg, ,
et
dimg, =dimg*, =dimg} , +1=dimg, ,+ 1.
En particulier, [e, g7, = [e, U] = g ,.
Supposons maintenant que b = 5. Comme g". et gu sont en couplage par rapport
2 2
a la forme de Killing, avec [e,g”.| C ga et dim[e,g”.] = dim g_., il existe un sous-
2 2 2 2
espace S de g, en couplage avec [e,g”.]. Alors dim S = dim g_.. En particulier,
2 2 2

dimg*, > dimg~.. D’autre part, [e,U"] est en couplage avec un sous-espace de
2 2

g_.. Il s’ensuit que

a
2

dimgt, > dimg-. > dim[e,UT] =dimU* =dimg’, — 1.
2 2

(M)

On en déduit que
dimg~. = dimg*. — 1.

En particulier, U™ est en couplage avec [e,g”.] et on a [e,gt.] = [e, UT] = g3.
2 2 2
Pour b quelconque, on pose
m = g<v—a S g[;_a et n:= J<—b S¥ g:b

Comme b > 0, m et n sont deux sous-algébres de g. De plus, elles vérifient les
conditions (A2), (A4) et (A5). Comme m* = g, & g, ,, on déduit (A3). Pour

b4
dimg, ,+dimg-, =dimg", — 1+ dimg", =dimg_, — 1 = dimU.
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4 . Classification dans quelques cas particuliers

Pour b =

3
2dimg-, = dimg~, +dimg’, —1=dimg s —1=dimU.
2 2 2
Ainsi,
dimm +dimn =dimg.,_, +dimg._, +dimU = dimg — dim g°,

ou la derniére égalité provient du fait que Py € PAg(e,I'). Il en résulte que m et
n vérifient la condition (A6). Par conséquent, la paire A := (m,n) est e-admissible
relativement a I'. La démonstration s’achéve si on montre que toute paire b-optimale
est équivalente a A.

Montrons donc que Py est équivalente a A. Lorsque U = UT@®U ™, i.e.,dim U~ =
dimg~,, on a U~ = g~,. On a alors clairement que A <r Py.

Considérons le casou U # UT @ U™, i.e., dimU~ = dimg~, — 1. Posons

e, U] Ngy, sib#
e, UL NU*+  sib=

)

W=U"®U™ et V:{

NN

Soient
m =g BV et W i=g._, &W.

Les sous-espaces m’ et n’ sont deux sous-algébres de g car b > 0. De plus, ils vérifient
les conditions (A2), (A4) et (A5).
Lorsque b # 3,

dimV = dimg; , — dim[e,U"] = dimg-, —dimU~ = 1.
Il s’ensuit que
dimU" +dim U~ +dimV = dimg_, — 1 = dim U.
On en déduit que m’ et n’ vérifient (A6). Comme [e,UT] = [e, g7, = g} ,, on a
VENgae s =00, @ (ViNg, )
De plus, dim(V+ng, ,) =dimg, ,—1et[e,U"] C V*. 1l vient alors
dim(V+ N gep) = dimge_p — 1 = dimg_,, — 2 = dim[e, W],

d’ott V- Mg, = [e, W], et la condition (A3) s’ensuit.
Lorsque b = g,

dim([e, U] NgF.) =dimgrs —dimU~ =dimg s +1—dimg-, — 1 = 2.
2 2 2 2
Il en résulte que dim V' < 2. De plus,
dimV = dim([e, U7]"Ng"aNUT) =24+ dimU* —dim (([e, U7 Ng*a)+U") > 1.
2 2

On en déduit que dimV = 1 car gt, Ng® C [e,U]*. La condition (A6) est donc
vérifiée. Par ailleurs, comme [e, g*.] = [e,UT] = g&, on a
2 2
vin le,g-a] = g%’ eVin [e,g:%] et [e,U"] CV*t.
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4.3 Cas ou g = sl(V)

Or, V.C U et U* est en couplage avec [e,g:%]. Par suite, [e,g:%] ¢ V+. On en
déduit que dimV+ N [e,g”.] = dimg-. — 1 = dim[e,U~|. En particulier, V+ N
le.0=] = [e.U7]. Donc V- N[e,g-3] = [e. W], d'oi la condition (A3).

En conclusion, la paire A’ est e-admissible pour b quelconque. En posant E :=
Ut@g,e& onaPye PAg(e, ). Alors,

Py =r A’ <r Pp =1 A.

]

Notations. On fixe a présent quelques notations valables jusqu’a la fin du chapitre.
Désormais, I' : g = jez 9; est une Z-graduation admissible pour e définie par un
élément semisimple hr de g et (e, h, f) est un sly-triplet de g tel que h € go et
f € g_a (cf Lemme [1.3.1). On pose s := Vect(e, h, f) et t := hp — $h. On désigne
par gl(V') I'algébre de Lie des endomorphismes de V. On suppose enfin que rkg® = 1.

4.3 Cas ou g =sl(V)

Supposons que g soit I'algébre de Lie s[(V') ot V' est un C-espace vectoriel de
dimension finie n € N*. D’aprés le Lemme [{.1.1] comme rkg® = 1, la partition
associée a e est (dy, dy). L'élément ¢ appartient & g° et il est semisimple. En tant que
s-module, V' se décompose en composantes isotypiques. Comme ¢ commute avec s,
d’aprés le lemme de Schur, ¢ laisse stable chaque composante isotypique. Puisque
t est semisimple, sa restriction a chaque composante isotypique est semisimple. De
plus, comme ¢ € g° on a la décomposition

V=Nah (4.1)

ou V; est un s-module simple de dimension d; et V; est stable par adt pour tout
i € {1,2}. Pour tout i € {1,2}, il existe a; € C tel que adt|y, = a;idy; et on a
aydy + ads = 0. Rappelons l'identification en tant que gl(V')-modules

gd(V)=V*®V

ou pour (¢,v) € V*x V I'endomorphisme ¢ @ v de V' est défini par ¢ @ v(z) = ¢(z)v
pour tout x € V. Par suite,

gl(V)= @ Vi; o Vi;=VreV.

1<6,j<2

Alors V; ; est un s-module via l'opération adjointe dans gl(V') et il est ad t-stable,
avec
adt

Vi = (CE]' — Oli) ldvu .

De plus on a

()

Autrement dit, V,; et V,; sont en couplage par rapport a la forme de Killing.

Vixvi, =0 st (i,7) # (ILk) et (., .)|v,,xv,, est non dégénérée.  (4.2)
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On pose
di,j = min(di, dj), Di,j = max(di, dj), Ai,j = dl + dj = d@j + Di,j-

D’aprés la décomposition du produit tensoriel de deux représentations irréductibles
de sly, on a

d17]
Vi =V}, (4.3)
k=1
ou V}; est un s-module simple de dimension A;; — 2k + 1.

4.3.1 Etude des valeurs propres de ad hr

Etude sur V. pour i € {1,2}. L’ensemble des valeurs propres de ad hr sur V,;
est donné par

{—=(d; — V)a,—(d; — 3)a,...,—a,0,a,...,(d; —3)a,(d; — 1)a}.
On en déduit que
ViiNgeo = ViiNg<a. (4.4)
De plus,

dim(VLl D V272) N g— dim(Vl,l D V272) N ge = d1 (dl — 1) + dg(dg — 1) (45)

Etude sur Viz et Voi. Onnote d, D et A les entiers dy 2, Dy 2 et Ay respecti-

vement. On pose o := @y — .
Les plus petits poids de ad hr sur V; 5 et Va1 sont respectivement égaux a

A A
pr2=a(l — 5) +a et pyyi=a(l — 5) — .

En particulier, p; 2 + p21 = a(2 — A). L’ensemble des valeurs propres de ad hp sur
Vi (resp. Va 1) est donné par les py o+ la (resp. po1 +la) pour [ € {1,..., A —2}.
Pour k € {1,...,d},on a

A—k—1
V]f,z = @ Vlfz(l) ou V’f,za) = V]f,Q M Gp1 o+la-

I=k—1
De méme, on a une décomposition similaire de V&,. On a alors

% v ooy J{0} st I+U#A =2 ou k#K,
vhovhey ={8 3L a (4.6

Autrement dit, V§,(1) et V5 (A —2—1) sont en couplage par rapport a la forme de

Killing. On peut alors écrire la décomposition suivante de Vi 5 (de fagon analogue
on écrirait celle de Vg ) :

A—2 d
Vl’g = @VLZ([) ou V172<Z) = VLQ N gp1$2+la = @VIiQ(l)
=0 k=1
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4.3 Cas ou g = sl(V)

De plus, pour i,j € {1,2} tel que i # j

[+1 si l<d-—1;
dimV, (1) = d si d—1<1<D-—1,; (4.7)
A—-1—-] sil>D-—1.

En particulier, dim V;5(l) = dim Vo1 (A — 1 — 2). Pour 4,5 € {1,2} tel que i # j,

on a
A-2

Vi,j N ge C @ V%J(l)
I=D—1
De plus, application ad e : V; ;(I) = V; j({+1) est injective si | < D—1 et surjective
sil > D — 1. En particulier,

dim(Vis @ Vo) = 2dD et dim(Vys @ Vo) N g = 2d. (4.8)

Comme la graduation I' est e-admissible, on a d’aprés le Théoréme[1.4.4] g<_,Ng® =
{0}. Il s’ensuit que

pia+(D—1)a>—a et p1a+(d—1)a < a, (4.9)
ie.,
—Da < p12 < a(2 —d).
Par conséquent, lorsque g-o N g¢ # {0}, on a

0<0=0<a®Vi2(D-1)®Vo1(d—2) ou geo =9g<—a®Vi2(d—2)&Vo1(D—-1).

Dans le premier cas, les valeurs propres de ad hr appartenant a | — a, 0 sont p; 2 +
(D — 1)a et pa1 + (d — 2)a. Dans le deuxiéme cas, les valeurs propres de ad hr
appartenant a ] — a,0[ sont p1 2+ (d — 2)a et po1 + (D — 1)a.

4.3.2 Equivalence des paires admissibles.

On répond dans ce sous-paragraphe a la Question pour g = sl(V). Compte
tenu de la Remarque , dans le cas particulier ot g.oNg® = {0}, la réponse est
positive. Supposons désormais que g-oNg® # {0}. En particulier, a # 0. On procéde
en deux étapes. Dans un premier temps, on montre que toute paire e-admissible est
équivalente a une paire optimale (cf. Définition . Dans un deuxiéme temps, on
montrera que les paires e-admissibles optimales sont équivalentes entre elles.

Premiére étape.

Proposition 4.3.1. Toute paire (m,n) admissible pour e est équivalente a une paire
optimale.

Démonstration. Soient (m,n) une paire e-admissible et ny un sous-espace gradué
de g supplémentaire de gy N g° dans g.o contenant n. Il suffit de montrer que la
paire (g<_q,no) est e-admissible optimale. D’apreés la Proposition [1.3.7] cela revient
a montrer que ny est une sous-algébre de g. Compte tenu de la description précédente
des valeurs propres, on peut écrire ng = g<_, G W, avec

W cC Vl,g(D — 1) D V271(d — 2) ou W C VLQ(d — 2) ) V271(D — 1)
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I1 suffit donc de montrer que [IW, W] C n. Supposons par exemple que W C Vi 5(D —
1) & Va1(d—2). Ona [Vio(D — 1), Vio(D — 1)] = {0} = [V2.1(d — 2), Vo, (d — 2)]
car +2a ne sont pas des valeurs propres de adt. De plus,

[Via(D —1),Vai(d—2)] C (Vi1 ® Va2)Ngeo = (Vi1 @ Vaz) Ngey C ng,

ou l'égalité provient de (4.4). On en déduit que ny est une sous-algeébre de g. On
raisonne de la méme maniére si W C Vi5(d — 2) @ Vy1(D — 1). La proposition
s’ensuit car (m,n) <r (g<—q, No). O

Deuxiéme étape.

Définition 4.3.2. On dit qu’une paire e-admissible optimale est a-universelle si
elle est de la forme (g<_q,n), avec

n= @ n; ol ni,jCVl-’j.

ije{1,2}

Exemple 4.3.3. Dans le cas ot g<o N g° C Vio(D — 1), les paires e-admissibles
optimales a-universelles sont de la forme

(g<—a7 9<—a D V2,1(d - 2) b U)
ou U est un supplémentaire de V(D — 1) N g® dans Vi2(D —1).

Proposition 4.3.4. Les paires e-admissibles optimales a-universelles sont équiva-
lentes entre elles.

Démonstration. On distingue deux cas : le cas ol g<o N g° C Vio(D — 1) et le cas
ol geo N ge C V2’1(D — 1)

CasI:9g.0Ng° C V(D —1). Dans ce cas, on a —a < p12+ (D —1)a < 0 et
—a < pa1+ (d—2)a < 0. On pose

m:=@g<—q D Vg’l(d — 2)
Autrement dit, m =my; @ myo @ my o B my;, avec

My = Vi1Ng<a, Moo= VaoNgc_y;

D—2 d—2
Mo =VioNg<a= @Vl,z(l), Mo; = Vo1 Ngeo = @Vm(l)-
1=0 1=0

Pour 4,5 € {1,2}, les sous-espaces m;; vérifient par construction les conditions
(C1), (C2) et (C3) du Lemme appliqué a la décomposition g = (V11 ® Va2)N
9@ Vi2® Vy;. La condition (C4) est aussi satisfaite. En effet d’une part, d’aprés

(1.5),
2(dimm171 + dimm2?2> = dl(dl — 1) + dz(dg — 1)
= dim ((Vl,l D V272) N g) — dim ((Vl,l D V272) N ge )
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D’autre part,

D-2 d—2
dim(ng + m271) = Z dim V172(l) + Z dim V271(l)
=0 =0

D—-2 A-2
= Z dlmVLQ(l) + Z dlmVLQ(l)
=0 =D
= dimVLQ — dimVLQ(D — ].)
d(D — 1)
= %(dlm(VLQ EB V271) — dim(VLg EB V271) M ge)),

ot la dernicre égalité provient de ([£.8). Il en résulte que la paire (m, m) vérifie les
conditions (A2), (A3), (A4) et (A6). De plus, comme [Va1(d — 2), Vo (d — 2)] =
{0}, on en déduit que m est une sous-algébre de g. Ainsi, (m,m) € PA(e,I'). En
particulier, pour tout supplémentaire U de Vi o(D — 1) N g® dans Vi9(D — 1), on a

Jca CMC e ®Va(d—2)@ U

D’apres I'Exemple [£.3.3] (m,m) <r (g<_q,n) pour toute paire (g<_,,n) admissible
pour e optimale a-universelle. La proposition s’ensuit.

Cas II. Dans ce cas,ona —a < po1+ (D —1)a<0et —a < p12+ (d—2)a < 0.
On pose m := g<_, ® Vi2(d — 2) et on raisonne de fagon analogue au cas I. ]

Proposition 4.3.5. Les paires e-admissibles optimales sont équivalentes entre elles.
Démonstration. Supposons par exemple que g<oNg® C Vi2(D —1). En particulier,
—a<pia+(D—-1)a<0 et —a<py+(d—2)a<0.

Si p1o+ (D —1)a # pay1 + (d — 2)a, alors une paire e-admissible optimale est a-
universelle pour des raisons de dimension. Supposons alors que k := pyo+(D—1)a =
p21+ (d—2)a. On a

k= —g et gr=Via(D—1)® Vy(d—2).

Alors les paires optimales sont en effet Z-optimales. Pour b = F, les conditions
(T1), (T2), (T3) et (T4) du Lemme sont vérifices, avec g = Via(D — 1) et
g, = V21(d —2). La proposition s’ensuit. O

D’aprés le Théoréme [3.2.7, on peut conclure.

Théoréme 4.3.6. Lorsque g = sl(V) et tkg® = 1, les paires e-admissibles sont
équivalentes entre elles. En particulier, les W -algébres associées sont isomorphes.

4.4 Cas ou g=so(V)

Supposons dans ce paragraphe que g soit 1’algébre de Lie s0(V') et que la partition
associée a e vérifie 'une des conditions (a) ou (b) du Lemme[£.1.2] On peut supposer
qu’elle est de la forme (dy,ds,ds, ..., d,), avec d; = ds, ol on ne suppose plus que
les d; soient croissants.
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On conserve les notations utilisées dans la Section 4.1l La forme bilinéaire non
dégénérée ® induit un isomorphisme 5 : V' — V* qui associe a un élément v de
V la forme linéaire ®(v, -). Les isomorphismes 3 et 37! sont des isomorphismes de
$0(V)-modules. On a l'identification de so(V')-modules

gd(V)=V'aV~VaV.

En effet, la structure de so(V')-module sur gl(V') est donnée par 'opération adjointe
dans gl(V'). De plus, pour tous z,v,w € V, 'identification est donnée par

(v®@w)(x) =&(v, x)w.

Pour v,w € V,onnote v Aw =v@w —w Qv et /\2V:Vect(v/\w; v,we V) la
composante de degré 2 de la graduation naturelle de I'algébre extérieure de V. On
avAw € so(V) pour tout v,w € V. On en déduit pour des raisons de dimension

so(V) = /\2 V.

Comme t est un élément semisimple de g°, on a la décomposition

V=Vielhe eV,

ou pour tout i € {1,...,m}, V; est un s-module simple de dimension d;, avec t|y, =
aqidy,, tly, = agidy, et t|y, = 0 pour tout ¢ > 3. Comme la trace de ¢ est nulle, a;y +
as = 0. On pose donc « := a1 = —ay. Ici, Vi @ Vo, V3, -+ - |V, sont les composantes

isotypiques du s-module V', et définissent une décomposition orthogonale par rapport
a ®. Observons que V; et V5 sont totalement isotropes par rapport 4 ®. On a

2
N (Vit1h)=WoaW, & W_

ou

Wy = Vect(v Aw; v e Vi, w € Vy) ~gl(Vy),

2 2
W+2/\ Vi=Vect(vAw; v,w e V)) et W_ :/\ Vo = Vect(vAw; v,w € V3).

On note
W, =W, W._.

On a donc la décomposition orthogonale

so(V) = /\2 V=W W;® @ Vi,® @ Vi, @ @ Vi (4.10)

3<i<m 3<i<m 3<iys<m

avec V;; =~ /\2Vi et V,; ~ V; ®V, pour ¢ < j, des isomorphismes en tant que
s-modules. De plus, W, et W_ sont en couplage par rapport a la forme de Killing.

La décomposition du produit extérieur de deux représentations irréductibles de
sly donne

3] 3]
W, = A Vi=PW: ot W= N\1a=PW
k=1 k=1
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oit W* et W* sont deux s-modules simples de dimension 2d; — 4k + 1 chacun. De
méme pour ¢ > 3, on a la décomposition

k=

—_

ol Vfl est un s-module simple de dimension 2d; — 4k + 1. De plus,
di
Wo = D Wi,
k=1

ott WE est un s-module simple de dimension 2d; — 2k + 1. La décomposition en
s-modules simples de V;; pour 7 # j est donnée par la décomposition du produit
tensoriel de deux représentations irréductibles de sly, a la maniére de la section
précédente.

4.4.1 FEtude des valeurs propres de ad hr

Etude sur Wy. On sait que adt|w, = 0. Il s’ensuit que ’ensemble des valeurs
propres de ad hr sur Wy est inclus dans aZ. Ainsi,

WO N J<—a = WO N d<o- (411)

De plus,
dim WQ = d% et dlm(WO N ge) = dl. (412)
Etude sur V,,; pour 3 <i < j < m. Onsait d'une part que adt]vm. = 0. D’autre

part, d; est impair pour tout ¢ > 3. Il s’ensuit que 0 est une valeur propre de ad hr
sur V; ;. Alors

Vi,j N J<—a = Vi,j N d<o0- (413)

De plus,
dim Vi,j = dld] et dlm(Vw N ge> = min(di, dj) <414)
Etude sur W, @ W_. On sait que adt|lw, = 2aidw, et adtlw_ = —2cidw_.

Les plus petits poids de ad Ar sur W et W_ sont donnés respectivement par :
pt =20 — (d —2)a et p_ = —2a— (d —2)a.

Alors les valeurs propres de ad hr sur W (respectivement W_) sont les p. + la
(resp. p— +la) pour | € {0, ,2(d; —2)}. Pour k € {1,...,[4]}, on a

2(d1—1—Fk)
Wh= @ W) on WE() := WE gy ia
1=2(k—1)

En particulier, dim WX () = 1. On remarque que

(W (1), W¥ (1)) = { {0} si L+ #2(dy —2) ouk # K

C i l+0=2(d—2)et k=K. (4.15)
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On note W (1) := W4 N g, 1a. Alors dim W (1) = [H2] si | < dy — 2 et [2851=2]
sinon.
On distingue deux cas selon la parité de d.

x dy est pair. Dans ce cas,

2(dy—2)

Wiﬂgec @ Wi(l)

l=d1—-2
! pair

Le fait que g<_, N g° = {0} implique que 2o > —a et —2a > —a, i.e.,

a a
- = —. 4.1
2<0z<2 (4.16)

Il s’ensuit que py + (dy — 3)a < 0 < p; + (dy — 1)a.
* d; est impair. Dans ce cas,

2(d1—2)

Wiong'c @ W)

l=d1—1
! pair

Le fait que g<_, N g° = {0} implique que 2a + a > —a et —2a +a > —a, i.e.,
—a<a<a. (4.17)

Il s’ensuit que py + (dy —4)a < 0 < py + dya.

Etude sur V1:®Vy,; pour i > 3. Dans ce cas, I'’étude des valeurs propres ressemble
a celle des valeurs propres sur Vio @ Vo dans le cas de sl(V). On rappelle que
dl,i = min(dl, dl), Dl,i = max(dl, dz) et Al,i = dl -+ dz = dl,i -+ Dl,i- Rappelons aussi
que

2— Ay, 2— Ay
Pli = (Tl’)a ta et py; = (Tl’)a —a.
De plus, (V1@ Va,) Ng<_o N g° = {0} implique que
pri+ (Dii—1)a>—a et p1;+ (di; —1)a < a. (4.18)

On distingue deux cas selon la parité de d;.

* dy est pair. On a vu que —§ < a < §. Il s’ensuit que pour j € {1,2}

Al,i -3
Pii T+ TCL <0<pji+

Ay;—1
—CL7
2
A 7 : e
avec dy; — 1 < 173 <Dy, —1,ie, (V;iNge)Ng®={0}.

% d; est impair. Dans ce cas, —a < a < a. Il s’ensuit que pour j € {1,2}

Alyi - Al,i

4
pj7i+Ta/ <0 <pji+

a

Al,i*4
2

avec di; — 1 <
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Conclusion. Notre objectif est d’obtenir ’équivalence des paires e-admissibles.
Compte tenu de la Remarque , on va s’intéresser au cas ol g<o N g° # {0}.
Observons que dans ce cas, a # 0. D’aprés I'étude précédente, on déduit que
dim(g<o N g®) = 1, avec gooNg® € W Ngeo ou geoNge € W_ N gop. Plus
précisément, dans le cas ou d; est pair, on a

pr+(di —2)a<0<pi+(di—1)a, ie, gooNg® C W (d; —2), ie, a<0;
ou
pr+(dp —3)a<0<py+(dy —2)a, ie, geooNg° C W_(dy —2), ie.,a>0.
Dans le cas ou d; est impair, on a
pr+(di —1)a<0<py+dia, ie, gooNg® CW,(dy —1), ie., a<0;
ou
pr+(di —4)a <0< py+ (dy —3)a, e, geooNg®°C W_(dy — 1), ie,a>0.

On résume dans la Table I’ensemble des valeurs propres de ad hr appartenant a
| — @, 0[ dans chacun des sous-espaces W, W_,V; et V.

d1 « W+ W_ Vl,i Vgﬂ'

pair ] —5,0] 2a —2a—a | —5+a| —§5—«a

pair 10, 5 20 —a —20 —S+a|—5—a
impair | | —a,—5[ | 2a+a | —2a —2a a —a — «
impair 15,a 20 —2a | —2a+a | —a+« -

TABLE 4.4 — Valeurs propres de ad hr dans | — a, 0] pour g = so(V').

4.4.2 Equivalence des paires e-admissibles dans des cas par-
ticuliers

On distingue deux cas : le cas ot le nombre de valeurs propres de ad hr appar-
tenant a | — a, 0] est égal a 4, et le cas ou il est strictement inférieur a 4.

Cas I : le nombre de valeurs propres de ad hr appartenant a | — a, 0[ est égal a 4.

Définition 4.4.1. On dit qu’une paire e-admissible optimale est a-universelle si
elle est de la forme (g<_q,n), avec

n=nydny D @(nl,i dny;) @ @ Wi j
i>3 3<i<j<m
oung C Wy, ny C W, B W_ etn;; CV,;; pour tous i, j.

Remarque 4.4.2. D’apres notre hypothese, les paires e-admissibles optimales sont
a-universelles pour des raisons de dimension. Par exemple, si dy est pair et a < 0,
d’apres notre hypothése, on a

W+(d1 - 2) = 824, W—(dl - 3) = J—a—2a;
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a_ -
20(

@VLZ(LT) = g-%—&-a et V2’Z(LT) e g_

i>3 i>3
Dans ce cas, si (g<_q,0) est une paire e-admissible optimale, alors n est de la forme
n=g<.D U®ga-20@ g-2+a S g-2—a
ou U est un sous-espace gradué supplémentaire de goo, N g dans goq-

Proposition 4.4.3. Une paire e-admissible est équivalente a une paire e-admaissible
optimale.

Démonstration. Soient (m,n) une paire e-admissible et ny un sous-espace gradué de
g supplémentaire de g_o N g°® dans gy contenant n. Montrons que la paire (g<_4, o)
est e-admissible optimale. La proposition s’ensuit. Il suffit pour cela, d’aprés la Pro-
position [1.3.7, de montrer que ng est une sous-algébre de g. Supposons par exemple
que d; soit pair et que a < 0. Comme dans la Remarque 4.4.2] ny est de la forme

Ny = @<—a ©® U S%) 9—a—2a S¥ 97%+a ©® gfgfa

ou U est un sous-espace gradué supplémentaire de gs, N g° dans go,. Il suffit alors
de remarquer d’une part que

[gfgm, 9*%+a] C g—a+2a C P<—a C N,

et d’autre part que
[g—%—aug—%—a] C g-q—2o0 C Ny,

ou I’égalité provient de notre hypothése sur les valeurs propres. On en déduit que
ng est une sous-algebre de g. Grace a un raisonnement similaire, on montre qu’il en
est de méme dans les autres cas de la Table [£.4] m

Proposition 4.4.4. Les paires e-admissibles optimales sont équivalentes entre elles.
Démonstration. On pose pour tous 3 <1< j<m
m; =V, Ng<_a et my:=WyNgec_,.
Lorsque oo < 0, on pose de plus pour ¢ > 3 :
my; = Vi, Ng<q, Mo;:=Vo;Ngeo et my =W Nge , ®W_Ngeo.
Lorsque ae > 0, on pose pour ¢ > 3 :
my; = Vi;Ngeo, My; = Vo, Ngey et my =W, Ngoo®W_Nge_,.

Les sous-espaces my, my et m; ; vérifient par construction les conditions (C1), (C2)
et (C3) du Lemme appliqué a la décomposition (4.10]). De plus,

dl (dl — 1)

dim my = 5

1
— 5 (dim W — dim(W, N g°))
et, pour 3<i<j<m

2dim m;; = dldj — min(di, dj) = dim Vi,j — dlm(Vw N ge).
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Dans le cas ou d; est pair et a < 0, on a

di—3 di—3 di—3 2(d1—-2)
dimmy = Y dmW, ()+ Y. dmW_(I)= > dmW, ())+ > dimW,(I)
1=0 =0 =0 I=d; —1
= dimW, — dim W, (d;, —2) = 4a-1 _[d]
= (dim(W; & W_) — dim(W, & W_) Ng°)
car [%] = ‘12—1 comme d; est pair. D’autre part, pour i > 3
Ay -5 A3
2 2
dim(my; ®my,) = >, dim V(1) + > dim V()
7.
> Ayi—2
=0 Ay -1
==
= dim Vl,i — dim VLZ'(AL;_?’)
dyi(D1; — 1)

= d.lIIl(‘fl72 D Vzﬂ') — CllHl(\fl7Z D Vgﬂ') N ge.

Pour les autres cas, des calculs similaires nous montrent donc que la condition (C4)
du Lemme [1.4.5] est vérifiée. On pose

m:=myPdmy P @ m;; D @(mu D my;).

3<i<Gj<m i>3

On en déduit que la paire (m, m) vérifie les conditions (A2), (A3), (A4) et (A6) de
la Définition [I.2.1] Par ailleurs, on vérifie que m est une sous-algébre de g. En effet,
dans le cas o d; est pair et o < 0, il suffit de remarquer que

[g—%—aug—%—a] C g-q-20 CM.

Il en est de méme pour le reste des cas. On conclut donc que la paire (m, m) est e-
admissible. De plus, par construction, (m,m) <r (g<_4, n) pour toute paire (g<_,,n)
admissible pour e optimale. La proposition s’ensuit. ]

En conclusion, sous I'hypothése que le nombre de valeurs propres de ad hr ap-
partenant & | — a, 0] est égal a 4, les paires e-admissibles sont équivalentes entre
elles.

Cas IT : le nombre de valeurs propres de ad hr appartenant a | —a, 0 est strictement
inférieur & 4. On représente dans la Table [4.5]les différentes possibilités.
Lorsque a € {£§, i%"}, on a

g<%—a = 9<_2,?a = g<—a-

Il s’ensuit que les paires e-admissibles optimales sont en effet -optimales. De plus,
g<0MNg° C g2 et tout supplémentaire gradué de g.o N g° dans g s’écrit

gg—a@g_%a@U ol U@(g_%ﬂge):g_ .

wle
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d; a | WL | W_ |V, |Vy,
pair -4 | -5 | -3 _% —a
pair —-< | -3 _%a _%a —a
pair % _% _g _% _%
pair % _%a _§ —§ _%a

impair —%T“ —g | -2 |- %a —a
impair | -2 | —¢ | 2| 2| _q
impair | 2 | —g | -2 | a2 | 3
impair | 2 | -2 | g4 | 2 20

TABLE 4.5 — Possibilités du cas II pour g = so(V).

Par suite, tout supplémentaire gradué de g-o N g° dans g est une sous-algebre de
g. On en déduit que toute paire e-admissible est équivalente a une paire e-admissible
optimale. D’autre part, pour b = £, les conditions (T1), (T2), (T3) et (T4) du Lemme
[A.2.4 sont vérifiées. On précise que, par exemple lorsque d est pair et @ = —§, on a
T =WiNg g, g o= @sz‘ Mng_e;

123

g

a
3

+ _ - _ . 20
07 =W_Ng 2, g0 =PViing 2

3

i>3
+ . a = a
g%_@lemg*’ g% W—ﬂg*7
i>3
9;—@V2,¢ﬂgza, 020 = WiNg2
3 3
i>3

On en déduit alors que les paires e-admissibles g-optimales, i.e., optimales, sont
équivalentes entre elles.
Considérons ensuite les cas ot o € {+%,4+3¢}. On a

<0 =0<-a DY 20 DYg-g Dg-s.
Proposition 4.4.5. Toute paire e-admissible équivalente a une paire §-optimale.

Démonstration. Tout d’abord, il existe r € {1,2} tel que

g—

(e

—P(V.ing 2), g =P(VsriNg ) et ga=(W, W )Ng s

i>3 i>3

De plus, dim( —2 N g°) = 1 et les applications ad e : g2 = gsa et ade: g sa — ga
sont injectives. Il s’ensuit que

dimg% = dimg_% = dimg%a = dimg_%a.
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4.4 Cas ou g = so(V)

Soit (m,n) une paire e-admissible. On peut alors écrire

o my C ny C g_xe pour k€ {1,2,3}. Comme m et n sont des sous-algébres de g,
on a
[my, my] C my, [my, mp] Cmg, [ng,ny] Cny et [ng,ny] Cns.
Les conditions (A3), (A4) et (A5) entrainent que
* [ng,e] =my Ngsa, [n3,¢] = my- N ga et [ng,e] =my N[g_s,ecf;
x ny N g° = {0}
* [ng,my] C my, [Ny, my] C my et [ng, my] C ms.

D’aprés ce qui précéde, et compte tenu de la condition (A6), on obtient que

dimn; =dimg_s —dimmg, dimng =dimg_« — dimm,,
4

et
dimny = dimg_¢ — dimm, — 1.
On pose
m' =g, O mz D my, n' = O<—a D P2 DN D Ny
m’ =g, B g3 DMy, =g, B g_sa Dy
m = gg_a@g_%17 n" = gg_a@g_%&@[]?

ou U est un supplémentaire de g_2Ng® dans g_a. Compte tenu des propriétés décrites
ci-dessus, on obtient par des calculs directs que (m/,n’), (m”,n”) et (m”,n”) sont
des paires e-admissibles. On remarque que la paire (m”,n") est §-optimale. La paire
(m, n) est alors équivalente a la paire (m”, n”) via la suite

(m’ n) %I‘ (ml’ rl/) ?F (m//’ n/l) %]" (m///’ n///).

La proposition s’ensuit. O

a

Proposition 4.4.6. Les paires e-admissibles 5-optimales sont équivalentes entre

elles.

Démonstration. Pour b= §, les conditions (T1), (T2), (T3) et (T4) du Lemme [4.2.4]
sont vérifiées, d’oti la proposition. On précise que lorsque a < 0, gt = W, N g-so.
2
Lorsque v > 0, g*a = W_Ng_a. O
2
En conclusion, sous 'hypothése que le nombre de valeurs propres de ad hr appar-

tenant a ] —a, 0[ est strictement inférieur a 4, les paires e-admissibles sont équivalentes
entre elles.

D’aprés le Théoréme [3.2.7, on peut conclure :
Théoréme 4.4.7. Si g = so(V) et si la partition associée a e vérifie l'une des

conditions (a) ou (b) du Lemme les paires e-admissibles sont équivalentes
entre elles. En particulier, les W-algebres associées sont isomorphes.
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4 . Classification dans quelques cas particuliers

4.5 Cas ou g=sp(V)

Supposons dans ce paragraphe que g soit ’algébre de Lie sp(V) et que la partition
associée a e vérifie 'une des conditions (a) ou (b) du Lemme[1.1.3] On peut supposer
qu’elle est de la forme (dy,dy,ds, ..., d,,), avec d; = dg, ot on ne suppose plus que
les d; soient croissants. La stratégie suivie dans ce paragraphe est analogue a celle
du paragraphe précédent dont on reprend les grandes lignes en expliquant seulement
les changements nécessaires.

On conserve les notations utilisées dans la Section L’isomorphisme 3 : V —
V* qui associe a un élément v de V' la forme linéaire ®(v,-) est un isomorphisme
de sp(V)-modules. Comme dans la section précédente, on peut identifier gl(V') avec
V@V.Pourv,w € V,onnote v-w=vQ@w+w®v et S’V = Vect(v-w; v,w € V)
la composante de degré 2 de la graduation naturelle de 1’algebre symétrique de V.
Onav-w € sp(V) pour tout v,w € V. On en déduit pour des raisons de dimension

sp(V) = S?V.
Comme t est un élément semisimple de g°, on a la décomposition

ou pour tout i € {1,...,m}, V; est un s-module simple de dimension d;, avec t|y, =
ayidy,, tly, = azidy, et t|y, = 0 pour tout ¢ > 3. Comme la trace de t est nulle, a;y +
as = 0. On pose donc « := a1 = —ay. Ici, Vi @ Vo, V3, -+ - |V, sont les composantes

isotypiques du s-module V', et définissent une décomposition orthogonale par rapport
a ®. Observons que V; et V5 sont totalement isotropes par rapport a ®. On a

SPVi+ Vo) =Wo W, & W_
ou
Wy = Vect(v-w; ve Vi, w €Vy) ~gl(Vy),
W, ~ S?V; = Vect(v-w; v,w € Vi) et W_ ~ S*Vy = Vect(v-w; v,w € V3).

On note
W, =W, W_.

On a donc la décomposition orthogonale

sp(V)=SV=WeoW, & P V.o @ V..o Vi, (4.19)

3<i<m 3<i<m 3isjsm

avec V;; ~ S2V; et V,; =~ V;®Vj, pour i < j, sont des isomorphismes en tant que
s-modules. De plus, W et W_ sont en couplage par rapport a la forme de Killing.

La décomposition du produit symétrique de deux représentations irréductibles
de sl; donne

dq+1 dq+1
(5] (<5

Gt ]
W, =5V =P Wh et W_=51=H W,
k=1 k=1
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4.5 Cas ou g = sp(V)

out W* et W* sont deux s-modules simples de dimension 2d; — 4k + 3 chacun. De
méme pour ¢ > 3, on a la décomposition

[dit?
2

k
Vii = @ Vi
k=1

ol Vfl est un s-module simple de dimension 2d; — 4k 4 3. Enfin, les décompositions
de Wy et de V; ; pour i # j sont les mémes que pour so(V).

4.5.1 Etude des valeurs propres de ad hp

Etude sur Wy. Les mémes arguments que pour so(V) donnent
WO N J<—a = Wo N gd<o0- (420)

De plus,
dim Wy =d} et dim(WynNg°) =d,. (4.21)
Etude sur Vi; pour 3 <i < j < m. On sait que adt|y,; = 0. D’autre part, d;

est pair pour tout 7 > 3. Il s’ensuit que 0 est une valeur propre de ad hr sur V, ;.
Alors

Vi,j N g<—a — Vz',j N gd<o0- (422)

De plus,
dim Vi,j = dZdJ et dlm(Vw N ge> = min(di, d]) (423)
Etude sur W, & W_. On sait que adt|w, = 2aidw, et adt|lw_ = —2aidw_.

Les plus petits poids de ad hr sur W et W_ sont donnés respectivement par :
pr =20 —(dy —1)a et p_:=—2a— (d; — 1)a.

Alors les valeurs propres de ad hy sur W (resp. W_) sont les p, +1la (resp. p_+la)

pour [ € {0,---,2(d; — 1)}. Pour k € {1,...,[%]}, on a

2(d1 —k)

(d
wWh= P

1=2(k—1

WE(D) ot Wh(D) == W N g, i
)

En particulier, dim W% (1) = 1. On remarque que

k vy ) {0} st I+ #2(dy —1) ouk # K
<W+<l)7w_ (l )> - { C Si l—l— l/ — 2(d1 . ) et ]{Z _ k’/. (424)
On note W (l) := Wy N gy, 410 Alors dimWo (1) = [H2] si 1 < dy — 1 et [24-]

sinon.
On distingue deux cas selon la parité de d;.

x d; est impair. Dans ce cas,

2(dy—1)

W.inNng®C @ Wi(l)

l=d1—1
! pair
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Le fait que g<_, N g° = {0} implique que 2o > —a et —2a > —a, i.e.,

a a
— = —. 4.2
5 <a<y (4.25)

Il s’ensuit que py + (dy — 2)a < 0 < py + dya.
* d; est pair. Dans ce cas,

2(dy—2)

W.ong'c @ W)

l=dy
| pair

Le fait que g<_, N g° = {0} implique que 2a + a > —a et —2a+a > —a, i.e.,
—a<a<a. (4.26)

Il s’ensuit que py + (dy — 3)a < 0 < p;4 + (dy + 1)a.

Etude sur V@&V, pour i > 3. Dans ce cas, I'’étude des valeurs propres ressemble
a celle des valeurs propres sur Vio @ Vy; dans le cas de sl(V). On rappelle que
dl,z‘ = min(dl, dz), Dl,i = max(dl, dz) et Al,z' = d1 + dz = dl,i + Dl,i' Rappelons aussi
que

P1i = (Tl’)a +o et p; = (Tl’)a —a.
De plus, (V1 ® Va,;) Ng<_o Ng® = {0} implique que
pri+ (Dii—1)a>—a et p1;+ (di;—1)a < a. (4.27)

On distingue deux cas selon la parité de d;.

* dy est impair. On a vu que —§ < a < §. Il s’ensuit que pour j € {1,2}

Al,i -3
piit —5 < 0 < pji+

Al,i -1
—a’
2
avec dl,i —1< % < Dl,i — 1, i.e., (Vj,i N g<0) N ge = {O}
% d; est pair. Dans ce cas, —a < o < a. Il s’ensuit que pour j € {1,2}

Ay

2

A —4
LTCL<O<PJ‘,¢+

Pji + a

avec dy; —1 < % <Dy —1,1e, (VjiNge)Ng®={0}.

Conclusion. Compte tenu de la Remarque [3.1.10, on va s’intéresser au cas ou
g<0Ng® # {0}. Observons que dans ce cas, o # 0. D’aprés 1'étude précédente, on en
déduit que dim(g<oNg®) =1, avec gooNgc C Wi NgpougeoNg® C W_Ngp.
Plus précisément, dans le cas ou d; est impair, on a

pr+(di—1a<0<py +dia, ie, gooNgcCWi(dy —1), ie, a<0;
ou

pr+(di —2)a<0<py+(di—1)a, ie, geooNg°C W_(d; — 1), ie., a>0.
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4.6 Cas ot g = Gy, Fy ou E4

Dans le cas ol d; est pair, on a
pr+dia<0<pr+(di+1a, ie, geooNg® C Wi(dy), e, a<O0;
ou
pr+(dy —3)a<0<pi+(dy —2)a, ie, gooNg®C W_(dy), ie, a>0.

On résume dans la Table I’ensemble des valeurs propres de ad hr appartenant a
| — @, 0[ dans chacun des sous-espaces W, W_,V; et V.

dy « W, W_ Vl,i V2,i
impair | | —§,0] 2 —20—a | —S+a| -5«
impair 10, 5 20— a —2a —24+a| -2 -«

pair |]—a,—5[| 2a+a | —2a—2a a —a — «

pair 15, a 20 —2a | 2a+a | —a+« —a

TABLE 4.6 — Valeurs propres de ad hr dans | — a, 0[ lorsque g = sp(V).

4.5.2 Equivalence des paires e-admissibles dans des cas par-
ticuliers

Comme pour so(V), on distingue deux cas : le cas ol le nombre de valeurs propres

de ad hr appartenant a | — a, 0[ est égal a 4, et le cas ou il est strictement inférieur
ad.
Cas I: le nombre de valeurs propres de ad hr appartenant a | —a, 0[ est égal 4 4. On
procede de la méme maniére que pour so(1') en tenant compte des changements dans
I’étude des valeurs propres faite au paragraphe précédent. On peut ainsi démontrer
que, dans ce cas, les paires e-admissibles sont équivalentes entre elles.

Cas IT : le nombre de valeurs propres de ad hr appartenant a | —a, 0 est strictement
inférieur a 4. On peut représenter dans la Table [£.7] les différentes possibilités. On
remarque que cette table ressemble a la Table On peut par suite appliquer le
méme raisonnement que pour le cas I de g = so(V). On en déduit alors que, dans
ce cas également, les paires e-admissibles sont équivalentes entre elles. D’apres le
Théoreme 3.2.7], on peut conclure :

Théoréme 4.5.1. S g = sp(V) et si la partition associée a e vérifie l'une des
conditions (a) ou (b) du Lemme les paires e-admissibles sont équivalentes
entre elles. En particulier, les W-algébres associées sont isomorphes.

4.6 Cas ou g= Gy, F, ou Eg

Supposons que g = Go, F4 ou Eg. Comme g est un s-module, g se décompose
en composantes isotypiques de s-modules simples. L’élément ¢ est semisimple et
appartient a g°. Il laisse donc stable chaque composante isotypique. Puisque ¢ est
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d; a | WL | W_ |V, |Vy,
impair | = | =5 | —% _% e
Impair —% —% _2?‘1 _Q?G _%
impair | ¢ —4 | —g | s _%
impair | g _%a = _%a

pair _% —g | - _%a —a
pair | -2 | ¢ | 20| 20| 4
pair %“ e g | _a _377
pair %‘L _%a —e | g %a

TABLE 4.7 — Possibilités du cas II pour g = sp(V).

semisimple, sa restriction a chaque composante isotypique est semisimple. De nou-
veau comme ¢t € g°, on a une décomposition de g en s-modules simples stables par
adt. En conclusion, g se décompose en ad t-espaces propres

g= @WA
A

Pour A # 0, W, et W_, sont en couplage par rapport a la forme de Killing. De
plus, chaque ad t-espace propre se décompose en s-modules simples.

Afin de répondre a la Question [£.0.12] on traite séparément les orbites nilpo-
tentes des Tables et Pour chacune d’entre elles, on peut expliciter les
décompositions ci-dessus a ’aide du logiciel GAP4. On étudie ensuite les valeurs
propres de ad hr sur les espaces propres W . On distingue les cas ou goNg® # {0}.
On considére la propriété suivante :

(P) : les py sont deux & deux distinctes

ol p, désigne la valeur propre (si elle existe) de ad hr sur W, appartenant a | —a, 0[.
Enfin, on montre I’équivalence des paires e-admissibles dans le cas ou la propriété
(P) est vérifie.

Nous décrivons la stratégie pour l'orbite 24, + A; de Eg. On omet les détails
pour les autres orbites. Elles se traitent de maniére similaire. On a dim G - e = 54
et dim g¢ = 24. L’ensemble des valeurs propres de ad ¢ est

{=3a, —2a, —a, 0, «a, 2a, 3a}
ou a € Q.
Description de W;,. On a
Wy =Wy50Wg30 Wy,

ot Wy 5 est la somme de deux s-modules simples de dimension 5 chacun, W 3 est la
somme de trois s-modules simples de dimension 3 chacun, et Wy ; est un s-module
simple de dimension 1. L’ensemble des valeurs propres de ad hr sur Wy est

{—2a, —a, 0, a, 2a}.
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4.6 Cas ot g = Gy, Fy ou E4

Il s’ensuit que
WoNgeo=WoNge,.

Description de W, et W_,. On a
Wi =Win6DOWins® Wigo

ot Wi, est un s-module simple de dimension 6, W4, 4 est la somme de deux s-
modules simples de dimension 4 chacun, et W, o est la somme de deux s-modules
simples de dimension 2 chacun. L’ensemble des valeurs propres de ad hr sur W,

est

5a 3a a a 3a 5a
- —+ - 4+ —— 4 -4+ — + — +at.
{ 5 a, 5 a, 5 Q, 5 Q, 5 Q, 5 a}

De plus,
Wi, N ge =Wiq N (g%:l:a D g%“:l:a @ g%a:ta)'

Description de Wy, et W_,,. On a
Wioe = Wioas @ Wions @ Waog

ot Wioa 5, Wiagg s et Wi, 1 sont des s-modules simples de dimensions respectives
5, 3 et 1. L’ensemble des valeurs propres de ad hr sur Wy, est

{—2a+ o, —a+2a, £20, a+2a, 2a+ 2a}.

De plus,
Wi Mg = Wi, N (QQaﬂ:Qa D Gat2a D gim)-

Description de W3, et W_3,. Chacun des sous-espaces W3, et W_3, est un
s-module simple de dimension 2. L’ensemble des valeurs propres de ad hr sur W3,
est “ a

—— =+ 3a, = + 3a}.

De plus,
Wisa Ng" = Wisa Ngeisa.

Conclusion. Le fait que g<_, N g° = {0} équivaut a 2a > —a et —2a > —a, i.e.,

a< <a
—<a<c.
2 2

Il s’ensuit que
* (gcoNWig)Ngé={0} car —§+a <0< §Ea;
* —a+ 20 <0< a+ 2a.

Comme on s’intéresse au cas ol g<o N g° # {0}, a # 0. On distingue alors quatre
sous-cas :

(a) a<0et §+3a<0;
(b) a<0et §+3a>0;
(c) a>0et =5 +3a>0;
(d) a>0et =5 +3a <0.
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Cas W, W_, Wy, W_,, Wi, W_3,
(a) | —§+a| —5—«a 2 —a—2a | §+3a | aucune
b) | —§+a| -5 -« 2 —a—2a | —5+3a | =5 — 3«
() | §+a|—-5—a|—a+2a —2« aucune | § — 3o
d) | -§+a|—-§—a|—-a+2a —2a —5+3a | =5 — 3«

TABLE 4.8 — Valeurs propres dans | — a, 0[, cas de orbite 245 + A; de E.

Pour chacun de ces sous-cas, on décrit dans la Table les valeurs propres de ad hr
appartenant a | — a, 0].

Supposons désormais que la propriété (P) soit vérifiée. Cela est équivalent a dire
que le nombre des valeurs propres de ad hr appartenant & | — a, 0] est exactement
égal a 5 dans les cas (a) et (c), et exactement égal a 6 dans les cas (b) et (d).

Remarque 4.6.1. Par exemple, dans le cas (a), d’aprés (P), si (g§<—q,n) est une
paire optimale, alors n est de la forme

n=gca®(Wan 97%+a) ©(W_oN gf%fa) OU S (W _ 20 Mg 0 2a),

ot U est un supplémentaire de Wo,Ng2nMNg® dans Wo,Ngan. Dans ce cas particulier,
(P) est vérifice si et seulement si o ¢ {—32 —4 —2}.

Proposition 4.6.2. Une paire e-admissible est équivalente a une paire e-admaissible
optimale.

Démonstration. Soient (m,n) une paire e-admissible et ng un sous-espace gradué de
g supplémentaire de g-o N g° dans g—o. Il suffit de montrer que la paire (g<_4, no)
est e-admissible optimale. La proposition s’ensuit. D’aprés la Proposition [1.3.7] cela
revient & montrer que ny est une sous-algébre de g. Considérons par exemple le cas
(a). Comme dans la remarque précédente, ny est de la forme

Ny = @<—a D (Wa N g—%-‘roc) ) (W—Oé N g—%—a) S U D (W—Qa N g_a_QO‘)’

ou U est un supplémentaire de Wy, N go, N g¢ dans Wy, N go,. 1l suffit alors de
remarquer que

(W, N 9-2+a; W.nN 97%+a] C g-a+2a € P<—a C Ng,
et d’autre part que
[W—a N g—%—aa W—a N g—%—a] Cg-a-20 = W—2a MNg_a—2a C Ny,

ou 'égalité provient de (P). On en déduit que ng est une sous-algebre de g. Grace
a un raisonnement similaire, on montre qu’il en est de méme dans les autres cas de

la Table (4.8 [l
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4.6 Cas ot g = Gy, Fy ou E4

Cas m

(a) 9<-a ® (Wa N g—%-{-a) S¥ (W—Qa N g—a—2a)

(b) 9<-a ©® (Wa N g—%+o¢) S (W—2a N g—a—Za) ¥ (W?)a N g—%-‘r?)a)

(C) 9<—a © (Wa N g—%-ﬁ-a) D (W2a N g—a+2a>

(d) 9<—a > (Wa N g—%+o¢) D (W2a N g—a+2a) D (W—Ba N g—%—?;a)

TABLE 4.9 — Choix de m

Proposition 4.6.3. Les paires e-admissibles optimales sont équivalentes entre elles.

Démonstration. Pour chacun des quatre sous-cas, on représente sur la Table [4.9) le
choix d’un sous-espace m de g :

Grace a I’étude des valeurs propres de ad hr et la description des décompositions
en s-modules, on vérifie sans peine par des calculs directs que m est une sous-algébre
e-admissible de g. De plus,

(mv m) <r (g<—a7 I‘l)

pour toute paire (g<_,,n) admissible pour e optimale. La proposition s’ensuit. [

D’aprés le Théoréme [3.2.7], on peut conclure :

Conclusion. Dans le cas de l'orbite 245 + A; de Eg et sous 'hypothése que (P)
est vérifiée, les paires e-admissibles sont équivalentes entre elles. En particulier, les
W-algebres associées sont isomorphes.

Pour les autres orbites nilpotentes de Eg, ainsi que pour les orbites de Gq et Fy
listées dans les Tables[4.3] [£. 1] et [4.2] on montre I’équivalence des paires e-admissibles

par un raisonnement similaire lorsque (P) est vérifiée.

Compte tenu des résultats obtenus dans ce chapitre, on formule pour conclure
une conjecture :

Conjecture 4.6.4. Si le rang de g° est égal a 1, alors les paires e-admissibles sont
équivalentes entre elles. En particulier, les W -algébres associées sont isomorphes.

Résoudre cette conjecture serait une premiére étape dans la résolution de la
Conjecture |3.3.10}
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Paires admissibles d’une algébre de Lie simple complexe et W-algébres
finies

Résumé

Soient g une algébre de Lie simple complexe et e un élément nilpotent de g.
Nous nous intéressons dans ce mémoire a la question (soulevée par Premet) d’iso-
morphisme entre les W-algébres finies construites a partir de certaines sous-algebres
nilpotentes de g dites e-admissibles. Nous introduisons les notions de paire et gra-
duation e-admissibles. Nous montrons ensuite que la WW-algeébre associée a une paire
e-admissible posséde des propriétés similaires a celle introduite par Gan et Ginzburg.
De plus, nous définissons une relation d’équivalence sur I’ensemble des paires admis-
sibles. Nous montrons alors que si deux paires sont équivalentes, alors les WW-algébres
associées sont isomorphes. Nous introduisons enfin les notions de graduation et paire
admissibles b-maximales et nous montrons que les paires admissibles b-maximales
sont équivalentes entre elles. Comme conséquence de ce résultat, nous retrouvons
un résultat de Brundan et Goodwin sur les bonnes graduations. Dans une derniére
partie, nous considérons des cas particuliers pour lesquels nous pouvons apporter
une réponse compléte a la question d’isomorphisme.

Mots clés : W-algebre finie, Paire admissible, Graduation admissible.

Admissible pairs of a complex simple Lie algebra and finite 11//-algebras
Abstract

Let g be a complex simple Lie algebra and e a nilpotent element of g. We are
interested to answer the isomorphism question (raised by Premet) between the finite
W-algebras constructed from some nilpotent subalgebras of g called e-admissible.
We introduce the concept of e-admissible pair and e-admissible grading. We show
then that the W-algebra associated to an e-admissible pair admits similar proper-
ties to that introduced by Gan and Ginzburg. Moreover, we define an equivalence
relation on the set of admissible pairs and we show that if two admissible pairs are
equivalent, it follows that the associated W-algebras are isomorphic. We introduce
later the concepts of b-maximal admissible pair and b-maximal admissible grading
and show that b-maximal admissible pairs are equivalent. As a consequence to this
result, we recover a result of Brundan and Goodwin on the good gradings. In a final
part, we consider some particular cases where we may find a complete answer to the
isomorphism question.

Keywords : Finite W-algebra, Admissible pair, Admissible grading.
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