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Résumé

La décomposition d’ITwasawa gy = &y @ g @ ng issue de la décomposition de Cartan gy = &y @ pg
d’une algebre de Lie semi-simple réelle permet d’écrire gq sous la forme gg = €y @ bg, avec by =
ag @ ng. Dans cet article, on donne une formule explicite pour I’indice, ind b, de b, ou b est le
complexifié de bg. Précisément, on montre le résultat suivant :

indb=rgg —rgt,

ou g et ¢ sont respectivement les complexifiés de gg et de £y. Nous répondons en particulier de facon
positive a une question posée par Rais dans [M. Rais, Notes sur I’indice des algebres de Lie, preprint,
2004] : T’indice est-il additif dans la décomposition suivante : gg = €y @ by ? La démonstration
repose sur la construction de Kostant et utilise les transformations de Cayley. On donne en outre
une caractérisation des algebres de Lie semi-simples réelles gg pour lesquelles la sous-algebre b
possede une forme stable.

© 2005 Elsevier Inc. All rights reserved.

Abstract

The index and the Cartan decomposition of a real semisimple Lie algebra. The Iwasawa
decomposition g = £ @ ag D ng of the real semisimple Lie algebra gy comes from its Cartan decom-
position gy = £y @ po. Then we get go = &y @ by where by = Gy @ ng. In this note, we establish an
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explicite formula for the index, ind b, of b, where b is the complexification of by. More precisely, we
show the following result:

indb=rgg—rgt,

where g and £ are respectively the complexifications of g( and ¥g. In particular, this answers positively
a question by Rais in [M. Rais, Notes sur ’indice des algebres de Lie, preprint, 2004]: is the index
additive for the following decomposition: gy = g @ bg? In the proof, we use the Kostant construction
and the Cayley transforms. We also give a characterization of the semisimple real Lie algebra gg
whose subalgebra b has a stable form.

© 2005 Elsevier Inc. All rights reserved.

Introduction

Soit go une algebre de Lie semi-simple réelle et soit go = £y & po une décomposition
de Cartan de go. On note 6 I’involution de Cartan correspondante. Soit ag un sous-espace
abélien maximal de po. Pour A dans ag, on pose

g6=1{Xego|[H X]=Ar(H)X VH € do}.

L’ensemble X constitué des formes lineaires non nulles A sur ag pour lesquelles le sous-
espace g(); est non nul est un systéme de racines dans a;. Soit X', un systéme de racines
positives de X'. On pose

no= €P .

rext

de sorte qu’on obtient la décomposition d’ITwasawa de go suivante :
go = to @ ap ® np.
En posant by = o @ ng, on obtient la décomposition :
g0 = £o & bo.

Dans tout ce qui suit, on note sans 1’indice 0 les complexifiés des algebres de Lie réelles
notées, elles, avec un indice 0. Ainsi, g = (go)C, € = (£)C, 6 = (80)C, n = (no)C, b=
(bo)(c, etc. L’indice d’une algebre de Lie g, noté ind g, est la codimension minimale de
ses orbites coadjointes. Si g est le complexifié d’une algebre de Lie réelle qg, alors on a :
ind g = ind qo. Le but de cet article est de donner une formule explicite pour I’indice de b.

Précisément, on montre la relation suivante :

indb=rgg —rgk. (D
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Dans [6], Rais s’intéresse a des exemples d’additivité de I’indice. En particulier, a pro-
pos de la décomposition gg = €y @ by, il se demande si la relation

ind go = ind &y + ind by )

a lieu. Puisque les algebres de Lie g et € sont réductives, leur indice est égal a leur rang.
Ainsi, la relation (2) est satisfaite si, et seulement si, la relation (1) est satisfaite. On répond
ici de facon positive a sa question.

On donne dans la premiere partie des précisions concernant la structure de gg. On rap-
pelle dans la deuxiéme partie la construction «en cascade » de Kostant. Cette construction
intervient dans [4] pour la recherche de formes linéaires stables dans une sous-algebre de
Borel d’une algeébre de Lie semi-simple complexe. Notons qu’ici b n’est pas en général une
sous-algebre de Borel de g. La troisieéme partie utilise les transformations de Cayley pour
établir une formule qui intervient dans la suite. On prouve dans la partie 4 les relations (1)
et (2). La construction de Kostant intervient dans la démonstration pour définir une forme
réguliere sur b et pour définir une forme stable sur une certaine sous-algebre de Borel de
g qui contient b. Parmi les algebres de Lie réelles semi-simples go, on caractérise de plus
dans cette partie, celles pour lesquelles la sous-algebre b posséde une forme stable. La
derniere partie repose sur la classification des algebres de Lie simples réelles. Pour chaque
type d’algebres de Lie simples réelles, on calcule explicitement I’indice de b et on précise
si la sous-algebre b possede ou non une forme stable.

1. Quelques précisions sur la structure de g¢

On regroupe dans cette partie quelques résultats concernant la structure de go. On trouve
les preuves de ces résultats dans [2,3]. Soit hy une sous-algebre de Cartan de g, stable
par 6. Puisque hy est stable, elle s’écrit sous la forme

ho = ap @ to,

avec ap dans pg et tg dans £y. La sous-algebre b est une sous-algebre de Cartan de g et on
note A le systeme de racines associé au couple (g, ). Les éléments de A sont a valeurs
réelles sur ap @ itp. On choisit un systeme de racines positives A4 dans A en prenant ag
avant it pour former 1’ordre lexicographique sur (ap @ itp)*. Ainsi, pour « une racine de
A non nulle sur ag, la positivité de o ne dépend que de sa restriction a ag. On note I la
base de A..

On note encore 6 ’extension C-linéaire de 6 & g. La tranposée de 0 sera également
notée 6. On note A’ (respectivement A”) I’ensemble des racines de A qui s’annulent
sur a (respectivement qui ne s’annulent pas sur a). On a 6(A) = A et A’ est I’ensemble
des éléments de A invariants par 6. On pose AL = A" N A, A” = A"N(=Ay).Ona
6(A) =A" et (AL +A7)NACAY.

Pour chaque élément o de A, on fixe X, un élément non nul de g* et on note Hy,
I’unique élément de [g*, g~*] tel que w(Hy) = 2. Une racine est dite réelle si elle prend
des valeurs réelles sur hg (i.e. si elle s’annule sur ty), imaginaire si elle prend des valeurs
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imaginaires sur ho (i.e. si elle s’annule sur agp), et complexe sinon. Le lemme suivant est
connu et ne présente pas de difficulté :

Lemme 1.1.

(i) Pour o dans A, ona: 90X, € g%,
(i) Pour a dans A, ona : 0 Hy = Hy,,
(iii) Soit o une racine de A. On a les équivalences suivantes :

aestréelle & Ooa=—a < H,eca,

o est imaginaire <& Oa=oa <& H,et

La dimension compacte est par définition la dimension, dim ty, de I’intersection de hg
avec g et la dimension non-compacte est par définition la dimension, dim ag, de I’intersec-
tion de ho avec po. On dit que hg est maximalement compacte si la dimension compacte est
la plus grande possible et on dit que hg est maximalement non-compacte si la dimension
non-compacte est la plus grande possible.

Remarque 1. 11 se peut que ho soit a la fois maximalement compacte et maximalement
non-compacte. C’est le cas si go est 1’algebre de Lie réelle sous-jacente a une algebre
de Lie simple complexe, ou si gg est isomorphe a sl(n, H) ou a I’algebre de Lie simple
exceptionelle E1V, comme on peut le voir a I’aide du tableau 2.

Si « est une racine imaginaire de A, alors 6o = « donc g“ est stable par 6, et on a
g* =(g* N¥E) @ (g“ Np). Puisque g* est de dimension 1, on a g* C € ou g* C p. On dit
que la racine imaginaire o est compacte si g* C € et non-compacte si g* C p. Le résultat
suivant est démontré en [3, Proposition 6.70].

Lemme 1.2. Soit by une sous-algébre de Cartan de go stable par 0. Alors, il n’existe pas de
racines imaginaires non-compactes si, et seulement si, )y est maximalement non-compact
et, il n’existe pas de racines réelles si, et seulement si, Y est maximalement compact.

Soit ty un sous-espace abélien maximal du centralisateur mg = 3¢,(6o) de do dans €.

Alors 60 = Gg @ 1o est une sous-algebre de Cartan de g stable par 6 qui est maximalement
non-compacte. On surmonte d’un chapeau les ensembles définis précédemment relatifs a by.
Ona:

@) =gn| P ¢
ae&;
am:k

et

n=m)"= P o

AV
acAl
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D’ou

b:&@(@ g“).

AV
acAlL
On termine par un lemme :

Lemme 1.3. L’ensemble Z& est le systeme de racines associé au couple (m,%). Si «

appartient a A, onam®i = g%. Enfin, ona :

m:%@(@/g“)

acl

2. Définition et quelques propriétés de la construction «en cascade » de Kostant

Dans toute cette partie, hp désigne une sous-algebre de Cartan de go stable par 6 et on
reprend les notations de la partie précédente.

On reprend les notations de [4,5]. Si A appartient & h*, on écrit (A, «") pour A(Hy).
Pour toute partie S de IT, on note AS le systtme de racines engendré par S, et Ai le
systéme de racines positives correspondant. Si S est une partie connexe de 7, le systeéme
de racines A est irreductible et on note e la plus grande racine de Ai.

Supposons que S est une partie connexe de 7. Les résultats qui suivent vont intervenir
a plusieurs reprises dans la suite ; ils sont démontrés dans [1] et rappelés dans [4,5]. Pour
toute racine « de Ai \ {es},ona: {a,esY) €{0,1}. Si T est I’ensemble des racines o de
AS qui vérifient (o, e5V) = 0, alors T est un systéme de racines dans le sous-espace de
h* qu’il engendre et ’ensemble {«@ € S | {a, €s”) = 0} forme une base de T'. De plus, si «
appartient a 7 N AS alorsona:a+ €s ¢ A. Ainsi, pour « # €g, les racines « et €5 sont
fortement orthogonales.

On rappelle la construction et quelques propriétés d’un ensemble de racines deux a
deux fortement orthogonales dans A. Par récurrence sur le cardinal de S, on définit un
sous-ensemble KC(S) de I’ensemble des parties de [T de la maniére suivante :

(a) KW)=9;

(b) Si Sy, ..., S, sontles composantes connexes de S, on a :
K($)=KES)U---UK(S);
(c) Si S est connexe, alors :
K(S)={S}u IC({(x eS| (a, eg) = O})

Les deux lemmes suivants concernent cette construction et sont utiles pour la suite. Ils
sont énoncés dans [4,5].
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Lemme 2.1.

(i) Tout élément K de KC(S) est une partie connexe de I1.

(ii) Si K, K’ appartiennent a K(S), alors ou bien K C K', ou bien K' C K, ou bien K
et K' sont des parties disjointes de S telles que o + B n’appartient pas & A, pour
dans AK et B dans AK'.

(iii) Si K et K' sont des éléments distincts de K(S), alors e et ek sont fortement ortho-
gonales.

Si K € K(IT), on pose :

rf={aeaf|fa,eg)>0}, IF=rf\(e). He=p o

aelk
Lemme 2.2. Soit K, K' dans K(IT), o, B dans 'K et y dans rx’,

(i) Ona ' =AK\ {5 € AK|(5,€}) =0} )
(i1) L’ensemble A est la réunion disjointe des rk« pour K" dans K(IT), et Hk est une
algebre de Heisenberg de centre gk .
(iil) Si o + B appartient a A, alors o + p = €.
(iv) Si a + y appartient a A, alors ou bien K C K' et a + y appartient & I'Y", ou bien
K' C K eta+y appartient a I'K.

Remarque 2. Notons que si K est un élément de KC(/T), alors pour toute racine « de I K
il existe une unique racine 8 de FOK tellequex + B =€ etona:

(0 ex”)=(B.ex”)=1.
Cela résulte du point (ii) du lemme 2.2 et des résultats de [1] rappelés précédemment.

Le cardinal de X°(I1) ne dépend que de g mais pas de h ou de I1. On note kg cet entier.
Le tableau 1 donne la valeur de kq pour les différents types d’algebres de Lie simples.
On pose

K"(T) = {K € KUT) | ekla # 0}
={K e K{I) |ex € AL},

et

Tableau 1
kg pour les algebres de Lie simples

A l>1 By, >2 C,1>3 Dy l>4 E¢ E7 Eg Fy Gy
1+1 ]
kg [%] 1 I 2[5] 4 7 8 4 2




388 A. Moreau / Journal of Algebra 303 (2006) 382—406

K'(T)={K € K(T) | ex | = 0}
={K eK(T)|ex € A" }.

La proposition suivante décrit la facon dont I’involution de Cartan € agit sur la construc-
tion de Kostant.

Proposition 2.3. Soit K un élément de IC(I1). 1l y a trois cas possibles pour €k

(1) ou bien €k est imaginaire et Oeg = €k,

(2) ou bien, il existe L dans K" (IT) tel que —0¢g =€,

(3) ou bien —Oeg appartient a FOK et €x + Oeg est une racine imaginaire non-compacte
contenue dans I OK .

Démonstration. Soit K un élément de /C(/T). On suppose que €x n’est pas une racine
imaginaire. Alors —feg appartient 2 A’/ . S’il existe L dans K" (IT) tel que —fex =€,
on est dans le cas (2).

Supposons désormais que, pour tout K’ de KC(IT), on a —0¢k # €. 1l s°agit de montrer
qu’on est dans le cas (3). Puisque A est la réunion disjointe des I'¥ " pour K” dans KC(IT)
(lemme 2.2(ii)), il existe un unique L de K(IT) tel que —Oex appartient 2 I'L. Montrons
tout d’abord I’égalité : L = K. D’apres I’hypothese, on a —0eg # €7 donc la racine —feg
appartient a FOL. On déduit de la remarque 2 que I’élément o = €;, 4+ Oeg est une racine
de I} OL . Cette méme remarque donne de plus :

(ex. (—0er)Y)=(—0ek,€)) =1,

donc (—fer, €f) > 0 et —O€; appartient a 'Y D’aprés I’hypothese, la racine —fe; ap-
partient a FOK et on déduit de la remarque 2 toujours, la relation : (—fez,ey) = 1. On
obtient finalement :

<90l,€1\é)=(961‘+6K,61\é>=(9€[‘,6,\é>+2=—1 +2=1>0.

Par suite, la racine O« appartient a I” K. en particulier, la racine O« est une racine positive.
Les seules racines positives dont I’image par 6 est encore une racine positive sont les
racines positives de A’, d’olt @ = 6. On en déduit que la racine o = O« appartient a
I’intersection FOK N FOL. Cette intersection est alors non vide, d’ou K = L (lemme 2.2(ii)).

Ainsi, on a montré que la racine —f¢eg appartient a FOK et que I'élément o = e +
fek est une racine contenue dans FOK . C’est clairement une racine imaginaire ; montrons
qu’elle est non-compacte. D’apres le lemme 1.1(i), le crochet [ X, , 0 X¢, | est un élément
non nul de gk ek qui est contenu dans p, donc la racine imaginaire €x + feg est non-
compacte. O

Le corollaire qui suit concerne la sous-algebre de Cartan 60. 1l s’applique en fait plus
généralement a toutes les sous-algebres de Cartan de gg stables par € et maximalement
non-compactes.
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Corollaire 2.4. Soit K un élément de IC(ﬁ ). 1l existe un unique L dans lC(ﬁ ) tel que :
Oecx = tep. Si Oeg =€y, alors K = L et K appartient a K'(IT). Si Oex = —ey, alors
K appartient a K" (IT). Ceci permet de définir une involution dans K(IT), que I’on note
encore 0. Les ensembles K'(IT) et K" (IT) sont stables par cette involution 0. Ona : egg =
ek, pour tout K de K'(IT) et egx = —O¢k, pour tout K de K" (IT). Enfin, pour tout K de
K" (IT), on a 'inclusion FOK c Al
Démonstration. La premiere partie de la proposition est une conséquence immédiate de
la proposition précédente car b est maximalement non-compacte donc le systeme A ne
possede pas de racine imaginaire non-compacte d’apres le lemme 1.2.

Prouvons la derniére assertion. Soit K un élément de K/ (IT) et soit o dans FOK .D’apres
la remarque 2, il existe un unique élément 8 de FOK telquea + B =¢€x.Ona:

—Oa + (—0B) = €sk

etona: (—Oa, ek ") = (a,ex”) =1, d’apres la remarque 2 toujours. On en déduit que
—O« appartient a FOOK ; —Oa est donc une racine positive, d’apres le lemme 2.2(ii). Puisque
les seules racines dont I’image par —6 est une racine positive sont les éléments de A’,, on

a obtenu I’inclusion FOK cAl. O

On pose

Krsar(IT) = {K € K"(IT) | —0€x =€k }
={K e K(IT) | e est réelle}

et
KeompUT) ={K € K"(IT) | =Bk # ek }.
Pour IT , on obtient :
Kt (1) = {K € K"(IT) | 6K = K},
et
Keomp(IT) = {K € K"(IT) | 6K # K }.

Puisque 6 est une involution de IC(H ), le cardmal de Kcomp(ﬂ ) est pair et on peut

choisir un sous-ensemble K;{)mp(ﬂ ) de Kcomp(ﬂ ) de sorte que Kcomp(ﬂ ) = COmp(l'[ )uU
OIC;f)mp( ).

Proposition 2.5. L’ensemble KCse1(IT) est non vide si, et seulement si, le systeme A pos-
sede une racine réelle.
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Démonstration. Si K appartient a [Cig. (IT), alors ex est une racine réelle ; I’'implication
est alors claire.

Réciproquement, supposons qu’il existe une racine « réelle dans A. On peut supposer
que o est une racine positive ; soit alors K 1’élément de X (IT) tel que o appartient 2 "X
11 suffit de prouver que e est une racine réelle. Si o = €k, c’est clair. Sinon, « appartient
a FOK et d’apres la remarque 2, il existe 8 dans FOK tel que

a+pB=c¢g, 3)
doll a4+ (—0B) = —0Oeg, 4)

puisque « est réelle. D’apres la proposition 2.3, il y a trois cas possibles :

(1) La racine €g est imaginaire; ce cas est impossible car on a la relation a(H,) =
(a,ex) =10, qui prouve que Hc, n’appartient pas a t.
(2) Nl existe L dans K(IT) tel que —feg = €. Dans ce cas, on a :

(o €)= (= b, (~ber)) = o ) = 1,

donc « appartient 4 I’intersection ' N 'l d’ott K = L et ek est réelle.

(3) Laracine —0¢g appartient a FOK . Il s’agit de montrer que ce cas n’a pas lieu. L’égalité
(4) et le lemme 2.2(iv) entrainent qu’il existe K’ dans K(IT), avec K’ C K, tel que
la racine —6p appartient & 1'% "1 suffit de montrer que K = K’ pour aboutir a une
contradiction. En effet, si K = K’, 1’égalité (4) et le lemme 2.2(iii) entrainent —fe¢x =
€K, ce qui est impossible puisque —feg appartient a FOK .

On a : —0B # €k'. En effet, supposons par I’absurde le contraire. Si K’ # K, alors
la relation (4) entraine que o + €k est une racine, ce qui contredit un résultat de [1],
rappelé au début de cette partie. Si K’ = K, alors les relations (3) et (4) donne 2(ex +
fek) =0, ce qui est absurde car on est dans le cas (3). On en déduit que —68 appartient
a FOK "et, d’apres la remarque 2, il existe y dans FOK " tel que

y +(=08) =€k, §))
d’ott (—=0y)+ B =—0Oeg. ©6)

Soit L dans KC(IT) tel que —@y appartient 2 'L, D’aprés le lemme 2.2(iv), la relation

(6) nous conduit a distinguer deux cas :

x L C K et —9egr € I'K. Le cas —0eg = ek est exclu car on est dans le cas (3)
pour €g. On en déduit que —feg- appartient a FOK . D’apres la proposition 2.3, cela
n’est possible que si K' = K.

% K C L et —Aeg € I'". En particulier, la racine —feg est positive donc ex n’est
pas imaginaire ; on n’est donc pas dans le cas (1) de la proposition 2.3 pour €g/. Si
—0Oegr = €y, pour L’ dans KC(IT), alors B appartient & rt, puisqu’on a les égalités :

(B.€))) =B, (—Bexn”)=(~6B.ex) = 1.
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On en déduit que B appartient a I'intersection 'Y’ N 'K, d’od L' = K et on a
—0eg = €k, ce qui est impossible puisqu’on est dans le cas (3) pour €x. On n’est
donc pas dans le cas (2) de la proposition 2.3 pour €g-. Il résulte de la proposition 2.3
que —Oeg appartient & 1< " (on est dans le cas (3) pour ex/). L'intersection I'% N

'K est alors non vide et il vient : L = K. Puisque K’ = L C K, on déduit de
Iinclusion K C L, ’égalité K = K'. O

Notons, que si K est un élément de g1 (IT), cela n’entraine pas nécéssairement que
toutes les racines de I'X sont réelles.

3. Utilisation des transformations de Cayley

Cette partie concerne les transformations de Cayley ; on trouve d’avantage de préci-
sions dans [3]. Si ho et % sont deux sous-algebres de Cartan de go stables par 6, leurs
complexifiées h et h’ sont conjuguées dans g. Les transformations de Cayley permettent
de construire explicitement, et étapes par étapes, un automorphisme de g qui conjugue
ces deux sous-algebres. On utilise deux types de transformations de Cayley a partir d’une
sous-algebre de Cartan 6-stable :

(i) Avec une racine imaginaire non-compacte 8, on construit une nouvelle sous-algebre
de Cartan dont I’intersection avec po augmente de 1 en dimension. On notera ¢g la
transformation correspondante ;

(i) Avec une racine réelle «, on construit une nouvelle sous-algebre de Cartan dont
I’intersection avec po diminue de 1 en dimension. On notera d, la transformation
correspondante.

Seules les transformations de type d, vont intervenir dans la suite. On donne ici les

résultats nécessaires concernant ces transformations. Soit hp une sous-algebre de Cartan
de go stable par 6. Si « est une racine réelle de A, on pose :

d, = Ad<expi%(0Xa - Xa)>.

Pour § dans A, on note d,(8) la forme linéraire de dy(h) qui a H dans d,(h) associe
o;(dojl (H)) ; c’est une racine associée au couple (g, d,(H)). On a

go Ndy(h) =ker(e, ) © R(Xy 46 Xo)
et on vérifie sans peine la relation :
dim(dy (h) Np) =dim(h Np) — 1.

On dispose des relations suivantes :
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da(Ho/t) =i(Xy +0Xy), )
dot(Xa - GXa) = (X(x - X—ct)a (8)
dot (Xa + Gon) = iHo/[» (9)

oll H}, est un vecteur non nul proportionnel a2 H,. Notons enfin que, compte tenu de
I’expression de dg, il est clair que si 8 est une racine fortement orthogonale a «, alors
dy(Xp) = Xpg et dy(X—pg) = X_p d’ou dy(Hpg) = Hg. On va utiliser ces résultats pour
démontrer la proposition suivante :

Proposition 3.1. Soit by une sous-algébre de Cartan de gg stable par 6. On reprend les
notations des parties 1 et 2. On a l’égalité :

dim(h Np) — #peet(J1T) =12 g —1g L.
En particulier, on a :
dim & — #Cree (IT) = rgg —rgkt.
Démonstration. On suppose dans un premier temps que h n’est pas maximalement com-
pacte. Le lemme 1.2 et la proposition 2.5 prouvent qu’il existe K dans C(IT) tel que
€k est une racine réelle. On consideére la transformation de Cayley d., . La sous-algebre

de¢, (ho) est une sous-algebre de Cartan de go. L’expression de d., montre que c’est une
sous-algebre stable par § eton a :

dim(deg (h) Np) =dim(h N p) — 1.

L’ensemble d¢, (A) est le systeme de racines du couple (g, de, (h)) et de, (JT) en est une
base. On vérifie sans difficulté la relation suivante :

K(dep (IT)) = {dey (L) | L € KUID)}.
Montrons I’égalité :
#rsel (dey (IT)) = #Crse1 (IT) — 1.

D’apres la relation (7), deg(Hey) appartient a iR(Xep + 0Xey), donc Hg,, (ex) =
de, (Hep ) appartient a €. Par suite, d¢, (g ) est une racine imaginaire de dc, (A). Puisque
I’ensemble {€; | L € K(/T)} est un ensemble de racines deux a deux fortement orthogo-
nales, on a Hq,  (¢,) = ey (He,) = He,, pour L # K dans K(IT), d’apres ce qui précede
la proposition. Or la racine dc (¢1.) est réelle si, et seulement si, I'élément Hq, () appar-

tienta a, d’ou :

K:réel(deK (H)) = {deK (L)ILe ’Créel(n)} \ {deK (K)}
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L’égalité souhaitée est alors claire. On a donc obtenu :
dim(h Np) — #]Créel(n) = dim(deK ([7) N P) - #’Créel(deK (H))

Apres un nombre fini de transformations, on obtient une sous-algebre de Cartan maxi-
malement compacte. Il suffit donc de prouver la relation

dim(h N p) — #Kee1 (IT) =12 g — 12 L,

pour hp maximalement compacte. Supposons que hp est maximalement compacte. Alors
dimt=rgtetonadim(hNyp) =rgg —rgt. D’apres le lemme 1.2, il n’y a pas de racines
réelles. L’ensemble KCyse(IT) est donc vide, d’aprés la proposition 2.5, et la relation est
claire. O

4. Formes linéaires stables et indice de b

Si g est une algebre de Lie complexe et si ¢ est une forme linéaire sur ¢, on désigne par
s 1’ensemble des s de q tels que ¢ ([q, s1) = 0. Autrement dit g4 = {s € q | (ad* s) - ¢ = 0},
ouad* : q — gl(q*) estlareprésentation coadjointe de q. On rappelle que I’indice de g, noté
ind g, est défini par :

ind q= qrbrélqr}‘ dimqy.

On dit que 1’élément ¢ de q* est régulier si dimgg = indq. L’ensemble des éléments
réguliers de g* est un ouvert non vide de q*.

La notion de formes linéaires stables est introduite dans [7]. Rappelons qu’un élément
¢ de q* est dit stable s’ existe un voisinage V de ¢ dans q* tel que, pour tout ¢ de V, q¢
et qy soient conjugués par un élément du groupe adjoint algébrique de q. En particulier, si
¢ est une forme linéaire stable, alors c’est un élément régulier de q*. Lorsque q possede
une forme linéaire stable, I’indice de q est donné par la dimension du stablisateur de cette
forme. En général, q ne posseéde pas de forme linéaire stable ; on trouve des exemples d’al-
gebres de Lie ne possédant pas de forme linéaire stable dans [7] ou dans [4]. La proposition
qui suit est démontrée en [4, Théoreme 1.7].

Proposition 4.1. Soit q une algébre de Lie, et soit ¢ un élément de q*. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) On ala relation : [q, 991 N gy = {0} ;
(ii) La forme linéaire ¢ est stable.

On suppose dans toute cette partie que b n’est pas nulle. On va construire une forme
linéaire réguliere sur b. Dans certains cas, on verra que cette forme est stable. Posons
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1
uzi Z (X—EK +X—69]()

KeK" ()
= Z X*G[( + Z (X7€K + X*Eg)]()*
K eKrsa (IT) K eKdmp(T)

Lemme 4.2. Soit x un élément de b. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) L’élément x s’écrit sous la forme

x:h+ Z aK(XeK _XE(-)[()a
K €K domp (IT)

avec ax dans C et h dans a tel que ex (h) = 0, pour tout K de K (IT).
(ii) Le crochet [x, u] appartient au sous-espace n @ m.

Remarque 3. Notons que si m est nul, b est une sous-algebre de Borel de g et ce lemme
n’est rien d’autre que le lemme 2.5 de [4]. La démonstration qui suit reprend d’ailleurs
pour une large part celle de [4].

Démonstration. (i) = (ii). Si (i) est vérifié, x s’écrit

x=h+ Z aK(XeK _XEQK)a
K eKdomp (I

avec ag € C et h dans a tel que ex (h) =0, pour tout K € K"(IT), eton a

1

[x,u]: 5 Z (—EK(I’l)X,SK _GQK(h)Xfegl( +aK(H€K - Heak))
KeK(IT)
1
=5 D (cexX e +0ek (X qp +ax (Hey +0Hey))
KeK"(I)
1
=5 D (CexMX e —ex X e +ax (Hex +0Hey)
KeK" ()

1

[\

D (04ak(Hey +0Hey)).
KeK" ()

On en déduit que [x, u] appartient a t, d’ol (>i1).



A. Moreau / Journal of Algebra 303 (2006) 382—406 395

(i) = (1). L’élément x appartient a b ; il s’écrit sous la forme :

x=h+ Z Aeg Xey

K K (IT)
+ Z (aeKXeK +a€9KX€y[()+ Z Z aeXa,
Kelcéromp(ﬁ) KEIC//(ﬁ) otEFOK

avec h dans a et a, dans C, pour tout « de A’_L. On en déduit que le crochet [x, u] s’écrit
sous la forme :

[X,M]: Z aEKHEK—‘f_ Z (aGKHGK +a€9KH€9K)+Y7
K eKreel (IT) K eKdomp(IT)

ou Y est un élément du sous-espace m @ n d n_. Pour K dans Kg (ﬁ ), la racine eg est
réelle donc Iélément H,,, appartient & a. Pour K dans Kcomp(ﬁ ), la projection de H, sur
a selon la décomposition a ®test (Hey — 0 He,)/2. Par suite, de larelation [x, u] e m@n,
on tire la relation :

H, —0H H., . —0H,
I S e = R
K €Keet (1) K el domp (1)

Puisque les racines ex sont deux a deux fortement orthogonales, on a ex (He, ) = 0, pour
L # K et il vient ac, = 0, pour tout K de Ky (/7). En utilisant de plus les relations
OH¢ = _HE(’K et HH@K' = —H,,, on obtient a¢;, + ae,, =0, pour tout K de ICZ{)mp(H).
On en déduit que x s’écrit :

x=h+ Y agXey —Xe)+ Y, Y duXa.

K eKdomp(ID KeK"(IT) aerf

Soit K un élément de K”(IT) et soit o dans I OK . D’apres la remarque 2, 1’élément
B = €x —«a estune racine de FOK ; elle appartient donc a A’} , d’apres le corollaire 2.4. On a

1
[x’u]=§<kaax—ﬁ + aq Z [Xa, X—EK/]

K'eK"(I\{K)

+ Z aV[XV’X_EK’]> - Z GK’(h)X—eK/

K'eK"(IT),y e \{a) K'ekK(IT)

H 0H
b (),

K el domp(T)

ou A est un scalaire non nul.
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Supposons par I’absurde a, # 0. On a 8 # €k, pour K’ dans K"(IT), car (B, ex¥) =1
et (exr, €x ) € {0, 2}. Puisque la racine B appartient a Zﬁ’r, I’élément %AaaX_lg qui inter-
vient dans 1’expression précédente de [x, u] est un élément non nul de n_. Comme [x, u]
appartient 2 n @ m, il existe nécessairement K’ dans K”(IT) et y dans A’ "\ {a} tels que
B=cx —y.Ona: K #K’, cary #a. Soit K" dans K (IT) tel que y appartienta I'%".
11 résulte du lemme 2.2, (iii) que K" # K. Puis, la racine B + y = g appartient & A , donc
ona: K C K" ou K" C K. Celarésulte du lemme 2.2, (iv).

Supposons K” C K. Les racines €k et y sont fortement orthogonales a ex, d’ ol :

1=(B,ex)=(ex — y.€x) =0,

ce qui est absurde. Supposons K C K”. On a y # egr car €g/ et €gr sont fortement
orthogonales et ex’ — y est racine. Ainsi :

el =1.  (Bep)=0.
Par suite, on a :

L= (o) = B+ . o) = e i) € 0.2},
ce qui est absurde.

On a obtenu que a,, est nul, pour tout « de FOK et tout K de K" (ﬁ ). Il en résulte que x
s’écrit sous la forme

x=h+ > agxXeg — Xegy)
K eKomp (IT)

et de la relation

H., +60H,
[)C,I/t]z_ Z GK’(h)X—GK/+ Z aK(%)v

K'eK" (M) K eKomp(IT)
on tire la relation g (k) = 0, pour tout K’ de K", d’ou (). O

On note « la forme de Killing de g. Pour t une sous-algebre de Lie de g et ¢ une forme
linéaire sur t, on note

ty={set|(ad*s) ¢ =0]}
={ser|¢(ls.y])=0Vyer}

le stabilisateur dans v de la forme linéaire ¢ pour la représentation coadjointe ad*:tv —
gl(x*) de t. Pour v un élément de g, on note ¢, la forme linéaire sur g définie par :

du(¥) =k (v,y),
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pour y dans g. La proposition suivante décrit le stabilisateur by, de la forme linéaire ¢,
dans b.

Proposition 4.3. Le stabilisateur by, de la restriction de ¢, a b est donné par :
by, = ( ﬂ kereKa) @ < Z C(Xex — X@K)>.

KeK(f) Komp (1)

etona:
dimby, =rgg—rgt.
Démonstration. On a
by, = {x €blk(u,[x,y])=0Vyeb}={xeb|x,ul ebt},

ol b désigne I’orthogonal de b dans g pour la forme de Killing. La relation b* =n @ m

et le lemme 4.2 entrainent que 1’élément x appartient a by, si, et seulement si, il s’écrit
sous la forme

x=h+ Y ax(Xeg — Xegy)s
K eKompT)

avec ak dans C et h dans a tel que eg (h) = 0, pour tout K € K(I).
On a I’égalité :

m kereg |, = m kereg |, .

Kek"(f) KeK ()

En effet, pour K dans K'(IT), laracine ek est imaginaire donc s’annule sur a. La premiere
assertion de la proposition est alors claire.
Montrons :

dim( N kereKa> = dim & — (#Kreel (IT) + #K 5y (IT)).

11 suffit de montrer que la famille

{ek)s | K € Kigat (IT) UK, (D)}
forme une base du sous-espace de a* engendré par les éléments € K|, pour K dans KT).
Si K appartient 2 K'(IT), laracine eg est imaginaire donc s’annule sur . Si K appartient 2
th)mp(ﬂ), alors pour tout H dans a, on a: egx (H) = —0e¢g (H) = e (H), d’olt €K |, =
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€k|,- On en déduit que la famille précédente est génératrice. Montrons qu’elle est libre :
soit

Z agek|, + Z agek|, =0,

K € reer (1) K eKdomp(D

une combinaison linéaire nulle dans a*. Puisque la famille {ex | K € K(ﬁ)} est un
ensemble de racines deux a deux fortement orthogonales, 1’évalutation du membre de
gauche dans I’expression précédente en I'élément (He, —O0Hey)/2 = (Hep + Hepy)/2
de a, donne : ag = 0, pour tout K de ’Crée](ﬁ) et tout K de KT (ﬁ). On a obtenu :

comp

dim b, = (dim & — #Kyee1 (IT) — #K. 1, (D)) + #K.E,0 (IT)
= dim & — #Kee1(IT)
=rgg—rgt.
La derniere égalité résulte de la proposition 3.1. La proposition est ainsi démontrée. O

Remarque 4. L’expression de by, obtenue dans la proposition précédente permet d’obte-
nir une condition nécessaire et suffisante pour que la restriction de ¢, a b soit stable. Pour
aetbdans Cet K dans K} (IT),ona:

comp
[H’aXE]( +bX69K]:€K(H)(aX€]( +bX€9[()v (10)

pour tout H dans a. En particulier, les éléments X, — X, , pour K dans ICjOmp(ﬁ ),

appartiennent a I'intersection [b, by, ] N by, . De I’expression de by, obtenue dans la pro-
position 4.3 et de la relation [b, b] = n, on tire alors 1’égalité :

[b’ b¢u] N b¢u = Z C(XGI( - XSQI()'
KComp (IT)

Il résulte de la proposition 4.1 que la restriction de ¢, a b est stable si, et seulement si,
I’ensemble Kcomp(IT) est vide.

On est désormais en mesure de démontrer les relations (1) et (2) annoncées en introduc-
tion :

Théoreme 4.4. On a les égalités :

indb=rgg—rgt, et
ind go = ind &y + ind by.
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Démonstration. La deuxieme relation est une conséquence immédiate de la premiere. On
s’intéresse désormais a la premiere relation.
Posons

t= Zg“ et t_= Zg_“

aedl, aedl,
Ainsiona: m=rt_ @ t® ¢. Posons aussi :
b=bptPr,

de sorte que b est une sous-algebre de Borel de g. Posons enfin

u=u-+ Z X _ex-

KeK/(I)
D’apres la partie 2 de [4] ou d”apres la remarque 4 appliquée au cas ot m = 0 (remarque 3),
la restriction de la forme ¢; a b est stable pour b. Notons B le groupe adjoint algébrique

de [:1 Dans tout ce qui suit les ouverts sont relatifs a la topologie de Zariski. Puisque le dual
de b s’identifie a a® tHn_ P r_ via la forme de Killing de g, on en déduit que I’ensemble

W= {w cadton_@r_| E¢,w et 5% sont conjugués via E}

est un ouvert non videde a @ t®n_@r_.
Le dual de b s’identifie 2 & @ n_ via la forme de Killing de g; on en déduit que 1’en-
semble

V={vea®n_| larestriction de ¢, a b est réguliere}

est un ouvert non vide de @@ n_. Soit pr la projection de a® t@n_ @ t_ sur le sous-espace
a @ n_ parallelement au sous-espace t ® t_. Il résulte de ce qui préceéde que I’ensemble

W={weadt®n_ @®r_|pr(w)eV}

est un ouvert non vide de A @ t® n_ @ r_. L'intersection W N W est alors non vide. Soit
w un élément appartenant a cette intersection. On vérifie aisément les inclusions :

[Gdn,tdr_]CnCbt.

On en déduit que pour tout v dans & @ n_ et tout v’ dans t@v_,ona:

by,,, ={x€blk(v+v,[x,y])=0Vyeb},

{
{x€b|/c(x v+v]y) OVyeb},
{ EbIK([x v], y) OVyeb},

= by,
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En particulier, on a I’égalité : by, = by, . De la définition de Iindice et de la proposi-
tion 4.3, on tire alors les relations :

dimbg, =dimbg , =indb <dimby, =rgg —rgt.
11 suffit donc de prouver I’inégalité :
dimbgy, < dimby, .

D’apres la partie 2 de [4] ou d’apres la proposition 4.3 appliquée au cas ou m = 0 (re-
marque 3),ona:

E%: ﬂ kereg.
Kek(T)

Puisque w appartient a I’ensemble W, il existe un automorphisme p de B tel que :

Soit x un élément de p (g cjc() kerek |, ). Puisque le sous-espace (g i) Kerex |, est
contenu dans le sous-espace [ g () ker ek, I'élément x appartient au sous-espace

p( ﬂ kereK>=l~1¢w,

KeKdT)

donc [x, w] appartient au sous-espace b1 = n @ r. On en déduit que [x, w] appartient au
sous-espace n @ m = bL, car v est contenu dans m. Par suite, x appartient a by, , d’ou :

,o( ﬂ kereKa)Cb%.

KekK (T
Ecrivons w sous la forme :

w=h+ Z ag X _q,

aeAL

avec h dans 6 et a, dans C, pour o dans Z+. Quitte a restreindre ’ouvert W, on peut
supposer que les composantes de w selon les vecteurs X_¢, sont non nulles, pour K dans
KC(IT). Soit K dans Kt (IT) et soit

comp

X =qepp Xeg — Qeg Xegy
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Pour L, L’ dans K(ﬁ) avec L#L',ona: e £a¢ A, pour tout o de rt, d’apres les
résultats de [1] rappelés au début de la partie 2, d’ou :

[x, W] = ey ey Hey — Qe ey Hegy

+ D au(aey [ Xeg . X o] — ey [Xegy - X—a))

LeK(I) ael
+ afF)KEK (h)XGK - aé[(eQK(h)XegK
=degdegy (Hey +0Hey)

+ Z aaaeak[xeka X _ol— Z aaaeK[Xeeka X _o]

aeFOK OtérogK
+ aEQK €K (h)XGK - aGKGQK(h)XGQK .
La dernidre égalité obtenue montre que [x, w] appartient au sous-espace t @ n, qui est

contenu dans le sous-espace n @ m = b, donc x appartient & by, - On a finalement obtenu
I’inclusion :

,o( ﬂ kerema) @ ( Z Claeyx Xeg —aEKXEQK)> C bg,,-

KE’C(ﬁ) KG’Czamp(ﬁ)

D’apres I’espression de by, obtenue dans la proposition précédente, il est clair que 1’on a
la relation :

dim <p< m kerema) @ ( Z Claeyy Xeg —aéKX@K)>> =dimby,,

Kek(T) K eKdmp(D
et I’inégalité souhaitée s’ensuit. O
La proposition suivante précise la remarque 4 :

Proposition 4.5. La sous-algébre b de g possede une forme linéaire stable si, et seulement
si, I’ensemble Keomp(IT) est vide.

Démonstration. Sil’ensemble Kcomp(ﬁ ) est vide, on a déja noté (remarque 4) que la res-
triction de ¢, a b est stable. Réciproquement, supposons que b possede une forme linéaire
stable et montrons que I’ensemble Kcomp(ﬁ ) est vide. On suppose par 1’absurde que ce
dernier n’est pas vide. Soit K un élément de ICjOmp(ﬁ ). On reprend la démonstration du
théoréme 4.4 et on pose :

Vo ={v en_ &r_ |larestriction de ¢, a b est stable}.
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D’apres I’hypothese, I’ensemble Vj est un ouvert non vide de n_ @ v_. On en déduit que
I’ensemble

Wo={weadt@®n_@r_|pr(w)e Vo}

est un ouvert non vide de 4 @ £ @ n_ @ v_. L’intersection wn Wy est alors non vide. Soit
w appartenant a cette intersection. Quitte a restreindre 1’ouvert Wy, on peut supposer que
les composantes de w selon les vecteurs X_., et X_,, sont non nulles. Au cours de la
démonstration du théoréme 4.4, on a vu qu’il existait deux complexes a et b non nuls tels
que le vecteur aX, + bX,,, appartient au stabilisateur by, . Il résulte de la relation (10)
de la remarque 4 que I’élément a X, + bX,, appartient a I'intersection [b, by, 1M by, .
Puisque by, = by, (voir la démonstration du théoréme 4.4), on en déduit que I'inter-
section [b, by, 1M1 by, n’est pas réduite a {0}. Ceci contredit la proposition 4.1 car la
restriction de ¢pr() a b est stable. O

5. Calculs explicites dans les algébres de Lie simples réelles

On a obtenu a la fin de la partie précédente une caractérisation des algebres de Lie
semi-simples réelles go pour lesquelles b posséde une forme linéaire stable. Notons que
jusqu’ici, on n’a encore donné aucun exemple d’algebre de Lie go possedant cette pro-
priété. Pour en donner, il faut &tre capable de savoir quand I’ensemble Keomp (ﬁ ) est vide ;
c’est ce qu’exprime la proposition 4.5. On suppose désormais que gq est une algébre de Lie
simple réelle. Le lemme 5.1 donne le cardinal de Kcomp(ﬁ ) en fonction de quantités in-
trinseques a go. On détermine ensuite les algebres de Lie simples réelles gg pour lesquelles
b posséde une forme linéaire stable.

Lemme 5.1. Le cardinal de Kcomp (ﬁ ) est donné par :
#ioomp(IT) = kg — ke + 12 g — rgt — dim .

Démonstration. On a la relation :

KT = Kiget (IT) U Keomp(I) U K'(ID),
d’ou:

#comp (IT) = kg — #IC'(IT) — #KCyeer (IT).
D’apres la proposition 3.1, on dispose de la relation

#K el (IT) = dima — rgg+rgkb.

11 suffit donc de prouver la relation :

#K' (IT) = kyy.
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L’ensemble IT N A’ forme un systéme de racines simples du sous-systéme de racines A’
A7

de A. Or Aj est le systeme de racines associé a la sous-algebre m, d’apres le lemme 1.3.
Puisque EI& et A ont clairement le méme type,ona:

#C(IMT N A') = k.
Il reste a prouver la relation :
K'(T)=K([Tn A4).

Cela revient a prouver I’inclusion {ﬁ nA Jco K (ﬁ ). Soit € la plus grande racine de Al L.
Soit K dans K(IT) tel que € appartient 3 'K Puisque 8¢ = ¢, on en déduit que € appar-
tient a intersection 'K N 'K donc K = 6K et la racine ¢ k est ou bien réelle, ou bien
imaginaire. Il est impossible que €k soit réelle car on a (€, ex¥) > 0 donc H, « n’appar-
tient pas a a. Par suite, ex est une racine imaginaire. On en déduit que € = ek, car € est la
plus grande racine de A +- On en déduit que ana appartient a (f1). Puis, comme € est
imaginaire, c’est un élément de K'(IT). O

D’apres la classification des algebres de Lie réelles simples obtenue, par exemple, dans
[3, Theorem 6.105], I’algebre de Lie go est isomorphe a 1’une des algebres de Lie simples
réelles de la liste suivante :

(a) Lalgebre de Lie sR ol s est simple complexe de type A,, pourn > 1, B, pour n > 2,
Cp,pourn >3, D,,pour n >4, Eg¢, E7, Eg, F1 ou G».
(b) La forme réelle compacte d’une algebre de Lie s comme en (a).
(c) Les algebres de matrices classiques :
— sl(n,R), avec n > 2,
— sl(n, H), avec n > 2,
- su(p,q),avec p=>q>0,p+qg =2,
- so(p,q), avec p>q >0, p+ q impair, p+q > 5, 0u p > g > 0, p + ¢ pair,
p+q=3,
- sp(p,q),avec p2q>0,p+q >3,
— sp(n,R), avec n > 3,
— 50*(2n), avec n > 4.
(d) Les 12 algebres de Lie simples exceptionnelles non complexes, non compactes EJ,
EII,EIII,EIV,EV,EVI,EVII,EVIII,EIX,EX,FI,FII etG.

On calcule pour chaque type d’algebres de Lie simples réelles de la liste précédente, le
cardinal de Kcomp(/T) afin de décider si b posséde ou non une forme linéaire stable. On
calcule ce cardinal selon la formule du lemme 5.1.

5.1. Cas des formes réelles compactes d’algebres de Lie simples complexes

Si go est la forme réelle compacte d’une algebre de Lie simple complexe, alors €9 = go
et la sous-algebre b est nulle.



Tableau 2
Données concernant les algebres de Lie simples réelles, non complexes, non compactes
90 g rgg £ rgt dima kg mg km ind b
sl(n,R),n>2 An—i n—1 s0(n) (5] n—1 [5] 0 0 n—1-[5%]
sl(n,H),n>2 Ay 2n —1 sp(n) n n—1 n su(2)" n n—1
su(p,q).1<p<q Aprg—1  p+qg—1 s@u(p)®ulg) p+q—1 p [244] R? @ su(g — p) [52] 0
su(p,p). p>1 Apot 2p—1  su(p)®u(p)) 2p-1  p P RP—! 0 0
s0(2p,2q + 1), Bptq p+q s0(2p) ®so(2qg + 1) p+q 2p p+gq 502q —2p+1) q—7p 0
I<p<gq
s0(2p,2g + 1), Bp+g p+q s0(2p) ®so(2qg + 1) p+q 2g+1 p+gq s02p—2g —1) p—q—1 0
0<g<p
sp(p,q), 1< p<q Cp+q p+q sp(p) ®sp(q) p+q p rp+q su)P ®splg—p) ¢ 0
sp(n,R),n>1 Cn n u(n) n n n 0 0 0
s502p+ 1,29 + 1), Dpigr1  pPHag+1 so@p+1)@soq+1) p+gq 2p+1 22 s02g —2p) 2[52] 1
I<p<gq
502p,29),1<p<q Dpiq P+yq 50(2p) @ 50(29) p+q 2p 2[4 s0(2g —2p) 2[452] o
50%(2n), n > 3 paire D, n u(n) n [%] 2[%] 5u(2)[§] [%] 0
50%(2n), n > 3 impaire Dy n u(n) n (5] 2[5] su2)l2l o R (5] 0
EI Eg 6 sp(d) 4 6 4 0 0 2
EII Eg 6 su(6) @ su(2) 6 4 4 R2 0 0
EIIT Eg 6 s50(10) R 6 2 4 su(4) @R 2 0
EIV Eg 6 a4 4 2 4 50(8) 4 2
EV E; 7 su(8) 7 7 7 0 0 0
EVI E7 7 50(12) ® su(2) 7 4 7 su(2)3 3 0
EVII E; 7 e ®R 7 3 7 50(8) 4 0
EVIII Eg 8 50(16) 8 8 8 0 0 0
EIX Eg 8 e7 @ su(2) 8 4 8 50(8) 4 0
FI Fy 4 sp(3) ®su(2) 4 4 4 0 0 0
FII an 4 50(9) 4 1 4 s50(7) 3 0
G G, 2 su(2) @ su(2) 2 2 2 0 0 0

oY

90#—28€ (9002) £0€ 119231V fo [puinof / nva1op 'y
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5.2. Cas des algebres de Lie réelles sous-jacentes a une algébre de Lie simple complexe

Si go est I’algebre de Lie réelle sous-jacente a une algebre de Lie simple complexe,
go est de la forme s® avec s simple complexe. Soit 1y la forme réelle compacte de s. La
décomposition de Cartan de gg s’écrit go = ug @ iug et 0 est la conjugaison complexe
relative a ug. Ici, I’algebre €y est la forme réelle compacte ugy, d’ou rg¥y = rgug = rgs.
On a de plus, rggo =rgg = 2rgs. Soit ¢p une sous-algebre de Cartan de ug. Alors on a :
dp =icpetmy= €. En particulier, mg est une sous-algebre abélienne. Notons que la sous-
algebre de Cartan hy = ap @ iap est a la fois maximalement compact et maximalement
non-compact. Le lemme 5.1 donne : #Ccomp (ﬁ) =2ks —0+2rgs —1gs—rgs = 2ks # 0.
D’apres la proposition 4.5 et le théoreme 4.4, la sous-algebre b ne possede pas de forme
stable et son indice est égal a rgs.

5.3. Cas des algéebres de Lie simples réelles, non complexes, non compactes

On suppose que I’algebre de Lie réelle gg est I'une des algebres de la liste (c) ou (d). On
regroupe dans le tableau 2 les données nécessaires concernant go qui permettent de calculer
le cardinal de Kcomp (ﬁ ) selon la formule du lemme 5.1. On trouve ces données dans [3,
Appendice C]. Pour chaque algebre des listes (c) et (d), on donne le type du complexifié g
et son rang, la sous-algebre £ et son rang, la dimension de a, kg, la sous-algebre mg et k.
Ce travail permet de distinguer deux cas :

(1) Sigyg#so@Rp+1,2g+1),avec 1 < p < g et p et g de parité différente, alors la
relation,

kg — ke =dima — (rgg —rgb),

est satisfaite. D’apres le lemme 5.1, I’ensemble KCeomp (IT) estvide et la proposition 4.5
assure que la sous-algebre b posseéde une forme linéaire stable. L’indice de b est donné
par la relation (1).

(2) Si go=s502p+1,2g + 1), avec 1 < p < g et p et g de parité différente, alors
I’ensemble Kcomp(ﬁ ) n’est pas vide. Prég\isément, la formule du lemme 5.1 donne :
si p est impair et g pair, alors #K comp(IT) =4 et, si p est pair et g impair, alors
#Kcomp(ﬁ ) = 2. D’apres la proposition 4.5, la sous-algebre b ne possede pas de forme
linéaire stable. L’indice de b est donné par la relation (1).

Ce dernier cas et le cas des algebres de Lie réelles sous-jacentes a une algebre de
Lie simple complexe fournissent des exemples d’algebres de Lie qui ne possedent pas
de formes linéaires stables.
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