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Résumé. — Ce texte présente les différentes recherches que j’ai effectuées entre le début de
ma thése, soutenue le 27 septembre 2004 & Nantes sous la direction de Christoph Sorger, et
aujourd’hui. Ces travaux concernent essentiellement quatre domaines relativement distincts :
les schémas de Hilbert de points sur des surfaces, principalement leur cohomologie et les
classes caractéristiques de leurs fibrés vectoriels naturels; les conjectures de Ruan, au niveau
de la description de la géométrie de certaines résolutions de singularités quotients ; les variétés
symplectiques holomorphes et leurs groupes d’automorphismes; la géométrie effective avec
I’étude de surfaces algébriques contenant un grand nombre de droites.
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Introduction

J’ai divisé le corps principal de ce mémoire en quatre parties, représentant les quatre
thématiques principales sur lesquelles j’ai travaillé ces derniéres années. Le plan du mémoire
ne correspond pas a la chronologie de mes travaux, mais plutot aux interactions entre les
différents domaines.

La Partie I est consacrée a ’étude de la cohomologie des schémas de Hilbert de points
sur une surface : cette algébre de cohomologie est gouvernée par une algébre d’opérateurs
vertex qui permet d’étudier tous les schémas de Hilbert de points globalement. Une fois
comprise la structure de 1’algébre, on cherche & y calculer les classes caractéristiques de
fibrés vectoriels tels que les fibrés tautologiques et le fibré tangent. L’étude des formules
universelles du fibré tangent, le calcul de ses classes de Chern et de son caractére de Chern
dans le cas du plan affine sont issus de ma thése. La généralisation de la méthode aux
autres classes caractéristiques a été faite en postdoc.

La Partie IT commence par un raccourci historique sur I’évolution des idées ayant mené
de la correspondance de McKay aux conjectures de Ruan, poursuit sur quelques résultats
sur les résolutions crépantes de singularités polyédrales, et se termine avec des travaux sur
la cohomologie orbifolde et les déformations quantiques des algébres de cohomologie des
résolutions de singularités des espaces projectifs a poids. La compréhension de la cohomo-
logie des schémas de Hilbert de points a été un moteur important dans le développement
de ce domaine, par exemple concernant les structures multiplicatives intervenant dans la
correspondance de McKay. Les résultats de comparaisons des correspondances de McKay
pour les schémas de Hilbert de points sont issus de ma thése. Les travaux sur les singulari-
tés polyédrales ont été faits en postdoc. Tous les travaux sur les espaces projectifs & poids
ont été faits & mon arrivée a Nice comme maitre de conférences.

La Partie III revient en partie sur les schémas de Hilbert de points et les variétés de
Kummer généralisées du point de vue des variétés symplectiques holomorphes, en s’inté-
ressant a leurs groupes d’automorphismes et leur action sur la cohomologie. La notion de
variété d’Enriques est ensuite dégagée. Ce théme de travail est le plus récent, commencé
depuis mon arrivée a Nice.

La Partie IV concerne le probléme classique des droites sur des surfaces projectives :
comment trouver des surfaces en contenant beaucoup, et s’en servir pour étudier leur
géométrie. Ces résultats ont été obtenus en postdoc.

La Partie V contient les références de mes articles, publiés ou en cours de publication,
auxquels ce mémoire fait référence. La bibliographie qui suit fait I’'objet d’'une numéroration
différente.

Je remercie Arnaud Beauville, Antoine Ducros, Bert van Geemen, Laurent Manivel,
Adam Parusinski et Christoph Sorger pour leur disponibilité. Un grand merci aussi aux
co-auteurs de mes articles achevés ou en cours, Etienne Mann, Marc Nieper-Wifkirchen,
Fabio Perroni, Alessandra Sarti et Olivier Serman. Je remercie le groupe de Géométrie
Algébrique de 1'Université de Mayence, en particulier Manfred Lehn, pour la trés bonne
année que j’y ai passée en postdoc. Je remercie enfin tous les membres du laboratoire
J. A. Dieudonné ou j’ai bénéficié d’'une ambiance de travail sereine.



SAMUEL BOISSIERE
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PARTIE 1

FORMULES UNIVERSELLES POUR LES SCHEMAS DE HILBERT DE
POINTS SUR UNE SURFACE

1. Schémas de Hilbert de points

Soit S une surface analytique complexe connexe, compacte et lisse. Pour tout entier
n > 0, notons S(”)::S"/Gn le quotient symétrique de S, ou le groupe symétrique &,, agit
par permutation des facteurs, 7: S™ — S DIapplication quotient, A:= Ui,j A,; ; la réunion
de toutes les diagonales A; j:=={(x1,...,2,) € S"|x; = z;} et D:=n(A) son image dans
S La variété S parametre les cycles analytiques de dimension zéro et de longueur n
sur S, et est singuliére en chaque point de A. Notons S (ou Hilb™(S)) Pespace de Douady
(schéma de Hilbert lorsque S est algébrique) paramétrant les sous-espaces analytiques de
S de dimension 0 et de longueur n. S est une variété analytique complexe, compacte
et lisse de dimension 2n (observons que S est un point et S 2 §). Le morphisme
de Douady-Barlet (de Hilbert-Chow dans le cas algébrique) p: S — S est projectif
et biméromorphe, c’est une résolution des singularités dont nous notons E:= p~1(D) le
diviseur exceptionnel. Nous nous référons a Grothendieck [30] et Fogarty [21, 22| dans le
cas algébrique, a Douady [18] et de Cataldo & Migliorini [11] dans le cas analytique.

2. Espace de Fock

Soit A:= GB?ZO A’ une super-algébre de Frobénius graduée de dimension finie sur C. Les
ensembles A* sont des espaces vectoriels de dimension finie sur C et A est munie :
— d’une super-structure (i.e. graduation par Z/27) donnée par la décomposition

2n 2n—1
pair.__ 21 impair,__ 2i+1,
AP (B A% et AP (5 AP
=0 =0

— d’une multiplication graduée commutative et associative A ® A — A :si a € A’ et
be Al alorsa-be A et a-b=(-1)"b-a;

— d'une forme linéaire T: A — C de degré —4n telle que la forme bilinéaire super-
symétrique (a,b):=T(a - b) est non dégénérée; en notant | - | le degré d'un élément
homogene, la super-symétrie s’écrit (a,b) = (—1)!%'P1(b, a).

Considérons I'algébre de Heisenberg ha:=A[t,t~!] @ Ck ou le crochet de Lie est défini

par :

[k, —] = 0 (k est central),
[a ® Qb, b® ¢] = - I'eSt:()(¢ CW) ' <a? b> * R,

pour a,b € A et ¢,9 € C[t,t7!]. Ce crochet est super-antisymétrique au sens ou l'on a :
la® ¢,b® )] = —(—=D)I[b @ a @ @). Pour a € A et n € Z, notons a,'=a @ t". Le
crochet de Lie est entiérement caractérisé par les relations :

[K;u an] =0,
[ana bm] =n- 5n,fm : (a, b> - R,

ou ¢ désigne le symbole de Kronecker.
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Soit I C U(ha) l'idéal a gauche dans l'algebre enveloppante de h4 engendré par les
éléments de la forme a,, pour n < 0 et ’élément k — 1. L’espace de Fock est par définition
le quotient (& droite) F(A):=U(h4)/I. C’est une représentation de h4, engendrée par la
classe notée [0) de 1 € U(h4). Notons, pour cette représentation hy — End(F(A)), qn(a)
I’endomorphisme correspondant a 1’élement a,,. On a donc :

qn(a)|0) =0sin <0,
x[0) = 10),

[d4n(a), @ (0)] = Ga(a) 0 G (b) = (1) *ayu (b) © g (a)
= ndp,—m - (a,b) - idp(4) -

On constate aisément que cette représentation est irréductible [40].

On munit F(A) d’'une double graduation par poids et degré en déclarant qu'un endo-
morphisme g, (a) est de poids n et de degré 2(n — 1) + |al, et que |0) est de poids et degré
nuls. La décomposition en poids est alors notée F(A) = @29 A,

Remarque 2.1. — Lehn & Sorger [42] ont construit sur A une structure de super-
algebre de Frobénius graduée. Cette structure supplémentaire apparaitra (sous une forme
un peu différente) dans la section IT puisqu’elle s’identifie naturellement & la cohomologie
orbifolde du champ quotient [S™/G,,].

Pour n,m > 0, on a qy(a) o g (b) = (=1)l*lg, (b) o q,(a) donc Ialgebre F(A) est sy-
métrique en ce qui concerne AP*" et antisymétrique pour A™PT. En notant Ag™ I'algébre
A considérée de poids m (au lieu de 1) on a donc :

F(A) o g* @ Aqm ~ ® S(Apairqm) ® ® A(Aimpairqm)’

m>1 m>1 m>1

ou S(-) désigne l'algebre symétrique, A(-) I’algébre alternée et S*(-) l'algébre super-
symétrique (i.e. I’algébre symétrique sur un Z/27Z-espace vectoriel).

3. Cohomologie des schémas de Hilbert de points

Les résultats rappelés ici sont dus a Gottsche [27], Nakajima [47] et Grojnowski [29] pour
les surfaces algébriques, étendus aux surfaces analytiques par de Cataldo & Migliorini [11].

Soit H*(SIM):= @?7:10 H!(S[") T'algebre de cohomologie singuliere a coefficients com-
plexes de S la structure d’anneau étant donnée par le cup-produit. L’algébre de co-
homologie totale des espaces de Douady de points sur S est Hg:=@D, < H*(S[”]). L’unité
de H*(S%) = C est appelée le vacuum et est notée |0).

L’espace Hg est muni d’une double graduation : les éléments de H'(S!") sont dits
de bidegré (n,i) ou n est le poids conforme et i le degré cohomologique. Un opérateur
linéaire g € End(Hg) est dit homogéne de bidegré (u,v) s'il vérifie pour tous n,i :
g(H!(SM)) ¢ HFY(S[Hu]). On notera |g| == v le degré cohomologique de g. Le com-
mutateur de deux opérateurs linéaires homogénes g1, go est défini par

01, 92):=01 0 g2 — (—1)l9llezlg, o gy
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Le produit d’intersection sur H*(S["}) défini par (a, B),:= fs[n] aff s’étend naturellement
en une forme bilinéaire symétrique non dégénérée notée (-,-) sur Hg. Tout opérateur li-
néaire homogeéne g € End(Hg) admet donc un adjoint noté g caractérisé par la relation
(a(a), B) = (~ 1)1l (0, gT(8)).

Soit b+ (g):=H"(9)[t, t~1] @ Cc munie comme précédemment du crochet de Lie pour le-
quel ¢ est central et [a f(t), Bg(t)] = [gaB-res; gdf -c pour a, 3 € H*(S) et f,g € C[t,t1].
On construit géométriquement une représentation irréductible by.gy — End(Hg) au
moyen des opérateurs de Nakajima dont nous rappelons la définition pour un usage ul-
térieur.

Pour tous n > 0 et k > 1, soit Rkl < Gl § x Stk 13 sous-variété dont les points
sont les triplets (§,z,&’) tels que § C & et le support de Z¢ /Z¢r est {z}, ou Z¢ désigne le
faisceau d’idéaux du sous-espace £ de S. Notons les différentes projections sur les facteurs
ainsi :

Sl § x Stk
Tl
Sln] S Sn+k]
Les opérateurs de Nakajima qi : H*(S) — End(Hg) pour k € Z sont définis ainsi : pour
tous k >0, o € H*(S) et 2 € H*(S[") on pose

k(@) (@)= (" (2) - " (@) - [ S0 4H] )

ol 1, désigne 'image directe de cohomologie singuliére définie & partir de 'image directe
d’homologie en utilisant la dualité de Poincaré et [Z[”"’”Lk]] désigne la classe fondamentale
cohomologique de la sous-variété. Les opérateurs d’indice négatif sont ensuite définis par
adjonction par q_g(a):=(—1)*q(a)! pour £ > 0. On convient de poser qo = 0. Les opéra-
teurs qi sont appelés opérateurs de création si k > 1 et opérateurs d’annihilation si k < —1.
Le fait que ces opérateurs fournissent une représentation de hy+(g) résulte du théoréme de
Nakajima [47] donnant leur reégle de commutation : [q;(a), q;(8)] = @ - iyj0 - [g @B - idmg.
Le fait que la représentation bhy-(g) — End(Hg) soit irréductible résulte de P'égalité entre
la série de Poincaré de Hg et celle de la représentation irréductible de hy-(g) donnée par
I'espace de Fock. Autrement dit, Hg = F(H*(S)) comme représentations de hg+(g), ce qui
se traduit par le fait que ’espace Hg admet une base constituée des vecteurs de la forme :

Gy (u1) - - Ony (ug)[0)

pour k > 0 et n; > 1, ou les u; parcourent une base de H*(S) (en faisant attention aux
signes car si un tel vecteur contient deux fois le méme u; de degré cohomologique impair,
alors ce vecteur est nul en raison de l'intervention des signes dans la régle de commutation
des opérateurs de Nakajima). L’unité de Hg pour le cup-produit est la classe :

)= 150 =)o),

n>0

4. Formules universelles

L’idée d’une formule universelle est, grossiérement parlant, d’exprimer les classes carac-
téristiques (les classes de Chern, le caractére de Chern, la classe de Todd, etc. ) de fibrés
vectoriels « naturels » sur le schéma de Hilbert de points d'une surface par une formule
qui ne fasse intervenir aucune information spécifique sur la surface (& supposer que ce soit
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effectivement possible). Le premier résultat obtenu dans cette direction par Ellingsrud,
Géttsche & Lehn [19, Proposition 0.5] concernait le fibré tangent TSI et était relatif
seulement aux nombres de Chern : pour tout entier n et toute partition A de 2n, il existe
un polynéome universel Py € C[z1, 29| tel que pour toute surface projective S, on a

ex(TSM) = Py(cy(S), ca(9)).

L’exemple fondamental de formule universelle concerne les fibrés tautologiques de rang
un. Notons Z,:={({,z) |z € £} C S % S la famille universelle munie des projections
p: Z, — Sl et ¢: 2, — S. La projection p est plate; si F est un fibré vectoriel sur S, le
faisceau F[":=p,q*F est donc localement libre de rang n-rg(F) (appelé fibré tautologique).
Dans le cas d’un fibré L de rang 1, les classes totales de Chern

ctor(L)i=1 4 ea (L) + -+ o (L)

s’organisent selon la formule de Lehn [39, Théoréme 4.6] :

> = exp | S a2 | 10

n>0 m>1

Pour étendre ce type de résultat aux fibrés tautologiques de rang supérieurs, ou a
d’autres fibrés vectoriels (essentiellement le fibré tangent), il est nécessaire d’introduire
des composées d’opérateurs de Nakajima. Notons P l'’ensemble des partitions d’entiers.
Si A= (A1 >...> \g) est une partition de longueur k de n, notons A: S — S* le mor-
phisme diagonal et AF: H*(S) — H*(S)®* le morphisme d’image directe de cohomologie
obtenu par image directe d’homologie, dualité de Poincaré et décomposition de Kiinneth.
En décomposant une classe a € H*(S) sous la forme Af(a) = >, 01 ® -+ @ ) on
définit un opérateur

ar(a):=(q, 0+ 0 qy ) A (a):= Z Iy (i) ooy, (ag)-

Pour commencer, il convient de définir ce qu’est une formule universelle (en s’inspirant
de la notion assez proche de combinaison linéaire universelle de Li, Qin & Wang [44]).
Nous donnons ici une définition « compréhensible », et renvoyons a [B3, §3] et |B5, §5]
pour plus de précisions (en particulier I'utilisation de variétés « marquées » ) :

Définition 4.1. — Une formule universelle est une série formelle en les opérateurs qy (),
a coefficients rationnels, telle que les classes ay € H*(S) vivent dans la sous-algébre engen-
drée par 1g, Kg,es (unité, classe canonique et classe d'Euler).

En pratique, les classes a dépendront aussi d’« informations supplémentaires », par
exemple le rang et les classes de Chern d'un fibré F' sur S, qui interviendront bien évidem-
ment dans la formule universelle des classes de Chern de F[™.

Les premiers résultats obtenus dans [B3|, puis précisés et généralisés dans [B5],
concernent l’existence de formules universelles, et plus précisément leur structure parti-
culierement simple (linéaire ou exponentielle d’'une combinaison linéaire), pour les fibrés
tautologiques et le fibré tangent (on omet dans la suite le paramétre formel ¢, dont
I’exposant se déduit facilement du calcul des poids conformes des opérateurs) :

Proposition 4.1 (Boissiére |[B3], Boissiére & Nieper—Wifikirchen [B5])
Il existe des constantes rationnelles uniques ay, B, Y, O telles que pour toute surface
quasi-projective S et tout fibré vectoriel F' sur S, la série génératrice des caractéres de
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Chern des fibrés tautologiques de F est donnée par

> (P = (Y- onaa(ch(F)) + Brax(es ch(F)

n>0 AeP
+ (s h(F)) + nan (KF ch(F)) ) 1),

Proposition 4.2 (Boissiére |B3|). — Il existe des constantes rationnelles uniques ay,
Bx, 7, Ox telles pour toute surface quasi-projective S, la série génératrice des caractéres
de Chern du fibré tangent a S est donnée par

> ch(Tst) = (Z axdx(Ls) + Braa(es) + mar(Ks) + 5/\q/\(K§‘)> 1)

n>0 AEP

Pour les classes caractéristiques multiplicatives, telles que la classe totale de Chern, la
forme générale est celle d’une exponentielle. Soit ¢ une telle classe caractéristique mul-
tiplicative. Notons B ’algébre quotient de ’algébre polynomiale Q[r, c1, co, K, e] obtenue
en tronquant a partir du degré cing, avec les degrés suivants : deg(r) = 0, deg(c1) = 2,
deg(ca) = 4, deg(K) = 2, deg(e) = 4 (I'algébre B joue le role d’algébre universelle de
cohomologie d’une surface).

Proposition 4.3 (Boissiére [B3|, Boissiére & Nieper-Wiktkirchen [B5])

1l existe des constantes rationnelles uniques uf € B telles que pour toute surface quasi-
projective S et tout fibré vectoriel F' sur S, la série génératrice des ¢-classes des fibrés
tautologiques de F est donnée par

> @(FIM) = exp <Z qx (Uq; (l"g(F)’cbl(F)’¢2(F)7KS’€S)>) 0)-

n>0 AEP
Proposition 4.4 (Boissiére [B3]). — Il existe des constantes rationnelles uniques af,
bf, cf, df telles pour toute surface quasi-projective S, la série génératrice des ¢-classes du

fibré tangent a S est donnée par

> oS = exp <Z afaa(Ls) + blax(es) + cyan(Ks) + df%(-’ﬂ%)) 10).
n>0 AEP

Le principe de démonstration de ces résultats est & chaque fois le méme : on considére
Iopérateur de multiplication par cup-produit par la classe souhaitée et on calcule son
commutateur avec q1(«) : c’est ici qu'intervient toute la géométrie des schémas de Hilbert
de points. Les formules de commutateurs ont été obtenues par Lehn [39, Théoréme 4.2]
pour les fibrés tautologiques, et pour le fibré tangent elle est établie dans [B3, Lemme 3.12].
On en déduit une formule pour les classes caractéristiques, dont on montre qu’elle est
universelle grace a la connaissance de certaines régles de calcul de cup-produit de classes
de cohomologie écrites avec des opérateurs de Nakajima ou de commutateurs d’opérateurs
vertex issus des opérateurs de Nakajma (opérateurs dérivés, opérateurs de Virasoro) dont
on sait prouver qu’elles ne font intervenir que des classes universelles (typiquement : certains
calculs utilisent une décomposition de Kiinneth des classes de cohomologie, qui se calcule
concrétement par le choix d'une base de H*(.S) ; on doit montrer qu’a la fin du calcul tout
se réorganise de telle sorte que ces choix n’apparaissent plus). Pour finir, et comprendre
la forme simple de la formule universelle, on regarde comment la classe caractéristique se
décompose si S est la réunion disjointe de deux surfaces [B3, Lemmes 3.2 & 3.3]
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Pour déterminer les séries de coefficients dans chacun de ces théorémes, puisque les
coefficients ne dépendent pas de la surface on peut spécifier des surfaces particuliéres (le
plan affine, IPo, une surface K3, une surface abélienne, Py xIPy, etc. ) et utiliser des méthodes
adaptées a chaque cas pour trouver les coefficients. Cette méthode a particuliérement bien
fonctionné avec le plan affine.

5. Formules explicites sur le plan affine

L’espace total de cohomologie Hg2 des schémas de Hilbert de points sur le plan affine est
naturellement isomorphe a I'algébre de polynomes A:=Q|[p1, p2, p3, . . .| out 'indéterminée p;
a degré i : on identifie Popérateur de Nakajima q;(1cz2) & U'opérateur de multiplication
par p;.

La formule la plus spectaculaire est certainement celle des classes de Chern du fibré
tangent au schéma de Hilbert de points sur le plan affine :

Théoréme 5.1 (Boissiére |[B3]|). — Les classes de Chern du fibré tangent au schéma de
Hilbert de n points sur C% sont données par la série génératrice

SR C2)) — P2k+1
Z Ctot (T Hilb ((D )) = exp Z Ck m 5
n>0 k>0

. 1 [(2k N
o1l Ck’_k_ﬂ(k) est le k-ieme nombre de Catalan.

Les caractéres de Chern sont donnés par la série génératrice

. n 2 _ M
D ch(THib"(C%) = 2exp(pr) 3 52 7
>0 k>0

Cette formule est jolie a cause de I'apparition des nombres de Catalan. Ces nombres
avaient déja surgi dans le contexte des schémas de Hilbert chez Haiman [31] (sans qu’il
semble y avoir un rapport direct). La démontration donnée de cette formule (les points
essentiels de la démonstration sont expliqués plus loin) n’utilise cependant aucune propriété
combinatoire des nombres de Catalan, et leur apparition peut sembler un pur hasard. On
réve cependant d’une autre démonstration qui relierait la géométrie du schéma de Hilbert
a une propriété combinatoire des nombres de Catalan!

Nous avons généralisé cette formule a toute classe caractéristique dans [B5|. Par le
principe de scindage, toute classe caractéristique mutliplicative est entiérement déterminée
par ses valeurs sur un fibré en droites, i.e. par une série formelle ¢(z) € 1 + zC[[z]] (la
classe totale de Chern s’obtient avec ¢(z) = 1+ z, la classe de Segré par ¢(z) = 7).
Définissons a partir de ¢ une autre série formelle ¢(t) = Y, o, ¥xt* € tC[[t]] par la relation

81/} v = xr —T
© 5 (e —d0et-o.

Théoréme 5.2 (Boissiére & Nieper—Wiftkirchen [B5]). Les ¢-classes du  fibré
tangent au schéma de Hilbert de points sur C? sont données par la série génératrice

On a alors :

S o HI () = exp [ 3 Yy

n>0 k>0
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Appliquée a la classe de Chern, cette formule donne une premiére explication de 'ap-
parition des nombres de Catalan, car 'une de leur définition possible est justement par la
formule d’inversion (x). Des formules similaires sont données dans [B5,B6| pour les fibrés
tautologiques sur Hilb™(C?).

Toutes ces formules sont obtenues par l'utilisation de ’action du tore C* sur C? et
du lien entre l'algébre A et les caractéres des représentations du groupe symétrique &,
en poursuivant les travaux de Lehn & Sorger [41] et Vasserot [63]. On munit l'algébre
A = Q[p1,p2,...] d'une double graduation en déclarant que p; est de poids conforme i et
degré cohomologique i—1, et on note A™ le sous-espace des polyndémes de poids conforme n.
Les opérateurs de Nakajima induisent, comme expliqué ci-dessus, un isomorphisme gradué
A™ = H*(Hilb™(C?)). Soit A = (A\; > ... > \;) une partition de n (on notera A - n). Le
nombre £(\) de parts non nulles est la longueur de la partition. Pour tout » > 1, notons
o, le nombre de parts de A égales a r et posons zy:=[],~; a,!7*". De facon similaire
aux produits d’opérateurs de Nakajima introduits précédemment, les fonctions de Newton
DA=Dx, - - - Pa, forment une base de A™.

Le diagramme de Young d’une partition \ est défini par

DA)={(i,5) € Nx IN|j < Ay},
On représente ce diagramme en suivant une convention matricielle :

h N=8 h(z)=4
I\ =3

ou pour chaque cellule x € D()), la longueur d’équerre h(x) en x est le nombre de cellules
a droite et sous @ (incluant la cellule 2 elle-méme) et on pose A(A):=[],cp) h(2).

Notons C(S,,) I'espace vectoriel sur @ des fonctions classes sur S,,, i.e. les fonctions sur
G,, a valeurs rationnelles et invariantes par conjugaison. Puisque les classes de conjugaison
dans &,, sont indexées par les partitions de n, les fonctions y ) prenant la valeur 1 sur la
classe de conjugaison A et 0 ailleurs forment une base de C(&,,). Notons R(S,,) 'espace
vectoriel sur Q des représentations linéaires du groupe &,,. En associant a chaque représen-
tation de &,, son caractére, on obtient un isomorphisme x: R(&,,) — C(&,,). Le morphisme
de Frobenius est isomorphisme ®: C(&,) — A™ caractérisé par ®(x,) = ) 'px. Pour tout
A, notons x* la fonction classe telle que ®(x*) = sy, ou sy désigne la fonction de Schur
associée a la partition A, et notons Xﬁ la valeur de x* sur la classe de conjugaison de &,
indexées par p. On sait que les représentations de caractéres x* sont les représentations
irréductibles de G,,.

Le tore T:=C* agit sur C[z,y] par s-2 = sz, s-y = s 'y pour s € T. Cela induit
une action de T sur Hilb”(C?) ayant un nombre fini de points fixes & indexés par les
partitions A de n (ce sont les idéaux supportés a 'origine et dont I'idéal est monomial,
dont le polygone de Newton correspond au diagramme de Young de \).

L’ingrédient-clé pour les formules énoncées ci-dessus est une formule pour les classes
caractéristiques de fibrés T-linéarisés, démontrée dans [B1| en utilisant principalement la
formule de localisation en cohomologie équivariante. Soit F' un fibré T-linéarisé de rang
r sur Hilb"(C?). Chaque fibre F(£)) est une représentation de T, uniquement déterminée
par ses poids ff, .. ,fﬁ. Cette donnée permet de récupérer les classes caractéristiques de
F' (j’énonce ici seulement la formule pour les classes de Chern et le caractére de Chern, la
généralisation aux ¢-classes multiplicatives a été donnée ensuite dans [B5]) :
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Théoréme 5.3 (Boissiére [B1]). — Soit F un fibré T-linéarisé de rang r sur Hilb"(C?)
et fl)‘, cee f;\ les poids de l'action sur la fibre en chaque point fize. Les classes de Chern de
F écrites dans A™ sont

T
Z — Coeff ( H(l + f{\t)> Z z;lxﬁpu.
=1 pkn
l(n)=n—k
Les caractéres de Chern de I sont
T

chi(F klzh Z( ) D 5 Xabu

z:l pkn
l(n)=n—k

Les formules de séries génératrices s’en déduisent ainsi : on sait déja qu'il existe une
formule universelle qui, appliquée au schéma de Hilbert du plan affine, prend la forme —
disons dans le cas de la classe de Chern totale — de ’exponentielle d’une forme linéaire.
En regardant attentivement la formule on découvre qu’en fait, la seule classe de Chern
qu'il faut calculer pour avoir les coefficients de la formule universelle est la classe ¢,,—1 (la
derniére non nulle ici). Dans [B1], le calcul se fait en utilisant quelques astuces combina-
toires et des identités de fonctions hypergéométriques. Dans [B5|, pour généraliser a toutes
les classes multiplicatives nous avons remplacé I'utilisation de fonctions hypergéométriques
par l'utilisation de la formule d’inversion de Lagrange et des astuces combinatoires plus
fines. Mais ce qui est le plus surprenant dans cette étude, c’est qu’il semble impossible de
démontrer ces formules de séries génératrices par la combinatoire en partant uniquement
du théoréme ci-dessus : il faut savoir a priori la structure de la formule, donnée par les
résultats d’universalité, pour arriver au résultat optimal.

6. Implémentation : vers les coefficients manquants

Dans [B6], nous avons poursuivi I’étude des coefficients universels des formules de séries
génératrices : les résultats sur le schéma de Hilbert du plan affine donnent quelques séries
de coefficients (pour les partitions de longueur un et relatives a la classe 1g) et nous avons
donné d’autres familles de coefficients (voir [B6, Propositoin 8.3]), complétant des résultats
de Li, Qin & Wang [43]. Mais le coeur de 'article consiste en Pexplication de méthodes
d’implémentation de la structure d’algebre vertex des schémas de Hilbert de points sur
une surface sur le logiciel MAUDE [13]. L’article est accompagné d’un programme. Ce
logiciel est a l'origine fait pour traiter des questions de logique (régles de réécriture en
logique), mais est particulierement bien adapté aux calculs récursifs, par exemple dans des
algebres de Lie (en particulier les crochets de Lie d’opérateurs de Virasoro). Nous avons
implémenté dans ce langage la structure d’algébre de Lie, le calcul dans la cohomologie
des variétés et tous les opérateurs (cup-produit par des classes de Chern de fibrés, etc.).
Le programme est étonnamment efficace (on peut calculer jusqu’au schéma de 8 points) et
nous a permi d’étudier beaucoup de séries de coefficients pour des partitions non triviales,
correspondants aux classes KS,eS,Kg. Nous en avons déduit plusieurs conjectures, dont
I'une concernant des partitions de longueur deux a ensuite été démontrée par Nieper—
Wifkkirchen [49] en étudiant le schéma de Hilbert sur I'espace total du fibré Op, (—2) avec
les mémes techniques que précédemment. La difficulté de l'implémentation réside dans
I'intervention de la formule de Kiinneth : notre programme n’utilise aucune information
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sur la surface, donc il a fallu « mimer » des décompositions de Kiinneth pour les faire
disparaitre ensuite formellement (toute ’astuce réside ici).
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PARTIE 11

DE LA CORRESPONDANCE DE MCKAY AUX CONJECTURES DE
RUAN

Ce domaine évolue trés vite depuis une dizaine d’années, et il serait trop ambitieux d’en
faire une synthése compléte. Je prendrai donc un point de vue plus personnel, en renvoyant
par exemple & Reid [56] pour un panorama plus complet des premiers développements du
sujet.

7. La correspondance de McKay

Soit G C SL,(C) un groupe fini, avec n > 2. La singularité quotient C"/G est normale
et de Gorenstein (il existe un faisceau canonique localement libre de rang un). On cherche
une résolution des singularités p: Z — C"/G, Z étant lisse et p projectif et birationnel,
ayant de plus la propriété d’étre crépante, ce qui signifie ici que le diviseur canonique Kz
de Z est linéairement équivalent a zéro.

Si n = 2, une telle résolution existe et est unique & isomorphisme prés, c’est la résolution
minimale. Le quotient C2/G a une unique singularité a 1'origine et p~1(0) est une chaine de
courbes rationnelles lisses d’auto-intersection —2, dont le graphe d’intersection est le graphe
de Dynkin correspondant au groupe polyédral binaire G C SLg(C). L’idée de McKay [46|
est de construire le graphe de sommets des représentants {xo, ..., x%} des représentations
irréductibles de G, avec une fleche de x; a x; si la représentation x; intervient dans la
décomposition en irréductibles de Q ® x;, o1 Q) est la représentation de dimension 2 donnée
par l'action de G sur C2. On retire ensuite le sommet donné par la représentation triviale,
les sens et les multiplicités des fleches, et on découvre que ce graphe est le graphe de Dynkin
précédent. Cela implique en particulier que 'on a une base de H*(Z, C) indexée par les
représentations irréductibles de G, et donc H*(Z,C) = R(G) ® C.

Si n = 3, une telle résolution existe toujours, mais n’est pas unique en général. Il
existe une résolution naturelle (car universelle et fonctorielle) donnée par le schéma de
Hilbert d’orbites réguliéres G-Hilb (C™) construit par Nakamura [48], paramétrant les sous-
schémas G-invariants Z € Hilb(C") tels que H*(Oy) est isomorphe, en tant que G-module,
a la représentation réguliére de G (ceci afin de compactifier I'espace de configuration des
orbites libres). On peut voir que la restriction du morphisme de Hilbert Chow

Hilbl?l(C™) - €" x -+ x C" /&g
N————
cl

se restreint en un morphisme projectif et birationnel p: G-Hilb (C") — C"/G. Si n = 3,
Bridgeland, King & Reid [7] démontrent que G-Hilb (C™) est lisse et p crépant (si n = 2,
G-Hilb (C") est la résolution minimale des singularités). Ils en déduisent encore dans ce cas
qu’il existe une base de H*(G-Hilb (([33) , C) indexée par les représentations irréductibles
de G.

Par contre, si n > 4 il n’existe pas de résolution crépante en général. Les schémas de
Hilbert de points sur une surface en sont toutefois un exemple en toute dimension paire.
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8. Singularités polyédrales

Considérons un groupe fini G C SO(3,R) et la résolution crépante des singularités
p: G-Hilb ((DS) — C3/G. Le groupe G préserve la forme quadratique 22 +y? + 22 donc agit
fibre 4 fibre sur la famille de surfaces Qy:={(z,y, z) | 22 + 3%+ 22 = t}, fibres de la projection
C? — C donnée par (x,y,2) — t:=22 + 3> + 22. Pour t # 0, Q; est lisse, tandis que pour
t = 0, Qg est un cone quadratique, Qo = C2?/{£1}, autrement dit une singularité A;.
Considérons les surfaces Sy=n"1(t) :

S G-Hilb (C?)

)

Q1/G— = C3/G | =

| |

{tfi———C

Pour ¢t # 0, S; est la résolution minimale de Q;/G : en effet, par fonctorialité du schéma
de Hilbert d’orbites réguliéres, I'inclusion G-équivariante @; < C? induit une inclusion
G-Hilb (Q¢) < G-Hilb (C?). Pour t = 0, Sy — Qo/G est seulement une résolution partielle.

Notons é::gb’l(G) le groupe polyédral binaire associé & G par la suite exacte
0 — {1} — SU2) -2 SO(3,R) — 0.

On a ainsi Qy/G = 02/5. Considérons sa résolution minimale G-Hilb ((DQ) et complétons
le diagramme (les fleches pointillées sont 1'objet du travail) :

G-Hilb (C?)
?7 _ -7 -7

-
—- - -7
— _ !

i G-Hilb (C3) <8, ~ 5

ok

Q)G C¥)G ~—Qy/G ~——"— 2/G

L] |

t # 0C C 00

On cherche a relier 1la géométrie de G-Hilb ((DQ)., Sy et G-Hilb ((D?’). On sait déja que la fibre
exceptionnelle au-dessus de l'origine de CZ/é est une chaine de courbes rationnelles lisses
indexées par les représentations irréductibles de é, nous les noterons 5(p), avec p € Irr(é)
une représentation irréductible. Concernant C3/G, Gomi, Nakamura & Shinoda [25] ont
montré, par un calcul au cas par cas, que la fibre exceptionnelle au-dessus de 'origine est
aussi une chaine de courbes rationnelles lisses, cette fois indexées par les représentations
irréductibles de G, et dont le graphe d’intersection est le graphe de McKay; nous les
noterons similairement C(p), avec p € Irr(G). Par ailleurs, toute représentation irréductible

de G est une représentation irréductible de G : on a une inclusion Irr(G) C Irr(G), et une
représentation irréductible de G vient d’une représentation de G si et seulement si elle est
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invariante par I'involution {£1}. Nous démontrons un lien géométrique fort entre ces deux
situations :

Théoréme 8.1 (Boissiére & Sarti [B4]). Il existe un morphisme projectif
f: G-Hilb (C?) — G-Hilb (€?)
ayant les propriétés suivantes :

1. f contracte toutes les courbes irréductibles C(p) pour p € Irr(G) \ Irr(G) et envoie
isomorphiquement C(p) sur C(p) si p € Irr(G),

2. f enwvoie G-Hilb (CZ) surjectivement sur Sy et en est la résolution minimale.

Ce morphisme est construit comme une transformation naturelle entre les foncteurs
de points représentés par les schémas de Hilbert d’orbites réguliéres. Cette construction
modulaire nous permet de montrer facilement la propreté du morphisme par le critére
valuatif, et les propriétés de f sont montrées au niveau des familles universelles. Cette
méthode permet d’éviter toute étude au cas par cas et tout calcul.

Cette construction et les propriétés de ce morphisme ont permis & Bryan & Gholam-
pour [9] de calculer les invariants de Gromov-Witten de G-Hilb (C?) a partir de ceux de

G-Hilb (C?).

9. Les correspondances de McKay en situation symplectique

La philosophie de la correspondance de McKay qui va se tourner dans les sections
suivantes vers les diverses versions des conjectures de Ruan  peut s’énoncer comme suit.
On considére une variété algébrique complexe lisse X, quasi-projective, et G C Aut(X) un
groupe d’automorphismes tel qu’en tout point z € X, le stabilisateur G, de x dans G est
fini et G, € SL(T,X). Le quotient Y:=X/G a donc (au pire) des singularités de Gorenstein.
On suppose qu’il existe une résolution crépante p: Z — Y. On cherche alors a décrire la
géométrie de Y en fonction de celle de la paire (X, G) (et éventuellement, comme ce sera
le cas par la suite, de certains invariants de Gromov-Witten relatifs au morphisme p).

On s’intéresse ici a la correspondance de McKay en dimension quelconque, dans le cadre

restrictif des espaces symplectiques complexes. Soit V' un espace vectoriel complexe de
dimension finie, muni d’une forme symplectique, et G C Sp(V') un groupe fini. Supposons
donnée une résolution crépante p: Z — V/G, ce qui est équivalent ici a imposer que la
résolution est symplectique, au sens ou la forme symplectique sur I'ouvert lisse de V/G,
tirée en arriére sur 'ouvert de Z sur lequel p est un isomorphisme, se prolonge en une
forme symplectique sur Z entier [37]. On considére trois versions de la correspondance de
McKay :
Correspondance de McKay classique. La catégorie dérivéee bornée de faisceaux co-
hérents sur Z et la catégorie dérivée de faisceaux G-équivariants sur V' sont équivalentes :
DY(Y) ~ D& (V). Sous cette forme, le résultat est dit & Bezrukavnikov & Kaledin [6]. Ce-
pendant, ’équivalence n’est pas donnée par un foncteur de Fourier Mukai explicite. Par
contre, dans les cas o I'on peut choisir Z = G-Hilb (V') comme résolution crépante (lorsque
ce schéma est lisse), le théoréme de Bridgeland, King & Reid [7] donne cette équivalence par
transformée de Fourier-Mukai par rapport & la famille universelle au-dessus de G-Hilb (V).
Cette équivalence induit un isomorphisme au niveau des groupes de Grothendieck de fais-
ceaux cohérents

K(Z)®zC= Kg(V)®zC= R(G) ®zC,
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le deuxiéme isomorphisme étant obtenu par restriction a une fibre, suivant I’observation
de Gonzales-Sprinberg & Verdier [26].

Correspondance de McKay duale. Elle se passe au niveau de I’homologie de Z. Puisque
Z n’est pas compacte, on utilise I’homologie de Borel-Moore (homologie des chaines simpli-
ciales infinies & support fini sur tout compact). L’énoncé de Kaledin [37] est qu’il existe une
base naturelle de H*BM(Z, C) indexée par les classes de conjugaison dans G, induisant une
bijection HEM(Z, €) = C(G), ou C(G) désigne Pespace des fonctions classes de G dans C,
i.e. les fonctions invariantes par conjugaison. Cette base naturelle est obtenue comme suit.
Pour chaque sous-groupe H C G, notons V¥ le sous-espace vectoriel des points fixes et
Yy C V/G sa trace dans le quotient. Les sous-variétés Zg:=p~!(Yy) stratifient alors Z et
le morphisme p a la propriété d’étre semi-petit pour cette stratification, i.e. que 'on a les
inégalités

codim Zg > % codim Y.

Les strates essentielles, pour lesquelles on a ci-dessus égalité, sont alors indexées par les
classes de conjugaison dans G. En utilisant le théoréme de décomposition en cohomologie
d’intersection, on montre que ces strates maximales forment une base de I'homologie.
Correspondance de McKay multiplicative. Les deux correspondances précédentes
concernent uniquement les structures additives. On cherche mieux avec un modéle combi-
natoire de I’'anneau de cohomologie H*(Y, C). On part de I’algebre du groupe G, notée C|G].
On introduit une filtration croissante

FUCG):=(g| rg(idy —g) < d).

Cette filtration est compatible avec la structure d’anneau et 1'on obtient une structure
d’anneau gradué
gr- C[G):= P FH'C[G)/FICIG).
d

Pour récupérer une structure commutative, on se restreint au centre Z(G):=C[G]% de I'al-
gebre et 'on note grp Z(G) lalgébre commutative graduée obtenue (qui préfigure la coho-
mologie orbifolde). Ginzburg & Kaledin [24] démontrent alors que les anneaux H*(Z, C) et
grp Z(@) sont naturellement isomorphes. Cet isomorphisme n’est cependant pas explicite.

En considérant ces trois correspondances, on est naturellement amené a se demander
comment elles sont reliées les unes aux autres. Ginzburg & Kaledin [24] formulent le
probléme comme le calcul des applications en pointillé :

®Z C classique R(G) ®z G

I

i B
multiplicative M

*(Z,C) grp Z(G)

I

lD
BM duale v

HE < dule @)

ou ch désigne le caractére de Chern et D la dualité de Poincaré. L'intérét de ces questions
réside dans le fait que, contrairement aux attentes initiales, ce diagramme ne commute pas
avec des isomorphismes usuels de caractéres entre représentations et fonctions classes, et
avec les identifications canoniques entre fonctions classes et centre de I'algébre du groupe G.
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On peut étudier cette question sur des exemples. Cependant, si ’on veut voir ce qui se
passe, il faut travailler en grande dimension pour que le caractére de Chern prenne sa pleine
mesure. Pour traiter d’un seul coup une famille infinie d’exemples en dimension croissante,
on travaille avec le schéma de Hilbert de points sur le plan affine : on fixe V = (C?)"
muni de sa structure symplectique naturelle et G = &,, agissant par permutation des
facteurs. Le schéma de Hilbert Z = Hilb™(C?) fournit une résolution symplectique et
Haiman [31] a démontré qu’il est naturellement isomorphe au schéma &,,-Hilb (V) (qui
est donc bien lisse dans ce cas particulier). Avant d’énoncer le résultat, rappelons que le
groupe de Grothendieck K (Z) est muni d'une filtration topologique décroissante naturelle
par le support des faisceaux :

FyK(Z):=(F| codim Supp(F) > d),

et que le caractére de Chern respecte cette filtration (I'image de Fy(Z) est contenu dans
H=%4(Z,C)). Notons aussi la filtration décroissante de C[G] :

FaClGl=(g| rg(idv —g) > d)
et FyZ(G) la filtration induite sur Z(G). On a alors :

Théoréme 9.1 (Boissiére |[B1]). — La correspondance de McKay classique pour
Hilb"(C?) est compatible auz filtrations décroissantes FyK(Hilb™(C?)) et FyZ(&,,).
L’application graduée associée est exactement la correspondance de McKay multiplicative,
et différe seulement de la correspondance de McKay duale par un facteur scalaire.

On peut conjecturer que ce résultat reste vrai dans toutes les situations symplectiques.

Ce résultat est démontré dans [B1] par un calcul explicite des correspondances : la
correspondance classique est donnée par transformation de Fourier Mukai, calculable ex-
plicitement ; la correspondance multiplicative est donnée par les opérateurs de Nakajima
(voir §5) et I'isomorphisme d’anneaux est un résultat antérieur au théoréeme de Ginzburg—
Kaledin, démontré par Lehn & Sorger [41] et Vasserot [63]; la correspondance duale est
trés explicite car les sous-variétés en cause ont des interprétations modulaires simples. On
commence par identifier les espaces C(&,,) ®z C, R(S,) ®z C et Z(S,,) avec 'espace A",
ainsi qu'expliqué en §5 (ici, tout le calcul peut se faire avec des coefficients rationnels),
puis le calcul utilise comme ingrédient principal le Théoréme 5.3.

10. Comportement multiplicatif

Une autre question naturelle dans I’étude de la correspondance de McKay classique dans
le cas du schéma de Hilbert de points sur le plan affine est de se demander quelle est la
structure d’anneau induite sur R(G) ®z C par transformation de Fourier-Mukai depuis
I'anneau de Grothendieck K (Hilb™(C?)) (muni du produit tensoriel de faisceaux). En fait,
méme si ce n’est pas encore explicite a ce stade, 'idée est que la correspondance de McKay
classique fait le lien entre la K-théorie de Hilb™(C?) et la K-théorie orbifolde de la paire
((C?)", &,,), tandis que la correspondance de McKay multiplicative est une version simple
de la conjecture cohomologique des résolutions crépantes, dont il sera question dans la suite.
11 est donc essentiel de comprendre ces deux isomorphismes. L’article récent d’Iritani [35]
donne a ce propos un éclairage nouveau. Dans [B2| j'ai calculé cette structure d’anneau
ainsi : le produit tensoriel par un fibré linéarisé dans K (Hilb"(C?)) correspond a 'action
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d’'un opérateur différentiel sur A™. En particulier, je calcule dans [B2] que I'action du fibré
tautologique de Hilb™(C?) correspond a l'opérateur

errtr exp Z 8prt_

r>1 r>1 40

Ces opérateurs permettent de calculer des tables du produit obtenu, données pour les pre-
miéres valeurs de n dans |B2| dans les bases des fonctions de Newton et des fonctions de
Schur (jusqu’a aujourd’hui, cette structure n’est pas encore bien comprise). La démons-
tration passe par l'utilisation de transformations pléthystiques, inspirées des travaux de
Haiman [32, 33].

11. Cohomologie orbifolde

Je présente pour simplifier uniquement la définition de la cohomologie orbifolde dans le
cas qui sera utilisé plus loin. On reste donc dans la situation d’une paire (X,G) comme
dans la section précédente, avec X de dimension complexe n, o le quotient Y:=X/G est
de Gorenstein et est I’espace de modules grossier du champ de Deligne Mumford propre
et lisse YV:=[X/G], qui est un orbifold Gorenstein (voir §13). La cohomologie orbifolde du
champ Y, introduite par Chen & Ruan [12], est la cohomologie du champ d’inertie

y=[] x9/¢,

l9eG

ou la somme porte sur les classes de conjugaison [g] dans G, X9 est le lieu des points fixés
par g et Cy est le centralisateur de g dans G. On pose alors

orb( X/G @ I’F< Xg/C = @ H*(Xg)cg

[9eG lgle@

la cohomologie étant prise a coefficients complexes. On définit une nouvelle graduation
ainsi : si ¢ € X9, 'action de g sur l'espace tangent 7, X est diagonalisable de valeurs
propres e .. 2™ avec r; € Q N [0,1[. On définit age(g) := 71 + -+ + rp, qui est
indépendant du point z sur chaque composante connexe de X9, et ici entier car ’action des
stabilisateurs est supposée avoir déterminant un. Si o € H¥(X9/C,), son degré orbifold,
comme élément de H? , ([X/G]), est défini par deg,;, o := k + 2age(g). On définit une
nouvelle structure d’anneau ainsi : si « € H*(X9/C,) et 8 € H*(X"/C},), on pose

a Ugrh /B = Ly (O‘|X<g,h) : /B‘X@,h) : 6(97 h)) € H*(Xgh/cgh)

o H = (g,h) est le sous-groupe de G engendré par g et h, t: X" — X9 est
I'inclusion et e(g,h) est la classe d'Euler d’un fibré vectoriel sur X construit ainsi :
notons a,b,c les ordres de g,h,(gh)~! dans G et soit ¥ — Py le revétement ramifié
de P; ayant une ramification d’ordre @ en 0, respectivement b en 1 et ¢ en oco. On
pose E = (TX\XH ® Rlpr*(OgXx))H o pr: ¥ x X — X est la projection, et on pose
e(g,h) := ciop(E). Je renvoie & Fantechi & Gottsche [20] et Chen & Ruan [12] pour plus
de détails.

La relation avec les algébres graduées construites avant est simple : on a un isomorphisme
d’algebres HY | ([(C?*)", &,]) & grp Z(6,,) et mieux, pour un quotient symplectique (V,G),
on a H? ([V/G]) = grp Z(G). Plus généralement, si S est une surface algébrique lisse
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et projective, H} , ([S™/&,]) s’identifie naturellement a l'algebre de Frobenius graduée

construite par Lehn—Sorger (voir Remarque 2.1).

Si p: Z — X/G est une résolution crépante des singularités, Yasuda [64] a démontré que
les espaces vectoriels gradués H*(Z, C) et H , ([X/G]) sont isomorphes : les dimensions de
chaque espace de cohomologie de méme degré sont de méme dimension. La démonstration,
utilisant des méthodes d’'intégration motivique, généralise les résultats précédemment ob-
tenus dans des cas plus simples (par exemple G abélien) obtenus par Denef & Loeser [17|
et Ito & Reid [36]. Cependant, cet isomorphisme n’est donné par aucun morphisme ex-
plicite, et n’est en général pas compatible aux structures d’anneaux dés que l'on sort des
situations symplectiques précédentes. Ce sont ces deux problémes qui vont motiver tous
les développements qui suivent.

12. Rappels sur les invariants de Gromov—Witten

Dans tout ce qui suit, Z désigne une variété propre et lisse sur C, de dimension com-
plexe n, et H*(Z):=,;~, H?¥(Z) sa cohomologie paire (pour simplifier 1’exposition) a
coefficients complexes. On fixe une fois pour toutes une base homogéne (¢y), de H*(Z)
telle que ¢o = 1 est 1’élément neutre, et on note (¢*); la base duale pour la dualité de
Poincaré. On notera deg le degré cohomologique.

12.1. Cohomologie quantique. — Soit I' € Hy(Z,Z). On considére 'espace de mo-
dules Mg ,,(Z,T") dont les points géométriques sont les classes d’isomorphismes de triplets
(Z, f,x) ou C est une courbe nodale de genre 0, x = (x1,...,2,) sont n points distincts
sur le lieu lisse de C, f: C — Z est un morphisme tel que f.[C] =T et Aut(C, f,z) est
fini. Cet espace de modules admet une structure d’orbifold complexe lisse et propre. Si I’
n’est pas la classe d’une courbe effective, Mg, (Z,T') = (. On note Eff; C Hy(Z,Z) le
monoide (associatif et commutatif) des classes de courbes effectives sur Z. Les morphismes
d’évaluation sont notés

evy: MO,n(Zar) — Z7 eV’i(C7 f7£) = f(ajl)

Pour v, ...,v, € H*(Z), les invariants de Gromov Witten en genre zéro sont par définition
(s o= | Cevi(n) U Ueviom).
[Mo,n(Z,T)]V'"

Rappelons que dimg[Mo ,(Z,T)]V'" = dimg Z + Jrc1(Z)+n—3, qui est bien la dimension
de l'espace de modules sous bonnes hypothéses (Z convexe).

Ces invariants vérifient une liste de propriétés axiomatiques, pour lesquelles nous ren-
voyons a Cox & Katz [15]. Rappelons seulement I’axiome du diviseur, qui sera explicitement
utilisé dans certains calculs par la suite. Si n > 1 et v, € H*(Z,C) :

(717 cee 77n7177n>0,n,1ﬂ = /Vn : (717 cee 7’Yn71>0,n71,1_"
d

12.1.1. Petite cohomologie quantique. On n’utilise ici que les invariants & trois points.
Pour o, § € H*(Z), on définit

axBi= Y > (o, B d)osre Q" € H'(Z) ® Eff 4[[Q]).
T'eEff; k

Les axiomes des invariants de Gromov—Witten permettent de voir que ce produit est asso-
ciatif, commutatif, de neutre 1. En posant () = 0 on retrouve le cup-produit usuel.
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12.1.2. Déformation quantique. — Supposons que p: Z — Y est une résolution crépante
d’une variété de Gorenstein Y. On peut restreindre la somme définissant le petit produit
quantique au courbes contractées par p. Notons M,(Z) C Hy(Z,Z) le cone de Mori des
classes de courbes effectives contractées. On fait 'hypothése, qui sera satisfaite sur les
exemples traités, que ce cone est engendré par un nombre fini de classes de courbes ration-
nelles I'y, ..., Ty, linéairement indépendantes sur Q. Ainsi, toute classe I' € M,(Z) s’écrit
de facon unique I' = Y ", d;I'y avec dy € IN. On assigne une variable formelle ¢, & chaque
'y de telle sorte que I' = > )", d;I"y corresponde au mondme qfl e q,‘f{". La définition du
petit produit quantique, restreinte aux classes I' € M,(Z), est une déformation de I'anneau
H*(Z, C) notée H,(Z,C)(q1, - -, qm)-

12.1.3. Grande cohomologie quantique. On utilise maintenant tous les invariants de
Gromov Witten. Le produit est paramétré par une classe 7 € H*(X). Pour «, § € H*(X),
on définit

o e ﬂ = Z Z Z %(avﬁv’r’ ceen T, ¢k>0,n+3,d¢de € H*(X) 02y EHX[[QH

deEffx n>0 k M

De méme, les axiomes des invariants de Gromov Witten permettent de voir que ce
produit est associatif, commutatif, de neutre 1. En () = 0 on retrouve le cup-produit usuel
(la construction similaire, faite & partir d’'un orbifold, donne en @ = 0 le cup-produit
orbifold). Il est pratique d’écrire ce produit a 'aide du potentiel de Gromov Witten en

genre zéro
1
D D = (Mona@”,

deEff x n>0
N
en posant (") := (r,---,7). En décomposant dans la base 7 = > tx¢g, on calcule
— =
n tgo~~~t1aVN @ d 1
T = > mqbo - pRY de telle sorte que
a=(ag,..,an)
ag+-tan=n
el
<7_n>0,n,d = Z _|<¢0’ o 7¢07 s 7¢N7 ) ¢N>O,n,d'
o @ ~ y
- a0 aN

On vérifie immédiatement que le produit quantique est caractérisé par

PF(r
Pior 95 = Z ot,0t, atk

13. Les conjectures de Ruan

On généralise maintenant le cadre des correspondances de McKay, ce qui va naturel-
lement mener aux conjectures de Ruan. Rappelons qu'un orbifold est par définition un
champ de Deligne-Mumford complexe a stabilisateur générique trivial. Un orbifold Goren-
stein est un orbifold tel qu’en chaque point, le stabilisateur agit avec déterminant un sur
I’espace tangent. Ceci implique que son espace de modules grossier est Gorenstein, mais ce
n’est pas équivalent. Par exemple, la variété P(1, 3) est lisse, isomorphe a P; mais I'orbifold
associé n’est pas Gorenstein. Les conjectures de Ruan prédisent que si p: Z — Y est une
résolution crépante de l’espace de modules grossier Y d’un orbifold de Gorenstein ), la
grande cohomologie quantique de Z et la grande cohomologie quantique orbifolde de Y
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sont reliées par une continuation analytique des parameétres quantiques. Cette conjecture
a été formulée plus précisément par Bryan & Graber [10] comme un isomorphisme de
variétés de Frobenius (sous une hypothése restrictive), et ensuite ré-interprétée, en toute
généralité, par Coates, Iritani & Tseng [14] comme une transformation symplectique entre
les espaces de Givental associés a ) et Z. Cette transformation symplectique encode toutes
les informations sur les relations entre les théories de Gromov—Witten en genre zéro de Z
et ). Je renvoie au dernier article d'Iritani [35] pour plus de détails sur ces conjectures
encore sur des sables mouvants. Je vais m’intéresser dans la suite & une version plus faible.
Ces conjectures, sous quelque forme que ce soit, impliquent la conjecture cohomologique
des résolutions crépantes : la déformation quantique de 'anneau de cohomologie de Z est
isomorphe a I'anneau de cohomologie orbifolde de ), aprés évaluation des paramétres quan-
tiques en des racines de 'unité. Dans le cas de variétés hyperkahleriennes (ou symplectiques
holomorphes), les invariants de Gromov Witten sont nuls donc la conjecture prévoit dans
ce cas un isomorphisme d’algeébres graduées entre H*(Z, C) et Hy,()). Cette conjecture
cohomologique hyperkéhlerienne a été vérifiée pour les schémas de Hilbert de points sur
une surface K3 (voir Lehn & Sorger [42], Fantechi & Gottsche [20], Uribe [62]), ainsi
que pour les résolutions crépantes de quotients symplectiques V/G dont il était question
en §9 (voir Ginzburg & Kaledin [24]). La conjecture cohomologique générale a été vérifiée
seulement sur quelques familles d’exemples, le principal étant les orbifolds a singularités
Ay -transversales, traité par Perroni [55]|. Dans les deux sections qui suivent, j’explique les
travaux que j'ai effectués autour de cette conjecture sur I’exemple des espaces projectifs a
poids : une description de leur cohomologie orbifolde, remarquablement proche de celle de
la cohomologie orbifolde des quotients [V/G] et quelques calculs de résolutions de singulari-
tés et d’invariants de Gromov Witten, permettant de vérifier la conjecture cohomologique
de Ruan sur de nouveaux exemples.

14. Cohomologie orbifolde des espaces projectifs 4 poids

Soit n > 1 un entier et w := (wo,...,wy,) une famille d’entiers strictement positifs (des
poids). Le groupe multiplicatif C* agit sur C**1\ {0} par
A (g, ..y zn) = (Axg,..., A\""xy,).

L’espace projectif G poids P(w) est défini comme le champ quotient [C"+1\ {0}/C*]. Cest
un champ de Deligne-Mumford lisse dont I’espace de modules grossier, noté |P(w)]|, est une
variété projective de dimension n. Il est facile de voir que le champ P(w) est un orbifold si et
seulement si pged(wo, ..., wy,) = 1, auquel cas il est Gorenstein si et seulement si chaque
poids w; divise la somme des poids |w| := wy + -+ + w,. On compte ainsi un nombre
fini d’orbifolds Gorenstein P(w) en chaque dimension, leur nombre étant le nombre de
solutions du probléme de combinatoire connu comme le probléme des fractions égyptiennes
(voir [B12]). Dans |B9], nous donnons une description de ’anneau de cohomologie orbifolde
de P(w) en l'identifiant & un modeéle combinatoire similaire a celui des quotients globaux,
comme le gradué d’une algébre d’un groupe :

Théoréme 14.1 (Boissiére, Mann & Perroni [B9]). Il existe un isomorphisme
d’algebres de Frobenius graduées entre HY (P(w)) et grp Clpjy|], 0@ f1j,) est le groupe des

orb
racines |w|-iemes de l'unité et I est une filtration sur Clg,,)].

Cette description est intéressante car elle fournit une base de I’espace vectoriel de co-
homologie orbifolde sur laquelle la structure d’anneau est facile & lire. La construction
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du modele (essentiellement la graduation) utilise une combinatoire assez fine associée a la
famille de poids. L’isomorphisme entre les deux algébres de Frobenius est donné explicite-
ment dans une base « géométrique » de la cohomologie orbifolde. Toutes les informations
pour calculer ’anneau de cohomologie orbifolde se lisent alors sur le diagramme suivant,
ou £ est une racine primitive 12-iéme de 1'unité :

composante
d’inertie

% ‘ 54 55
6

3 S

% 67 58

3 &

i 510 511

o)1 | ¢ ] &]

0 1 2 3 degré orbifold
Anneau de cohomologie orbifolde de |P(1,3,4,4)]

Une autre fagon de représenter cette cohomologie orbifolde, qui correspond a la construc-
tion du modéle combinatoire et a la définition de la filtration, consiste a représenter sur
des disques concentriques les racines w;-iémes de 'unité. En les numérotant ensuite dans
le sens trigonométrique on obtient la définition du degré sur C|u),,(] qui définit la filtration
et le gradué associé. Je renvoie a [B9| pour plus de détails, et me contente de dessiner en
Figure 1 cette « voite étoilée » dans le cas de P(1,3,4,4).

FIGURE 1. Modéle de calcul de la cohomologie orbifolde de P(1,3,4,4)

Cette facon de représenter la cohomologie orbifolde par ce type de diagramme a été réuti-
lisée pour le calcul de la cohomologie orbifolde d’hypersurfaces dans des espaces projectifs
a poids par Chiodo & Ruan [12].
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15. Calculs de déformations quantiques

Le résultat le plus significatif des articles [B10| et [B12| concerne la vérification de
la conjecture cohomologique des résolutions crépantes pour l’espace projectif a poids
P(1,3,4,4). Son espace de modules grossier a une singularité As-transversale sur la droite
{[0,0, 29, 23]} et une singularité isolée de type %(1,1,1) au point [0,1,0,0], ce qui fera
apparaitre quatre paramétres de déformation quantique :

Théoréme 15.1 (Boissiére, Mann & Perroni [B10,B12])
La variété |P(1,3,4,4)| admet, a isomorphisme prés, une unique résolution crépante no-
tée Z. Pour (q1,q2,q3,q4) € {(i,1,1,1), (-1, =1, —1,1)} 4l existe un isomorphisme d’anneaux

H*(Z,C)(Q1,q2,q3,Q4) = zrb(P(1’374’4))

qui est une isométrie par rapport auzr couplages de Poincaré.

La démonstration utilise d’une part le modéle de calcul de la cohomologie orbifolde
expliqué ci-dessus, d’autre part des méthodes de géométrie torique pour calculer la ré-
solution crépante des singularités et sa cohomologie et, pour le calcul des invariants de
Gromov—Witten, un argument de déformation de la singularité et résolution simultanée,
inspiré des travaux de Brieskorn [8]. Ceci est expliqué dans [B12]. Cela permet de fixer
les trois premiers parameétres quantiques correspondant & la singularité Ag-transversale.
Concernant le quatriéme paramétre quantique, dans [B12] nous observons qu'il peut, bi-
zarrement, étre pris nul et nous donnons d’autres espaces projectifs & poids ayant cette
propriété. Dans [B10| nous utilisons des résultats de Coates, Iritani & Tseng [14] sur la
cohomologie quantique de P(1,1,1,3) pour montrer que ce quatriéme paramétre quantique
peut aussi étre évalué en 1. L’isomorphisme d’anneaux construit est défini explicitement
dans des bases de la cohomologie.

Pour illustrer la méthode utilisée, je traite ici en détail un espace projectif & poids plus
simple, dont on connait les invariants de Gromov—Witten nécessaires d’aprés les résultats
de Perroni [55] : la vérification de la conjecture de Ruan résultera donc d’un simple calcul.
Considérons Y := P(1,1,2,2), dont I'espace de modules grossier Y a une singularité A;-
transversale. Notons p: Z — Y son unique résolution crépante (elle existe comme pour
toute singularité torique de dimension trois, et est unique car c’est une singularité A;-
transversale, d’aprés Perroni [55]). Notons ¥ I’éventail torique de Y et 3’ celui de Z,
obtenu par subdivision de Y. L’éventail de Y est construit sur les faces du tétraédre de
sommets les points Py := (—1,—2,-2), P; := (1,0,0), P, := (0,1,0) et P35 := (0,0,1). Celui
de Z est obtenu en ajoutant le rayon engendré par P := (0,—1,—1), comme le montre la
Figure 2 (je renvoie a [B12] pour plus de détails sur les éventails des champs toriques).

Posons H := ¢; (Oy(1)) € H*(Y,C) et h := p*H € H?(Z,C). Notons b; € H?(Z,C),
i € {0,1,2,3} la classe du diviseur invariant sous l’action du tore correspondant au rayon
de ¥’ engendré par P;, et similairement e € H?(Z, C) pour celui engendré par P. On calcule
facilement que

* 2, 1, 2
H*(Z,C) = Clh,€e]/{(h* + 16 he, h“e).
Puisque p est crépante, on a h = ‘%' (bo + b1 + b2 + b3 + €) (voir Fulton [23]). On calcule
que le cone de Mori des classes de courbes effectives contractées est engendré par la classe
I dont le dual de Poincaré est eby. Etant donné que dim ([Mg3(Z,dT')]"") = 3, les inva-

riants de Gromov—-Witten \Ilgr(al, a9, a3) sont non nuls seulement si les «; sont de degré
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FIGURE 2. Polytope de P(1,1,2,2) et sa résolution crépante.

cohomologique deux. Par I'axiome du diviseur, on a pour tout entier d

ot~ () () () 80

En utilisant les formules de Mann [45, Proposition IV.3.13| on trouve

orb

* 1
/ h = / p*er(Oy(1))? :/ CI(OP(1,1,2,2)(1))3 =7
z Z P(1,1,2,2)

ce qui donne la valeur des invariants de Gromov—Witten

U7 (h,h,h) =0, U (h,h,e) =0,
UZ.(h,e,e) =0, U2 (e,e,e) = —23d% - WE ().
Les formules de Perroni [55] fournissent WE(-) = % P 2)|01(OP(272)(1)) = 4. On en

déduit la correction quantique
8
exe=—4h® + <4—i— —q> he,
l—q

et donc

HE(Z, O)(a) 2 C(()) by el (h2e, B2 + 22 — he — 22

1 1_qhe>.

Le modéle de calcul de la cohomologie orbifolde expliqué en §14 fournit une présentation
de I'anneau de cohomologie orbifolde de P(1,1,2,2) :

* o (P(1,1,2,2),C) = C[H, E|/(H* — E*, H’E).

orb
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Si 'on pose ¢ = —1 et que 'on définit ’application
Zrb(]P)(L ]-7 27 2)7 (D) — H:;(Za G)(_l)
H — h,

1
E— —e.
26

on vérifie facilement que I'on obtient un isomorphisme d’anneaux.

31
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PARTIE 111

AUTOMORPHISMES DES VARIETES SYMPLECTIQUES
HOLOMORPHES IRREDUCTIBLES

16. Variétés symplectiques holomorphes irréductibles

Une variété symplectique holomorphe irréductible est par définition une variété com-
plexe X compacte, kiihlerienne, lisse, simplement connexe et admettant une forme fermée
symplectique holomorphe ox unique & multiplication scalaire prés : HO(X, (2%() > Coyx.
L’existence de cette forme symplectique force X & étre de dimension complexe paire. En
dimension deux, on trouve exactement les surfaces K3. En dimension supérieure, les deux
familles standards de variétés symplectiques holomorphes sont :

1. Les schémas de Hilbert de points sur une surface K3 : si S est une surface K3,
Sll:=Hilb™(S) (voir §1) est une variété symplectique holomorphe irréductible [3] de
dimension 2n.

2. Les variétés de Kummer généralisées : si A est tore complexe de dimension deux, on
note A"l la fibre au-dessus de I'origine du morphisme Hilb™(4) & A"/&, < A o
s est la sommation. La varieté Al est symplectique holomorphe irréductible [3] de
dimension 2n — 2.

Il existe d’autres constructions, qui sont des déformations de schémas de Hilbert de
deux points sur une surface K3, comme les variétés de Fano d’hypersurfaces cubiques dans
P° (voir [5]). Les seuls exemples nouveaux connus a ce jour! qui ne sont pas des
déformations des familles précédentes sont des espaces de modules de faisceaux sur des
surfaces K3 ou des surfaces abéliennes construits par O’Grady [50, 51].

Soit X une variété symplectique holomorphe irréductible. Il existe sur H2(X, 7)) une
forme bilinéaire symétrique canonique notée gx, la forme de Beauville-Bogomolov 3] —
dont nous noterons encore ainsi I'extension a H2(X,R) et H*(X,C) — non-dégénérée et
de signature (3,b2(X) — 3) sur H*(X, R) et telle que, pour la décomposition de Hodge

H%(X,C) = H**(X) @ HY(X) @ H*?(X),

'espace HM(X) est orthogonal a H?*%(X) @ H**(X) = Coyx @ CTx. La restriction
de gx a HYY(X)Rr a pour signature (1,b2(X) — 3). Notons Kx l'ensemble des classes
de HMY(X)R pouvant étre représentées par une forme fermée de type (1,1) positive :
c’est un cone convexe ouvert dans HU'(X)g appelé le cone de Kdihler de X. Posons
HY (X)r:=H"(X) N H3(X,R), notons NS(X):=H"(X)g N H?(X,Z) le groupe de
Néron Severi de X, p(X):=1gNS(X) son nombre de Picard et T(X):=NS(X)* 'orthogo-
nal de NS(X) dans H?(X,Z). En notant la signature d'un réseau sous la forme du triplet
du nombre de valeurs propres positives, nulles puis négatives de la forme quadratique
réelle associée, il y a trois types possibles :
— type hyperbolique : NS(X) est non dégénéré de signature (1,0,p(X) — 1) et T(X) a
pour signature (2,0,b2(X) — p(X) — 2);
— type parabolique : NS(X) N T(X) est de dimension 1, NS(X)
(0,1,p(X) — 1) et T(X) a pour signature (2,1,b(X) — ( ) —3);
— type elliptique : NS(X) est défini négatif, de signature (0,0, p(X)) et T(X) a pour
signature (3,0,b2(X) — p(X) — 3).
D’aprés Huybrechts [34], X est projective si et seulement si NS(X) est hyperbolique.

a pour signature



34 SAMUEL BOISSIERE

Le groupe d’automorphismes Aut(X) est de dimension nulle (égale a h®(X,Tx)), c’est
donc un ensemble discret et dénombrable (voir [B11]). On a une application naturelle

Aut(X) — O(H*(X,Z),qx), f— f*

Si X est une surface K3, cette application est injective et ’on dispose du théoréme de
Torelli global : si ¢ € O(H?*(X,Z),qx) est compatible a la décomposition de Hodge et
envoie une classe de Kéhler sur une classe de Kéhler, alors il existe un automorphisme
f € Aut(X) tel que f* = ¢. En dimension supérieure ce résultat fait défaut (par exemple,
il existe un contre-exemple de Debarre [16] avec des schémas de Hilbert de deux points sur
une surface K3) et rend I’étude des automorphismes beaucoup plus difficile que pour les
surfaces K3. Un autre défaut est que ’application naturelle ci-dessus n’est plus injective
en général. Huybrechts [34| montre cependant que le noyau de cette application est un
groupe fini : un automorphisme agissant trivialement sur la cohomologie laisse a fortiori
invariante une classe de Kéhler, donc aussi la métrique de Calabi-Yau uniquement associée.
C’est donc une isométrie. Or le groupe des isométries d’'une variété riemannienne compacte
est un groupe compact, ici contenu dans le groupe discret Aut(X), donc fini. Concernant
la structure du groupe Aut(X), Oguiso [52]| démontre qu’il est de type fini si X n’est
pas algébrique (les cas paraboliques et elliptiques). Par contre, la question reste ouverte
dans le cas algébrique (I'argument de Sterk [61] démontrant le résultat similaire pour les
surfaces K3 ne s’étend pas). Dans les articles [B11,B13,B14] nous avons cherché a obtenir
des résultats plus précis en regardant les schémas de Hilbert de points sur une surface K3
et les variétés de Kummer généralisées.

On s’intéressera plus particuliérement aux automorphismes d’ordre fini. Si f € Aut(X)
est d’ordre d > 2, on dira que f est symplectique s'il laisse invariante la forme symplectique :
ffox = ox, et au contraire purement non symplectique s’il existe une racine primitive d-
ieme de l'unité £ telle que f*ox = fox. L'existence d’automorphismes purement non
symplectiques n’est possible que si X est projective [3]. En effet, on sait qu’une variété
complexe compacte est projective si et seulement si elle a une forme de Kéahler w dont
la classe de cohomologie [w] € H?(X, C) est entiére. Pour les variétés symplectiques holo-
morphes, il suffit de savoir que cette classe est rationnelle. Ainsi, si f est un automorphisme
purement non symplectique d’ordre d, puisque H?(X, Q) est dense dans H?(X,R) et que
le cone de Kihler Ky est ouvert dans HY(X)g, il existe une classe ¢ € H*(X, Q) dont
la composante (1,1) est une classe de Kéhler. Prenons h:= Ele(fi)*c : cette classe a la
méme propriété et est f*-invariante. Mais H>%(X) ne contient aucune classe f*-invariante
puisque f est purement non symplectique, donc h est de type (1,1), c’est donc une classe
de Kéahler rationnelle.

17. Automorphismes des schémas de Hilbert de points sur une surface K3

Soit S une surface, pour U'instant « quelconque » (analytique complexe, connexe, com-
pacte, kihlerienne et lisse). Il existe un morphisme naturel de groupes de Lie (voir [B11])

Aut(S) — Aut(SM)

dont I'image sera appelée le groupe des automorphismes naturels. Dans [B11], je démontre
que dim Aut(SM™) = dim Aut(S) : les composantes connexes de l'identité de ces deux
groupes sont donc isomorphes. Cependant, si S est une surface K3 cette information est
peu utile puisque ces groupes sont de dimension nulle. Dans [B13], nous précisons la relation
entre ces groupes dans le cas des surfaces K3. Cette étude est facilitée par le résultat suivant,
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di a Beauville [2] : si S est une surface K3, le morphisme naturel Aut(S") — O(H?(X, Z))
est injectif, comme dans le cas des surfaces K3. En effet, un automorphisme agissant
trivialement sur la cohomologie s’étend en un automorphisme sur une famille de Kuranishi
de S Mais si I’on regarde la sous-déformation obtenue en déformant seulement la surface
K3, qui est une hypersurface dans cette famille de déformations, puisqu’une surface K3
générique a un groupe d’automorphismes réduit & l'identité, cet automorphisme étendu
a la déformation est 'identité sur un ouvert dense de l’espace de paramétres. C’est donc
I'identité sur la fibre spéciale S[M. On peut en déduire une caractérisation simple des
automorphismes naturels :

Théoréme 17.1 (Boissiére & Sarti [B13]).
1. Un automorphisme f € Aut(S") est naturel si et seulement si f(E) = E.
2. 8i NS(S) = {0}, alors Aut(S) = Aut(S!") (tout automorphisme est naturel).

La premiére assertion s’obtient en faisant un lien entre les cones de Kahler de S et
S puis en utilisant le théoréme de Torelli global et I'injectivité de I'application f — f*.
La seconde découle alors de la premiére et du fait que, si S est une surface K3, on a un
isomorphisme NS(S) = NS(S) @ +Z[E).

On connait trés peu d’automorphismes non naturels. Beauville [2] en construit un ainsi.
Considérons S C P35 une surface K3 définie comme le lieu des zéros d’un polynome ho-
mogene de degré quatre. Pour un choix générique, S ne contient aucune droite. A toute
paire de points {z,y} sur S on peut alors associer la paire {z,t} formée des deux autres
points d’intersection de S avec la droite passant par x et y. Ceci définit une application
rationnelle S12 — 121 dont on peut montrer qu’elle est en fait définie partout. Ceci donne
une involution non naturelle sur S, Une variante de cette construction permet d’obtenir
un exemple concret de variété symplectique holomorphe irréductible dont le groupe d’au-
tomorphismes est infini [1, 53] : considérons une surface K3 admettant deux plongements
distincts comme quartiques dans P3, tous deux ne contenant aucune droite. Chaque plon-
gement permet de construire comme ci-dessus une involution sur S Leur composée est
un automorphisme d’ordre infini : cela se voit par exemple en calculant son action sur la
cohomologie.

18. Automorphismes des variétés de Kummer généralisées

Soit A un tore complexe et A" la variété de Kummer généralisée associée. Les choses
se passent ici plus mal : on voit facilement que le morphisme f — f* n’est pas injectif [3] :
si a € A est un point de n-torsion, la translation ¢, par a sur A induit un automorphisme

W non trivial de A" mais ce méme morphisme, vu sur le schéma de Hilbert A, est
homotope a I'identité donc agit trivialement sur la cohomologie. On montre par ailleurs que

le morphisme de restriction H?(AM, €) — H2(A["), €) est surjectif, donc tﬁ!’”ﬂ agit trivia-
lement sur la cohomologie. On peut toutefois, comme dans le cas des schémas de Hilbert,
arriver au résultat optimal. Notons pour ceci Eg:=FEN Al le diviseur exceptionnel de A"l
On observe tout d’abord qu’il n’y a pas d’application naturelle Aut(A) — Aut(Al") puis-
qu'un automorphisme naturel de A" ne respecte pas nécessairement la fibre Al"l. Cepen-
dant, on a une décomposition naturelle Aut(A4) = A x Autz(A) de tout automorphisme
en composée d'une translation et d’'un morphisme de groupe. On constate facilement qu’il
suffit alors de ne considérer que des translations par des éléments de n-torsion de A. En
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notant T),(A) ce groupe des points de n-torsion, on a donc un morphisme de groupes
naturel

To(A) % Autz(A) — Aut(Al")

dont I'image est appelée encore le groupe des automorphismes naturels.
Théoréme 18.1 (Boissiére, Sarti & Nieper-Wiftkirchen [B14])

1. Un automorphisme f € Aut(A") est naturel si et seulement si f(Ey) = Fp.
2. Le noyau du morphisme Aut(Al")) — O(H2(A], Z) est isomorphe a T,,(A) x Z./27.

La premiére assertion s’obtient, contrairement au cas des schémas de Hilbert, par un
argument topologique : on regarde 'automorphisme induit sur le revétement universel de
Alnl \ Ep, dont on montre qu’il doit provenir d’'un automorphisme de A. La deuxiéme
assertion s’en déduit ainsi : on sait d’aprés la premiére assertion que ce noyau ne consiste
que d’automorphismes naturels, par ailleurs d’ordre fini puisque le noyau est un groupe
fini. On sait déja que les automorphismes induits par des translations par des points de
n-torsion sont dans le noyau, il reste donc seulement a étudier ceux obtenus & partir
d’automorphismes de groupes d’ordre fini, dont l'action sur la cohomologie est facile a
calculer : on montre que seuls £ id agissent trivialement.

19. Variétés d’Enriques

Soit S une surface K3 admettant une involution ¢: S — S sans point fixe. Cette involu-
tion est nécessairement non symplectique et S est projective. Le quotient Y:=S5/(1) est une
surface d’Enriques : c’est une surface complexe kidhlerienne compacte lisse dont le diviseur
canonique est de 2-torsion (2Ky = 0 dans Pic(Y")) et la caractéristique d’Euler holomorphe
vaut x (Y, Oy) = 1. 1l est facile de voir que réciproquement, toute surface d’Enriques est
le quotient d’'une surface K3 par une involution sans point fixe [4]. Il est aussi facile d’en
trouver des exemples : prenons comme surface K3 l'intersection compléte S de trois qua-
driques dans P°, données par des équations Q;(zo,z1,22) = Qi(yo,v1,2), i € {1,2,3}
ot [zo, 21,2, Yo, Y1, Yy2] sont les coordonnées homogénes de P°. Considérons I'involution
t: P> — P donnée par «([xo, 21, T2, Y0, Y1,%2]) = [0, 71, T2, —Yo, —Y1, —ya]. Cette involu-
tion laisse S globalement invariante et fixe un plan dans P5, donc pour un choix générique
des quadriques ce lieu fixe n’intersecte pas S. Ainsi S/(¢) est une surface d’Enriques.

On cherche en quelle mesure cette notion peut se généraliser en dimension supérieure.
Il est déja facile de généraliser la construction ci-dessus : prenons par exemple, dans Py3
de coordonnées [z, ..., Z¢, Yo, - - -, Ys), l'intersection compléte X de sept quadriques de la
forme Q;(z) = Q}(y) et linvolution ¢: P13 — Py définie par «(z,y) = (z,—y). Cette
involution ¢ laisse X globalement invariante et pour un choix générique des quadriques, sa
restriction & X est sans point fixe. On vérifie que X est une variété de Calabi-Yau (par
définition, une variété de Calabi—Yau est simplement connexe, de diviseur canonique trivial,
et hO(X, Q%) = 0 pour 0 < i < dim X). Le quotient Y:=X/u est tel que Ky est d’ordre
deux dans Pic(Y) et x(Y,0y) = 1; Y peut donc prétendre & étre appelée une variété
d’Enriques. On peut similairement généraliser en grande dimension d’autres constructions
de surfaces d’Enriques (par exemple, les congruences de Reyes) pour obtenir des quotients
de variétés de Calabi—Yau par des involutions sans point fixe.

Tentons de faire mieux : peut-on faire des quotients par des automorphismes de degré
plus grand, afin que le diviseur canonique soit d’ordre plus grand? Posons pour ceci la
définition suivante :
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Définition 19.1. — Une variété d’Enriques est une variété Y complexe, compacte, kih-
lerienne et lisse dont le diviseur canonique est d’ordre d > 2 dans Pic(Y'), de groupe
fondamental isomorphe a Z/dZ et telle que x(Y,Oy) = 1. L’entier d est appelé 'indice
de Y.

Cette définition est plus large que celle utiliste dans [B14], afin d’englober plus
d’exemples (voir la discussion dans [B14]) ainsi que le point de vue de Schréer
& Oguiso [54]. Si l'on retire 'hypotheése x(Y,0y) = 1, pour demander seulement
x(Y,Oy) # 0 on pourra parler de variété d’Enriques faible; elles pourront parfois
apparaitre comme quotients intermédiaires entre une variété symplectique holomorphe
irréductible et une variété d’Enriques.

Les exemples de variétés d’Enriques construits a partir de variétés de Calabi—Yau de di-
mension paire ne peuvent pas permettre d’obtenir des indices supérieurs a deux car seules
les involutions peuvent agir sans point fixe (la caractéristique d’Euler holomorphe d’une
variété de Calabi—Yau de dimension paire est deux). Partir de variétés de Calabi-Yau de
dimension impaire ne répondrait pas & la question car cela produirait des quotients de
caractéristique d’Euler holomorphe nulle, plus proches en ce sens d'une généralisation des
surfaces bielliptiques. Pour ces raisons, et toujours en visant la généralisation des surfaces
K3, on en vient donc naturellement & chercher des quotients de variétés symplectiques holo-
morphes irréductibles par des automorphismes agissant librement. On n’obtient cependant
pas de classification aussi compléte que pour les surfaces. Je compile ici les résultats com-
plémentaires obtenus indépendamment dans [B14] et [54]. Les quatre premiéres assertions
sont des conséquences numériques du théoréme de décomposition de Beauville-Bogomolov.

Théoréme 19.1. —
1. Toute variété d’Enriques est de dimension paire.

2. Soit X wune wvariété symplectique holomorphe irréductible de dimension 2n — 2 et
feAut(X) dordre d > 2 agissant librement. Alors d divise n. Si d = n, le quo-
tient Y'=X/(f) est une variété d’Enriques de dimension 2n — 2 et d’indice n. Si d
est un diviseur strict de n, Y est une variété d’Enriques faible d’indice d [B14].

3. Soit Y une variété d’Enriques de dimension 2n — 2 et d’indice n. Si n est premier
ou impair, alors 'Y est isomorphe au quotient d’une variété symplectique holomorphe
par un automorphisme d’ordre n agissant librement [B14].

4. Toute variété d’Enriques d’indice 2 est isomorphe au quotient d’une variété de Calabi
Yau par une involution sans point fize [B14].

5. Toute variété complexe connexe et non simplement connezxe dont le revétement uni-
versel est une variété symplectique holomorphe irréductible a un groupe fondamental
cyclique, c’est alors une variété d’Enriques faible [54].

Pour finir, notons que toute variété d’Enriques isomorphe & un quotient de variété sym-
plectique holomorphe irréductible par un automorphisme agissant librement est nécessai-
rement projective, car 'automorphisme est obligatoirement purement non symplectique,
sinon il aurait des points fixes comme on le voit facilement en calculant son nombre de
Lefschetz (voir [B14]). 1l reste & prouver que de telles variétés existent bien :

Théoréme 19.2 (Boissiére,Sarti&Nieper-Wiltkirchen [B14] ;0guiso&Schroer [54])
1l existe des variétés d’FEnriques d’indice trois et quatre.
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On démontre ce résultat en construisant explicitement des variétés symplectiques ho-
lomorphes irréductibles admettant des automorphismes d’ordre trois et quatre agissant
librement. La construction n’est pas difficile en elle-méme : il est facile de controler que les
automorphismes construits n’ont pas de point fixe. La difficulté réside dans le fait qu’il n’est
pas facile de trouver une situation qui fonctionne : on connait peu de variétés symplectiques
holomorphes, et peu d’automorphismes dessus. Concentrons-nous sur la construction de
variétés d’Enriques de dimension 2n — 2 et d’indice n (le cas maximal). Si 'on part du
schéma de Hilbert de n — 1 points sur une surface K3, on voit facilement que tout automor-
phisme fI" d’ordre n > 3 construit a partir d’un automorphisme f de la surface S aura
des points fixes sur S"~1. En effet, f a des points fixes sur S (son nombre de Lefschetz
n’est pas nul), donc tout sous-schéma de longueur n — 1 dont l'idéal est monomial dans
un systéme local de coordonnées linéarisant et diagonalisant ’action de f est un point fixe
de fI" (voir [B11]). Considérons donc maintenant les automorphismes naturels d’ordre
n d’une variété de Kummer généralisée Al"]. Tes points fixes construits précédemment
sur A, ¢'ils sont portés en des points de n-torsion, vivent sur A"l De plus, les orbites
{x, f(x),..., f"Y(x)} peuvent donner des points fixes si la somme des points est nulle.
Seules quelques situations bien choisies permettent alors d’éviter les points fixes (je renvoie
a [B14] pour plus de détails) :

Proposition 19.3 (Boissiére, Sarti & Nieper-Wifikirchen [B14])
Soit E une courbe elliptique admettant un automorphisme d’ordre n € {3,4}, &, une

1
ay,az € E\ {0} des points d’ordre n, a:=(a1,a2) € A et fi=t, o h. Alors pour un choix
approprié de ay, (fI") agit librement sur APV et AIM)/(FI7]Y est une variété d’Enriques
de dimension 2n — 2 et d’indice n.

racine primitive n-ieme de 'unité, A:==FE x E, h € Autz(A) donné par h = <% 0),

Par contre, la construction similaire pour n = 6 ne fonctionne pas : les automorphismes
ainsi construits ont bel et bien des points fixes. Il faudra donc de nouvelles idées pour conti-
nuer. Notons que la définition assez souple de variété d’Enriques donnée ci-dessus ouvre la
voie & d’autres exemples. Considérons la variété de Calabi—Yau X de dimension 6 munie
d’une involution sans point fixe ¢ construite plus haut, et notre exemple APl de varieté de
Kummer généralisée admettant un automorphisme fI3] d’ordre 3 agissant librement. Alors
le produit X x AB1/(, x fB1) est une variéte d’Enriques d’indice 6. Cependant, elle est
isomorphe au produit X/(c) x AB/(fI1) donc est en fait un produit de variétés d’Enriques
déja construites. Similairement, le produit AP/ (fI31) x Al /(f[4]) des variétés d’Enriques
d’indices 3 et 4 construites ci-dessus donne une variété d’Enriques d’indice 12. Il convient
donc de préciser la définition, et on peut proposer cette solution :

Définition 19.2. — Une variété d’Enriques est dite irréductible si le groupe d’holonomie
de son revétement universel est irréductible.

Le théoréme de décomposition de Beauville-Bogomolov donne directement la classifica-
tion des variétés d’Enriques irréductibles :

Proposition 19.4. — Toute variété d’Enriques irréductible est isomorphe soit au quotient
d’une variété de Calabi—Yau de dimension paire par une involution sans point fize, soit au
quotient d’une variété symplectique holomorphe irréductible par un automorphisme agissant
librement.

Les résultats de classification obtenus précédemment se reformulent alors ainsi :
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Corollaire 19.5. — Toute variété d’Enriques d’indice premier est irréductible.

Nous arrivons alors & une forme finale du théoréme d’existence de variétés d’Enriques
de dimension supérieure :

Corollaire 19.6. — Il existe des variétés d’Enriques irréductibles d’indice 2, 3 et 4.
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PARTIE 1V
GEOMETRIE EFFECTIVE : DROITES SUR DES SURFACES

20. Surfaces ayant un grand nombre de droites

Le probléme du nombre maximal de droites qu'une surface algébrique de degré d de Pg
peut contenir est un théme assez ancien et trés classique. On sait bien que toute surface
cubique contient 27 droites (voir @) Figure 3). En degré supérieur ou égal a quatre, les
premiers résultats remontent a 1943 : Segre [58, 59| résout la question pour d = 4 en
montrant que le nombre maximum possible de droites est 64 (il est d’ailleurs facile d’en
construire des exemples). La question reste ouverte en degré supérieur. Segre donne une
borne maximale (d — 2)(11d — 6) qui est lache déja en degré quatre. Les méthodes tra-
ditionnelles pour construire des surfaces ayant un grand nombre de droites consistent a
prendre des équations faciles a étudier : des surfaces de la forme ¢(z,y) = ¥(z,t), ou ¢, ¢
sont des polyndmes homogenes de degré d, ou des revétements de degré d de Py ramifiés
le long d’une courbe de degré d, y? = f(x,y, z). Dans ces deux cas, les nombres de droites
sont faciles a calculer par des techniques de géométrie élémentaires :

Proposition 20.1 (Boissiére & Sarti [B7]). Le nombre Ny de droites sur une sur-
face de degré d d’équation ¢(x,y) = ¥(z,t) est

Ny = 3d? pour d >3 et d ¢ {4,6,8,12,20} ;

N, = 64, Ng = 180, Ng = 256, Ny = 864, Nag = 1600.

En fait, ce résultat trés classique figure dans la littérature, mais les démonstrations sont
souvent imprécises. Dans [B7| nous donnons une démonstration détaillée.

Proposition 20.2 (Boissiére & Sarti [B7]). Soit C une courbe projective plane
lisse de degré d ayant B points d’inflexion totale. Alors la surface S obtenue comme le
revétement de degré d de Po ramifié le long de C contient exactement (3 - d droites En
particulier, elle ne contient pas plus de 3d* droites.

Dans [B7| nous utilisons une méthode nouvelle pour trouver des surfaces ayant plus de
droites. Chercher des équations simples & manipuler revient en fait a considérer des surfaces
ayant un groupe de symétries petit. Par exemple, les surfaces ¢(z,y) = ¢(z,t) (ici, ¥ = ¢)
ont pour groupe de symétrie un groupe polyédral, a savoir le groupe d’isomorphismes de P,
permutant le lieu des zéros de ¢. Cela explique les valeurs exceptionnelles des nombres de
droites en degrés 4,6,8,12,20, qui correspondent aux nombres et configurations possibles
de points dans P; ayant un groupe de symétrie polyédral. Pour faire mieux, la méthode va
donc consister a chercher des surfaces ayant un groupe de symétrie plus grand, 1'idée étant
que si le groupe est gros, et si la surface contient une droite, elle contiendra alors toute
I’orbite que 1'on peut espérer étre grande.

Rappelons la définition des groupes bipolyédraux. Partant du revétement double
¢: SU(2) — SO(3,R), si G C SO(3,R) est un groupe polyédral, son image inverse

G:=¢~'G est dit polyédral binaire. Considérons alors la suite exacte quaternionique

0 — {#+1} — SU(2) x SU(2) % SO(4,R) — 0.

1. Source : http://enriques.mathematik.uni-mainz.de/surf/logo.jpg
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Le groupe image O'(é X é) C SO(4,R) est dit bipolyédral. En particulier, le groupe bioc-
taédral, obtenu & partir du groupe octaédral, a pour cardinal 1152.
Nous améliorons ainsi la borne 256 en degré 6 :

Théoréme 20.3 (Boissiére & Sarti [B7]|). — Il existe une octique de Ps, a symétries
bioctaédrales, contenant 352 droites.

L’équation de cette surface provient de l'étude des surfaces & symétries bipolyédrales
faite par Sarti [57] :

28 48 4 28 18 4 168(2%y22%%) + 14(atyt + 22t + a2t gttt 4 2N,
Pour calculer les nombres de droites sur cette surface, nous avons utilisé une méthode de
calcul consistant & paramétrer les droites par leurs coordonnées de Pliicker. Le nombre de

droites est alors le nombre de solutions d’un systéme d’équations polynomiales. Nous avons
implémenté cet algorithme sur le logiciel SINGULAR [28].

FIGURE 3. Surface cubique avec 27 droites

21. Application a I’étude du groupe de Néron—Severi d’une surface

Le groupe de Néron—Severi NS(S) d’une surface lisse S donne des informations impor-
tantes sur sa géométrie, mais est difficile a décrire en général. On cherche tout d’abord
a calculer son nombre de Picard p(S)=rgNS(S), puis & trouver une famille de généra-
teurs sur Z. Pour ceci, il est plus simple de commencer par chercher des générateurs de
NS(S) ®z Q. Si I'on connait déja le déterminant du réseau NS(S), cela peut permettre
d’en déduire une famille de générateurs, ou l’existence de classes divisibles. Pour une sur-
face lisse S C P3 de degré d > 3, les droites contenues dans L ne sont pas des classes de
torsion dans NS(S) et engendrent ainsi un sous-réseau que nous notons LC(.S). Ces droites
font des candidats trés simples pour engendrer le groupe de Néron—Severi. Nous dirons
que NS(S) est rationnellement engendré par des droites si NS(S) @z @ = LC(S) ®z Q.
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Il est par exemple bien connu que le groupe de Néron—Severi des surfaces de Fermat est
rationnellement engendré par des droites [60]. Nous généralisons ce résultat a toutes les
quadriques lisses Sy de la forme ¢(x,y) = ¢(2,t) ot ¢ est un polynome homogene de degré
quatre. Par choix de coordonnées, on peut écrire ¢ sous la forme

o(z,y) = yz(y — z)(y — Az)
avec A € C\ {0,1}.

La relation entre la géométrie de Sy, qui est une surface K3, et les propriétés arithme-
tiques de la courbe elliptique Ey définie par t2 = ¢(1,y) a été étudiée par de nombreux
auteurs. Le lien entre le nombre de Picard p(Sy) et l'existence d'une multiplication com-
plexe sur Iy est particuliérement intéressant et utile dans la démonstration du théoréme
qui suit. En effet, on a (voir [38] et les références indiquées) :

20 si Ey admet une multiplication complexe
p(Sy) = .
19 sinon.

Théoréme 21.1 (Boissiére & Sarti [B8]). Le groupe de Néron-Severi de Sy est ra-
tionnellement engendré par des droites exactement dans les cas suivants :

1.A¢Q;
1 14iv3 1-i :
2. A€ {—1,2,5, L3 11Vsy
3.AeQ\{—1,2,4, L8 1By of 55 ) — 19,
De plus, groupe de Néron Severi de Sy est engendré par des droites uniquement dans le

cas (2).

S

La démonstration repose sur la connaissance des équations explicites des droites et leur
matrice d’intersection. La connaissance des déterminants des groupes de Néron Severi
permet de détecter la présence de classes divisibles dans les cas (1) et (3).
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