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PROPRIÉTÉS GÉOMÉTRIQUES ET COHOMOLOGIQUES DECERTAINES RÉSOLUTIONS DE SINGULARITÉS QUOTIENTSparSamuel Boissière
Résumé. � Ce texte présente les di�érentes re
her
hes que j'ai e�e
tuées entre le début dema thèse, soutenue le 27 septembre 2004 à Nantes sous la dire
tion de Christoph Sorger, etaujourd'hui. Ces travaux 
on
ernent essentiellement quatre domaines relativement distin
ts :les s
hémas de Hilbert de points sur des surfa
es, prin
ipalement leur 
ohomologie et les
lasses 
ara
téristiques de leurs �brés ve
toriels naturels ; les 
onje
tures de Ruan, au niveaude la des
ription de la géométrie de 
ertaines résolutions de singularités quotients ; les variétéssymple
tiques holomorphes et leurs groupes d'automorphismes ; la géométrie e�e
tive ave
l'étude de surfa
es algébriques 
ontenant un grand nombre de droites.





MÉMOIRE D'HABILITATION 5Table des matièresIntrodu
tion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7Partie I. Formules universelles pour les s
hémas de Hilbert depoints sur une surfa
e. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91. S
hémas de Hilbert de points. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92. Espa
e de Fo
k. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93. Cohomologie des s
hémas de Hilbert de points. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104. Formules universelles. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115. Formules expli
ites sur le plan a�ne. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146. Implémentation : vers les 
oe�
ients manquants. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16Partie II. De la 
orrespondan
e de M
Kay aux 
onje
tures deRuan. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197. La 
orrespondan
e de M
Kay. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198. Singularités polyédrales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209. Les 
orrespondan
es de M
Kay en situation symple
tique. . . . . . . . . . . . . 2110. Comportement multipli
atif. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2311. Cohomologie orbifolde. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2412. Rappels sur les invariants de Gromov�Witten. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2513. Les 
onje
tures de Ruan. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2614. Cohomologie orbifolde des espa
es proje
tifs à poids. . . . . . . . . . . . . . . . . . 2715. Cal
uls de déformations quantiques. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29Partie III. Automorphismes des variétés symple
tiques holomorphesirrédu
tibles. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3316. Variétés symple
tiques holomorphes irrédu
tibles. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3317. Automorphismes des s
hémas de Hilbert de points sur une surfa
e K3 3418. Automorphismes des variétés de Kummer généralisées. . . . . . . . . . . . . . . . 3519. Variétés d'Enriques. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36Partie IV. Géométrie e�e
tive : droites sur des surfa
es . . . . . . . . . 4120. Surfa
es ayant un grand nombre de droites. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4121. Appli
ation à l'étude du groupe de Néron�Severi d'une surfa
e. . . . . . . 42Partie V. Publi
ations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45Référen
es. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47





MÉMOIRE D'HABILITATION 7Introdu
tionJ'ai divisé le 
orps prin
ipal de 
e mémoire en quatre parties, représentant les quatrethématiques prin
ipales sur lesquelles j'ai travaillé 
es dernières années. Le plan du mémoirene 
orrespond pas à la 
hronologie de mes travaux, mais plut�t aux intera
tions entre lesdi�érents domaines.La Partie I est 
onsa
rée à l'étude de la 
ohomologie des s
hémas de Hilbert de pointssur une surfa
e : 
ette algèbre de 
ohomologie est gouvernée par une algèbre d'opérateursvertex qui permet d'étudier tous les s
hémas de Hilbert de points globalement. Une fois
omprise la stru
ture de l'algèbre, on 
her
he à y 
al
uler les 
lasses 
ara
téristiques de�brés ve
toriels tels que les �brés tautologiques et le �bré tangent. L'étude des formulesuniverselles du �bré tangent, le 
al
ul de ses 
lasses de Chern et de son 
ara
tère de Cherndans le 
as du plan a�ne sont issus de ma thèse. La généralisation de la méthode auxautres 
lasses 
ara
téristiques a été faite en postdo
.La Partie II 
ommen
e par un ra

our
i historique sur l'évolution des idées ayant menéde la 
orrespondan
e de M
Kay aux 
onje
tures de Ruan, poursuit sur quelques résultatssur les résolutions 
répantes de singularités polyédrales, et se termine ave
 des travaux surla 
ohomologie orbifolde et les déformations quantiques des algèbres de 
ohomologie desrésolutions de singularités des espa
es proje
tifs à poids. La 
ompréhension de la 
ohomo-logie des s
hémas de Hilbert de points a été un moteur important dans le développementde 
e domaine, par exemple 
on
ernant les stru
tures multipli
atives intervenant dans la
orrespondan
e de M
Kay. Les résultats de 
omparaisons des 
orrespondan
es de M
Kaypour les s
hémas de Hilbert de points sont issus de ma thèse. Les travaux sur les singulari-tés polyédrales ont été faits en postdo
. Tous les travaux sur les espa
es proje
tifs à poidsont été faits à mon arrivée à Ni
e 
omme maître de 
onféren
es.La Partie III revient en partie sur les s
hémas de Hilbert de points et les variétés deKummer généralisées du point de vue des variétés symple
tiques holomorphes, en s'inté-ressant à leurs groupes d'automorphismes et leur a
tion sur la 
ohomologie. La notion devariété d'Enriques est ensuite dégagée. Ce thème de travail est le plus ré
ent, 
ommen
édepuis mon arrivée à Ni
e.La Partie IV 
on
erne le problème 
lassique des droites sur des surfa
es proje
tives :
omment trouver des surfa
es en 
ontenant beau
oup, et s'en servir pour étudier leurgéométrie. Ces résultats ont été obtenus en postdo
.La Partie V 
ontient les référen
es de mes arti
les, publiés ou en 
ours de publi
ation,auxquels 
e mémoire fait référen
e. La bibliographie qui suit fait l'objet d'une numérorationdi�érente.Je remer
ie Arnaud Beauville, Antoine Du
ros, Bert van Geemen, Laurent Manivel,Adam Parusinski et Christoph Sorger pour leur disponibilité. Un grand mer
i aussi aux
o-auteurs de mes arti
les a
hevés ou en 
ours, Etienne Mann, Mar
 Nieper-Wiÿkir
hen,Fabio Perroni, Alessandra Sarti et Olivier Serman. Je remer
ie le groupe de GéométrieAlgébrique de l'Université de Mayen
e, en parti
ulier Manfred Lehn, pour la très bonneannée que j'y ai passée en postdo
. Je remer
ie en�n tous les membres du laboratoireJ. A. Dieudonné où j'ai béné�
ié d'une ambian
e de travail sereine.
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MÉMOIRE D'HABILITATION 9PARTIE IFORMULES UNIVERSELLES POUR LES SCHÉMAS DE HILBERT DEPOINTS SUR UNE SURFACE1. S
hémas de Hilbert de pointsSoit S une surfa
e analytique 
omplexe 
onnexe, 
ompa
te et lisse. Pour tout entier
n ≥ 0, notons S(n):=Sn/Sn le quotient symétrique de S, où le groupe symétrique Sn agitpar permutation des fa
teurs, π : Sn → S(n) l'appli
ation quotient, ∆:=

⋃
i,j ∆i,j la réunionde toutes les diagonales ∆i,j:={(x1, . . . , xn) ∈ Sn |xi = xj} et D:=π(∆) son image dans

S(n). La variété S(n) paramètre les 
y
les analytiques de dimension zéro et de longueur nsur S, et est singulière en 
haque point de ∆. Notons S[n] (ou Hilbn(S)) l'espa
e de Douady(s
héma de Hilbert lorsque S est algébrique) paramétrant les sous-espa
es analytiques de
S de dimension 0 et de longueur n. S[n] est une variété analytique 
omplexe, 
ompa
teet lisse de dimension 2n (observons que S[0] est un point et S[1] ∼= S). Le morphismede Douady-Barlet (de Hilbert-Chow dans le 
as algébrique) ρ : S[n] → S(n) est proje
tifet biméromorphe, 
'est une résolution des singularités dont nous notons E:= ρ−1(D) lediviseur ex
eptionnel. Nous nous référons à Grothendie
k [30℄ et Fogarty [21, 22℄ dans le
as algébrique, à Douady [18℄ et de Cataldo & Migliorini [11℄ dans le 
as analytique.2. Espa
e de Fo
kSoit A:=⊕4n

i=0A
i une super-algèbre de Frobénius graduée de dimension �nie sur C. Lesensembles Ai sont des espa
es ve
toriels de dimension �nie sur C et A est munie :� d'une super-stru
ture (i.e. graduation par Z/2Z) donnée par la dé
omposition

Apair:= 2n⊕

i=0

A2i et Aimpair:=

2n−1⊕

i=0

A2i+1;� d'une multipli
ation graduée 
ommutative et asso
iative A ⊗ A → A : si a ∈ Ai et
b ∈ Aj , alors a · b ∈ Ai+j et a · b = (−1)i·jb · a ;� d'une forme linéaire T : A → C de degré −4n telle que la forme bilinéaire super-symétrique 〈a, b〉:=T (a · b) est non dégénérée ; en notant | · | le degré d'un élémenthomogène, la super-symétrie s'é
rit 〈a, b〉 = (−1)|a|·|b|〈b, a〉.Considérons l'algèbre de Heisenberg hA:=A[t, t

−1] ⊕ Cκ où le 
ro
het de Lie est dé�nipar :
[κ,−] = 0 (κ est 
entral),

[a⊗ φ, b⊗ ψ] = − rest=0(φ dψ) · 〈a, b〉 · κ,pour a, b ∈ A et φ,ψ ∈ C[t, t−1]. Ce 
ro
het est super-antisymétrique au sens où l'on a :
[a ⊗ φ, b ⊗ ψ] = −(−1)|a|·|b|[b ⊗ ψ, a ⊗ φ]. Pour a ∈ A et n ∈ Z, notons an:=a ⊗ tn. Le
ro
het de Lie est entièrement 
ara
térisé par les relations :

[κ, an] = 0,

[an, bm] = n · δn,−m · 〈a, b〉 · κ,où δ désigne le symbole de Krone
ker.



10 SAMUEL BOISSIÈRESoit I ⊂ U(hA) l'idéal à gau
he dans l'algèbre enveloppante de hA engendré par leséléments de la forme an pour n ≤ 0 et l'élément κ− 1. L'espa
e de Fo
k est par dé�nitionle quotient (à droite) F(A):=U(hA)/I. C'est une représentation de hA, engendrée par la
lasse notée |0〉 de 1 ∈ U(hA). Notons, pour 
ette représentation hA → End(F(A)), qn(a)l'endomorphisme 
orrespondant à l'élement an. On a don
 :
qn(a)|0〉 = 0 si n ≤ 0,

κ|0〉 = |0〉,

[qn(a), qm(b)] = qn(a) ◦ qm(b)− (−1)|a|·|b|qm(b) ◦ qn(a)

= nδn,−m · 〈a, b〉 · idF(A) .On 
onstate aisément que 
ette représentation est irrédu
tible [40℄.On munit F(A) d'une double graduation par poids et degré en dé
larant qu'un endo-morphisme qn(a) est de poids n et de degré 2(n− 1) + |a|, et que |0〉 est de poids et degrénuls. La dé
omposition en poids est alors notée F(A) =
⊕+∞

n=0A
[n].Remarque 2.1. � Lehn & Sorger [42℄ ont 
onstruit sur A[n] une stru
ture de super-algèbre de Frobénius graduée. Cette stru
ture supplémentaire apparaîtra (sous une formeun peu di�érente) dans la se
tion II puisqu'elle s'identi�e naturellement à la 
ohomologieorbifolde du 
hamp quotient [Sn/Sn].Pour n,m ≥ 0, on a qn(a) ◦ qm(b) = (−1)|a|·|b|qm(b) ◦ qn(a) don
 l'algèbre F(A) est sy-métrique en 
e qui 
on
erne Apair et antisymétrique pour Aimpair. En notant Aqm l'algèbre

A 
onsidérée de poids m (au lieu de 1) on a don
 :
F(A) ∼= S⋆



⊕

m≥1

Aqm


 ∼=

⊗

m≥1

S(Apairqm)⊗⊗
m≥1

Λ(Aimpairqm),où S(·) désigne l'algèbre symétrique, Λ(·) l'algèbre alternée et S⋆(·) l'algèbre super-symétrique (i.e. l'algèbre symétrique sur un Z/2Z-espa
e ve
toriel).3. Cohomologie des s
hémas de Hilbert de pointsLes résultats rappelés i
i sont dus à Götts
he [27℄, Nakajima [47℄ et Grojnowski [29℄ pourles surfa
es algébriques, étendus aux surfa
es analytiques par de Cataldo & Migliorini [11℄.Soit H∗(S[n]):=
⊕4n

i=0H
i(S[n]) l'algèbre de 
ohomologie singulière à 
oe�
ients 
om-plexes de S[n], la stru
ture d'anneau étant donnée par le 
up-produit. L'algèbre de 
o-homologie totale des espa
es de Douady de points sur S est HS :=

⊕
n≥0H

∗(S[n]). L'unitéde H∗(S[0]) ∼= C est appelée le va
uum et est notée |0〉.L'espa
e HS est muni d'une double graduation : les éléments de Hi(S[n]) sont ditsde bidegré (n, i) où n est le poids 
onforme et i le degré 
ohomologique. Un opérateurlinéaire g ∈ End(HS) est dit homogène de bidegré (u, v) s'il véri�e pour tous n, i :
g(Hi(S[n])) ⊂ Hi+v(S[n+u]). On notera |g| := v le degré 
ohomologique de g. Le 
om-mutateur de deux opérateurs linéaires homogènes g1, g2 est dé�ni par

[g1, g2]:=g1 ◦ g2 − (−1)|g1|·|g2|g2 ◦ g1.



MÉMOIRE D'HABILITATION 11Le produit d'interse
tion sur H∗(S[n]) dé�ni par 〈α, β〉n:= ∫S[n] αβ s'étend naturellementen une forme bilinéaire symétrique non dégénérée notée 〈·, ·〉 sur HS. Tout opérateur li-néaire homogène g ∈ End(HS) admet don
 un adjoint noté g† 
ara
térisé par la relation
〈g(α), β〉 = (−1)|g|·|α|〈α, g†(β)〉.Soit hH∗(S):=H∗(S)[t, t−1]⊕Cc munie 
omme pré
édemment du 
ro
het de Lie pour le-quel c est 
entral et [α f(t), β g(t)] = ∫

S
αβ ·rest g df ·c pour α, β ∈ H∗(S) et f, g ∈ C[t, t−1].On 
onstruit géométriquement une représentation irrédu
tible hH∗(S) → End(HS) aumoyen des opérateurs de Nakajima dont nous rappelons la dé�nition pour un usage ul-térieur.Pour tous n ≥ 0 et k ≥ 1, soit Σ[n,n+k] ⊂ S[n]×S×S[n+k] la sous-variété dont les pointssont les triplets (ξ, x, ξ′) tels que ξ ⊂ ξ′ et le support de Iξ/Iξ′ est {x}, où Iξ désigne lefais
eau d'idéaux du sous-espa
e ξ de S. Notons les di�érentes proje
tions sur les fa
teursainsi :

S[n] × S × S[n+k]

ϕ

wwoo
oo
oo
oo
oo
oo
o

ρ

��

ψ

''P
PP

PP
PP

PP
PP

P

S[n] S S[n+k]Les opérateurs de Nakajima qk : H∗(S) → End(HS) pour k ∈ Z sont dé�nis ainsi : pourtous k ≥ 0, α ∈ H∗(S) et x ∈ H∗(S[n]) on pose
qk(α)(x):=ψ∗

(
ϕ∗(x) · ρ∗(α) ·

[
Σ[n,n+k]

])où ψ∗ désigne l'image dire
te de 
ohomologie singulière dé�nie à partir de l'image dire
ted'homologie en utilisant la dualité de Poin
aré et [Σ[n,n+k]
] désigne la 
lasse fondamentale
ohomologique de la sous-variété. Les opérateurs d'indi
e négatif sont ensuite dé�nis paradjon
tion par q−k(α):=(−1)kqk(α)

† pour k > 0. On 
onvient de poser q0 = 0. Les opéra-teurs qk sont appelés opérateurs de 
réation si k ≥ 1 et opérateurs d'annihilation si k ≤ −1.Le fait que 
es opérateurs fournissent une représentation de hH∗(S) résulte du théorème deNakajima [47℄ donnant leur règle de 
ommutation : [qi(α), qj(β)] = i · δi+j,0 ·
∫
S
αβ · idHS

.Le fait que la représentation hH∗(S) → End(HS) soit irrédu
tible résulte de l'égalité entrela série de Poin
aré de HS et 
elle de la représentation irrédu
tible de hH∗(S) donnée parl'espa
e de Fo
k. Autrement dit, HS
∼= F(H∗(S)) 
omme représentations de hH∗(S), 
e quise traduit par le fait que l'espa
e HS admet une base 
onstituée des ve
teurs de la forme :

qn1(u1) · · · qnk
(uk)|0〉pour k ≥ 0 et ni ≥ 1, où les ui par
ourent une base de H∗(S) (en faisant attention auxsignes 
ar si un tel ve
teur 
ontient deux fois le même uj de degré 
ohomologique impair,alors 
e ve
teur est nul en raison de l'intervention des signes dans la règle de 
ommutationdes opérateurs de Nakajima). L'unité de HS pour le 
up-produit est la 
lasse :

|1〉:=
∑

n≥0

1S(n] = eq1(1S )|0〉.4. Formules universellesL'idée d'une formule universelle est, grossièrement parlant, d'exprimer les 
lasses 
ara
-téristiques (les 
lasses de Chern, le 
ara
tère de Chern, la 
lasse de Todd, et
. ) de �brésve
toriels � naturels � sur le s
héma de Hilbert de points d'une surfa
e par une formulequi ne fasse intervenir au
une information spé
i�que sur la surfa
e (à supposer que 
e soit
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tivement possible). Le premier résultat obtenu dans 
ette dire
tion par Ellingsrud,Götts
he & Lehn [19, Proposition 0.5℄ 
on
ernait le �bré tangent TS[n] et était relatifseulement aux nombres de Chern : pour tout entier n et toute partition λ de 2n, il existeun polyn�me universel Pλ ∈ C[z1, z2] tel que pour toute surfa
e proje
tive S, on a
cλ(TS

[n]) = Pλ(c1(S), c2(S)).L'exemple fondamental de formule universelle 
on
erne les �brés tautologiques de rangun. Notons Ξn:={(ξ, x) |x ∈ ξ} ⊂ S[n] × S la famille universelle munie des proje
tions
p : Ξn → S[n] et q : Ξn → S. La proje
tion p est plate ; si F est un �bré ve
toriel sur S, lefais
eau F [n]:=p∗q∗F est don
 lo
alement libre de rang n ·rg(F ) (appelé �bré tautologique).Dans le 
as d'un �bré L de rang 1, les 
lasses totales de Chern

ctot(L
[n]):=1 + c1(L

[n]) + · · · + cn(L
[n])s'organisent selon la formule de Lehn [39, Théorème 4.6℄ :

∑

n≥0

ctot(L
[n])tn = exp



∑

m≥1

(−1)m

m
qm(ctot(L))t

m


 |0〉.Pour étendre 
e type de résultat aux �brés tautologiques de rang supérieurs, ou àd'autres �brés ve
toriels (essentiellement le �bré tangent), il est né
essaire d'introduiredes 
omposées d'opérateurs de Nakajima. Notons P l'ensemble des partitions d'entiers.Si λ = (λ1 ≥ . . . ≥ λk) est une partition de longueur k de n, notons ∆k : S → Sk le mor-phisme diagonal et ∆k

! : H∗(S) → H∗(S)⊗k le morphisme d'image dire
te de 
ohomologieobtenu par image dire
te d'homologie, dualité de Poin
aré et dé
omposition de Künneth.En dé
omposant une 
lasse α ∈ H∗(S) sous la forme ∆k
! (α) =

∑
i αi,1 ⊗ · · · ⊗ αi,k ondé�nit un opérateur

qλ(α):=(qλ1 ◦ · · · ◦ qλk)∆
k
! (α):=

∑

i

qλ1(αi,1) ◦ · · · ◦ qλk(αi,k).Pour 
ommen
er, il 
onvient de dé�nir 
e qu'est une formule universelle (en s'inspirantde la notion assez pro
he de 
ombinaison linéaire universelle de Li, Qin & Wang [44℄).Nous donnons i
i une dé�nition � 
ompréhensible �, et renvoyons à [B3, �3℄ et [B5, �5℄pour plus de pré
isions (en parti
ulier l'utilisation de variétés � marquées � ) :Dé�nition 4.1. � Une formule universelle est une série formelle en les opérateurs qλ(αλ),à 
oe�
ients rationnels, telle que les 
lasses αλ ∈ H∗(S) vivent dans la sous-algèbre engen-drée par 1S ,KS , eS (unité, 
lasse 
anonique et 
lasse d'Euler).En pratique, les 
lasses αλ dépendront aussi d'� informations supplémentaires �, parexemple le rang et les 
lasses de Chern d'un �bré F sur S, qui interviendront bien évidem-ment dans la formule universelle des 
lasses de Chern de F [n].Les premiers résultats obtenus dans [B3℄, puis pré
isés et généralisés dans [B5℄,
on
ernent l'existen
e de formules universelles, et plus pré
isément leur stru
ture parti-
ulièrement simple (linéaire ou exponentielle d'une 
ombinaison linéaire), pour les �bréstautologiques et le �bré tangent (on omet dans la suite le paramètre formel t, dontl'exposant se déduit fa
ilement du 
al
ul des poids 
onformes des opérateurs) :Proposition 4.1 (Boissière [B3℄, Boissière & Nieper�Wiÿkir
hen [B5℄)Il existe des 
onstantes rationnelles uniques αλ, βλ, γλ, δλ telles que pour toute surfa
equasi-proje
tive S et tout �bré ve
toriel F sur S, la série génératri
e des 
ara
tères de



MÉMOIRE D'HABILITATION 13Chern des �brés tautologiques de F est donnée par
∑

n≥0

ch(F [n]) =
(∑

λ∈P
αλqλ(ch(F )) + βλqλ(eS ch(F ))

+ γλqλ(KS ch(F )) + δλqλ(K
2
S ch(F ))

)
|1〉.Proposition 4.2 (Boissière [B3℄). � Il existe des 
onstantes rationnelles uniques αλ,

βλ, γλ, δλ telles pour toute surfa
e quasi-proje
tive S, la série génératri
e des 
ara
tèresde Chern du �bré tangent à S[n] est donnée par
∑

n≥0

ch(TS[n]) =

(
∑

λ∈P
αλqλ(1S) + βλqλ(eS) + γλqλ(KS) + δλqλ(K

2
S)

)
|1〉.Pour les 
lasses 
ara
téristiques multipli
atives, telles que la 
lasse totale de Chern, laforme générale est 
elle d'une exponentielle. Soit φ une telle 
lasse 
ara
téristique mul-tipli
ative. Notons B l'algèbre quotient de l'algèbre polynomiale Q[r, c1, c2,K, e] obtenueen tronquant à partir du degré 
inq, ave
 les degrés suivants : deg(r) = 0, deg(c1) = 2,

deg(c2) = 4, deg(K) = 2, deg(e) = 4 (l'algèbre B joue le r�le d'algèbre universelle de
ohomologie d'une surfa
e).Proposition 4.3 (Boissière [B3℄, Boissière & Nieper�Wiÿkir
hen [B5℄)Il existe des 
onstantes rationnelles uniques uφλ ∈ B telles que pour toute surfa
e quasi-proje
tive S et tout �bré ve
toriel F sur S, la série génératri
e des φ-
lasses des �bréstautologiques de F est donnée par
∑

n≥0

φ(F [n]) = exp

(
∑

λ∈P
qλ

(
uφλ (rg(F ), φ1(F ), φ2(F ),KS , eS)

))
|0〉.Proposition 4.4 (Boissière [B3℄). � Il existe des 
onstantes rationnelles uniques aφλ,

bφλ, cφλ, dφλ telles pour toute surfa
e quasi-proje
tive S, la série génératri
e des φ-
lasses du�bré tangent à S[n] est donnée par
∑

n≥0

φ(TS[n]) = exp

(
∑

λ∈P
aφλqλ(1S) + bφλqλ(eS) + cφλqλ(KS) + dφλqλ(K

2
S)

)
|0〉.Le prin
ipe de démonstration de 
es résultats est à 
haque fois le même : on 
onsidèrel'opérateur de multipli
ation par 
up-produit par la 
lasse souhaitée et on 
al
ule son
ommutateur ave
 q1(α) : 
'est i
i qu'intervient toute la géométrie des s
hémas de Hilbertde points. Les formules de 
ommutateurs ont été obtenues par Lehn [39, Théorème 4.2℄pour les �brés tautologiques, et pour le �bré tangent elle est établie dans [B3, Lemme 3.12℄.On en déduit une formule pour les 
lasses 
ara
téristiques, dont on montre qu'elle estuniverselle grâ
e à la 
onnaissan
e de 
ertaines règles de 
al
ul de 
up-produit de 
lassesde 
ohomologie é
rites ave
 des opérateurs de Nakajima ou de 
ommutateurs d'opérateursvertex issus des opérateurs de Nakajma (opérateurs dérivés, opérateurs de Virasoro) donton sait prouver qu'elles ne font intervenir que des 
lasses universelles (typiquement : 
ertains
al
uls utilisent une dé
omposition de Künneth des 
lasses de 
ohomologie, qui se 
al
ule
on
rètement par le 
hoix d'une base de H∗(S) ; on doit montrer qu'à la �n du 
al
ul toutse réorganise de telle sorte que 
es 
hoix n'apparaissent plus). Pour �nir, et 
omprendrela forme simple de la formule universelle, on regarde 
omment la 
lasse 
ara
téristique sedé
ompose si S est la réunion disjointe de deux surfa
es [B3, Lemmes 3.2 & 3.3℄



14 SAMUEL BOISSIÈREPour déterminer les séries de 
oe�
ients dans 
ha
un de 
es théorèmes, puisque les
oe�
ients ne dépendent pas de la surfa
e on peut spé
i�er des surfa
es parti
ulières (leplan a�ne, P2, une surfa
e K3, une surfa
e abélienne, P1×P1, et
. ) et utiliser des méthodesadaptées à 
haque 
as pour trouver les 
oe�
ients. Cette méthode a parti
ulièrement bienfon
tionné ave
 le plan a�ne.5. Formules expli
ites sur le plan a�neL'espa
e total de 
ohomologie HC2 des s
hémas de Hilbert de points sur le plan a�ne estnaturellement isomorphe à l'algèbre de polyn�mes Λ:=Q[p1, p2, p3, . . .] où l'indéterminée pia degré i : on identi�e l'opérateur de Nakajima qi(1C2) à l'opérateur de multipli
ationpar pi.La formule la plus spe
ta
ulaire est 
ertainement 
elle des 
lasses de Chern du �brétangent au s
héma de Hilbert de points sur le plan a�ne :Théorème 5.1 (Boissière [B3℄). � Les 
lasses de Chern du �bré tangent au s
héma deHilbert de n points sur C2 sont données par la série génératri
e
∑

n≥0

ctot(T Hilbn(C2)) = exp



∑

k≥0

Ck
p2k+1

2k + 1


 ,où Ck:= 1

k+1

(
2k
k

) est le k-ième nombre de Catalan.Les 
ara
tères de Chern sont donnés par la série génératri
e
∑

n≥0

ch(T Hilbn(C2)) = 2 exp(p1)
∑

k≥0

p2k+1

(2k + 1)!
.Cette formule est jolie à 
ause de l'apparition des nombres de Catalan. Ces nombresavaient déjà surgi dans le 
ontexte des s
hémas de Hilbert 
hez Haiman [31℄ (sans qu'ilsemble y avoir un rapport dire
t). La démontration donnée de 
ette formule (les pointsessentiels de la démonstration sont expliqués plus loin) n'utilise 
ependant au
une propriété
ombinatoire des nombres de Catalan, et leur apparition peut sembler un pur hasard. Onrêve 
ependant d'une autre démonstration qui relierait la géométrie du s
héma de Hilbertà une propriété 
ombinatoire des nombres de Catalan !Nous avons généralisé 
ette formule à toute 
lasse 
ara
téristique dans [B5℄. Par leprin
ipe de s
indage, toute 
lasse 
ara
téristique mutlipli
ative est entièrement déterminéepar ses valeurs sur un �bré en droites, i.e. par une série formelle φ(x) ∈ 1 + xC[[x]] (la
lasse totale de Chern s'obtient ave
 φ(x) = 1 + x, la 
lasse de Segré par φ(x) = 1

1+x).Dé�nissons à partir de φ une autre série formelle ψ(t) =∑k≥1 ψkt
k ∈ tC[[t]] par la relation

(∗)
∂ψ

∂t

(
x

φ(x)φ(−x)

)
= φ(x)φ(−x).On a alors :Théorème 5.2 (Boissière & Nieper�Wiÿkir
hen [B5℄). � Les φ-
lasses du �brétangent au s
héma de Hilbert de points sur C2 sont données par la série génératri
e

∑

n≥0

φ(T Hilbn(C2)) = exp



∑

k≥0

ψk
k
pk






MÉMOIRE D'HABILITATION 15Appliquée à la 
lasse de Chern, 
ette formule donne une première expli
ation de l'ap-parition des nombres de Catalan, 
ar l'une de leur dé�nition possible est justement par laformule d'inversion (∗). Des formules similaires sont données dans [B5,B6℄ pour les �bréstautologiques sur Hilbn(C2).Toutes 
es formules sont obtenues par l'utilisation de l'a
tion du tore C∗ sur C2 etdu lien entre l'algèbre Λ et les 
ara
tères des représentations du groupe symétrique Sn,en poursuivant les travaux de Lehn & Sorger [41℄ et Vasserot [63℄. On munit l'algèbre
Λ = Q[p1, p2, . . .] d'une double graduation en dé
larant que pi est de poids 
onforme i etdegré 
ohomologique i−1, et on note Λn le sous-espa
e des polyn�mes de poids 
onforme n.Les opérateurs de Nakajima induisent, 
omme expliqué 
i-dessus, un isomorphisme gradué
Λn ∼= H∗(Hilbn(C2)). Soit λ = (λ1 ≥ . . . ≥ λk) une partition de n (on notera λ ⊢ n). Lenombre ℓ(λ) de parts non nulles est la longueur de la partition. Pour tout r ≥ 1, notons
αr le nombre de parts de λ égales à r et posons zλ:=∏r≥1 αr!r

αr . De façon similaireaux produits d'opérateurs de Nakajima introduits pré
édemment, les fon
tions de Newton
pλ:=pλ1 · · · pλk forment une base de Λn.Le diagramme de Young d'une partition λ est dé�ni par

D(λ):={(i, j) ∈ N×N | j < λi+1}.On représente 
e diagramme en suivant une 
onvention matri
ielle :
x h h
h

λ = (4, 3, 1) x = (0, 1)
|λ| = 8 h(x) = 4
l(λ) = 3où pour 
haque 
ellule x ∈ D(λ), la longueur d'équerre h(x) en x est le nombre de 
ellulesà droite et sous x (in
luant la 
ellule x elle-même) et on pose h(λ):=∏x∈D(λ) h(x).Notons C(Sn) l'espa
e ve
toriel sur Q des fon
tions 
lasses sur Sn, i.e. les fon
tions sur

Sn à valeurs rationnelles et invariantes par 
onjugaison. Puisque les 
lasses de 
onjugaisondans Sn sont indexées par les partitions de n, les fon
tions χλ prenant la valeur 1 sur la
lasse de 
onjugaison λ et 0 ailleurs forment une base de C(Sn). Notons R(Sn) l'espa
eve
toriel sur Q des représentations linéaires du groupe Sn. En asso
iant à 
haque représen-tation de Sn son 
ara
tère, on obtient un isomorphisme χ : R(Sn) → C(Sn). Le morphismede Frobenius est l'isomorphisme Φ: C(Sn) → Λn 
ara
térisé par Φ(χλ) = z−1
λ pλ. Pour tout

λ, notons χλ la fon
tion 
lasse telle que Φ(χλ) = sλ, où sλ désigne la fon
tion de S
hurasso
iée à la partition λ, et notons χλµ la valeur de χλ sur la 
lasse de 
onjugaison de Snindexées par µ. On sait que les représentations de 
ara
tères χλ sont les représentationsirrédu
tibles de Sn.Le tore T :=C∗ agit sur C[x, y] par s · x = sx, s · y = s−1y pour s ∈ T . Cela induitune a
tion de T sur Hilbn(C2) ayant un nombre �ni de points �xes ξλ indexés par lespartitions λ de n (
e sont les idéaux supportés à l'origine et dont l'idéal est monomial,dont le polygone de Newton 
orrespond au diagramme de Young de λ).L'ingrédient-
lé pour les formules énon
ées 
i-dessus est une formule pour les 
lasses
ara
téristiques de �brés T -linéarisés, démontrée dans [B1℄ en utilisant prin
ipalement laformule de lo
alisation en 
ohomologie équivariante. Soit F un �bré T -linéarisé de rang
r sur Hilbn(C2). Chaque �bre F (ξλ) est une représentation de T , uniquement déterminéepar ses poids fλ1 , . . . , fλr . Cette donnée permet de ré
upérer les 
lasses 
ara
téristiques de
F (j'énon
e i
i seulement la formule pour les 
lasses de Chern et le 
ara
tère de Chern, lagénéralisation aux φ-
lasses multipli
atives a été donnée ensuite dans [B5℄) :



16 SAMUEL BOISSIÈREThéorème 5.3 (Boissière [B1℄). � Soit F un �bré T -linéarisé de rang r sur Hilbn(C2)et fλ1 , . . . , fλr les poids de l'a
tion sur la �bre en 
haque point �xe. Les 
lasses de Chern de
F é
rites dans Λn sont

ck(F ) =
∑

λ⊢n

1

h(λ)
Coeff

(
tk,

r∏

i=1

(1 + fλi t)

)
∑

µ⊢n
l(µ)=n−k

z−1
µ χλµpµ.Les 
ara
tères de Chern de F sont

chk(F ) =
1

k!

∑

λ⊢n

1

h(λ)

r∑

i=1

(
fλi

)k ∑

µ⊢n
l(µ)=n−k

z−1
µ χλµpµ.Les formules de séries génératri
es s'en déduisent ainsi : on sait déjà qu'il existe uneformule universelle qui, appliquée au s
héma de Hilbert du plan a�ne, prend la forme �disons dans le 
as de la 
lasse de Chern totale � de l'exponentielle d'une forme linéaire.En regardant attentivement la formule on dé
ouvre qu'en fait, la seule 
lasse de Chernqu'il faut 
al
uler pour avoir les 
oe�
ients de la formule universelle est la 
lasse cn−1 (ladernière non nulle i
i). Dans [B1℄, le 
al
ul se fait en utilisant quelques astu
es 
ombina-toires et des identités de fon
tions hypergéométriques. Dans [B5℄, pour généraliser à toutesles 
lasses multipli
atives nous avons rempla
é l'utilisation de fon
tions hypergéométriquespar l'utilisation de la formule d'inversion de Lagrange et des astu
es 
ombinatoires plus�nes. Mais 
e qui est le plus surprenant dans 
ette étude, 
'est qu'il semble impossible dedémontrer 
es formules de séries génératri
es par la 
ombinatoire en partant uniquementdu théorème 
i-dessus : il faut savoir a priori la stru
ture de la formule, donnée par lesrésultats d'universalité, pour arriver au résultat optimal.6. Implémentation : vers les 
oe�
ients manquantsDans [B6℄, nous avons poursuivi l'étude des 
oe�
ients universels des formules de sériesgénératri
es : les résultats sur le s
héma de Hilbert du plan a�ne donnent quelques sériesde 
oe�
ients (pour les partitions de longueur un et relatives à la 
lasse 1S) et nous avonsdonné d'autres familles de 
oe�
ients (voir [B6, Propositoin 8.3℄), 
omplétant des résultatsde Li, Qin & Wang [43℄. Mais le 
oeur de l'arti
le 
onsiste en l'expli
ation de méthodesd'implémentation de la stru
ture d'algèbre vertex des s
hémas de Hilbert de points surune surfa
e sur le logi
iel Maude [13℄. L'arti
le est a

ompagné d'un programme. Celogi
iel est à l'origine fait pour traiter des questions de logique (règles de réé
riture enlogique), mais est parti
ulièrement bien adapté aux 
al
uls ré
ursifs, par exemple dans desalgèbres de Lie (en parti
ulier les 
ro
hets de Lie d'opérateurs de Virasoro). Nous avonsimplémenté dans 
e langage la stru
ture d'algèbre de Lie, le 
al
ul dans la 
ohomologiedes variétés et tous les opérateurs (
up-produit par des 
lasses de Chern de �brés, et
.).Le programme est étonnamment e�
a
e (on peut 
al
uler jusqu'au s
héma de 8 points) etnous a permi d'étudier beau
oup de séries de 
oe�
ients pour des partitions non triviales,
orrespondants aux 
lasses KS , eS ,K

2
S . Nous en avons déduit plusieurs 
onje
tures, dontl'une 
on
ernant des partitions de longueur deux a ensuite été démontrée par Nieper�Wiÿkir
hen [49℄ en étudiant le s
héma de Hilbert sur l'espa
e total du �bré OP1(−2) ave
les mêmes te
hniques que pré
édemment. La di�
ulté de l'implémentation réside dansl'intervention de la formule de Künneth : notre programme n'utilise au
une information



MÉMOIRE D'HABILITATION 17sur la surfa
e, don
 il a fallu � mimer � des dé
ompositions de Künneth pour les fairedisparaître ensuite formellement (toute l'astu
e réside i
i).
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MÉMOIRE D'HABILITATION 19PARTIE IIDE LA CORRESPONDANCE DE MCKAY AUX CONJECTURES DERUANCe domaine évolue très vite depuis une dizaine d'années, et il serait trop ambitieux d'enfaire une synthèse 
omplète. Je prendrai don
 un point de vue plus personnel, en renvoyantpar exemple à Reid [56℄ pour un panorama plus 
omplet des premiers développements dusujet.
7. La 
orrespondan
e de M
KaySoit G ⊂ SLn(C) un groupe �ni, ave
 n ≥ 2. La singularité quotient Cn/G est normaleet de Gorenstein (il existe un fais
eau 
anonique lo
alement libre de rang un). On 
her
heune résolution des singularités ρ : Z → Cn/G, Z étant lisse et ρ proje
tif et birationnel,ayant de plus la propriété d'être 
répante, 
e qui signi�e i
i que le diviseur 
anonique KZde Z est linéairement équivalent à zéro.Si n = 2, une telle résolution existe et est unique à isomorphisme près, 
'est la résolutionminimale. Le quotient C2/G a une unique singularité à l'origine et ρ−1(0) est une 
haîne de
ourbes rationnelles lisses d'auto-interse
tion −2, dont le graphe d'interse
tion est le graphede Dynkin 
orrespondant au groupe polyédral binaire G ⊂ SL2(C). L'idée de M
Kay [46℄est de 
onstruire le graphe de sommets des représentants {χ0, . . . , χk} des représentationsirrédu
tibles de G, ave
 une �è
he de χi à χj si la représentation χj intervient dans ladé
omposition en irrédu
tibles de Q⊗χi, où Q est la représentation de dimension 2 donnéepar l'a
tion de G sur C2. On retire ensuite le sommet donné par la représentation triviale,les sens et les multipli
ités des �è
hes, et on dé
ouvre que 
e graphe est le graphe de Dynkinpré
édent. Cela implique en parti
ulier que l'on a une base de H∗(Z,C) indexée par lesreprésentations irrédu
tibles de G, et don
 H∗(Z,C) ∼= R(G)⊗ C.Si n = 3, une telle résolution existe toujours, mais n'est pas unique en général. Ilexiste une résolution naturelle (
ar universelle et fon
torielle) donnée par le s
héma deHilbert d'orbites régulières G-Hilb (Cn) 
onstruit par Nakamura [48℄, paramétrant les sous-s
hémas G-invariants Z ∈ Hilb(Cn) tels que H∗(OZ) est isomorphe, en tant que G-module,à la représentation régulière de G (
e
i a�n de 
ompa
ti�er l'espa
e de 
on�guration desorbites libres). On peut voir que la restri
tion du morphisme de Hilbert�Chow
Hilb|G|(Cn) → Cn × · · · ×Cn︸ ︷︷ ︸

|G|

/S|G|se restreint en un morphisme proje
tif et birationnel ρ : G-Hilb (Cn) → Cn/G. Si n = 3,Bridgeland, King & Reid [7℄ démontrent que G-Hilb (Cn) est lisse et ρ 
répant (si n = 2,
G-Hilb (Cn) est la résolution minimale des singularités). Ils en déduisent en
ore dans 
e 
asqu'il existe une base de H∗(G-Hilb (C3

)
,C) indexée par les représentations irrédu
tiblesde G.Par 
ontre, si n ≥ 4 il n'existe pas de résolution 
répante en général. Les s
hémas deHilbert de points sur une surfa
e en sont toutefois un exemple en toute dimension paire.



20 SAMUEL BOISSIÈRE8. Singularités polyédralesConsidérons un groupe �ni G ⊂ SO(3,R) et la résolution 
répante des singularités
ρ : G-Hilb (C3

)
→ C3/G. Le groupe G préserve la forme quadratique x2+y2+z2 don
 agit�bre à �bre sur la famille de surfa
es Qt:={(x, y, z) |x2+y2+z2 = t}, �bres de la proje
tion

C3 → C donnée par (x, y, z) 7→ t:=x2 + y2 + z2. Pour t 6= 0, Qt est lisse, tandis que pour
t = 0, Q0 est un 
�ne quadratique, Q0

∼= C2/{±1}, autrement dit une singularité A1.Considérons les surfa
es St:=π−1(t) :
St

� � //

��

G-Hilb (C3
)

ρ

��

π

��

Qt/G

��

� � // C3/G

��

{t} �
�

// CPour t 6= 0, St est la résolution minimale de Qt/G : en e�et, par fon
torialité du s
hémade Hilbert d'orbites régulières, l'in
lusion G-équivariante Qt →֒ C3 induit une in
lusion
G-Hilb (Qt) →֒ G-Hilb (C3

). Pour t = 0, S0 → Q0/G est seulement une résolution partielle.Notons G̃:=φ−1(G) le groupe polyédral binaire asso
ié à G par la suite exa
te
0 −→ {±1} −→ SU(2)

φ
−→ SO(3,R) −→ 0.On a ainsi Q0/G ∼= C2/G̃. Considérons sa résolution minimale G̃-Hilb (C2

) et 
omplétonsle diagramme (les �è
hes pointillées sont l'objet du travail) :
G̃-Hilb (C2

)

ρ̃

��

?
yyr
r
r
r
r
r

?

tti i
i
i
i
i
i
i
i

St
� � //

��

G-Hilb (C3
)

ρ

��

S0? _oo

��

Qt/G

��

� � // C3/G

��

Q0/G

��

? _oo C2/G̃
∼oo

t 6= 0 �
�

// C 0? _ooOn 
her
he à relier la géométrie de G̃-Hilb (C2
), S0 et G-Hilb (C3

). On sait déjà que la �breex
eptionnelle au-dessus de l'origine de C2/G̃ est une 
haîne de 
ourbes rationnelles lissesindexées par les représentations irrédu
tibles de G̃, nous les noterons C̃(ρ), ave
 ρ ∈ Irr(G̃)une représentation irrédu
tible. Con
ernant C3/G, Gomi, Nakamura & Shinoda [25℄ ontmontré, par un 
al
ul au 
as par 
as, que la �bre ex
eptionnelle au-dessus de l'origine estaussi une 
haîne de 
ourbes rationnelles lisses, 
ette fois indexées par les représentationsirrédu
tibles de G, et dont le graphe d'interse
tion est le graphe de M
Kay ; nous lesnoterons similairement C(ρ), ave
 ρ ∈ Irr(G). Par ailleurs, toute représentation irrédu
tiblede G est une représentation irrédu
tible de G̃ : on a une in
lusion Irr(G) ⊂ Irr(G̃), et unereprésentation irrédu
tible de G̃ vient d'une représentation de G si et seulement si elle est



MÉMOIRE D'HABILITATION 21invariante par l'involution {±1}. Nous démontrons un lien géométrique fort entre 
es deuxsituations :Théorème 8.1 (Boissière & Sarti [B4℄). � Il existe un morphisme proje
tif
f : G̃-Hilb (C2

)
→ G-Hilb (C3

)ayant les propriétés suivantes :1. f 
ontra
te toutes les 
ourbes irrédu
tibles C̃(ρ) pour ρ ∈ Irr(G̃) \ Irr(G) et envoieisomorphiquement C̃(ρ) sur C(ρ) si ρ ∈ Irr(G),2. f envoie G̃-Hilb (C2
) surje
tivement sur S0 et en est la résolution minimale.Ce morphisme est 
onstruit 
omme une transformation naturelle entre les fon
teursde points représentés par les s
hémas de Hilbert d'orbites régulières. Cette 
onstru
tionmodulaire nous permet de montrer fa
ilement la propreté du morphisme par le 
ritèrevaluatif, et les propriétés de f sont montrées au niveau des familles universelles. Cetteméthode permet d'éviter toute étude au 
as par 
as et tout 
al
ul.Cette 
onstru
tion et les propriétés de 
e morphisme ont permis à Bryan & Gholam-pour [9℄ de 
al
uler les invariants de Gromov�Witten de G-Hilb (C3

) à partir de 
eux de
G̃-Hilb (C2

).9. Les 
orrespondan
es de M
Kay en situation symple
tiqueLa philosophie de la 
orrespondan
e de M
Kay � qui va se tourner dans les se
tionssuivantes vers les diverses versions des 
onje
tures de Ruan � peut s'énon
er 
omme suit.On 
onsidère une variété algébrique 
omplexe lisse X, quasi-proje
tive, et G ⊂ Aut(X) ungroupe d'automorphismes tel qu'en tout point x ∈ X, le stabilisateur Gx de x dans G est�ni et Gx ∈ SL(TxX). Le quotient Y :=X/G a don
 (au pire) des singularités de Gorenstein.On suppose qu'il existe une résolution 
répante ρ : Z → Y . On 
her
he alors à dé
rire lagéométrie de Y en fon
tion de 
elle de la paire (X,G) (et éventuellement, 
omme 
e serale 
as par la suite, de 
ertains invariants de Gromov�Witten relatifs au morphisme ρ).On s'intéresse i
i à la 
orrespondan
e de M
Kay en dimension quel
onque, dans le 
adrerestri
tif des espa
es symple
tiques 
omplexes. Soit V un espa
e ve
toriel 
omplexe dedimension �nie, muni d'une forme symple
tique, et G ⊂ Sp(V ) un groupe �ni. Supposonsdonnée une résolution 
répante ρ : Z → V/G, 
e qui est équivalent i
i à imposer que larésolution est symple
tique, au sens où la forme symple
tique sur l'ouvert lisse de V/G,tirée en arrière sur l'ouvert de Z sur lequel ρ est un isomorphisme, se prolonge en uneforme symple
tique sur Z entier [37℄. On 
onsidère trois versions de la 
orrespondan
e deM
Kay :Correspondan
e de M
Kay 
lassique. La 
atégorie dérivéee bornée de fais
eaux 
o-hérents sur Z et la 
atégorie dérivée de fais
eaux G-équivariants sur V sont équivalentes :
Db(Y ) ∼ Db

G(V ). Sous 
ette forme, le résultat est dû à Bezrukavnikov & Kaledin [6℄. Ce-pendant, l'équivalen
e n'est pas donnée par un fon
teur de Fourier�Mukai expli
ite. Par
ontre, dans les 
as où l'on peut 
hoisir Z = G-Hilb (V ) 
omme résolution 
répante (lorsque
e s
héma est lisse), le théorème de Bridgeland, King & Reid [7℄ donne 
ette équivalen
e partransformée de Fourier-Mukai par rapport à la famille universelle au-dessus de G-Hilb (V ).Cette équivalen
e induit un isomorphisme au niveau des groupes de Grothendie
k de fais-
eaux 
ohérents
K(Z)⊗Z C ∼= KG(V )⊗Z C ∼= R(G)⊗Z C,



22 SAMUEL BOISSIÈREle deuxième isomorphisme étant obtenu par restri
tion à une �bre, suivant l'observationde Gonzales�Sprinberg & Verdier [26℄.Correspondan
e de M
Kay duale. Elle se passe au niveau de l'homologie de Z. Puisque
Z n'est pas 
ompa
te, on utilise l'homologie de Borel�Moore (homologie des 
haînes simpli-
iales in�nies à support �ni sur tout 
ompa
t). L'énon
é de Kaledin [37℄ est qu'il existe unebase naturelle de HBM

∗ (Z,C) indexée par les 
lasses de 
onjugaison dans G, induisant unebije
tion HBM
∗ (Z,C) ∼= C(G), où C(G) désigne l'espa
e des fon
tions 
lasses de G dans C,i.e. les fon
tions invariantes par 
onjugaison. Cette base naturelle est obtenue 
omme suit.Pour 
haque sous-groupe H ⊂ G, notons V H le sous-espa
e ve
toriel des points �xes et

YH ⊂ V/G sa tra
e dans le quotient. Les sous-variétés ZH :=ρ−1(YH) strati�ent alors Z etle morphisme ρ a la propriété d'être semi-petit pour 
ette strati�
ation, i.e. que l'on a lesinégalités
codimZH ≥

1

2
codimYH .Les strates essentielles, pour lesquelles on a 
i-dessus égalité, sont alors indexées par les
lasses de 
onjugaison dans G. En utilisant le théorème de dé
omposition en 
ohomologied'interse
tion, on montre que 
es strates maximales forment une base de l'homologie.Correspondan
e de M
Kay multipli
ative. Les deux 
orrespondan
es pré
édentes
on
ernent uniquement les stru
tures additives. On 
her
he mieux ave
 un modèle 
ombi-natoire de l'anneau de 
ohomologie H∗(Y,C). On part de l'algèbre du groupe G, notée C[G].On introduit une �ltration 
roissante

F dC[G]:=〈g | rg(idV −g) ≤ d〉.Cette �ltration est 
ompatible ave
 la stru
ture d'anneau et l'on obtient une stru
tured'anneau gradué
grF C[G]:=

⊕

d

F d+1C[G]/F dC[G].Pour ré
upérer une stru
ture 
ommutative, on se restreint au 
entre Z(G):=C[G]G de l'al-gèbre et l'on note grF Z(G) l'algèbre 
ommutative graduée obtenue (qui pré�gure la 
oho-mologie orbifolde). Ginzburg & Kaledin [24℄ démontrent alors que les anneaux H∗(Z,C) et
grF Z(G) sont naturellement isomorphes. Cet isomorphisme n'est 
ependant pas expli
ite.En 
onsidérant 
es trois 
orrespondan
es, on est naturellement amené à se demander
omment elles sont reliées les unes aux autres. Ginzburg & Kaledin [24℄ formulent leproblème 
omme le 
al
ul des appli
ations en pointillé :

K(Z)⊗Z C

ch
��

oo

lassique

// R(G)⊗Z G

?
��
�

�

�

H∗(Z,C)

D
��

oo
multipli
ative

// grF Z(G)

?
��
�

�

�

HBM
∗ (Z,C) oo

duale // C(G)où ch désigne le 
ara
tère de Chern et D la dualité de Poin
aré. L'intérêt de 
es questionsréside dans le fait que, 
ontrairement aux attentes initiales, 
e diagramme ne 
ommute pasave
 des isomorphismes usuels de 
ara
tères entre représentations et fon
tions 
lasses, etave
 les identi�
ations 
anoniques entre fon
tions 
lasses et 
entre de l'algèbre du groupe G.
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ette question sur des exemples. Cependant, si l'on veut voir 
e qui sepasse, il faut travailler en grande dimension pour que le 
ara
tère de Chern prenne sa pleinemesure. Pour traiter d'un seul 
oup une famille in�nie d'exemples en dimension 
roissante,on travaille ave
 le s
héma de Hilbert de points sur le plan a�ne : on �xe V = (C2)nmuni de sa stru
ture symple
tique naturelle et G = Sn agissant par permutation desfa
teurs. Le s
héma de Hilbert Z = Hilbn(C2) fournit une résolution symple
tique etHaiman [31℄ a démontré qu'il est naturellement isomorphe au s
héma Sn-Hilb (V ) (quiest don
 bien lisse dans 
e 
as parti
ulier). Avant d'énon
er le résultat, rappelons que legroupe de Grothendie
k K(Z) est muni d'une �ltration topologique dé
roissante naturellepar le support des fais
eaux :
FdK(Z):=〈F | codimSupp(F) ≥ d〉,et que le 
ara
tère de Chern respe
te 
ette �ltration (l'image de Fd(Z) est 
ontenu dans

H≥2d(Z,C)). Notons aussi la �ltration dé
roissante de C[G] :
FdC[G]:=〈g | rg(idV −g) ≥ d〉et FdZ(G) la �ltration induite sur Z(G). On a alors :Théorème 9.1 (Boissière [B1℄). � La 
orrespondan
e de M
Kay 
lassique pour

Hilbn(C2) est 
ompatible aux �ltrations dé
roissantes FdK(Hilbn(C2)) et FdZ(Sn).L'appli
ation graduée asso
iée est exa
tement la 
orrespondan
e de M
Kay multipli
ative,et di�ère seulement de la 
orrespondan
e de M
Kay duale par un fa
teur s
alaire.On peut 
onje
turer que 
e résultat reste vrai dans toutes les situations symple
tiques.Ce résultat est démontré dans [B1℄ par un 
al
ul expli
ite des 
orrespondan
es : la
orrespondan
e 
lassique est donnée par transformation de Fourier�Mukai, 
al
ulable ex-pli
itement ; la 
orrespondan
e multipli
ative est donnée par les opérateurs de Nakajima(voir �5) et l'isomorphisme d'anneaux est un résultat antérieur au théorème de Ginzburg�Kaledin, démontré par Lehn & Sorger [41℄ et Vasserot [63℄ ; la 
orrespondan
e duale esttrès expli
ite 
ar les sous-variétés en 
ause ont des interprétations modulaires simples. On
ommen
e par identi�er les espa
es C(Sn)⊗Z C, R(Sn)⊗Z C et Z(Sn) ave
 l'espa
e Λn,ainsi qu'expliqué en �5 (i
i, tout le 
al
ul peut se faire ave
 des 
oe�
ients rationnels),puis le 
al
ul utilise 
omme ingrédient prin
ipal le Théorème 5.3.10. Comportement multipli
atifUne autre question naturelle dans l'étude de la 
orrespondan
e de M
Kay 
lassique dansle 
as du s
héma de Hilbert de points sur le plan a�ne est de se demander quelle est lastru
ture d'anneau induite sur R(G) ⊗Z C par transformation de Fourier�Mukai depuisl'anneau de Grothendie
k K(Hilbn(C2)) (muni du produit tensoriel de fais
eaux). En fait,même si 
e n'est pas en
ore expli
ite à 
e stade, l'idée est que la 
orrespondan
e de M
Kay
lassique fait le lien entre la K-théorie de Hilbn(C2) et la K-théorie orbifolde de la paire
((C2)n,Sn), tandis que la 
orrespondan
e de M
Kay multipli
ative est une version simplede la 
onje
ture 
ohomologique des résolutions 
répantes, dont il sera question dans la suite.Il est don
 essentiel de 
omprendre 
es deux isomorphismes. L'arti
le ré
ent d'Iritani [35℄donne à 
e propos un é
lairage nouveau. Dans [B2℄ j'ai 
al
ulé 
ette stru
ture d'anneauainsi : le produit tensoriel par un �bré linéarisé dans K(Hilbn(C2)) 
orrespond à l'a
tion



24 SAMUEL BOISSIÈREd'un opérateur di�érentiel sur Λn. En parti
ulier, je 
al
ule dans [B2℄ que l'a
tion du �brétautologique de Hilbn(C2) 
orrespond à l'opérateur
E :=



∑

r≥1

rprt
r


 exp



∑

r≥1

∂

∂pr
t−r




∣∣∣∣∣∣
t0

.Ces opérateurs permettent de 
al
uler des tables du produit obtenu, données pour les pre-mières valeurs de n dans [B2℄ dans les bases des fon
tions de Newton et des fon
tions deS
hur (jusqu'à aujourd'hui, 
ette stru
ture n'est pas en
ore bien 
omprise). La démons-tration passe par l'utilisation de transformations pléthystiques, inspirées des travaux deHaiman [32, 33℄. 11. Cohomologie orbifoldeJe présente pour simpli�er uniquement la dé�nition de la 
ohomologie orbifolde dans le
as qui sera utilisé plus loin. On reste don
 dans la situation d'une paire (X,G) 
ommedans la se
tion pré
édente, ave
 X de dimension 
omplexe n, où le quotient Y :=X/G estde Gorenstein et est l'espa
e de modules grossier du 
hamp de Deligne�Mumford propreet lisse Y:=[X/G], qui est un orbifold Gorenstein (voir �13). La 
ohomologie orbifolde du
hamp Y, introduite par Chen & Ruan [12℄, est la 
ohomologie du 
hamp d'inertie
IY :=

∐

[g]∈G
Xg/Cgoù la somme porte sur les 
lasses de 
onjugaison [g] dans G, Xg est le lieu des points �xéspar g et Cg est le 
entralisateur de g dans G. On pose alors

H∗
orb([X/G]) :=

⊕

[g]∈G
H∗(Xg/Cg) =

⊕

[g]∈G
H∗(Xg)Cg ,la 
ohomologie étant prise à 
oe�
ients 
omplexes. On dé�nit une nouvelle graduationainsi : si x ∈ Xg, l'a
tion de g sur l'espa
e tangent TxX est diagonalisable de valeurspropres e2iπr1 , . . . , e2iπrn ave
 ri ∈ Q ∩ [0, 1[. On dé�nit age(g) := r1 + · · · + rn, qui estindépendant du point x sur 
haque 
omposante 
onnexe de Xg, et i
i entier 
ar l'a
tion desstabilisateurs est supposée avoir déterminant un. Si α ∈ Hk(Xg/Cg), son degré orbifold,
omme élément de H∗

orb([X/G]), est dé�ni par degorb α := k + 2age(g). On dé�nit unenouvelle stru
ture d'anneau ainsi : si α ∈ H∗(Xg/Cg) et β ∈ H∗(Xh/Ch), on pose
α ∪orb β := ι∗ (α|X〈g,h〉 · β|X〈g,h〉 · e(g, h)) ∈ H∗(Xgh/Cgh)où H := 〈g, h〉 est le sous-groupe de G engendré par g et h, ι : X〈g,h〉 →֒ Xgh estl'in
lusion et e(g, h) est la 
lasse d'Euler d'un �bré ve
toriel sur XH 
onstruit ainsi :notons a, b, c les ordres de g, h, (gh)−1 dans G et soit Σ → P1 le revêtement rami�éde P1 ayant une rami�
ation d'ordre a en 0, respe
tivement b en 1 et c en ∞. Onpose E :=

(
TX|XH ⊗ R1pr∗(OΣ×X)

)H où pr: Σ × X → X est la proje
tion, et on pose
e(g, h) := ctop(E). Je renvoie à Fante
hi & Götts
he [20℄ et Chen & Ruan [12℄ pour plusde détails.La relation ave
 les algèbres graduées 
onstruites avant est simple : on a un isomorphismed'algèbres H∗

orb([(C
2)n,Sn]) ∼= grF Z(Sn) et mieux, pour un quotient symple
tique (V,G),on a H∗

orb([V/G])
∼= grF Z(G). Plus généralement, si S est une surfa
e algébrique lisse
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tive, H∗
orb([S

n/Sn]) s'identi�e naturellement à l'algèbre de Frobenius graduée
onstruite par Lehn�Sorger (voir Remarque 2.1).Si ρ : Z → X/G est une résolution 
répante des singularités, Yasuda [64℄ a démontré queles espa
es ve
toriels gradués H∗(Z,C) et H∗
orb([X/G]) sont isomorphes : les dimensions de
haque espa
e de 
ohomologie de même degré sont de même dimension. La démonstration,utilisant des méthodes d'intégration motivique, généralise les résultats pré
édemment ob-tenus dans des 
as plus simples (par exemple G abélien) obtenus par Denef & Loeser [17℄et Ito & Reid [36℄. Cependant, 
et isomorphisme n'est donné par au
un morphisme ex-pli
ite, et n'est en général pas 
ompatible aux stru
tures d'anneaux dès que l'on sort dessituations symple
tiques pré
édentes. Ce sont 
es deux problèmes qui vont motiver tousles développements qui suivent.12. Rappels sur les invariants de Gromov�WittenDans tout 
e qui suit, Z désigne une variété propre et lisse sur C, de dimension 
om-plexe n, et H∗(Z):=

⊕
k≥0H

2k(Z) sa 
ohomologie paire (pour simpli�er l'exposition) à
oe�
ients 
omplexes. On �xe une fois pour toutes une base homogène (φk)k de H∗(Z)telle que φ0 = 1 est l'élément neutre, et on note (φk)k la base duale pour la dualité dePoin
aré. On notera deg le degré 
ohomologique.12.1. Cohomologie quantique. � Soit Γ ∈ H2(Z,Z). On 
onsidère l'espa
e de mo-dules M0,n(Z,Γ) dont les points géométriques sont les 
lasses d'isomorphismes de triplets
(Z, f, x) où C est une 
ourbe nodale de genre 0, x = (x1, . . . , xn) sont n points distin
tssur le lieu lisse de C, f : C → Z est un morphisme tel que f∗[C] = Γ et Aut(C, f, x) est�ni. Cet espa
e de modules admet une stru
ture d'orbifold 
omplexe lisse et propre. Si Γn'est pas la 
lasse d'une 
ourbe e�e
tive, M0,n(Z,Γ) = ∅. On note EffZ ⊂ H2(Z,Z) lemonoïde (asso
iatif et 
ommutatif) des 
lasses de 
ourbes e�e
tives sur Z. Les morphismesd'évaluation sont notés

evi : M0,n(Z,Γ) −→ Z, evi(C, f, x) = f(xi).Pour γ1, . . . , γn ∈ H∗(Z), les invariants de Gromov�Witten en genre zéro sont par dé�nition
〈γ1, . . . , γn〉0,n,Γ:=

∫

[M0,n(Z,Γ)]vir ev∗1(γ1) ∪ · · · ∪ ev∗n(γn).Rappelons que dimC[M0,n(Z,Γ)]
vir = dimC Z+

∫
Γ c1(Z)+n−3, qui est bien la dimensionde l'espa
e de modules sous bonnes hypothèses (Z 
onvexe).Ces invariants véri�ent une liste de propriétés axiomatiques, pour lesquelles nous ren-voyons à Cox & Katz [15℄. Rappelons seulement l'axiome du diviseur, qui sera expli
itementutilisé dans 
ertains 
al
uls par la suite. Si n ≥ 1 et γn ∈ H2(Z,C) :

〈γ1, . . . , γn−1, γn〉0,n,Γ =

∫

d

γn · 〈γ1, . . . , γn−1〉0,n−1,Γ.12.1.1. Petite 
ohomologie quantique. � On n'utilise i
i que les invariants à trois points.Pour α, β ∈ H∗(Z), on dé�nit
α ⋆ β:=

∑

Γ∈EffZ

∑

k

〈α, β, φk〉0,3,Γφ
kQΓ ∈ H∗(Z)⊗ EffZ [[Q]].Les axiomes des invariants de Gromov�Witten permettent de voir que 
e produit est asso-
iatif, 
ommutatif, de neutre 1. En posant Q = 0 on retrouve le 
up-produit usuel.



26 SAMUEL BOISSIÈRE12.1.2. Déformation quantique. � Supposons que ρ : Z → Y est une résolution 
répanted'une variété de Gorenstein Y . On peut restreindre la somme dé�nissant le petit produitquantique au 
ourbes 
ontra
tées par ρ. Notons Mρ(Z) ⊂ H2(Z,Z) le 
�ne de Mori des
lasses de 
ourbes e�e
tives 
ontra
tées. On fait l'hypothèse, qui sera satisfaite sur lesexemples traités, que 
e 
�ne est engendré par un nombre �ni de 
lasses de 
ourbes ration-nelles Γ1, . . . ,Γm linéairement indépendantes sur Q. Ainsi, toute 
lasse Γ ∈ Mρ(Z) s'é
ritde façon unique Γ =
∑m

ℓ=1 dℓΓℓ ave
 dℓ ∈ N. On assigne une variable formelle qℓ à 
haque
Γℓ de telle sorte que Γ =

∑m
ℓ=1 dℓΓℓ 
orresponde au mon�me qd11 · · · qdmm . La dé�nition dupetit produit quantique, restreinte aux 
lasses Γ ∈ Mρ(Z), est une déformation de l'anneau

H∗(Z,C) notée H∗
ρ(Z,C)(q1, . . . , qm).12.1.3. Grande 
ohomologie quantique. � On utilise maintenant tous les invariants deGromov�Witten. Le produit est paramétré par une 
lasse τ ∈ H∗(X). Pour α, β ∈ H∗(X),on dé�nit

α •τ β :=
∑

d∈EffX

∑

n≥0

∑

k

1

n!
〈α, β, τ, . . . , τ︸ ︷︷ ︸

n

, φk〉0,n+3,dφ
kQd ∈ H∗(X)⊗ EffX [[Q]].De même, les axiomes des invariants de Gromov�Witten permettent de voir que 
eproduit est asso
iatif, 
ommutatif, de neutre 1. En Q = 0 on retrouve le 
up-produit usuel(la 
onstru
tion similaire, faite à partir d'un orbifold, donne en Q = 0 le 
up-produitorbifold). Il est pratique d'é
rire 
e produit à l'aide du potentiel de Gromov�Witten engenre zéro

F(τ) :=
∑

d∈EffX

∑

n≥0

1

n!
〈τn〉0,n,dQ

d,en posant 〈τn〉 := 〈τ, · · · , τ︸ ︷︷ ︸
n

〉. En dé
omposant dans la base τ =
N∑
k=0

tkφk, on 
al
ule
τn =

∑
α=(α0,...,αN )
α0+···+αN=n

t
α0
0 ···tαN

N

α0!···αN !φ
α0
0 · · ·φαN

N de telle sorte que
〈τn〉0,n,d =

∑

α

tα

α!
〈φ0, . . . , φ0︸ ︷︷ ︸

α0

, . . . , φN , . . . , φN︸ ︷︷ ︸
αN

〉0,n,d.On véri�e immédiatement que le produit quantique est 
ara
térisé par
φi •τ φj =

∑

k

∂3F(τ)

∂ti∂tj∂tk
φk.13. Les 
onje
tures de RuanOn généralise maintenant le 
adre des 
orrespondan
es de M
Kay, 
e qui va naturel-lement mener aux 
onje
tures de Ruan. Rappelons qu'un orbifold est par dé�nition un
hamp de Deligne�Mumford 
omplexe à stabilisateur générique trivial. Un orbifold Goren-stein est un orbifold tel qu'en 
haque point, le stabilisateur agit ave
 déterminant un surl'espa
e tangent. Ce
i implique que son espa
e de modules grossier est Gorenstein, mais 
en'est pas équivalent. Par exemple, la variété P(1, 3) est lisse, isomorphe à P1 mais l'orbifoldasso
ié n'est pas Gorenstein. Les 
onje
tures de Ruan prédisent que si ρ : Z → Y est unerésolution 
répante de l'espa
e de modules grossier Y d'un orbifold de Gorenstein Y, lagrande 
ohomologie quantique de Z et la grande 
ohomologie quantique orbifolde de Y
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ontinuation analytique des paramètres quantiques. Cette 
onje
turea été formulée plus pré
isément par Bryan & Graber [10℄ 
omme un isomorphisme devariétés de Frobenius (sous une hypothèse restri
tive), et ensuite ré-interprétée, en toutegénéralité, par Coates, Iritani & Tseng [14℄ 
omme une transformation symple
tique entreles espa
es de Givental asso
iés à Y et Z. Cette transformation symple
tique en
ode toutesles informations sur les relations entre les théories de Gromov�Witten en genre zéro de Zet Y. Je renvoie au dernier arti
le d'Iritani [35℄ pour plus de détails sur 
es 
onje
turesen
ore sur des sables mouvants. Je vais m'intéresser dans la suite à une version plus faible.Ces 
onje
tures, sous quelque forme que 
e soit, impliquent la 
onje
ture 
ohomologiquedes résolutions 
répantes : la déformation quantique de l'anneau de 
ohomologie de Z estisomorphe à l'anneau de 
ohomologie orbifolde de Y, après évaluation des paramètres quan-tiques en des ra
ines de l'unité. Dans le 
as de variétés hyperkähleriennes (ou symple
tiquesholomorphes), les invariants de Gromov�Witten sont nuls don
 la 
onje
ture prévoit dans
e 
as un isomorphisme d'algèbres graduées entre H∗(Z,C) et Horb(Y). Cette 
onje
ture
ohomologique hyperkählerienne a été véri�ée pour les s
hémas de Hilbert de points surune surfa
e K3 (voir Lehn & Sorger [42℄, Fante
hi & Götts
he [20℄, Uribe [62℄), ainsique pour les résolutions 
répantes de quotients symple
tiques V/G dont il était questionen �9 (voir Ginzburg & Kaledin [24℄). La 
onje
ture 
ohomologique générale a été véri�éeseulement sur quelques familles d'exemples, le prin
ipal étant les orbifolds à singularités
An-transversales, traité par Perroni [55℄. Dans les deux se
tions qui suivent, j'explique lestravaux que j'ai e�e
tués autour de 
ette 
onje
ture sur l'exemple des espa
es proje
tifs àpoids : une des
ription de leur 
ohomologie orbifolde, remarquablement pro
he de 
elle dela 
ohomologie orbifolde des quotients [V/G] et quelques 
al
uls de résolutions de singulari-tés et d'invariants de Gromov�Witten, permettant de véri�er la 
onje
ture 
ohomologiquede Ruan sur de nouveaux exemples.14. Cohomologie orbifolde des espa
es proje
tifs à poidsSoit n ≥ 1 un entier et w := (w0, . . . , wn) une famille d'entiers stri
tement positifs (despoids). Le groupe multipli
atif C∗ agit sur Cn+1 \ {0} par

λ · (x0, . . . , xn) := (λw0x0, . . . , λ
wnxn).L'espa
e proje
tif à poids P(w) est dé�ni 
omme le 
hamp quotient [Cn+1 \ {0}/C∗]. C'estun 
hamp de Deligne�Mumford lisse dont l'espa
e de modules grossier, noté |P(w)|, est unevariété proje
tive de dimension n. Il est fa
ile de voir que le 
hamp P(w) est un orbifold si etseulement si pgcd(w0, . . . , wn) = 1, auquel 
as il est Gorenstein si et seulement si 
haquepoids wi divise la somme des poids |w| := w0 + · · · + wn. On 
ompte ainsi un nombre�ni d'orbifolds Gorenstein P(w) en 
haque dimension, leur nombre étant le nombre desolutions du problème de 
ombinatoire 
onnu 
omme le problème des fra
tions égyptiennes(voir [B12℄). Dans [B9℄, nous donnons une des
ription de l'anneau de 
ohomologie orbifoldede P(w) en l'identi�ant à un modèle 
ombinatoire similaire à 
elui des quotients globaux,
omme le gradué d'une algèbre d'un groupe :Théorème 14.1 (Boissière, Mann & Perroni [B9℄). � Il existe un isomorphismed'algèbres de Frobenius graduées entre H∗

orb(P(w)) et grF C[µ|w|], où µ|w| est le groupe desra
ines |w|-ièmes de l'unité et F est une �ltration sur C[µ|w|].Cette des
ription est intéressante 
ar elle fournit une base de l'espa
e ve
toriel de 
o-homologie orbifolde sur laquelle la stru
ture d'anneau est fa
ile à lire. La 
onstru
tion
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ombinatoire assez �ne asso
iée à lafamille de poids. L'isomorphisme entre les deux algèbres de Frobenius est donné expli
ite-ment dans une base � géométrique � de la 
ohomologie orbifolde. Toutes les informationspour 
al
uler l'anneau de 
ohomologie orbifolde se lisent alors sur le diagramme suivant,où ξ est une ra
ine primitive 12-ième de l'unité :
0

1
4

1
3

1
2

2
3

3
4

0 1 2 3 degré orbifold

omposanted'inertie

1 ξ ξ2 ξ3
ξ10 ξ11
ξ9
ξ7 ξ8

ξ6
ξ4 ξ5

Anneau de 
ohomologie orbifolde de |P(1, 3, 4, 4)|Une autre façon de représenter 
ette 
ohomologie orbifolde, qui 
orrespond à la 
onstru
-tion du modèle 
ombinatoire et à la dé�nition de la �ltration, 
onsiste à représenter surdes disques 
on
entriques les ra
ines wi-ièmes de l'unité. En les numérotant ensuite dansle sens trigonométrique on obtient la dé�nition du degré sur C[µ|w|] qui dé�nit la �ltrationet le gradué asso
ié. Je renvoie à [B9℄ pour plus de détails, et me 
ontente de dessiner enFigure 1 
ette � voûte étoilée � dans le 
as de P(1, 3, 4, 4).

Figure 1. Modèle de 
al
ul de la 
ohomologie orbifolde de P(1, 3, 4, 4)Cette façon de représenter la 
ohomologie orbifolde par 
e type de diagramme a été réuti-lisée pour le 
al
ul de la 
ohomologie orbifolde d'hypersurfa
es dans des espa
es proje
tifsà poids par Chiodo & Ruan [12℄.



MÉMOIRE D'HABILITATION 2915. Cal
uls de déformations quantiquesLe résultat le plus signi�
atif des arti
les [B10℄ et [B12℄ 
on
erne la véri�
ation dela 
onje
ture 
ohomologique des résolutions 
répantes pour l'espa
e proje
tif à poids
P(1, 3, 4, 4). Son espa
e de modules grossier a une singularité A3-transversale sur la droite
{[0, 0, x2, x3]} et une singularité isolée de type 1

3(1, 1, 1) au point [0, 1, 0, 0], 
e qui feraapparaître quatre paramètres de déformation quantique :Théorème 15.1 (Boissière, Mann & Perroni [B10,B12℄)La variété |P(1, 3, 4, 4)| admet, à isomorphisme près, une unique résolution 
répante no-tée Z. Pour (q1, q2, q3, q4) ∈ {(i, i, i, 1), (−i,−i,−i, 1)} il existe un isomorphisme d'anneaux
H∗(Z,C)(q1, q2, q3, q4) ∼= H∗

orb(P(1, 3, 4, 4))qui est une isométrie par rapport aux 
ouplages de Poin
aré.La démonstration utilise d'une part le modèle de 
al
ul de la 
ohomologie orbifoldeexpliqué 
i-dessus, d'autre part des méthodes de géométrie torique pour 
al
uler la ré-solution 
répante des singularités et sa 
ohomologie et, pour le 
al
ul des invariants deGromov�Witten, un argument de déformation de la singularité et résolution simultanée,inspiré des travaux de Brieskorn [8℄. Ce
i est expliqué dans [B12℄. Cela permet de �xerles trois premiers paramètres quantiques 
orrespondant à la singularité A3-transversale.Con
ernant le quatrième paramètre quantique, dans [B12℄ nous observons qu'il peut, bi-zarrement, être pris nul et nous donnons d'autres espa
es proje
tifs à poids ayant 
ettepropriété. Dans [B10℄ nous utilisons des résultats de Coates, Iritani & Tseng [14℄ sur la
ohomologie quantique de P(1, 1, 1, 3) pour montrer que 
e quatrième paramètre quantiquepeut aussi être évalué en 1. L'isomorphisme d'anneaux 
onstruit est dé�ni expli
itementdans des bases de la 
ohomologie.Pour illustrer la méthode utilisée, je traite i
i en détail un espa
e proje
tif à poids plussimple, dont on 
onnaît les invariants de Gromov�Witten né
essaires d'après les résultatsde Perroni [55℄ : la véri�
ation de la 
onje
ture de Ruan résultera don
 d'un simple 
al
ul.Considérons Y := P(1, 1, 2, 2), dont l'espa
e de modules grossier Y a une singularité A1-transversale. Notons ρ : Z → Y son unique résolution 
répante (elle existe 
omme pourtoute singularité torique de dimension trois, et est unique 
ar 
'est une singularité A1-transversale, d'après Perroni [55℄). Notons Σ l'éventail torique de Y et Σ′ 
elui de Z,obtenu par subdivision de Σ. L'éventail de Y est 
onstruit sur les fa
es du tétraèdre desommets les points P0 := (−1,−2,−2), P1 := (1, 0, 0), P2 := (0, 1, 0) et P3 := (0, 0, 1). Celuide Z est obtenu en ajoutant le rayon engendré par P := (0,−1,−1), 
omme le montre laFigure 2 (je renvoie à [B12℄ pour plus de détails sur les éventails des 
hamps toriques).Posons H := c1 (OY(1)) ∈ H2(Y,C) et h := ρ∗H ∈ H2(Z,C). Notons bi ∈ H2(Z,C),
i ∈ {0, 1, 2, 3} la 
lasse du diviseur invariant sous l'a
tion du tore 
orrespondant au rayonde Σ′ engendré par Pi, et similairement e ∈ H2(Z,C) pour 
elui engendré par P . On 
al
ulefa
ilement que

H∗(Z,C) ∼= C[h, e]/〈h2 +
1

4
e2 − he, h2e〉.Puisque ρ est 
répante, on a h = 1

|w| (b0 + b1 + b2 + b3 + e) (voir Fulton [23℄). On 
al
uleque le 
�ne de Mori des 
lasses de 
ourbes e�e
tives 
ontra
tées est engendré par la 
lasse
Γ dont le dual de Poin
aré est eb2. Etant donné que dim

(
[M0,3(Z, dΓ)]

vir
)
= 3, les inva-riants de Gromov�Witten ΨZ

dΓ(α1, α2, α3) sont non nuls seulement si les αi sont de degré
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PSfrag repla
ements
P1

P2

P3

P0

P

Figure 2. Polytope de P(1, 1, 2, 2) et sa résolution 
répante.
ohomologique deux. Par l'axiome du diviseur, on a pour tout entier d
ΨZ
dΓ(α1, α2, α3) =

(∫

Γ
α1

)(∫

Γ
α2

)(∫

Γ
α3

)
· d3 ·ΨZ

Γ (·).En utilisant les formules de Mann [45, Proposition IV.3.13℄ on trouve
∫

Z

h3 =

∫

Z

ρ∗c1(OY (1))
3 =

∫ orb

P(1,1,2,2)
c1(OP(1,1,2,2)(1))

3 =
1

4
,
e qui donne la valeur des invariants de Gromov�Witten

ΨZ
dΓ(h, h, h) = 0, ΨZ

dΓ(h, h, e) = 0,

ΨZ
dΓ(h, e, e) = 0, ΨZ

dΓ(e, e, e) = −23d3 ·ΨZ
Γ (·).Les formules de Perroni [55℄ fournissent ΨZ

Γ (·) = 2
d3

∫
|P(2,2)| c1(OP(2,2)(1)) = 1

d3
. On endéduit la 
orre
tion quantique

e ⋆ e = −4h2 +

(
4 +

8q

1− q

)
he,et don


H∗
ρ(Z,C)(q)

∼= C((q))[h, e]/〈h2e, h2 +
1

4
e2 − he−

2q

1− q
he〉.Le modèle de 
al
ul de la 
ohomologie orbifolde expliqué en �14 fournit une présentationde l'anneau de 
ohomologie orbifolde de P(1, 1, 2, 2) :

H∗
orb(P(1, 1, 2, 2),C)

∼= C[H,E]/〈H2 − E2,H2E〉.
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ation
H∗

orb(P(1, 1, 2, 2),C) → H∗
ρ(Z,C)(−1)

H 7→ h,

E 7→
i

2
e.on véri�e fa
ilement que l'on obtient un isomorphisme d'anneaux.
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MÉMOIRE D'HABILITATION 33PARTIE IIIAUTOMORPHISMES DES VARIÉTÉS SYMPLECTIQUESHOLOMORPHES IRRÉDUCTIBLES16. Variétés symple
tiques holomorphes irrédu
tiblesUne variété symple
tique holomorphe irrédu
tible est par dé�nition une variété 
om-plexe X 
ompa
te, kählerienne, lisse, simplement 
onnexe et admettant une forme ferméesymple
tique holomorphe σX unique à multipli
ation s
alaire près : H0(X,Ω2
X)

∼= CσX .L'existen
e de 
ette forme symple
tique for
e X à être de dimension 
omplexe paire. Endimension deux, on trouve exa
tement les surfa
es K3. En dimension supérieure, les deuxfamilles standards de variétés symple
tiques holomorphes sont :1. Les s
hémas de Hilbert de points sur une surfa
e K3 : si S est une surfa
e K3,
S[n]:=Hilbn(S) (voir �1) est une variété symple
tique holomorphe irrédu
tible [3℄ dedimension 2n.2. Les variétés de Kummer généralisées : si A est tore 
omplexe de dimension deux, onnote AJnK la �bre au-dessus de l'origine du morphisme Hilbn(A)

ρ
−→ An/Sn

s
−→ A où

s est la sommation. La variété AJnK est symple
tique holomorphe irrédu
tible [3℄ dedimension 2n − 2.Il existe d'autres 
onstru
tions, qui sont des déformations de s
hémas de Hilbert dedeux points sur une surfa
e K3, 
omme les variétés de Fano d'hypersurfa
es 
ubiques dans
P
5 (voir [5℄). Les seuls exemples nouveaux 
onnus � à 
e jour ! � qui ne sont pas desdéformations des familles pré
édentes sont des espa
es de modules de fais
eaux sur dessurfa
es K3 ou des surfa
es abéliennes 
onstruits par O'Grady [50, 51℄.Soit X une variété symple
tique holomorphe irrédu
tible. Il existe sur H2(X,Z) uneforme bilinéaire symétrique 
anonique notée qX , la forme de Beauville�Bogomolov [3℄ �dont nous noterons en
ore ainsi l'extension à H2(X,R) et H2(X,C) � non-dégénérée etde signature (3, b2(X)− 3) sur H2(X,R) et telle que, pour la dé
omposition de Hodge

H2(X,C) = H2,0(X)⊕H1,1(X)⊕H0,2(X),l'espa
e H1,1(X) est orthogonal à H2,0(X) ⊕ H0,2(X) = CσX ⊕ CσX . La restri
tionde qX à H1,1(X)R a pour signature (1, b2(X) − 3). Notons KX l'ensemble des 
lassesde H1,1(X)R pouvant être représentées par une forme fermée de type (1, 1) positive :
'est un 
�ne 
onvexe ouvert dans H1,1(X)R appelé le 
�ne de Kähler de X. Posons
H1,1(X)R:=H1,1(X) ∩ H2(X,R), notons NS(X):=H1,1(X)R ∩ H2(X,Z) le groupe deNéron�Severi de X, ρ(X):= rgNS(X) son nombre de Pi
ard et T(X):=NS(X)⊥ l'orthogo-nal de NS(X) dans H2(X,Z). En notant la signature d'un réseau sous la forme du tripletdu nombre de valeurs propres positives, nulles puis négatives de la forme quadratiqueréelle asso
iée, il y a trois types possibles :� type hyperbolique : NS(X) est non dégénéré de signature (1, 0, ρ(X) − 1) et T(X) apour signature (2, 0, b2(X) − ρ(X) − 2) ;� type parabolique : NS(X) ∩ T(X) est de dimension 1, NS(X) a pour signature

(0, 1, ρ(X) − 1) et T(X) a pour signature (2, 1, b2(X) − ρ(X)− 3) ;� type elliptique : NS(X) est dé�ni négatif, de signature (0, 0, ρ(X)) et T(X) a poursignature (3, 0, b2(X)− ρ(X)− 3).D'après Huybre
hts [34℄, X est proje
tive si et seulement si NS(X) est hyperbolique.



34 SAMUEL BOISSIÈRELe groupe d'automorphismes Aut(X) est de dimension nulle (égale à h0(X,TX )), 
'estdon
 un ensemble dis
ret et dénombrable (voir [B11℄). On a une appli
ation naturelle
Aut(X) −→ O(H2(X,Z), qX ), f 7→ f∗.Si X est une surfa
e K3, 
ette appli
ation est inje
tive et l'on dispose du théorème deTorelli global : si φ ∈ O(H2(X,Z), qX ) est 
ompatible à la dé
omposition de Hodge etenvoie une 
lasse de Kähler sur une 
lasse de Kähler, alors il existe un automorphisme

f ∈ Aut(X) tel que f ∗ = φ. En dimension supérieure 
e résultat fait défaut (par exemple,il existe un 
ontre-exemple de Debarre [16℄ ave
 des s
hémas de Hilbert de deux points surune surfa
e K3) et rend l'étude des automorphismes beau
oup plus di�
ile que pour lessurfa
es K3. Un autre défaut est que l'appli
ation naturelle 
i-dessus n'est plus inje
tiveen général. Huybre
hts [34℄ montre 
ependant que le noyau de 
ette appli
ation est ungroupe �ni : un automorphisme agissant trivialement sur la 
ohomologie laisse a fortioriinvariante une 
lasse de Kähler, don
 aussi la métrique de Calabi-Yau uniquement asso
iée.C'est don
 une isométrie. Or le groupe des isométries d'une variété riemannienne 
ompa
teest un groupe 
ompa
t, i
i 
ontenu dans le groupe dis
ret Aut(X), don
 �ni. Con
ernantla stru
ture du groupe Aut(X), Oguiso [52℄ démontre qu'il est de type �ni si X n'estpas algébrique (les 
as paraboliques et elliptiques). Par 
ontre, la question reste ouvertedans le 
as algébrique (l'argument de Sterk [61℄ démontrant le résultat similaire pour lessurfa
es K3 ne s'étend pas). Dans les arti
les [B11,B13,B14℄ nous avons 
her
hé à obtenirdes résultats plus pré
is en regardant les s
hémas de Hilbert de points sur une surfa
e K3et les variétés de Kummer généralisées.On s'intéressera plus parti
ulièrement aux automorphismes d'ordre �ni. Si f ∈ Aut(X)est d'ordre d ≥ 2, on dira que f est symple
tique s'il laisse invariante la forme symple
tique :
f∗σX = σX , et au 
ontraire purement non symple
tique s'il existe une ra
ine primitive d-ième de l'unité ξ telle que f∗σX = ξσX . L'existen
e d'automorphismes purement nonsymple
tiques n'est possible que si X est proje
tive [3℄. En e�et, on sait qu'une variété
omplexe 
ompa
te est proje
tive si et seulement si elle a une forme de Kähler ω dontla 
lasse de 
ohomologie [w] ∈ H2(X,C) est entière. Pour les variétés symple
tiques holo-morphes, il su�t de savoir que 
ette 
lasse est rationnelle. Ainsi, si f est un automorphismepurement non symple
tique d'ordre d, puisque H2(X,Q) est dense dans H2(X,R) et quele 
�ne de Kähler KX est ouvert dans H1,1(X)R, il existe une 
lasse c ∈ H2(X,Q) dontla 
omposante (1, 1) est une 
lasse de Kähler. Prenons h:=∑d

i=1(f
i)∗c : 
ette 
lasse a lamême propriété et est f∗-invariante. Mais H2,0(X) ne 
ontient au
une 
lasse f ∗-invariantepuisque f est purement non symple
tique, don
 h est de type (1, 1), 
'est don
 une 
lassede Kähler rationnelle.17. Automorphismes des s
hémas de Hilbert de points sur une surfa
e K3Soit S une surfa
e, pour l'instant � quel
onque � (analytique 
omplexe, 
onnexe, 
om-pa
te, kählerienne et lisse). Il existe un morphisme naturel de groupes de Lie (voir [B11℄)

Aut(S) −→ Aut(S[n])dont l'image sera appelée le groupe des automorphismes naturels. Dans [B11℄, je démontreque dimAut(S[n]) = dimAut(S) : les 
omposantes 
onnexes de l'identité de 
es deuxgroupes sont don
 isomorphes. Cependant, si S est une surfa
e K3 
ette information estpeu utile puisque 
es groupes sont de dimension nulle. Dans [B13℄, nous pré
isons la relationentre 
es groupes dans le 
as des surfa
es K3. Cette étude est fa
ilitée par le résultat suivant,



MÉMOIRE D'HABILITATION 35dû à Beauville [2℄ : si S est une surfa
e K3, le morphisme naturel Aut(S[n]) → O(H2(X,Z))est inje
tif, 
omme dans le 
as des surfa
es K3. En e�et, un automorphisme agissanttrivialement sur la 
ohomologie s'étend en un automorphisme sur une famille de Kuranishide S[n]. Mais si l'on regarde la sous-déformation obtenue en déformant seulement la surfa
eK3, qui est une hypersurfa
e dans 
ette famille de déformations, puisqu'une surfa
e K3générique a un groupe d'automorphismes réduit à l'identité, 
et automorphisme étenduà la déformation est l'identité sur un ouvert dense de l'espa
e de paramètres. C'est don
l'identité sur la �bre spé
iale S[n]. On peut en déduire une 
ara
térisation simple desautomorphismes naturels :Théorème 17.1 (Boissière & Sarti [B13℄). �1. Un automorphisme f ∈ Aut(S[n]) est naturel si et seulement si f(E) = E.2. Si NS(S) = {0}, alors Aut(S) = Aut(S[n]) (tout automorphisme est naturel).La première assertion s'obtient en faisant un lien entre les 
�nes de Kähler de S et
S[n] puis en utilisant le théorème de Torelli global et l'inje
tivité de l'appli
ation f 7→ f ∗.La se
onde dé
oule alors de la première et du fait que, si S est une surfa
e K3, on a unisomorphisme NS(S[n]) ∼= NS(S)⊕ 1

2Z[E].On 
onnaît très peu d'automorphismes non naturels. Beauville [2℄ en 
onstruit un ainsi.Considérons S ⊂ P3 une surfa
e K3 dé�nie 
omme le lieu des zéros d'un polyn�me ho-mogène de degré quatre. Pour un 
hoix générique, S ne 
ontient au
une droite. A toutepaire de points {x, y} sur S on peut alors asso
ier la paire {z, t} formée des deux autrespoints d'interse
tion de S ave
 la droite passant par x et y. Ce
i dé�nit une appli
ationrationnelle S[2] → S[2], dont on peut montrer qu'elle est en fait dé�nie partout. Ce
i donneune involution non naturelle sur S[2]. Une variante de 
ette 
onstru
tion permet d'obtenirun exemple 
on
ret de variété symple
tique holomorphe irrédu
tible dont le groupe d'au-tomorphismes est in�ni [1, 53℄ : 
onsidérons une surfa
e K3 admettant deux plongementsdistin
ts 
omme quartiques dans P3, tous deux ne 
ontenant au
une droite. Chaque plon-gement permet de 
onstruire 
omme 
i-dessus une involution sur S[2]. Leur 
omposée estun automorphisme d'ordre in�ni : 
ela se voit par exemple en 
al
ulant son a
tion sur la
ohomologie.18. Automorphismes des variétés de Kummer généraliséesSoit A un tore 
omplexe et AJnK la variété de Kummer généralisée asso
iée. Les 
hosesse passent i
i plus mal : on voit fa
ilement que le morphisme f 7→ f ∗ n'est pas inje
tif [3℄ :si a ∈ A est un point de n-torsion, la translation ta par a sur A induit un automorphisme
t
JnK
a non trivial de AJnK, mais 
e même morphisme, vu sur le s
héma de Hilbert A[n], esthomotope à l'identité don
 agit trivialement sur la 
ohomologie. On montre par ailleurs quele morphisme de restri
tion H2(A[n],C) → H2(AJnK,C) est surje
tif, don
 tJnK

a agit trivia-lement sur la 
ohomologie. On peut toutefois, 
omme dans le 
as des s
hémas de Hilbert,arriver au résultat optimal. Notons pour 
e
i E0:=E∩AJnK le diviseur ex
eptionnel de AJnK.On observe tout d'abord qu'il n'y a pas d'appli
ation naturelle Aut(A) → Aut(AJnK) puis-qu'un automorphisme naturel de A[n] ne respe
te pas né
essairement la �bre AJnK. Cepen-dant, on a une dé
omposition naturelle Aut(A) ∼= A ⋊ AutZ(A) de tout automorphismeen 
omposée d'une translation et d'un morphisme de groupe. On 
onstate fa
ilement qu'ilsu�t alors de ne 
onsidérer que des translations par des éléments de n-torsion de A. En
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e groupe des points de n-torsion, on a don
 un morphisme de groupesnaturel
Tn(A)⋊AutZ(A) −→ Aut(AJnK)dont l'image est appelée en
ore le groupe des automorphismes naturels.Théorème 18.1 (Boissière, Sarti & Nieper-Wiÿkir
hen [B14℄)1. Un automorphisme f ∈ Aut(AJnK) est naturel si et seulement si f(E0) = E0.2. Le noyau du morphisme Aut(AJnK) → O(H2(AJnK,Z) est isomorphe à Tn(A)×Z/2Z.La première assertion s'obtient, 
ontrairement au 
as des s
hémas de Hilbert, par unargument topologique : on regarde l'automorphisme induit sur le revêtement universel de

AJnK \ E0, dont on montre qu'il doit provenir d'un automorphisme de A. La deuxièmeassertion s'en déduit ainsi : on sait d'après la première assertion que 
e noyau ne 
onsisteque d'automorphismes naturels, par ailleurs d'ordre �ni puisque le noyau est un groupe�ni. On sait déjà que les automorphismes induits par des translations par des points de
n-torsion sont dans le noyau, il reste don
 seulement à étudier 
eux obtenus à partird'automorphismes de groupes d'ordre �ni, dont l'a
tion sur la 
ohomologie est fa
ile à
al
uler : on montre que seuls ± id agissent trivialement.19. Variétés d'EnriquesSoit S une surfa
e K3 admettant une involution ι : S → S sans point �xe. Cette involu-tion est né
essairement non symple
tique et S est proje
tive. Le quotient Y :=S/〈ι〉 est unesurfa
e d'Enriques : 
'est une surfa
e 
omplexe kählerienne 
ompa
te lisse dont le diviseur
anonique est de 2-torsion (2KY = 0 dans Pic(Y )) et la 
ara
téristique d'Euler holomorphevaut χ(Y,OY ) = 1. Il est fa
ile de voir que ré
iproquement, toute surfa
e d'Enriques estle quotient d'une surfa
e K3 par une involution sans point �xe [4℄. Il est aussi fa
ile d'entrouver des exemples : prenons 
omme surfa
e K3 l'interse
tion 
omplète S de trois qua-driques dans P

5, données par des équations Qi(x0, x1, x2) = Q′
i(y0, y1, y2), i ∈ {1, 2, 3}où [x0, x1, x2, y0, y1, y2] sont les 
oordonnées homogènes de P

5. Considérons l'involution
ι : P5 → P

5 donnée par ι([x0, x1, x2, y0, y1, y2]) = [x0, x1, x2,−y0,−y1,−y2]. Cette involu-tion laisse S globalement invariante et �xe un plan dans P5, don
 pour un 
hoix génériquedes quadriques 
e lieu �xe n'interse
te pas S. Ainsi S/〈ι〉 est une surfa
e d'Enriques.On 
her
he en quelle mesure 
ette notion peut se généraliser en dimension supérieure.Il est déjà fa
ile de généraliser la 
onstru
tion 
i-dessus : prenons par exemple, dans P13de 
oordonnées [x0, . . . , x6, y0, . . . , y6], l'interse
tion 
omplète X de sept quadriques de laforme Qi(x) = Q′
i(y) et l'involution ι : P13 → P13 dé�nie par ι(x, y) = (x,−y). Cetteinvolution ι laisse X globalement invariante et pour un 
hoix générique des quadriques, sarestri
tion à X est sans point �xe. On véri�e que X est une variété de Calabi�Yau (pardé�nition, une variété de Calabi�Yau est simplement 
onnexe, de diviseur 
anonique trivial,et h0(X,ΩiX) = 0 pour 0 < i < dimX). Le quotient Y :=X/ι est tel que KY est d'ordredeux dans Pic(Y ) et χ(Y,OY ) = 1 ; Y peut don
 prétendre à être appelée une variétéd'Enriques. On peut similairement généraliser en grande dimension d'autres 
onstru
tionsde surfa
es d'Enriques (par exemple, les 
ongruen
es de Reyes) pour obtenir des quotientsde variétés de Calabi�Yau par des involutions sans point �xe.Tentons de faire mieux : peut-on faire des quotients par des automorphismes de degréplus grand, a�n que le diviseur 
anonique soit d'ordre plus grand ? Posons pour 
e
i ladé�nition suivante :



MÉMOIRE D'HABILITATION 37Dé�nition 19.1. � Une variété d'Enriques est une variété Y 
omplexe, 
ompa
te, käh-lerienne et lisse dont le diviseur 
anonique est d'ordre d ≥ 2 dans Pic(Y ), de groupefondamental isomorphe à Z/dZ et telle que χ(Y,OY ) = 1. L'entier d est appelé l'indi
ede Y .Cette dé�nition est plus large que 
elle utilisée dans [B14℄, a�n d'englober plusd'exemples (voir la dis
ussion dans [B14℄) ainsi que le point de vue de S
hröer& Oguiso [54℄. Si l'on retire l'hypothèse χ(Y,OY ) = 1, pour demander seulement
χ(Y,OY ) 6= 0 on pourra parler de variété d'Enriques faible ; elles pourront parfoisapparaître 
omme quotients intermédiaires entre une variété symple
tique holomorpheirrédu
tible et une variété d'Enriques.Les exemples de variétés d'Enriques 
onstruits à partir de variétés de Calabi�Yau de di-mension paire ne peuvent pas permettre d'obtenir des indi
es supérieurs à deux 
ar seulesles involutions peuvent agir sans point �xe (la 
ara
téristique d'Euler holomorphe d'unevariété de Calabi�Yau de dimension paire est deux). Partir de variétés de Calabi�Yau dedimension impaire ne répondrait pas à la question 
ar 
ela produirait des quotients de
ara
téristique d'Euler holomorphe nulle, plus pro
hes en 
e sens d'une généralisation dessurfa
es bielliptiques. Pour 
es raisons, et toujours en visant la généralisation des surfa
esK3, on en vient don
 naturellement à 
her
her des quotients de variétés symple
tiques holo-morphes irrédu
tibles par des automorphismes agissant librement. On n'obtient 
ependantpas de 
lassi�
ation aussi 
omplète que pour les surfa
es. Je 
ompile i
i les résultats 
om-plémentaires obtenus indépendamment dans [B14℄ et [54℄. Les quatre premières assertionssont des 
onséquen
es numériques du théorème de dé
omposition de Beauville�Bogomolov.Théorème 19.1. �1. Toute variété d'Enriques est de dimension paire.2. Soit X une variété symple
tique holomorphe irrédu
tible de dimension 2n − 2 et

f ∈ Aut(X) d'ordre d ≥ 2 agissant librement. Alors d divise n. Si d = n, le quo-tient Y :=X/〈f〉 est une variété d'Enriques de dimension 2n − 2 et d'indi
e n. Si dest un diviseur stri
t de n, Y est une variété d'Enriques faible d'indi
e d [B14℄.3. Soit Y une variété d'Enriques de dimension 2n − 2 et d'indi
e n. Si n est premierou impair, alors Y est isomorphe au quotient d'une variété symple
tique holomorphepar un automorphisme d'ordre n agissant librement [B14℄.4. Toute variété d'Enriques d'indi
e 2 est isomorphe au quotient d'une variété de Calabi�Yau par une involution sans point �xe [B14℄.5. Toute variété 
omplexe 
onnexe et non simplement 
onnexe dont le revêtement uni-versel est une variété symple
tique holomorphe irrédu
tible a un groupe fondamental
y
lique, 
'est alors une variété d'Enriques faible [54℄.Pour �nir, notons que toute variété d'Enriques isomorphe à un quotient de variété sym-ple
tique holomorphe irrédu
tible par un automorphisme agissant librement est né
essai-rement proje
tive, 
ar l'automorphisme est obligatoirement purement non symple
tique,sinon il aurait des points �xes 
omme on le voit fa
ilement en 
al
ulant son nombre deLefs
hetz (voir [B14℄). Il reste à prouver que de telles variétés existent bien :Théorème 19.2 (Boissière,Sarti&Nieper-Wiÿkir
hen [B14℄ ;Oguiso&S
hröer [54℄)Il existe des variétés d'Enriques d'indi
e trois et quatre.



38 SAMUEL BOISSIÈREOn démontre 
e résultat en 
onstruisant expli
itement des variétés symple
tiques ho-lomorphes irrédu
tibles admettant des automorphismes d'ordre trois et quatre agissantlibrement. La 
onstru
tion n'est pas di�
ile en elle-même : il est fa
ile de 
ontr�ler que lesautomorphismes 
onstruits n'ont pas de point �xe. La di�
ulté réside dans le fait qu'il n'estpas fa
ile de trouver une situation qui fon
tionne : on 
onnaît peu de variétés symple
tiquesholomorphes, et peu d'automorphismes dessus. Con
entrons-nous sur la 
onstru
tion devariétés d'Enriques de dimension 2n − 2 et d'indi
e n (le 
as maximal). Si l'on part dus
héma de Hilbert de n−1 points sur une surfa
e K3, on voit fa
ilement que tout automor-phisme f [n] d'ordre n ≥ 3 
onstruit à partir d'un automorphisme f de la surfa
e S aurades points �xes sur S[n−1]. En e�et, f a des points �xes sur S (son nombre de Lefs
hetzn'est pas nul), don
 tout sous-s
héma de longueur n − 1 dont l'idéal est monomial dansun système lo
al de 
oordonnées linéarisant et diagonalisant l'a
tion de f est un point �xede f [n] (voir [B11℄). Considérons don
 maintenant les automorphismes naturels d'ordre
n d'une variété de Kummer généralisée AJnK. Les points �xes 
onstruits pré
édemmentsur A[n], s'ils sont portés en des points de n-torsion, vivent sur AJnK. De plus, les orbites
{x, f(x), . . . , fn−1(x)} peuvent donner des points �xes si la somme des points est nulle.Seules quelques situations bien 
hoisies permettent alors d'éviter les points �xes (je renvoieà [B14℄ pour plus de détails) :Proposition 19.3 (Boissière, Sarti & Nieper-Wiÿkir
hen [B14℄)Soit E une 
ourbe elliptique admettant un automorphisme d'ordre n ∈ {3, 4}, ξn unera
ine primitive n-ième de l'unité, A:=E × E, h ∈ AutZ(A) donné par h =

(
ξn 0
0 1

),
a1, a2 ∈ E \ {0} des points d'ordre n, a:=(a1, a2) ∈ A et f :=ta ◦ h. Alors pour un 
hoixapproprié de a1, 〈f JnK〉 agit librement sur AJnK et AJnK/〈f JnK〉 est une variété d'Enriquesde dimension 2n− 2 et d'indi
e n.Par 
ontre, la 
onstru
tion similaire pour n = 6 ne fon
tionne pas : les automorphismesainsi 
onstruits ont bel et bien des points �xes. Il faudra don
 de nouvelles idées pour 
onti-nuer. Notons que la dé�nition assez souple de variété d'Enriques donnée 
i-dessus ouvre lavoie à d'autres exemples. Considérons la variété de Calabi�Yau X de dimension 6 munied'une involution sans point �xe ι 
onstruite plus haut, et notre exemple AJ3K de variété deKummer généralisée admettant un automorphisme f J3K d'ordre 3 agissant librement. Alorsle produit X × AJ3K/〈ι × f J3K〉 est une variété d'Enriques d'indi
e 6. Cependant, elle estisomorphe au produit X/〈ι〉×AJ3K/〈f J3K〉, don
 est en fait un produit de variétés d'Enriquesdéjà 
onstruites. Similairement, le produit AJ3K/〈f J3K〉×AJ4K/〈f J4K〉 des variétés d'Enriquesd'indi
es 3 et 4 
onstruites 
i-dessus donne une variété d'Enriques d'indi
e 12. Il 
onvientdon
 de pré
iser la dé�nition, et on peut proposer 
ette solution :Dé�nition 19.2. � Une variété d'Enriques est dite irrédu
tible si le groupe d'holonomiede son revêtement universel est irrédu
tible.Le théorème de dé
omposition de Beauville�Bogomolov donne dire
tement la 
lassi�
a-tion des variétés d'Enriques irrédu
tibles :Proposition 19.4. � Toute variété d'Enriques irrédu
tible est isomorphe soit au quotientd'une variété de Calabi�Yau de dimension paire par une involution sans point �xe, soit auquotient d'une variété symple
tique holomorphe irrédu
tible par un automorphisme agissantlibrement.Les résultats de 
lassi�
ation obtenus pré
édemment se reformulent alors ainsi :



MÉMOIRE D'HABILITATION 39Corollaire 19.5. � Toute variété d'Enriques d'indi
e premier est irrédu
tible.Nous arrivons alors à une forme �nale du théorème d'existen
e de variétés d'Enriquesde dimension supérieure :Corollaire 19.6. � Il existe des variétés d'Enriques irrédu
tibles d'indi
e 2, 3 et 4.
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MÉMOIRE D'HABILITATION 41PARTIE IVGÉOMÉTRIE EFFECTIVE : DROITES SUR DES SURFACES20. Surfa
es ayant un grand nombre de droitesLe problème du nombre maximal de droites qu'une surfa
e algébrique de degré d de P3peut 
ontenir est un thème assez an
ien et très 
lassique. On sait bien que toute surfa
e
ubique 
ontient 27 droites (voir (1) Figure 3). En degré supérieur ou égal à quatre, lespremiers résultats remontent à 1943 : Segre [58, 59℄ résout la question pour d = 4 enmontrant que le nombre maximum possible de droites est 64 (il est d'ailleurs fa
ile d'en
onstruire des exemples). La question reste ouverte en degré supérieur. Segre donne uneborne maximale (d − 2)(11d − 6) qui est lâ
he déjà en degré quatre. Les méthodes tra-ditionnelles pour 
onstruire des surfa
es ayant un grand nombre de droites 
onsistent àprendre des équations fa
iles à étudier : des surfa
es de la forme φ(x, y) = ψ(z, t), où φ, ψsont des polyn�mes homogènes de degré d, ou des revêtements de degré d de P2 rami�ésle long d'une 
ourbe de degré d, yd = f(x, y, z). Dans 
es deux 
as, les nombres de droitessont fa
iles à 
al
uler par des te
hniques de géométrie élémentaires :Proposition 20.1 (Boissière & Sarti [B7℄). � Le nombre Nd de droites sur une sur-fa
e de degré d d'équation φ(x, y) = ψ(z, t) est� Nd = 3d2 pour d ≥ 3 et d /∈ {4, 6, 8, 12, 20} ;� N4 = 64, N6 = 180, N8 = 256, N12 = 864, N20 = 1600.En fait, 
e résultat très 
lassique �gure dans la littérature, mais les démonstrations sontsouvent impré
ises. Dans [B7℄ nous donnons une démonstration détaillée.Proposition 20.2 (Boissière & Sarti [B7℄). � Soit C une 
ourbe proje
tive planelisse de degré d ayant β points d'in�exion totale. Alors la surfa
e S obtenue 
omme lerevêtement de degré d de P2 rami�é le long de C 
ontient exa
tement β · d droites Enparti
ulier, elle ne 
ontient pas plus de 3d2 droites.Dans [B7℄ nous utilisons une méthode nouvelle pour trouver des surfa
es ayant plus dedroites. Cher
her des équations simples à manipuler revient en fait à 
onsidérer des surfa
esayant un groupe de symétries petit. Par exemple, les surfa
es φ(x, y) = φ(z, t) (i
i, ψ = φ)ont pour groupe de symétrie un groupe polyédral, à savoir le groupe d'isomorphismes de P1permutant le lieu des zéros de φ. Cela explique les valeurs ex
eptionnelles des nombres dedroites en degrés 4, 6, 8, 12, 20, qui 
orrespondent aux nombres et 
on�gurations possiblesde points dans P1 ayant un groupe de symétrie polyédral. Pour faire mieux, la méthode vadon
 
onsister à 
her
her des surfa
es ayant un groupe de symétrie plus grand, l'idée étantque si le groupe est gros, et si la surfa
e 
ontient une droite, elle 
ontiendra alors toutel'orbite que l'on peut espérer être grande.Rappelons la dé�nition des groupes bipolyédraux. Partant du revêtement double
φ : SU(2) → SO(3,R), si G ⊂ SO(3,R) est un groupe polyédral, son image inverse
G̃:=φ−1G est dit polyédral binaire. Considérons alors la suite exa
te quaternionique

0 −→ {±1} −→ SU(2)× SU(2)
σ

−→ SO(4,R) −→ 0.1. Sour
e : http://enriques.mathematik.uni-mainz.de/surf/logo.jpg



42 SAMUEL BOISSIÈRELe groupe image σ(G̃ × G̃) ⊂ SO(4,R) est dit bipolyédral. En parti
ulier, le groupe bio
-taédral, obtenu à partir du groupe o
taédral, a pour 
ardinal 1152.Nous améliorons ainsi la borne 256 en degré 6 :Théorème 20.3 (Boissière & Sarti [B7℄). � Il existe une o
tique de P3, à symétriesbio
taédrales, 
ontenant 352 droites.L'équation de 
ette surfa
e provient de l'étude des surfa
es à symétries bipolyédralesfaite par Sarti [57℄ :
x8 + y8 + z8 + t8 + 168(x2y2z2t2) + 14(x4y4 + x4z4 + x4t4 + y4z4 + y4t4 + z4t4).Pour 
al
uler les nombres de droites sur 
ette surfa
e, nous avons utilisé une méthode de
al
ul 
onsistant à paramétrer les droites par leurs 
oordonnées de Plü
ker. Le nombre dedroites est alors le nombre de solutions d'un système d'équations polynomiales. Nous avonsimplémenté 
et algorithme sur le logi
iel Singular [28℄.

Figure 3. Surfa
e 
ubique ave
 27 droites21. Appli
ation à l'étude du groupe de Néron�Severi d'une surfa
eLe groupe de Néron�Severi NS(S) d'une surfa
e lisse S donne des informations impor-tantes sur sa géométrie, mais est di�
ile à dé
rire en général. On 
her
he tout d'abordà 
al
uler son nombre de Pi
ard ρ(S):= rgNS(S), puis à trouver une famille de généra-teurs sur Z. Pour 
e
i, il est plus simple de 
ommen
er par 
her
her des générateurs de
NS(S) ⊗Z Q. Si l'on 
onnaît déjà le déterminant du réseau NS(S), 
ela peut permettred'en déduire une famille de générateurs, ou l'existen
e de 
lasses divisibles. Pour une sur-fa
e lisse S ⊂ P3 de degré d ≥ 3, les droites 
ontenues dans L ne sont pas des 
lasses detorsion dans NS(S) et engendrent ainsi un sous-réseau que nous notons LC(S). Ces droitesfont des 
andidats très simples pour engendrer le groupe de Néron�Severi. Nous dironsque NS(S) est rationnellement engendré par des droites si NS(S) ⊗Z Q = LC(S) ⊗Z Q.



MÉMOIRE D'HABILITATION 43Il est par exemple bien 
onnu que le groupe de Néron�Severi des surfa
es de Fermat estrationnellement engendré par des droites [60℄. Nous généralisons 
e résultat à toutes lesquadriques lisses Sφ de la forme φ(x, y) = φ(z, t) où φ est un polyn�me homogène de degréquatre. Par 
hoix de 
oordonnées, on peut é
rire φ sous la forme
φ(x, y) = yx(y − x)(y − λx)ave
 λ ∈ C \ {0, 1}.La relation entre la géométrie de Sφ, qui est une surfa
e K3, et les propriétés arithmé-tiques de la 
ourbe elliptique Eφ dé�nie par t2 = φ(1, y) a été étudiée par de nombreuxauteurs. Le lien entre le nombre de Pi
ard ρ(Sφ) et l'existen
e d'une multipli
ation 
om-plexe sur Eφ est parti
ulièrement intéressant et utile dans la démonstration du théorèmequi suit. En e�et, on a (voir [38℄ et les référen
es indiquées) :

ρ(Sφ) =

{
20 si Eφ admet une multipli
ation 
omplexe
19 sinon.Théorème 21.1 (Boissière & Sarti [B8℄). � Le groupe de Néron-Severi de Sφ est ra-tionnellement engendré par des droites exa
tement dans les 
as suivants :1. λ /∈ Q ;2. λ ∈ {−1, 2, 12 ,

1+i
√
3

2 , 1−i
√
3

2 } ;3. λ ∈ Q \ {−1, 2, 12 ,
1+i

√
3

2 , 1−i
√
3

2 } et ρ(Sφ) = 19.De plus, groupe de Néron�Severi de Sφ est engendré par des droites uniquement dans le
as (2).La démonstration repose sur la 
onnaissan
e des équations expli
ites des droites et leurmatri
e d'interse
tion. La 
onnaissan
e des déterminants des groupes de Néron�Severipermet de déte
ter la présen
e de 
lasses divisibles dans les 
as (1) et (3).
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