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Par ses nombreuses applications (plus récemment dans le domaine des télécommunica-
tions) et ses possibles généralisations, le mouvement brownien fractionnaire (MBF) est un
objet d’étude trés intéressant.

Parallelement, la théorie des ondelettes, dont les origines sont pluridisciplinaires, apporte
des outils de grande précision dans un large domaine d’applications.

Il semblait donc naturel de relier les deux en cherchant une décomposition en ondelettes
du MBF.

La méthode employée par Meyer Y., Sellan F., Tagqu M.S. [1] est une généralisation de la
méthode du point milieu de Lévy. Elle s’appuie sur la décomposition du bruit blanc gaus-
sien (BBG) dans une base orthonormée d’ondelettes de L?(R) ce qui permet d’obtenir, par
dérivation ou intégration fractionnaire, la décomposition du bruit gaussien fractionnaire
(BGF) en ondelettes. Enfin, 'intégration du BGF fournit la décomposition en ondelettes
du MBF.

Dans ce but, nous aurons besoin d’intoduire des processus généralisés dont nous donnerons
les définitions et les principales propriétés au chapitre 1. Nous verrons alors comment le
MBF peut se "généraliser" ce qui nous permettra de définir le BGF (respectivement le
BBG), processus generalisé stationnaire dérivé du MBF (respectivement du mouvement
brownien). Nous introduirons au chapitre 2 les opérateurs de dérivation et d’intégration
fractionnaires. Dans le chapitre 3 nous construirons les familles d’ondelettes qui inter-
viendront dans ces nombreuses décompositions. Elle nous permettrons dans le chapitre 4
de définir des espaces fonctionnels de distributions qui éclaireront les démonstrations du
chapitre 5, consacré & la décomposition du MBF en ondelettes.



Chapitre 1

Les processus généralisés et le
Mouvement Brownien Fractionnaire

1.1 Les processus généralisés

1.1.1 Définition

Soit (€2, A, P) un espace de probabilité, K € {C°(R),S(R),S(p)(R),S;(R),j € N} et
KCKle R-espace vectoriel formé des fonctions de K & valeurs réelles.
® est une fonction aléatoire sur K (respectivement sur K ) si a chaque élément ¢ de K
(respectivement de K ) on fait correspondre une variable aléatoire complexe (respectivement
réelle) ().
® est une fonction aléatoire sur K (respectivement sur K ) linéaire si pour tout ¢, ¢ € K
(respectivement K) et a, 3 € C (respectivement R)

O(ap + 1Y) = a®(p) + P(¢)) presque siirement.

® est une fonction aléatoire sur K (respectivement sur K ) continue si pour tout n € N et
1 < j < n, si les suites (¢} )ren convergent vers ¢/ dans K (respectivement dans K) muni
de sa topologie naturelle alors

klim (®(0}), ..., (o)) £ (®(h), ..., ®(¢")) (convergence en loi).

— 400

Une fonction aléatoire sur K (respectivement~sur K ) linéaire et continue est appelée pro-
cessus généralisé sur K (respectivement sur K). On note ®(yp) :=< ®,¢ > pour indiquer
la linéarité et la continuité de .

Remarque 1.1.1.1. Si X est un processus généralisé sur K tel que pour tout ¢ € K
< X, > est une variable aléatoire réelle, X se restreint en un processus généralisé sur K.
Réciproquement, si X est un processus généralisé sur I~(, X se prolonge en un processus
généralisé sur K en posant pour tout p € K, < X, >=< X, Re(p) > +i < X, Im(p) >.
Ce prolongement est unique.

Définition 1.1.1.1. Soit X un processus généralisé sur K tel que pour tout ¢ € K, la
variable aléatoire < X, o > admette un moment d’ordre 1 dépendant continiment de ¢, on
dit alors que X est un processus généralisé du premier ordre. On appelle valeur moyenne
du processus généralisé X la fonction mx : K — C donnée par

mx(p) = E[< X, ¢ >] pour tout p € K.



mx est une forme linéaire continue sur K.
Si mx = 0 le processus est dit centré.

Définition 1.1.1.2. Soit X un processus généralisé sur K tel que pour tout ¢ € K, la
variable aléatoire < X, > admette un moment d’ordre 2 dépendant continiment de ¢, on
dit alors que X est un processus généralisé du second ordre. On appelle forme de corrélation
du processus généralisé X la fonction I'x : K x K — C donnée par

Ix(p, ) =E[< X, > < X, >], pour tout p,¢ € K.

I'x est une forme bilinéaire positive continue sur K x K.

Remarque 1.1.1.2. Si X : K — L?(Q, A, P) est une application linéaire continue, X
définit un processus généralisé du second ordre sur K.

Définition 1.1.1.3. Soit (X,,)nen une suite de processus généralisés sur K.
On dit que (X,,)nen converge presque sirement vers X si X est un processus généralisé sur
K et presque sirement pour tout ¢ € K, la suite (< Xy, @ >)neN converge vers < X, >.

1.1.2 Les processus généralisés gaussiens

Définition 1.1.2.1. Soit X un processus généralisé du second ordre sur K .

X est un processus généralisé gaussien sur K si pour toutes fonctions ¢1,...,pn de K
(< X,01>,...,< X, 0, >) est un vecteur gaussien.
Son espérance est alors (mx (1), ..., mx(¢n)) et sa matrice de covariance (I x (i, ©5))1<i,j<n-

Remarque 1.1.2.1. Comme K estun R espace vectoriel, par linéarité, il suffit de montrer
que pour tout ¢ € K < X, > est une variable aléatoire gaussienne.

Proposition 1.1.2.1. Un processus généralisé gaussien sur K est entiérement déterminé
par sa valeur moyenne et sa forme de corrélation.

Nous nous intéresserons dans la suite & des processus généralisé gaussien centré.

Théoréme 1.1.2.1. Soit T : K x K — R une forme bilinéaire continue positive alors il
eziste un unique processus généralisé gaussien centré sur K tel que I'xy =T.

Proposition 1.1.2.2. Si (X,,)nen est une suite de processus généralisés gaussiens sur K
qui converge presque strement vers X, processus généralisé du second ordre, alors X est
un processus généralisé gaussien sur K.

preuve Pour tout ¢ € K , la suite (< X, >)nen est une suite de variables aléatoires
gaussiennes qui converge presque strement donc en loi vers < X, > ainsi < X, > est
gaussienne et X est gaussien.
1.1.3 Les processus généralisés stationnaires
Définition 1.1.3.1. Soit X un processus généralisé sur K, il est dit stationnaire si pour
toutt e R, ¢1,...,0n € K
L
(<X, o1 >, ., < X,mipn >) = (K X, 01 >0, < X, 0 >),

avec T+ lopérateur de translation par t.



Théoréme 1.1.3.1 (Bochner). La forme de corrélation d’un processus généralisé sur
S(R) stationnaire du second ordre X s’écrit de maniére unique :

Tx (g, %) = (vx, 9 % ) pour toutes p,1 € S(R)

ol vx est la transformée de Fourier d’une mesure positive 4 croissance lente ux appelée
densité du processus.

—

Corollaire 1.1.3.1. La forme de corrélation d’un processus généralisé sur S(R) station-
naire du second ordre X s’écrit de maniére unique :

Lx (%) = (vx,9 %) pour toutes ¢, € S(R)

ot vx est la transformée de Fourier d’une mesure positive a croissance lente px appelée
densité du processus.

preuve On prolonge X sur S(R) en posant < X, ¢ >=< X, Re(p) > +i < X,Im(p) >.
Ce prolongement X est un processus généralisé sur S(R) stationnaire du second ordre donc
d’apres le théoreme 1.1.3.1 il existe une unique mesure positive a croissance lente p telle

P

que pour toutes fonctions ¢, € S(R) T'x (@, 1) =< [i, p*1p >. Finallement, si ¢, ¢ € S(R)
]-_‘X(§07¢) =< ﬁ’@*lﬂ >,

donc px = pet vx = fix .
Corollaire 1.1.3.2. Si X est un processus généralisé gaussien centré stationnaire sur K
alors X est entierement déterminé par ux ou yx -

1.1.4 Les processus généralisés & différences stationnaires

Définition 1.1.4.1. Soit X un processus généralisé sur K, il est dit a différences d’ordre
k stationnaires si sa k-iéme dérivée est un processus généralisé stationnaire ie pour tout
teR, p1,...,0p € K

B )£ (< X, 0l > < X, oM ).

n n

(< X,Ttgpgk) >0, < X,TtQD

St k=1, X est dit a accroissements stationnaires.

Proposition 1.1.4.1. Soit X un processus généralisé gaussien centré sur K.
Si pour tout t € R, p,¢p € K,

Ix (e, m0) = Tx (g, )

alors X est un processus stationnaire.
Si pour tout t € R, ¢, € K,

Tx (rip™, 7)) = Tx (o, )

alors X est un processus stationnaire o différences d’ordre k stationnaires.

Cette partie est largement traitée dans [3].



1.2 Le mouvement Brownien Fractionnaire

1.2.1 Définition et Propriétés

Définition 1.2.1.1. On appelle mouvement Brownien Fractionnaire de paramétre H &
10, 1], noté By l'unique processus gaussien centré tel que

i) Bp(0) = 0 presque sdrement ;

it) les trajectoires t — By (t) sont continues p.s. ;

iii) pour tout t,s € R

E(Br(t)Bu(s)) = %{Ifl2H + [s[H = |t — s}
Le processus By est a accroissements stationnaires ie pour tout s € R
{By(t) — Bu(s), t e R} £ {By(t — s), t € R}.
Le processus By est H auto-similaire ie pour tout a > 0
{a ¥ By(at), t € R} £ {By(t), t € R}.

St H = %, By est le mouvement Brownien.

On cherche a "prolonger" By en un processus généralisé gaussien centré sur S(R).
L’hypothése de continuité nous permet seulement de prolonger By en un processus géné-

ralisé gaussien centré sur C°(R).

En effet, soit w € Q tel que ¢ — By (t,w) soit une fonction continue alors By (w) € C°(R)
en posant < By, >= [ Br(t,w)p(t)dt pour tout ¢ € C°(R).

E(| < Bu,¢ > %) < Jx [t|7]o(t)|dt pour tout ¢ € C2°(R) donc By est du second ordre.
De plus, si ¢ est a valeurs réelles, non identiquement nulle et de support inclus dans [—A, A],
avec A > 0, alors

—AZBH A+% )gp(fA+¥) "jfo/RBH(t,w)go(t)dt:/RBH(t,w)mdt.

On en déduit que w — [ By (t,w)p(t)dt suit une loi gaussienne centrée en tant que limite
presque stre d’une suite de variables aléatoires gaussiennes centrées. By définit donc un

P

processus généralisé gaussien centré sur C2°(R). De plus, pour tout ¢, € C°(R)

B([ [ 1Butt.)eBalaiiGldis) < [ [ s o) < oo

donc, par Fubini, pour tout ¢, 9 € C2(R)
Coy (o) = [ [ o0 GIBBA () By ().

Comme (t,s) — E(By(t)Bpu(s)) € S(R?) pour H €]0,1[, on cherche un processus gé-
néralisé sur S(R) gaussien centré sur S(R) dont la forme de corrélation vérifie pour tout

¢, ¥ € S(R)
u(p, ) = /R /R o(t)ih(s)E(By (t)By(s))dtds.



D’aprés le théoréme 1.1.2.1 p.4 et la remarque 1.1.1.1 p.3 il suffit de vérifier que 'y est
une forme bilinéaire continue positive sur S(R) x S(R).

—_—~

Il est clair que 'y est une forme bilinéaire continue sur S(R) x S(R), montrons qu’elle est

positive. Soit § € C*(R) telle que 8(z) = 1si x| < 1let ¢ € g(]R\T), on pose pour n > 1,
Pour tout n > 1 ¢, € C*(R) donc I'y(¢n, on) = I'ay, (©n, on) > 0.

Comme T'g(¢n, pn) jimarey 'y (e, ) on en déduit la positivité de I'y.
On note encore By le processus obtenu.

1.2.2 Le bruit gaussien Fractionnaire

Définition 1.2.2.1. On définit le bruit gaussien fractionnaire Zg comme étant la dérivée
de By :
Vo € S(R) < Zyg,p>=—<Bpy,¢ >.

Proposition 1.2.2.1. Zp est un processus généralisé sur S(R) gaussien, centré, station-

—_~—

naire sur S(R).

preuve Il est clair que Zg est un processus généralisé gaussien centré, car By en est un.
Soit ¢, 1 € S(R), on pose vy : t — ——|t\ , v € S(R).

Lz, (p,0) = E[<Zg,o><Zy, > =E[<Bpu,¢ >< By,¢ >]
= <y, ¢ x Y >=— <Ay, ox >
= <Y e*Y>.

Ainsi pour tout t € R, 'z, (10, ¢0) = 'z, (¢,v) donc Zy est stationnaire, de plus
S(RY

'YZH = _’7},{

Corollaire 1.2.2.1. Bp est un processus généralisé gaussien, centré, a accroissements

—_~

stationnaires sur S(R) .

Proposition 1.2.2.2.
SRY

1 1z ® °C HEH = Dpf(" ) 5i H # . 72,,(0 °F b0,

2 )1z (6) oy €' 2 si H # 3, avec Cy = LH sin HrT(2H), piz, ,(€) S8 C1/2-
Zy /o est appelé bruit blanc gaussien généralisé et noté Z.

preuve

12w = vy = 3P OE HEH = Dpf(H ) si H # 492 = 32)" o

SR

S(R < . —
12y (©) 2 Lz done, si H £ L, pz, (6) °& H(2H — 1)1 sin HaT(2H — 1)[¢] 2 =
S(RY

Cylé)" ™", car (2H — 1)L'(2H — 1) =T (2H), et puz(§) "= 5= = Cy o (cf [2)).

Le bruit blanc gaussien généralisé admettant une densité trés simple on cherche une dé-
composition en ondelettes du bruit gaussien fractionnaire a partir de celle du bruit blanc.
On remarque en effet que si U : S(R) — S(R) est un opérateur linéaire continu tel
que U(S(R)) € S(R), on peut définir un nouveau processus généralisé noté UZ par
<UZ, o >=< Z,U(p) > pour tout ¢ € S(R).



~ -

Alors Turz(i2,) =< 72, U(¢) * U(®) >= 5k < 1,U(@)U(¥) > car 77 € S(R)'

On cherche done U tel que [ U () ()T () (€)dE = [, 2nCr|¢]" "2 3(€)b()de,

de sorte que I'yz(p,¥) =Tz, (¢, ¥).
11 faut alors encore vérifié que U Z est un processus généralisé gaussien centré stationnaire.

Comme Z est gaussien centré, UZ 'est aussi.

—

Enfin, si pour tout t € R U(rpp)U (1)) = U/(;)lm, UZ sera stationnaire.

Pour déterminer U, on remarque que pour tout £ € R,

-~ —— e ——

D(@)(©)D@) (&) = [€B()D(E), et D(mp)(€)D(Fe)(€) = D(#)(€)D(¥)(©).

si p, 1 € S(R) avec D V'opérateur de dérivation sur S(R);

o — — -~ — — — —

DY) ()D () (&) = [€]7°B(€)0 (&), et D LUmp)(E)D 1 mw)(€) = D-Hp) ()DL (%) (€).

si p, 9 € So(R) avec D! 'opérateur d’intégration défini sur Sp(R) par
D (p) iz — [T o(t)dt € S(R).

On cherchera enfin une décomposition du mouvement Brownien Fractionnaire en "in-

tégrant" le bruit gaussien Fractionnaire.

Le chapitre suivant est consacré a 1’étude des opérateurs de dérivation et d’intégration
fractionnaires qui vont nous permettre d’obtenir le bruit gaussien Fractionnaire & partir
du bruit blanc gaussien.



Chapitre 2

Les opérateurs de dérivation et
d’intégration fractionnaires

2.1 Introduction

2.1.1 Motivation

—~—

S(R) — S(R) linéaire continu tel que U(S(R)) € S(R), et, pour tout ¢, € S(R)

2d/\ 7
/R T@)E)T(9)(€)de = / EPp(E)D(e (2.1)

—_~—

Soit H €]0,1[ on pose d = 3 — H €] — 3, %[ on voudrait trouver un opérateur U :
)

Si on pose U/(\go)(f) = (i€)4Q(€) = |€|%e!259mE)B(¢), U vérifie (2.1) mais on introduit une
singularité en zéro qui nous oblige a restreindre 'opérateur a Sg )( ).

2.1.2 Lien avec ’intégration et la dérivation

On a déja vu le lien qu'il existait entre la dérivation (respectivement l'intégration) et
la multiplication de la transformée de Fourier par (i€) (respectivement par (i€)~1).
On note D l'opérateur de dérivation défini sur S(R), I 'opérateur identité et 75, 'opérateur
de translation par h pour h € R.

En remarquant que

S(R) .. I—Th
D ="1
hlg(l)( h )

on cherche & définir pour d > 0 (respectivement d < 0) un opérateur de dérivation (res-
pectivement d’intégration) fractionnaire par

dS(R) o I—m,

7 D
h\O( h

)dv.

Pour cela il est nécessaire de donner un sens a (I — 73,)%.

Or,pour 0<r<1,deR, (I - TTh)d a un sens donné par :

—7"7'h ka ’I” Th ka ’I” Thk

10



o VI(cd) = Op—oo(E717%) ( dans la suite on écrira |7,(€d)| < Cg(1+ k)41,

On voudrait définir (I — 7,)% par (I — 7,)% = lim, (I — rm,)%.

Nous allons donc voir dans la suite pour quelle topologie cette limite existe et quelles sont
ses propriétés avant de faire tendre & son tour h vers (. Dans ce but nous allons tout
d’abord étudier plus en détail I'opérateur ”fo’h = (I_%)d”.

2.2 Les opérateurs D;{h, deR, r, hel01]

Définition 2.2.0.1. Soit d € R, pour z € C~ R~ on pose 2% = ]z\deidATg(z) = edlog(2)
ot Arg(z) €] — m,m| désigne l'argument principal de z et Log est la fonction logarithme
principal holomorphe sur C . R™.

On définit alors, pour z € C\[1, +oo] Fy(z) = (1 — 2)%, Fy est holomorphe sur C~[1, +00[.

Lemme 2.2.0.1. Pour |z| <1
[e.e]
d
Fy(z) = Z%ﬁ )2k,
k=0

Sid >0, Fy se prolonge par continuité a C\|1,+o0[ en posant Fz(1) =0 .
Définition 2.2.0.2. Soit d € R, r,h €]0,1[, K € N, on pose

D?(,r,h : SR) — S(R)
_ d
o U N )
Proposition 2.2.0.1. Pour tout K € N D?(,r,h : S(R) — S(R) est un opérateur linéaire

continu, et la suite (D?(,r,h)KeN converge quand K tend vers 400 vers un opérateur linéaire
continu.
On note Dfdl’h : S(R) — S(R) sa limite, pour tout ¢ € S(R)

— 1 —re e

DY, (¢) = (——)'3.
preuve Pour K € N, on pose
®x = Dic,(0) € S(R).

Soit K,LeN,L<K,NeN,jeN,teR

K
L+ )N @P ) - D) < @+ S P rkle (e - hk)|
k=L+1
K d
< mngle) S I+ (kRN
k=L+1

Ainsi, m g (Bxc — Br) < 7 () Tiepan i 101+ KRV
Comme |'ylid)| <Cy1+ k) ret0<r <1, Z'ylid)|(1 + |kR))N7* converge pour tout

n,j € Net (Pg)ren converge vers & = 3120 vlgd)rkThkga dans S(R).

11



On pose Dﬁh: SR) — SR)
(d) .k

o = WS TR )
D;{h est opérateur linéaire continu, de plus, pour tout ¢ € S(R), et £ € R,

Dd, (p)(€) = Khm DKT,h( )(§) par continuité de la transformée de Fourier
) — 400
— h—d li zhf k~
K—1>I—Ii-1c>o Z ’7 (6)

1 — re— e

= WR(re™)B(8) = (———)"2(8).

Corollaire 2.2.0.1. Par transposition on définit D¢, : S(R) — S(R) linéaire continu
par pour tout T € S(R)" et ¢ € S(R)

< Dg,h(T)aso >=< T7 Dyc«{h((:b) >

2.3 Les opérateurs de dérivation fractionnaire, d > 0.

2.3.1 Convergence

Proposition 2.3.1.1. Si ¢ € S(R), d >0, Dﬁ{h((p) converge dans S(R)' quand r tend en
croissant vers 1 et h tend en décroissant vers 0. D%(p) € S(R)' est bien défini comme sa
limite. De plus, @(f) = (i€)?p(€) avec (i0)? = limg_,o(i€)? = 0, pour tout £ € R, donc
lﬁ(\cp) € LY(R) N L%(R) et, D% € Co(R) N L2(R) wvérifie pour tout t € R

D)0 = 5= [ (i) el ar.

Enfin, D? : S(R) — S(R) est linéaire continu et obtenu comme double limite de suites
d’opérateurs linéaires continus.

preuve Soit 7, h €]0,1], <P,¢ € S( ) .
< DY) v >= g < DI, (9), 6 >= & [ DI, (9)(©)d(€)de.
Soit £ € R, DY, (¢)(€) = h™Fy(re~ B(E),

/\ —

lim DI (9)(6) = b Fae™")2(€) = Di(o)(©)
— d — —
D) < 3 PO, done lim D () = D) daus S(R)" par convergence domince

et pour tout ¢ € S(R)

| < Di‘f(w),w > | < 2moy pa) (9)m ().

zh§

De plus hmh\o = i¢, par continuité de z — 2% sur C ~ Ry
limp\ o h™ Fy(e Zhﬁ) ( —e zhg) = (i&)4.
Finallement, pour tout £ € R

o — o —

lim, D Dii()(€) = (i€)"3(€) == De(p) ().

12



zh£ ih& zhé

Si h¢ # 2km, k € Z, (1= )4 = (1_5;6 )4(i€)¢, donc | (1=
Sinon |(125)! =0 < e
Ainsi |DE(p)(€)] < 1€143(€)| et Di(¢p) converge vers D?(yp) dans S(R)" quand h décroit

vers (0 par convergence dominée et pour tout ¢ € S(R)

| < Dd(SO)a%ZJ > | < 2794 gay (@)1 ().

) < lel”.

Enfin, Dd( )(€) = (i€)?@(€) donc Dd( ) € C_2(R) € L'(R) N L%(R) et D% y) € Cy(R) N
L?(R) vérifie pour tout t € R :

DUp)t) = 5-DUA)(0) = o [ (Bt
R

Remarque 2.3.1.1. On retrouve ici la singularité en 0 qui provient du passage a la limite

sur r. De plus Dg(go) a des singularités en chaque point de la forme %Tﬂ’ k € Z ce qui nous
interdit d’espérer une convergence dans Sg) (R).

Remarque 2.3.1.2. Si ¢ € S(R), DU(¢)(§) = (i€)%0(€) = (1)*'3() = DH(p)(©)
pour tout £ € R. Donc D¥¢') = D4T1(p) et méme,
Vi € N, DY) = D47 (g).

Ceci explique le nom de dérivée fractionnaire.

2.3.2 Les opérateurs de dérivation fractionnaire sur Sy (R)

Proposition 2.3.2.1. D9 : S)(R) — S(R) est un opérateur linéaire continu.
De plus pour tout ¢, € S(R),

< D), >= lim Jim < DYy (), 1 >=< ¢, D)) > . (2.2)

preuve Soit ¢ € S)(R), N,j € N

mN,j (DY) < 5-COn jma g N ((i€)9).
Par la formule de leibnitz pour tout I < N

Zé d/\ ch Zf (k (1— k

Comme ¢ € S)(R), d’aprés I'inégalité de Taylor Lagrange, pour tout [{| <1

[

2R < moan ()2 N

On en déduit que w4~ ((i€)*@) < Ciy; 4T34j+B(d).2n (), puis,
7N, (D) < To(N+1),3+j+E(d) () donc D S0)(R) — S(R) est continu.
Si ¢, € S(R), par construction,

< D), >= lim lim < D (), 9 >=< 0, DA() >

h—0r—

13



et
| < DY), v > | < Camra 31 pay (@) m2(¥).

La formule (2.2) va nous permettre de définir D? sur S(R)’, mais alors

dS(R)’ ] ) d
Dt 7l lim Dy .

2.3.3 Les opérateurs de dérivation fractionnaire sur S(R)’

Définition 2.3.3.1. On définit Uopérateur de dérivation fractionnaire D¢ : S(R) —
S(o)(R)" par, )
< DT, p >=<T,Dp) >
pour tout T € S(R)" et ¢ € §)(R).
Proposition 2.3.3.1. D?: S(R)' — S()(R)’ est un opérateur linéaire continu.

Remarque 2.3.3.1. D¢ étant définit sur S(R), sous certaines conditions portant sur T €
S(R) on peut prolonger DY(T) en une forme linéaire continue sur S(R). C’est le cas par
ezemple si T € S(R) ou si T € H*(R), s € R.

2.4 Les opérateurs d’intégration fractionnaire, d < 0.

Nous allons nous limiter dans cette étude a la définition de D? pour —% <d<0.
Rappel : soit —3 < d <0, r €]0,1], h €]0,1], vah : S(R) — S(R)’ linéaire continu, de
plus, si ¢ € S(R), pour tout £ € R,

— 1 — reth€

D (p)(€) = (T)d@(f)-

2.4.1 Convergence
Etude lorsque r tend vers 1

Proposition 2.4.1.1. (Ddh)0<r<1 converge simplement quand r tend en croissant vers 1

r7

vers D;‘f : S(R) — S(R) linéaire tel que pour tout ¢ € S(R), pour presque tout £ € R

- 1-— e‘ih& d~
Dg(@)(f) = (T) o(8)-
preuve

Soit { € R, si & # 2T keZ

1 — reth¢ 1 _ o—thé
lim (— )% = (———)%,
r,/1 h h

donc pour presque tout £ € R

— 1— e—ih§ —

tim DI, (¢)(6) = (—

14



1—re e, gl -7 ¢ 1 — e ihe
et |(———) <27 <1+ (=)l el <

Ainsi, pour tout r €]0, 1] ]D L@ ()] <27 d\ﬂ! 2(&)]-

_ine d
Comme —§ < d <0, & — =" [3(©)|10(6)] € LY(R) si ¢ € S(R); par le théoreme

de convergence dominée, (D9 h)0<7”<1 converge simplement dans S(R)" quand r tend en
- —ih¢

croissant vers 1 vers D : S(R) — S(R)’ avec D{ () (¢) = (3=5—)?@(€) presque partout.

Proposition 2.4.1.2. Pour —1 <d <0, h €]0, 1],

Di : S(R) — S(R)' est un opérateur linéaire continu.

Lemme 2.4.1.1. Vj € Z jr <u< (j+ )7 = [1 — e ™| > 2|u — jr|
Lemme 2.4.1.2. Soit p € S(R), —3 <d <0, h €]0,1[, k € Z,

pour tout N > 0

(kt1)m 1 _ gmihe 2 2 2 2N
| I e < O (o)1 + 2kr)

avec

Orva = 57 rP )1 4 2m)?

2d+1
_ing 2d
preuve On pose Ik(go,h d) = 2,55:“ |M\ lp(&)]2de > 0.

oDV e—ih(€+2km)
Li(g, h, d) 2 Loem M) 2 e | o) [2de

Soit j = (2h(k+1))€Z J<2h(k+1)<j+1

Si j < 2hk, pour tout & € [0,2n], h(§ 4 2k7) € [jm, (j + 1)7], et

|1 — e7h(E+2km)| > 2| k(¢ 4 2km) — jm| d’apres le lemme 2.4.1.1.

Or [h(€ + 2krm) — jr| = hé + (2hk — f)m > he = |hE| = |1 — e~ HE2HD| > 2|hg).
Alors,

Ik(% ha d)

IN

2m
| CoMer et + 2emag
0 T

2 2d 2m 2d —2N 2
) /0 €291+ [€ + 2kn]) 2N () de

™

IN

IN

2 2d,_2 o 2d —2N
(CPre) [ 1€+l -+ 2hml) Ve

IN

2 2d,_2 o 2d 2N —2N
o) [ 1€+ 20V (1 + 2lklm) Ve

2 2d_2 2d+1 —2N
= 142 —(2 1+ 2|k
P ()1 + 2w S (04 (14 2lbl)
< Cnari(@)(1 + 2[k|m) Y
Si j > 2hk, pour tout £ € [0, 27T] h(&+ 2km) € [(j — D7, (j + D7), et
h(€ + 2km) € [jm, (j + 1)7] = |1 — e #h(EF2ET)| > 2|h¢|, de méme que précédent, et
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h(&+2km) € [(j — Vm, jr] = [1 — e hEF2R™| > 2\ b (¢ + 2kr) — (j — 1)mr| d’apres le lemme
2.4.1.1.

|h(§+2km) — (j— )| = h(§+2km) — (j— 1)m =h{+ (2hk — (j — 1))m > hE+ (1 —2h)7
car j < 2h(k+1).

0<h <% donc2h <1—2h et ainsi,

h(2m — €) 2h(m — €) + hé

2hm + hé

(1= 2h)m + hé

(€ + 2km) — (j — 1)7]

ININ TN

Finallement, h(¢ + 2kn) € [(j — 1), jr] = |1 — e PEF2mM | > 21p (270 — £)| et
pour tout & € [0,27] |1 — e~ #(E+2kET)| > %hmin({, 21 — &) Alors,

21
Behosd) < [ Cmin(el, fon - 6 ple + 2bm) g
0 T
< G0+ 20+ 20> [ mine, 2 - 6

=GP+ 2P S (P + 2k
< Cnary (o)1 + 2/k|m) 2N

preuve de la proposition 2.4.1.2
Soit —1 <d <0, h€]0,1, s €R, p € S(R), ¢ € S(R),

o —zh§ R
<Di@LU> = 3= < Do) >= o [ () pei-es
1 2(k+)m | _ ,—ih¢
= %Z /M Y p(ed(—eyie
kez
donc,
D (I (), h, d))*/?
| < Dip)v>| < Wkezz”@” (6,1, )
< E\/cz,ﬂnoum@keg(l+2|k\7r>2
< Cz’ﬂl(@)@(:@

Ce qui démontre la proposition.

Etude lorsque h tend vers 0

Proposition 2.4.1.3. (D{),_, 1
4

0 vers D% : S(R) — S(R) linéaire tel que pour tout ¢ € S(R), pour presque tout £ € R

converge simplement quand h tend en décroissant vers

—

Di(p)(€) = (i€)"B(¢).
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preuve Soit —1 <d <0, h €]0,%[, p € S(R), ¥ € S(R),
on pose Tu() : £ v (i€)7(€) 51 € # 0, Tu(¢)(0) := 0, Tu(p) € L*(R) N L'(R) C S(R)".

1— —u
lim ( ¢

d
u—0 i ) ’

soit € > 0 il existe o > 0 tel que pour tout |u| < «

(1= e7™) = ()] < elul.

Soit donc K € N tel que 2K7 < ¢, et N > 1,

— 1 — e e
| < DA ~Tulehv> | = | [ ()"~ (91pu(e)de

L= ™00 iodia d
R e AN

Le )
+lég'< ) - ) B )l

IN

ke
[ G- hplw @l < Vare [ I w© R el
€] R

< WEmmmexAqu+mw2@>

. 27T(d—|—1)ﬂ_
= 2d+1 !

(p)m1 ().

_ o—ihE _ oihé
/' ()~ @@ NP < /' ()= GO BN (E)lde
€= l§1>2Km

>R

IN

Ak+t)m | _ p—ihE
> LR sl

k| > K 2kT

A
W
3
2
a
ey

am (@) () Y (14 2/klm) N,

|k|=K

—N < —1 donc il existe Ky € N tel que pour tout K > Kj
Z (1+2km) ™ <e.
|k|>K

Pour tout 0 < h < m,

o —

| < Di(p) = Talg), 1 > | < eCly gmi(@)mn (1))
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—_

et (Dp)g.p1 converge dans S(R)’ quand h tend en décroissant vers 0 vers Ty(p).
4
Ainsi, (Djj(¢))

o —

L Tulp) = D(yp).

/ . .
0<h<l converge dans S(R)’ quand h tend en décroissant vers 0 vers

2.4.2 Les opérateurs d’intégration fractionnaire sur Sy)(R) et S(R)’

Proposition 2.4.2.1. D9 : S)(R) — S(R) est un opérateur linéaire continu.
De plus pour tout ¢, € S(R),

<Dp), > = lim lim < DJy (), >=< ¢, DU(¢)) >
et DUp) = (i€)'7.

Définition 2.4.2.1. On définit l'opérateur d’intégration fractionnaire D : S(R)" — Sg)(R)’
par transposition : 3
< DUT),p >=<T,D4(p) >
pour tout T € S(R)" et ¢ € S)(R).
Proposition 2.4.2.2. D¢ : S(R)
)

pour tout T € S(R) D4(T) = (i€

"' — S)(R)" est un opérateur linéaire continu. De plus

R
a7

2.5 Conclusion

Théoréme 2.5.0.1. Pour tout d €] — 3, 3],
D?: S(R) — Sy (R),

défini par DT = (i€)4T pour tout T € S(R)' est un opérateur linéaire continu.
De plus, pour tout ¢ € S(p)(R),

< DT, o >=< T, D4(p) >,

avec D4 () = limy, g lim, 1 Dih(go) presque partout et dans S(R)'.
Enfin, D¢ : S(R) — S(R)' est linéaire et continu.
Remarque 2.5.0.1. Soit ¢ € S(R),

1) Si ¢ est a valeurs réelles D% est a valeurs réelles.
2 ) Pour tout t € R, 7:D% = Dry.

—

En effet, comme d > —3, Ddp € L(R) donc D¥p(z) = 5= [L(i€)45(€)ex.
Si ¢ est a valeurs réelles, Dép(z) = 5= [o(—i€)?P(—€)e™*7d¢ = Dép(x).
De plus, pour tout t € R, 7, DUp(€) = e~ (i€)"3(&) = (i§)*7p(€) = Dirp(§).

Nous allons a présent introduire la famille d’ondelettes qui servira & la décomposition
du mouvement Brownien Fractionnaire.
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Chapitre 3

Une base d’ondelettes

3.1 Fonctions de base

3.1.1 Les fonctions ¢ et

Proposition 3.1.1.1. [l existe une fonction ¢ € S(R) qui vérifie les propriétés suivantes :
1) ¢(R) C [0,1]
2) ¢(=¢€) = @(&) pour tout { € R
3) B(€) =1 pour |¢] < 2, (&) = 0 pour [£] > AT, et § est décroissante sur [0, 40c]
4) ez P(E+ 2jm)% = 1 pour tout £ € R.
1

exemple de construction On pose f(z) =e 122 si x| < 1, f(z) = 0 sinon.

[ €CX(R) C S(R) avec f paire, supp(f) C [-1,1] et [ f=C > 0.

On pose ensuite g(x) = %f(%x) de sorte que g € S(R) avec g paire, supp(g) C [—-5, 5] et
Jr9 =73

Soit, & présent, la fonction 6 définie par (z) = ffoo g(t)dt pour z € R.

Alors 0 € C*(R),0(z) =0 si < —F,0(z) =7 si x> %, 0 est croissante et

0(x) +60(—x) = [gg =5 par parité de g .

Montrons que la fonction @ : 2 — sinf(x + ) cosf(x — ) convient.

1) O(R) C [0, 5] donc @(R) C [0,1].

2) p(—z) =sinb(—z + ) cosb(—z — ) .

O(—x —m) =5 —0(x + ) donc cos(—x — 7) = sinf(x + ).
O(—z +m) =5 —0(x — ) donc sinf(—x + 7) = cos f(x — 7).
Ainsi ¢(—z) = §(z)

3)Si0<z< %,x—wﬁ—% donc f(x —7m) =0et z+7 > % donc Oz +7m) =73,
alors p(x) = 1.

Six > %’r,x—ﬂz 7 donc 0(x — ) = § et p(x) = 0.

Par parité ¢(¢) = 1 pour €] < ZF et $(£) = 0 pour |¢] > 4F.

De plus pour %” <z< %”, r+m > % donc O(x +7) = § et p(v) = cosf(x —7) .
Or -2 <2 —7 < Z donc z — 6O(z — ) est croissante sur [2F, 4] a valeurs dans [0, Z].

Ainsi 2 — cosf(z — ) est décroissante sur [ZF, 47,

Donc ¢ est décroissante sur [0, +o0].
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4) supp(®) C -4, 4F].

Soit & € R il existe un unique jg € Z tel que £ — 2jom € [—%ﬂ, %’r[ et alors

D B(E +2jm)7 = B(€ + 2jom)” + B(E + 2(jo + L))
jez
Or (& 4 2jom) = sin (& + 2jom + 7) cos O(§ + 2jom — 7),
£+ 2jom — 7 < —F, donc 0(§ + 2jom — m) = 0 et P(§ + 2jom) = sin (€ + 2jo7m + 7).
De plus, @(€ 4+ 2(jo + 1)m) = sin6(§ + 2jom + 37) cos 6(§ + 2jom + ),
£+ 2jom + 3w > %, donc 0(& + 2jom + 37) = § et §(& + 2jom) = cos O(§ + 2jom + ).
Ainsi
Z B(& 4 2jm)? = sin (€ + 2jor + )2 + cos (& + 2jor + )2 = 1.
JjEZ

Enfin, d’apres ce qui précéde @ € C2°(R) done ¢ € S(R) et ¢ € S(R).

Définition 3.1.1.1. Soit ¢ € S(R) une telle fonction on pose :
w(§) = P(£/2)% — 5(£)? pour £ € R qui est positive d’apres 1) et 3), et,
V() = e Puw(9)V2,

Proposition 3.1.1.2. ¢ € S(R), ¢ est une fonction a valeurs réelles telle que :

1) € C2(R), $(€) = 0 si || < & oul¢| > 5F

2) [ th(t)dt = i*h®) (0 (0)=0 pour tout k € N

8)> ez |{b\(§ + 2j7)|*> = 1 pour tout £ € R.

preuve

1) west paire par parite de @. R

Sil¢l < 3, [6/2 < &, et 3(§) = B(¢/2) =1 donc w(§) =0 et (&) =

De meme, si €] > &, 1€/2] > 4F, et $(€) = B(€/2) = 0 donc P(€) =

Si 3 <€ < 4%, P(E/2) = 1et §(€)* + (€ — 2m)* = 1 donc w(é) = §(€ — 27)* =
P& —2m)P(E/2)*

Si G <E< T, G(6) =0et (€ —27m) =1 donc w(€) = §(£/2) = (€ — 2m)°P(£/2)*.

Ainsi pour tout £ >0
WI2(€) = B — 2m)P(£/2).
Par parité, pour tout £ < 0
WH2(€) = B(E + 2m)P(E/2).
Alors w!'/? € S(R )etweS( ) B
Soit x € R, ¥(x fR )e & donc, P(x) = %fR 12({)6_ms = %fR @(—5)6_”5 =

Y(x) et 1 est une fonctlon a Valeurs réelles.

2) [ t*(t)e " dt = i*p™)(€) pour tout k € N et £ € R; comme (€) = 0 si |¢] < 2T
Jr tFy(t)dt = 0.

3) Soit ¢ € [0, 27,
SI0<E< T <o <8t -8 <¢—2r < —4F donc

STl +2km)” = (B —2m)] + D€ + 2km) [+ [(E + 2m)[*

keZ
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SlE+2km) = 1B(E/2 =)+ B(e/2 + )2

keZ
D 1@(E/2 -+ 2km)P =1
keZ
SIZ<E<m<i 42> et —2T <¢— 27 < —2F donc

S+ 2km)|” = b€ -2 + 15

kezZ

= 1EP +13(¢ —2m)?
= D @&+ 2km))? =1

keZ

Par parité et 27 périodicité on en déduit que pour tout £ € R

~ 2
> €+ 2km)] =1.
kez
Notations On pose pour k € Z et j € N,
op: x> p(r—k)
ik w2290 — k).

Proposition 3.1.1.3. La famille {pg, ;1 k € Z,j € N} est orthonormée dans L*(R).
peuve Soit k, k' € Z, 5,7 e N, j < 7

/Rs%(l‘)@(x)da: = _/|<P )|2eitk=k)E g
2(1+1)m N
- %Z/% 1P(8)[e d¢
lez
1

2
_ efi(k—k’)ﬁdg = ki
2 0

De plus,
/ij,k(x)W@)dx— 527 W/w (279g)p(2 €)e 12 k2K ge,
Sij>j+1, supp(@z_j{/;) N supp(é?Q,j/qZ) = &, et,
[ istarietee =o.
Sij'=j

/%k )i (x :_/W; Wh=KEqe = 54y car Z|¢§+2im)| =

keZ
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Sij'=j+1,

/%’,k(x)m(x)dx = 21/2 /¢ 2§ i2h—R)E g
R

_ 21/2i(/ w(Qf)w(§)€_i(2k_k)£d§ + /27r 12(25 — 47‘()7:/)\({ — 27
27 0 0

Or, pour tout & € [0, 27],

D(2E — Am)P(E — 2m) = —p(26)(9).
Ainsi

[ wssla)iye@yde = 0

Enfin, pour des raisons de supports disjoints, si j > 1,

/R or ()0 (@) = o272 /R PO E g = 0

Bt [ e@ions = o [ p@a© kg

1 2w

2 0

Pour tout £ € [0, 2], G(€ — 2m)D(& — 27) = ~P(E)(€) = —e~E*F(E)F(E — 2r). Donc,

/ or () o p (x)dz = 0.
R

3.1.2 Les fonctions ¢? et ¢¢, d € R

Définition 3.1.2.1. Soit d € R, rappelons que pour z € C~ R, 24 = |z|eidAra(2)

Arg(z) € [—m, ] désigne Uargument principal de z.

On définit alors, pour z € D(0,27), aq(z) = (l_f;iz)d .
Proposition 3.1.2.1. Soit d € R

1) agq est holomorphe sur D(0,2m) et ne s’y annule pas .

2w —_ N
- _(/0 P& — 2m) (€ — 2m)e R fd£+/ P& b(E)e”

)e—i(Qk‘—k)gdg) )

=5 de)

ol

2) Si f € S(R) est a valeurs réelles et telle que f s’annule pour |&| > 27, la fonction

fa.n définie par ]?dA( )= (1/aq(&))f (§) pour £ € R est dans S(R) et a valeurs réelles.

De plus, pour d > —5
S(R)
D7f(t) & Z’Vk)fdA t—k

keN

3) Si f € S(R) est a valeurs réelles et telle quef s’annule dans un voisinage 0 alors la

fonction fq définie par ﬁl(é) = (if)df(g) pour £ € R est dans S(R) et a valeurs réelles.

De plus, pour d > —%
S(R)
i) " fa
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preuve

1) Soit z € D(0,2r), =2 - 01 e "2 dt.
On écrit z = x + iy, x € [-2m, 2],y € [-2, 27]. .
Si z €]0,2n [, Im(=£— ”) < —e?m fo sin(tx)dt, donc Im(e—;z) < —62”71_(:;3(35) < 0.
Si 2 €] — 27,0, Im(* — Zy> —e %f sin(tx)dt, donc Im(e—zlz) > —62771_%5(“”) > 0.
Siz =0, Re(= elz) fl tydt>0

Ainsi pour tout z € D(0,2n), 1=
s’y annule pas .

~ € C~ R~ donc ag est holomorphe sur D(0,27) et ne

et ne s’y annule pas, d’aprés 1),comme f s’annule
~f € C&°(R) € S(R) donc fya € S(R) .

—

2) aq est holomorphe sur D(O 2
pour |£| > 2, la fonction fdA =

— o —

Soit t € R fun(t) = 5= fan(—t) = s (L F)(—1), et Fan(t) = 2=(ZF)(®).
Or, pour £ € R, a_d(g) = aq(=¢) et f(
Donc fya(t) = 5= fd A( t) = fa, A(t) et faa est a valeurs réelles.
Enfin, pour d > 3, et € € B, DU (€) = (i€)f(€) = (i€)aa(€) fua.
-Arg(ii) €{-3 3}
—Arg( ls) E] -5 g[ si & €] — 2m, 27r[\{ T}
Donc (z&) a(&) = (i€ eﬂg )= (1 —e¥)si € €] — 2m, 2m[N{—m, 7}
De plus (ir)dag(r) = WdeZd 2(2)les =20 = (1 — e7im)? e,
(—im)dag(—m) = mle % (2)de!ds = 20 = (1 — eim)?

S(

Ainsi (i€)%aq(€) = (1 — e=%)¢ pour tout € €] — 2, 2] et, DAf(€) *B (1 — e €)df, 4.

m|,_.\:-]/

a
) = f(=£) car f est & valeurs réelles.
t

3) Comme f s'annule dans un voisinage 0 la fonction f; définie par ]?d(ﬁ) = (i§)df(§)
pour £ € R est dans S(R) .

~

Soit ¢t € R, fd( )= %f(— t), et alors,
Falt) = £ Falt) = £GOFO).

fest a Valeurs réelles, donc fd( ) = fa(t) et fa est elle ausa a valeurs réelles.

Enfin, pour d > —L, et € € R, Dif(¢) °2 (i) f(¢) *C Fu(e),
c’est a dire Df(t ) 5®) fa

Définition 3.1.2.2. Soit ¢ une fonction vérifiant les conditions de la proposition 3.1.1.1
p.18 et ¢ la fonction associée.

1) ¢ € S(R) est a valeurs réelles et @ s’annule pour |§| > 2w donc on pose pour d € R,

o = ©a.n- D’apres la proposition 3.1.2.1 p.21, ©? est dans S(R), a waleurs réelles, et,

pour d > —%
S(R)
Dho(t) "= Y -
keN

2) ¢ € S(R) est a valeurs réelles et @Z s’annule dans un wvoisinage 0 donc, d’aprés la
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proposition 8.1.2.1, pour d € R, Y% := 1)y est dans S(R), a valeurs réelles, et, pour d > —%

SR)

Doy(t) "=y,

Remarque 3.1.2.1. On dispose ainsi d’une famille de fonctions pour d € R vérifiant :
i) o2, g/o\d, ¢ et ;U\d sont dans S(R).

i) % et ¢ sont & valeurs réelles.

iii) () = 0 i |e| > 4 et () = 0 s J¢ < ZF.

w) YA€) = 0 si €] > 5 ou |¢] < 7.

v) ¢’ = ¢ et )’ =1

Remarque 3.1.2.2. Pour tout d e R, x € R

dw = [
Wi = [ v

En effet,
" L= e S o) s " =
| wtine) = Cm1de =@ s €40, [ oo =1= 0,

—
—

1
/_ ") = (i) A(E) = PL(E) si £ #0, /_ " g ()de(0) = 0 = $1(0).

3.2 Base de Riesz

3.2.1 Définition

Définition 3.2.1.1. Soit (H,|.||) un espace de Hilbert et {e;} une famille dénombrable
d’éléments de H, on dit que {e;} est une base de Riesz de H si :

i) l’espace vectoriel engendré par les combinaisons linéaires finies d’éléments de {e;} est
dense dans 'H

i1) il existe 2 constantes Co > Cy > 0 telle que pour toute famille de complexe {a;} de carré

sommable
C1O a2 < 1D ae] < GO a2,
l

l l

3.2.2 Caractérisation

Proposition 3.2.2.1. Soit g € L*(R) et Vy ladhérence du sous-espace vectoriel de L*(R)
engendré par {9,k € Z}.
On suppose qu’il existe deux constantes Co > C1 > 0 telles que

Cr <) [g(€ +2km)|* < Co.
keZ

Alors {Tkg,k € Z} est une base de Riesz pour Vj.
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preuve Soit (ax)rez € I*(Z), K €N,
on pose My : & — 3 <k apet*t

1Y amglliiamy = 1Y axmgllam,
|k|<K |k|<K

I Z akagHsz(R) = HmK@\H%Q(R)
|k|<K

2(j+1)m
= X [ oo ras

jez Z 2w
2

= Y[ Im(g(e + 25m)Pe
jez V0

Par hypothése, C1 < Yo7 1G(€ + 2km)* < Cp done 32,07 [o7 Imi (§)F(€ + 2jm)*dé =
o Imi(€)F ez [G(€ + 2jm)2dE et

Cr2m Y far < 1Y armigllizg < Co2m Y Jaxl?.
|k|<K |k|<K |k|<K
Ainsi Y, .7 apmig € L*(R) et en faisant tendre K vers infini,

Ve2r(Y a7 < I armigll 2y < VCa2r( Y lanl®)'2.

kez keZ keZ

3.2.3 Application
Théoréme 3.2.3.1. Soit d € R, pour k € Z et j € N on pose

oz oz — k)
%j,k c e 212942 — k).
La famille {gp%,d};{k,k € 7Z,j € N} est une base de Riesz de L*(R).

Lemme 3.2.3.1. Soit (ay)rcz et (bp)rez deuz suites de 12(Z).Alors il existe une unique
suite (cx)rez € 12(Z) telle que

L*(R)
Z arf(t) + Z bRl (1) = Z 2} (2t).
kez kez kez

De plus l'application induite est un isomorphisme de 1*(Z) x 12(Z) sur I1*(Z).

preuve Supposons qu’une telle suite existe, par isomorphisme de la transformée de Fourier
—ikeé g —iké T ey L2R) —ik€/2 g
> are”Mpd(€) + Y bpeTMPd(€) TET Y epem M pd(g/2).
kez kez kez

Les suites (ax)rez, (b )rez, (ck)kez appartiennent a 1?(Z) donc on peut définir les fonctions
A, respectivement B et C, 27 périodique qui sont dans
L3 (R) = {f 27 périodique telle que 5- 0% |f(t)|?dt < +o0} par

A: & Z are”"*  (de méme pour Bet C).
keZ
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L’égalité précédente s’écrit alors :

—

A©)(€) + BEDIE) " c(e/2)00(¢/2).

P(&) = 0si [¢] > 4F on peut donc prolonger £ — $(2£) en une fonction continue sur R
par 2w périodicité et on appelle mg la fonction obtenue. On définit alors la fonction mg,
continue, 27 périodique par m1(€) = e %“mg(€ + 1) = e Emg (¢ + 7).

Comme mo/[_m_%]u[%wﬂr} = 0, et ml/[,%%] =0

14+e %

Uag: & ( )" mo(€) € L3, (R)

Vi: €21 — e ®)Imy(€) € LE_(R).

De plus,

UAOF(E) = Ual&) ) 3(E)
= (%)d@(@mo(@
= ¢%2) s fg<m

Et,

VAP = V&) B(E)

= (@6)3Em (@)

Or, my(§) = e ¥mo(E+ 7). Si 0 <& <m o mo(§+m) =mo(§ —m) = P(26 — 2m) et
Va(©)p(€) = (2ig) e w!/2(2€) = v(2€).

Si—m < € <0, mo(€ +7) = B2 +2m) et Vi) (€) = (2i€) e ?(2¢) = $(2¢).
Finallement, pour || <7

—

Va(€)p(€) = 1d(2¢).
Alors

AOULE/2)0U€/2) + BEWVae/2)pUe/2) © T2 o(e/2)p(¢/2).
Ie

L3([=m,m)

PUE(AREU(E) + B2E)Va(€) — C(€)) 0.
27

On s/a\it déja que ;E(f) # 0 sil¢| < &, supposons qu'il existe & € [, —Z[U]ZE, 7] tel
que p%(&) = 0 alors §(&) = 0 et par parité de @ on peut supposer 2{ < & < 7. Mais
alors p(§p — 2m) = 1 = §(—&y + 27) et —&y + 27 > &y > 0 contredit la décroissance de @
sur [0, +oo|. Ainsi p%(£) # 0 pour tout |¢| < 7, et,

c@©) "= a@eyuae) + BEEV(E).
Par 27 périodicité,

C(&) "L AQEULE) + BEOV(E).
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On utilise alors I'isomorphisme de L2_ sur [?(Z) donné par la représentation en série de
Fourier pour conclure a l'existence et a 'unicité de la suite (cx)gez.

preuve du Théoréme 3.2.3.1 p.24 On pose :

L*(R)

Ve = Vect(pl, k € Z)

d 712, d(oi L*(R) .
Ve = Vect(2/2p%(2x — k), k € Z) pour j €N
L*(R)

Wé = Vect(y;, k € Z) pour j € N.

g/o\d(f) = (1/aa(€)@(€), supp(®) C [—%, %], a4 est continue et ne s’annule pas sur
[

—%’T, %”] donc il existe Cﬁl > Of > 0 telles que pour tout £ € R

clpE) <12 < e
Ainsi pour tout £ € R
of < 3 Ipi(e + 2jm)| < €.
JjeEZ
D’aprés la Proposmon 3.2.2.1 p.23, {ka, k € Z} est une base de Riesz de Vi .
De méme, 1j)d(£) (i€)4(€), supp(¥h) C C [-%, -2 U [Z, 7], donc pour tout € € R

2

ciie) < i) < e’

G
avec C¢f = min((Z)4, (82)?) et CF = max((%)?, (85)?) . Pour tout & € R,

— 2
Of < i€ +2jm)| < 5.
JjEZ
et d’aprés la proposition 3.2.2.1 p.23, {¢6l7k, k € Z} est une base de Riesz de Vod .
Enfin, d’aprés le lemme 3.2.3.1 p.24 Vod &) W(ﬁl =V

Lemme 3.2.3.2. pour tout j € N

i){292p4 (210 — k), k € Z} est une base de Riesz de de.
iz’){w;lk, k € Z} est une base de Riesz de Wjd.

m)Vd @ Wd Vj‘il

preuve

i)Soit j € N, (ax)kez € *(Z) et K € N

I ZIkISL a2/ (20 — k)H2 = E\k\SL akgo‘ZHz aprés changement de variable. Comme
{cpz,l; € Z} est une base de Riesz de Vi, {27/20%4(27x — k), k € Z} est une base de Riesz
de V.

ii)La proposition 3.2.2.1 p.23 s’applique et par le méme raisonnement qu’au i) on obtient
le résultat.
iii)Un raisonnement par récurrence a l’aide du lemme 3.2.3.1 p.24 nous donne 'égalité.

On pose pour j € N
2 . 2w

E; = {f € L*(R): suppf C -5 520

27



— o —~—1
Alors Ej C de C Ejy1. En effet, si f € Epy, comme ¢4(§) #0si [€] <, & f(Ee? (&)
se prolonge par 27 périodicité en une fonction de L%W. Soit (ag)kez la suite de ses coeffi-

L2(R)

cients de Fourler alors f Zkez akgoz et f € Vod. De méme, si f € Vod il existe A € L3

telle que f )Agod supp(go ) C [-%,2%] donc f € E.
Le cas j € N s’en déduit.

_E; est dense dans L?(R) donc I’epace vectoriel engendré par les sommes finies d’élé-
JENJ
ments de {¢z,¢zk,j € N,k € Z} est dense dans L?(R).

Il nous reste & montrer la deuxiéme partie de la définition 3.2.1.1 p.23. On sait déja que
{gpz, k € 7} est une base de Riesz de V! d’aprés le lemme 3.2.3.2 donc il suffit de vérifier
que {7/’?,1@7 j € Nk € Z} vérifie ii) dans la définition.

Soit (ajr)jenkez € *(Nx Z), J € Net K €N,

1Y Sawhl = X Y Y Y kk/wk 7 (@)

0<j<J |k|<K 0<j<J0<j'<J |[k|<K |k'|<K

DD VDD ra],kuayk/u/%k 7 (x)dal.

0<5<J 0<5'<J |k|<K |k'|<K

Or, pour k, k' € Z, j,j' € N,
/ Y00 ) = o274/ /R P2 (27 ) T2 K ge,
Sl — | > 1, supp(dy-59%) N supp(dyd) = 2, et,
[ ¥ ia @0 e (a)da =0,
done | 3 S auihli< Y X Y jsllepwll [ sh@vd (sl

0<5<J |k|<K 0<5<J 0<5/<J, |5 —j|<1 |k|<K |k/|<K
Si j' =,
/ (), (@) = / (e[ e itRE g
= % |¢d< £)] e~k g
= Ckfk’-
— 2
¢ — i) € CA(R) donc Yz Okl < +cc.
Sij=7+1,
1
/zm D pla)ds = 2 /wd% iK€ g
3m
21/22< wAepge g
e
= Dojp
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¢ > A(26) () € CA(R) done Yy |Dy| < +0c.

Sijf=j-1,
/ W (@) (o) de = /R W ()90, (2)ds

= Dog_p.

Alors,

ol [ @ @del = 3 3

2. 2. > lau

0<5<J [k|<K |K|<K 0<5<J |k|<K |K|<K
Or,
1D D D lagwllagwliChwl < Y0 >0 D lagallageillCil.
0<5<J [k|<K [k|<K 0<j<J |K|<K |I|<2K
et, Y lajrllasedllCil < 1GIO lajnl®)? (O lajr-|*)'/? par Cauchy-Schwartz.
0<j<J jEN jEN
puis, Z Z lajrllaje—i||Ci] < |CI|ZZ]aj’k]2 par Cauchy-Schwartz.
k<K 0<j<J k€Z jeN
Ainsi,
S0 Y lajwllajwlCrowl < OICN Y 0D lajsl?
0<5<J |k|<K |K|<K lez k€Z jeN

De la méme fagon on montre que pour |j' — j| =1

DYDY ajkaa’k’/%k V4 (@)dz] < O ID) D > lagel”

0<5<J |k|<K |K'|<K lez keZ jeN
Finallement,
d d 2\1/2
| Z Z a;,¥5kll2 < CQ(ZZWJ}H ) /
0<5<J |k|<K kez jeN

avec Cf =377 |Ci| +2 37,7 |Di| > 0.
Comme (a;k)jenkez € *(N X Z), on en déduit que Y Y a; gth;x converge dans L*(R) et,

IS ajuddillz < S Jajul)?

jeN kez keZ jeN

Voila qui démontre un sens de l'inégalité. Pour I'autre sens nous utiliserons la propriété de
biorthogonalité suivante.

Proposition 3.2.3.1. Pour tout d € R, k,k' € Z, 5,7/ € N,

/¢ ’k’ dx_/¢ ’k;’ )dacf(SJJ/kk/

Remarque 3.2.3.1. On a aussi pour tout d € R, k,k' € Z, et j € N,

/ (@) op () de = / (@) o (x)de = by,

/"‘pyk )¢ (x) /"%k 2)pp(x)dx = 0.
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preuve Soit d € R, k. k' € Z, j,j' € N,

/Q’b ] vih(e) = Lo’ /Q/z,z)dwsm—””kwk'sdg

27r
= 1 —(7+3")/29d(i’ J/¢2 ]5 (2 ]5)7127k23k’£d§
27T
— 9d(J’ 1)5 i ek
= 0jj ek
Alors,
2 —d
) DT AD D) BN AC) S) SRR
keZ jeN |kezZ jeN k'eZ j’eN
< HZzajvw};{k”QHZZQMW{,SHQ par Cauchy-Schwartz
keZ jeN k€Z jeN
- 2
< DD awiall2Cy Q0 lagul*)2.
keZ jeN keZ jeN
Ainsi
2 2
CYOD a2 < I T asvfilla < SO lajnl®)?
keZ jeN keZ jeN keZ jeN
avec Cf = 1

On en conclut que pour tout d € R, {go‘,f,¢?7k,k: € Z,j € N} est une base de Riesz de
L%(R) et donc une base d’ondelettes formée de fonctions de I’espace de Schwartz avec %
la fonction pére des ondelettes et 1? la fonction mére.

De plus, la condition de biorthogonalité (proposition 3.2.3.1) donne l'unicité de la décompo-
sition en ondelettes de toute fonction de L?(R) : pour tout d € R, toute fonction g € L?(R)

s’écrit de maniére unique sous la forme

:R)Z<g,¢gd>¢i+zz<g,¢;§>¢ik~

keZ jEN keZ
Nous allons & présent utiliser ces familles de fonctions pour décrire des espaces fonction-

nels de distributions tempérés qui nous serviront pour décomposer en ondelettes le bruit
gaussien Fractionnaire et "I'intégrer".
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Chapitre 4

S
Les espaces (',

4.1 Les espaces C,acRet 0<s <1,

Définition 4.1.0.1. Soit a € R et 0<s<1, f € C; sipour tout z € R on a :
[f (@) < Co(1 + [x])* et,
|f(z+ h)— f(z)] < Colh]*(1 + |z|)* pour tout h € R tel que |h| < 1.

Proposition 4.1.0.2. Soit 0 < s <1, si f € C, pour tout d € R

S(R) j j
10 S0 e 1)+ S e,

kez jeN kez
avec
d - a
= 1< fopt>] <O+ k)
d - —J(s —J «
A = | < fuid > <2791 4 27 k).

Notations Soit g € F(R), k € Z et j € N on note
gr x> gz —k) et gjp x> 21/2g(200 — k).
Lemme 4.1.0.3. Soit 0 < s <1 et feC%, alors pour tout g € S(R)

\<f,gk>\§C(f,g)(1+]kDa et,

| < fogip > | < C(f,9)270 021+ 1279k si g € So(R).

preuve
< fige>] = | / f(@)g(x — k)da] = | / f(x + k)g(x)dz]
R R
donc | < fogr>1| < /C’o(l—f—]x—i—k\)o‘\g(x)\dx car feC)
R
e | < fige>| < Co(l+k])® /R (1+ |2]) g (z)|dz.

Alors O(f, g) = Cy [g(1 + |z])1¥|g(z)|dz (< 400 car g € S(R)), convient.

Deplus, | < f,gjk > | = ]/f(x)?j/gg(ij — k)dzx| = 2_j/2]/ f27x 4+ 277k)g(x)dx|
R R
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done, | < fogjx > | = Z_j/2]/(f(2_jm+2_jk) — f(2_jk:))g(x)d$| car /g(:n)dx =g(0)=0.
R R

Ainsi, | < fgga>] < 297 [ |4 27K) - 12 R)g(w)lds
|| <29

w2 [ (T 2 - fE R
|| >27
Or, par l'inégalité des accroissements finis,

/| _, (@4 2790 = 2 g (w)lde < Co1-+ 27|k / 29| g(a)|da,

|| <27

et comme f € Cj,

|| >27

/ (272 +277k) — F2R)g(@)lde < 2Co(1 + 279 |k])" / (1 + |2z)) | g(z)|dz.
|| >27

< Compasa(9)277°(1+ 279 1k])"
Donc | < f, g > | < CO(f,9)277/2+9) (1 + |277k|)* avec C(f,g) = 3C0T|a|+3(9) -

On en déduit les majorations des coefficients d’ondelettes dans la proposition 4.1.0.2 .
Voici une variante du lemme 4.1.0.3 :

Lemme 4.1.0.4. Soit f € S(R), alors pour tout g € S,,(R) avec n > 1, pour tout N € N,
| < fogin > | < O(f.g. Nom)2 72 (14 277 k]) 7,

preuve Par la formule de Taylor et comme f € S(R) on a pour tout z € R, pour tout
N eNet htel que |h| <1:

n ok
[fz+h) =) %f(’“) ()] < 2Van (D) R+ fa) (4.1)
k=0

Ainsi

FO@Q7k))g(z)dx car g € Sy(R).

< f,g9jk >= 2j/2/(f(2jx+2jk) — 0
R =0

Or, d’apres 'inégalité 4.1

n _jl‘l ‘
[ wererrin = S 0@ )g(w)dal

|z| <27 1=0

< 2Van (Y1 + yszy)N/ 277" g(2)|de.

jal <29
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Comme f € S(R),

, , n 9=yt
| (F@7o+2770) = ) =

|| >24 1=0

FO27k))g(x)d|

< (n+2)mnal£)(1 + 277 K) N / (1 + Jafy ™ (¥ g () dar

|| >27

Donc A ‘ N
| < f.g5% > | < C(f, 9, N,n)27 9 F3/2 (1 4 |279 k),

avec C(f, g, N,n) =282an 0 1 (f) 7N s2ma1)(9) -
Corollaire 4.1.0.1. Pour tout g € S(R) et d € R,

< g,g&,;d >l 433 < g,wj_,? > 1/1317,~C converge vers g dans S(R) .
preuve On sait déja que

L*(R) —d d —d d
g = Z<g,g0k >¢k+zz<g,¢j,k >¢j,k'
kez keZ jeN

11 suffit donc de montrer que pour tout N € Netl € N

Yo l<g et > 1+ 2Dl P ()] < Cny
keZ

et
DY < gt > 10+ 2)M(@) O ()] < Cny,

keZ jeN

ce qui prouvera que »_ < g, cp,;d >+ Y <g, 1,[);,? > ¢3{k converge dans S(R).
Or

| < g0 > 11+ 2D ()P (@) < | < 9,057 > 11+ KDY + |2 = kDY (0D D (@)

D’aprés le lemme 4.1.0.3 p.30, comme g € S(R) C C _,
| <99, ) > <Cle % g)(1+ k) V2

et | < gopp® > [(1+ 2DV [(e) P (@)] < Cle™ g)I(1 + [k) > mna(?).

Done 3z | < go0p ! > 11+ [2)) V() D (@) < Cle 7%, 9,1, N).
De plus,

_ _ _ i ; N
| < g, 057 > 1L+ 2D (W) P @) < | < g, 955 > [(A+27TTRDV (L + 122 — k) (05) D ()]
D’aprés le lemme 4.1.0.4 p.31 comme g € S(R) et ¢~% € Sp)(R)

| < 9,¢;/? > | < CW™%g,N,n)277+2) (1 4 |2_jk:|)_N pour tout N € N et n € N*.

_ ! . . _
Alors | < g, > [(1+ |2V [id, V(@) < C(w1, g, N+2,2)273 (1 + [277k]) (i) <
C(6, g, N +2,2)mn ()27 (1 + [K]) 2.
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Ainsi Cy,; = C(¢%, 07 g, 1, N) + 2%20(1/Fd,g, N +2,2)my,(¥?) convient.

Et
S(R) _
9= > <g0r > e+ DD < g bin—d >
kez jeN kez

preuve de la proposition 4.1.0.2
Soit K € N et J € N on pose pour tout z € R

fra@)= > <fet>e@—k+ > Y <> 2Pyl — k).
k<K 0<j<J [k|<K
Soit g € S(R), on pose
gra(@) = Y <g o>l e—k)+ D D <gf > PPy Pe—k).
k|<K 0<j<J [k|<K

D’apres le corollaire 4.1.0.1 (g9k,7)kez,seN tend vers g dans S(R).
Or < f,gr,7 >=< fx.j,9 > donc (fk,7)Kkez . jen tend vers f dans S(R)'.

De plus d’aprés le lemme 4.1.0.3
| < fipp?>1 < Clf,e7 DA+ K car ™% € S(R),
| <S> < Oy H20 21 4 1279k car v € Sy(R).

Donc
S(R)’ . A
® Z c,(gd)god(x —k)+ Z Z dgﬁ?y/Q@Z)d(Z]x — k).
keZ jeN kez
avec
kw|=|<ﬁﬁdH§CO+WW

A = | < fogd > | < 0271 4 27T k]

Proposition 4.1.0.3. Soit0<s<1,deR et (c,gd))kez, (dgdlz)jeN,kez tels que :

] < o1+ k)
49 < C2TIEHD (L 4 7 k|

IN

Alors Y c,gd)god(a: —k)+ > ng.d]sz/Q@Z)d(ij — k) converge dans S(R)" et uniformément
sur tout compact de R. Notant f sa limite, f € C§.

Remarque 4.1.0.2. Par monotonie intégrale on montre que pour tout © € R et N >
lo] + 1

N+1—|qof
(14l — ke < TE2 2
k; N—-1—|qof
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preuve de la proposition 4.1.0.3 Pour tout d € R, ¢ € S(R) et 9% € Sy (R).
Soit € R |c;, (d) olz — k)| < C1+ |z — kDNay () (1 + |z[)* pour tout N € N donc

> Cy, )gok converge uniformément sur tout compact de R.

De plus |d\) 2772427z — k)| < C2795(1 + 279 |k — 2z |)llpd(292 — k))(1 + |z])* donc,
pour tout N € N, |d§.f22j/2wd(2jx — k)| < C27 3N () (1 4 [k — 2z|)l=N (1 + |z])* et

> dg.dk) 1/15{ . converge uniformément sur tout compact de R.

Alors pour tout x € R

@] = 1D ela— k) + > a2 2yl — k)|

kez jeN kez
< Co(1+ [=))*

avec Cp < SC(WE(|Q|)+3(<,0d) + #WE(M)%WCZ))-

De plus, ¢? et @ € S(R) € C! \ pour tout N € N .
Soit z,h e R, 0< |h| <1, k€ Zet jeN,
|z +h— k) — otz — k)| < 2V7n1(eD)|h|(1 + |z — k)~ pour tout N € Nsi |h| < 1.
Ainsi,
Sl (0w + h— k) — ¢%(x — k)| < 40T p(ap431 (DR (1 + |2])
kez

Et pour j tel que 27 < 1/|h]
|Wd(29(z + h) — k) — 42z — k)| < 2Nan1(v9)|27R|(1 + |27z — Kk|)~ pour tout N € N,
alors pour 0 < |h| < 277

S 1dG29 22 (@ + h) — k) — vz — k)| < 4CTp(apy a1 (27D [R|(L + a])°.
keZ

(W12 (@ + h) = k)| < v (D) (1 + (2 (2 + ) — k)Y

[p4(27z — k)| < 7n (D) (1+ 272 — k)~ pour tout N € N,
donc pour |h| > 277

S 122D 4 @+ ) — k) — b2 — k)] < 80T g a2 (L + fe])*.
keZ

Comme 0 < s<1

(s—1) s
i(1—s) — o(1—s) Pl js <IN
e IS TP VL v =
3291/ J/251/Ih

Alors,

SO 292 (o ) — k) = (2~ )| < Clo, )1+ [ I,

jeN kez
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(1-9)
avec C(s,9?) = 40T g (o)) 431 (V) (G55 + T5=5)-
Finallement

|f(z+h) — f(@)] < Cle, 9%, C, ) [h]*(1+ |z])* pour [h] <1,

et fedCy .

Corollaire 4.1.0.2. Soit 0 <s<1,deR f e C} siet seulement si

f@) =3 el — k) + 323 AR — k)

kez jeN kez

dans S(R) et uniformément sur tout compact de R, avec,

D) =< ferd > <o+ k)
A% =< fud> <02 4 27k

4.2 Les espaces (¥, a e Ret —1 < s <0.

(e

Définition 4.2.0.2. Soita € Ret -1 <s<0, feCs sife S(R) et f=u+v" avec u
e Cstl et v e C5TL.

Proposition 4.2.0.4. SoitaceR et -1 <s<0,deR, feC3 sietseulement si

S(R) j j
F@) " ST Dot a — k) + 305 d D22y 2 — k),

kez jeN kez
o1,
Pl < o+ k)

4% < CoTIEHD (I 4ok,

preuve On suppose f € C$, alors f = u + v avec u € C5T! et v € CSTL.
Soit d € R, u € C5t1, p=9 € S(R), et =4 € So(R), donc d’aprés le lemme 4.1.0.3 :
| <07 > | < Clu, o) (1R et, | < u, g0 > | < Clu, )27 /2FH0(1 4 277 ))%,
De plus, < v',@,;d >=< v, (™)) >, et < v’,w;g >= 2/ < v, (1&7(1)/“{ > donc tou-
jours d’aprés le lemme 4.1.0.3, comme v € C5*1 (079) € S(R), et (w_fl)’ € So(R),
| <00 > | < Clo, ™) (IR et, | <0/, p—d > | < Clv,p=)2730/2F) (1 4 277 ).
Ainsi,
| < fiop® > 1 <O DL+ [k,
et | < fign > | <O, )27 02H) (14 [279k))",
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Soit K € N et J € N, en reprenant les notations de la proposition 4.1.0.2, pour tout g

€ S(R), la suite (< fx,7,9 >)Kkensen(= (< f.9K, >)KeN,Jen) converge vers < f,g >
car gk,j converge vers g dans S(R). Et,

)R ST D n — k) + 303 d Do 2 (270 — k)

keZ jENkEZ
ou,
D] = < fer? > | <O+ k)
d) - e o
|d§k| = |<f7¢jjj>!§C2 i(s+1/2)(1 4 279 |k ).

Réciproquement soit (c,(gd))kez, (dg.d,z )jeN kez tels que :

P < o+ [k)e
A} < C2TIEHYA(1 4 27T ke

IN

Soit z € R, [ 4?(t)dt = 1% *(x), donc on pose

= Z clgd)¢d(x —k

kezZ
) I
et v(z)= ZZZ Jd§7,223/21/1d Loiz — k).
jeN kez
U,V € Cg;“ d’apreés la proposition 4.1.0.3 et

ch) e —i—ZZd(d)Z]/de 2 — k) oy u(x) + ' (x).

kez jeEN keZ

4.3 Primitives des distributions de C?

o

aceRet —1<s<0.

Proposition 4.3.0.5. Pour tout f € C5(R), a € R, —1 < s < 0, il existe un unique
SR

Iy € CEHI(R) telle que 15(0) =0 et I, =" f.
preuve Soit —1 < s <0,
f U v, u,v € CET(R) montrons que Iy :  — [ u(t)dt + v(z) — v(0) convient.

Comme u,v € C51, Iy € OS5t et 15(0) = 0. De plus pour tout g € S(R)

S(R)’
<If,g >=—<u,g>—<v,9g>4v(0) [¢(t)dt = — < f,g > donc I ® f.
L’unicité vient de la condition I;(0) = 0.
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Proposition 4.3.0.6. Soit -1 <s<0,aeR, deR, et

SEIS Dle —k)+ S0 d 202y (i — )

kez JeN kez
telle que |c,(§d)| <C(1+ |k])* et ]dgdlgl < 02796H2)(1 4277 k). Alors,

1(2) °E F(x) - F(0)

avec,
PR ol + 3y Diuit e it
keZ JjeEN keZ
ou ¢ =0, Y = E D sik >, M sik < -1, DY) =
279d\}).

Lemme 4.3.0.5. soit g € S(R), (ax)rez une suite a croissance lente. On pose

|K|

k
Ag=0, Ag=) a; sik>1 A== a; sik<-1,
j=1 j=0

xX
et g1:x .—>/ g(t)dt
z—1

Alors, g1 € S(R), (Ak)kez est une suite a croissance lente et

[ St - - So-

kez keZ kezZ

preuve g € S(R) donc g1 € C*(R), soit N e N, I e N*, z € R

L+ [2))Vgr (@) < 2V [ (1 + [¢)V|g(t)|dt done mn(g1) < 2NN (9)-

(1+ 20 @) = (1 + 2)¥]g V(@) — gD (@ = 1)] < 2V mysa(g):

donc g1 € S(R) et pour tout N,l € N, mn;(g1) < 2N 1wy (g).

(ak)kez une suite a croissance lente donc il existe a > 0 et C' > 0 tels que pour tout k € Z
lar] < C(1+ |k|)® alors |Ag| < O(1 + k)Tt et (Ax)rez est une suite a croissance lente.
Zkez argx converge uniformément sur tout compact donc

[ mat =i = X [ oot~ tar

keZ keZ
= Z/ Arg(t — k) dt—Z/ Ap_1g(t — k)dt
keZ kezZ
= ZAk/ (t—k)—g(t —k—1)dt
kezZ
= D Aile—k) = Apgi(-
keZ kez
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preuve de la proposition 4.3.0.6

SR)

Si —1 < s <0, On pose u(zx) ) Y okez C;(Cd)ﬁpd(x —k) € C5th et

S(R)

v(x) "= Y jen kez 277 d)QJ/Q@Dd Y2z — k) € €51 de sorte que f S® o
Avec les notation du lemme 0% = %1 et on pose
(d) (d) _ (d) (d) _ & (d) (d) j 7(d)
c? =0 C; Z sik>1 CY ==Y c% si k<1, DY) =277d).
7=0

Alors [C7] < C(1+ [K])*+!, |DY| < €279/ (1 4 277 |k|)*. Done

SRS Ot 4 STST Dyt e gst e,

kez jeN kez

;%" F — R0).

On peut enfin s’intéresser a la décomposition en ondelettes du bruit gaussien Fractionnaire
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Chapitre 5

La décomposition du mouvement
Brownien Fractionnaire en ondelettes

5.1 La décomposition du bruit blanc gaussien en ondelettes

Théoréme 5.1.0.2. Presque sirement le bruit blanc gaussien admet la décomposition sui-

vante : SRy
7(w) °% > oker(w) + YD wikejnw),

kez JEN keZ

avec, {€jp, e, k' € L,k € Z,j € N} des variables aléatoires i.i.d. N(0,1).

Lemme 5.1.0.6. Soit (2, A, P) un espace de probabilité. Soit (€,)ncz une suite de va-
riables aléatoires réelles centrées identiquement distribuées de moment d’ordre p, p > 1,
fina.
Alors il existe une variable aléatoire rélle finie presque sirement telle que pout tout n € Z
et w e

len(w)] < C(W)(1 + |n|)"/?.

De plus, si (€,)nez est une suite de variables aléatoires réelles de loi normale centrée réduite,
il eziste une variable aléatoire rélle finie presque sdrement telle que pout tout n € Z et w € 2

len(w)] < C(w)y/In(2 + |n|).

preuve Par hypothése E(|e1|’) < 400 donc > P(|e1|? > |n|) converge. Les variables
{€n;n € Z} sont identiquement distribuées donc pour tout n € Z

P(le1|” > |n[) = P(len]” > [nl).

Par le lemme de Borel-Cantelli

P(NgUp>k{len]” > [nl}) = 0.

Soit w € €2, on pose

Si w ¢ NEUp>k{lenl’”) > n|}, C(w) < +oo et C convient.
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Lemme 5.1.0.7. Si X : QQ — R suit une loi normale centrée réduite, pour tout t > 0
2 2
P(X>t)<le T et P(X|>t)<e 7.
En effet,

t2 1 +o0 22 42

P(X>te? = — e 2ezdx

+2

1 [T @n? 2 :
= \/T e” 2 ezdr aprés changement de variable
m™Jo

2

1 [t 2,
= — ez "y
\/277/0
1 +o0 de
o \/277/0

2
Et enfin, P(|X| > 1) =2P(X >t) <e 2.
Ainsi si (€,)nez est une suite de variables aléatoires réelles de loi normale centrée réduite,
pour tout n € Z* et a > 0

a21n|n\ _a®
P(les| > ay/In|n|) <e” 72 =|n| 2

Sia > 2, P(|len] > ay/In |n|) converge et par le méme raisonnement que précedemment,

N[ =

len(w)] < C(w)V/In(2 + |n])

avec

C(w) = sup (ﬁ) < 400 presque sirement.
nez +/In(2+ |n|)
Remarque 5.1.0.3. On démontre de la méme fagon que si (€j)jenkez est une suite de
variables aléatoires réelles centrées identiquement distribuées de moment d’ordre p, p > 1,
fini il existe une variable aléatoire rélle finie presque sirement telle que pout tout j € N k €
Z etw €
i) < Cw)(X+ )71+ k)P

et

leju(@)] < C(w)VIn(2 + j)v/In(2 + [k])
si € suit une loi normale centrée réduite, pour tout j € N et k € Z.

preuve du théoréme 5.1.0.2 D’apreés le lemme il existe une variable aléatoire rélle finie
presque strement telle que pout tout j € N, k € Z et w € Q

ler(w)] < C)VIn2 + [k]) et |ejp(w)| < Clw)vIn(2 + j)v/In(2 + [k])

donc Y prer(w) + > ¥ k€ k(w) converge presque sirement dans S(R)'.
De plus ¢ et ¢ sont & valeurs réelles donc X := 37 7 @rer + e Dopez V) k€)k définit

un processus généralisé sur S(R) qui se restreint en un processus généralisé sur S(R).
Comme {¢;x, e, k' € Z,k € Z,j € N} sont des variables aléatoires i.i.d. N'(0,1), X est
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limite presque sire d’un processus généralisé gaussien centré sur S(R) et X définit un

processus généralisé gaussien centré sur S(R). Enfin, pour tout u,v € S(R),

x(u,v) = E(<X,u>< X,v>)
= Y <opu>Tonvs+ Y Y <ipu>< g0 >

kez jeN kez
= / u(t)v(t)dt car {@p,¥jx, k € Z,j € N} est une base orthonormée de L*(R)
R
= Fz(u, ’U).

Ce qui démontre le théoréme.

a1
Corollaire 5.1.0.3. Presque siirement Z € C, 2 pour tout 0 < a < %

5.2 La décomposition du bruit blanc gaussien Fractionnaire
en ondelettes

Théoréme 5.2.0.3. Soit H €]0,1[\{3}, d = —H + 1 €] — 5, 3[~{0}, presque sirement,
le bruit blanc gaussien fractionnaire se decompose sous la forme suivante :

Zy(w E Z el (w) + Z Z 2jd¢],k€y k(W)

kez jeEN keZ

mH(2H—1
AU@C, Cn = (_COS(TI'H)(F(72I‘)I+2))1/27

{€jr:k € Z,j € N} des variables aléatoires i.i.d. N(0,1),

oo

d d

€k = Z’Yl €k—1
1=0

ot {eg, k € Z} sont des variables aléatoires i.i.d. N'(0,1) indépendantes des
{€jk€Z,j € N} .

preuve On sait déja, d’apreés le théoréme 5.1.0.2, que presque siirement

& Z Vkek + Z Z V) K€k

keZ keZ jeN

avec, {€x, €k, k € Z, j € N} des variables aléatoires i.i.d. de loi N'(0,1) .

de]— %, %[ donc Dd S'(R) — S(g)(R)" est linéaire continu .

Alors presque stirement

piz St ZD Crer+ > > DM ke ke

kez keZ jeN

—_—~

On cherche un processus généralisé sur S(R), or pour tout k € Z et j € N, D4y, et dej,k
sont a valeurs réelles donc, si > Déprer + > > D% ke i converge dans S(R)', le proces-

sus correspondant se restreindra & S(R).
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On pose pour N,J € N, X]‘{, = ZIkISN Déyper, YJ%’J = Z\k\SN ZOSJ‘SJ Dd¢j7kej7k et
d ._ yd d

ZN,J =Xy +YN,J~

Z% ; est un processus généralisé sur S(R) gaussien centré sur S(R).

De plus pour tout k € Z et j € N

S(R)’ S(R)’ d
D "= 1 (D) "= Z’Yz( ot
leN

—

et Dy, S8 gidyd,

Lemme5208 PourNENethZ, on pose € = ¢, si |[k| < N, e =0 si |[k| > N,
d
=Y ioal, = Zz —maz(k—N,0) T €k—1-

Presque strement, pour tout k € Z la suite (e,gd’N))NeN converge vers ek =y O'Yl €k—1
quand N tend vers 4o0.

De plus, les variables aléatoires ez sont identiquement distribuées de loi N(0,04°) avec
oq = (Zi’io(’yldy)% et pour tout p > 2, il ewiste une variable aléatoire C) finie presque
stirement telle que pour tout k € Z et N € N

1PN ()] < Cpl(w) (1 + k)P

( En particulier |el(€d) ()| < Cp(w)(1 + |EN)VP).
preuve Soit k € Z et N € N, la suite (ek_l'yld)leN est une suite de variables aléatoires

indépendantes.

; -
B(("")?) = Sl maae w0 ()% Z(0f)? converge car d €] =3, 3 et 7! = O aoli71),

donc (egfd N))NGN converge dans L?(Q, A, P) ie > v, converge dans L?(Q, A, P) et par
le théoréme de Paul Levy Z'yldek_l converge presque strement.

Comme Z est dénombrable, presque stiirement, pour tout k € Z la suite (e,id’N
vers € = > 70 ydex—; quand N tend vers +oo et €f suit une loi N (0, 04?).
On montre de méme que pour tout k € Z, > |'yldek_l| converge presque sirement. Les
variables (30 |ex—i|)kez sont identiquements distribués et de moments d’ordre p finis
pour tout p > 2 donc d’aprés le lemme 5.1.0.6 p.39, pour tout p > 2 il existe une variable
aléatoire C), finie presque srement telle que pour tout k € Z et N € N

1M (W)] < Cplw) (1 + k)P,

))NeN converge

retour a la démonstration du Théoréme 5.2.0.3

Soit w € Q tel que |ex(w)| < C1(w)y/In(1 + [k]) et |6 x(w)| < C1(w)y/In(1 + |k[)/In(1

pour tout k € Z, j € N, avec C}(w) < o0,
(g (d N)(w))NeN converge vers €% (w) et,

|e(dN( )| < Cp(w)(1 + k)P pour tout k € Z, N € N, avec Cp(w) < oo pour tout
p € N~ {0,1} ( leur ensemble est de probabilité égale a 1 ). Alors, pour tout g € S(R)

< X%(w),g> = Z < Dy, g > € ()
keZ

= ZZ%(d) < g > 6 ()

keZ leN

d,N
= Y <olg> e (w)
keZ
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Comme (6(d’N)(w))N€N converge vers € (w) et, ]e,(vd’N)(w)| < Cp(w)(1 + [K))YP pour tout
keZ, NeN

N——+
<Xf(w),g> =Y <ol g > dw) =< Wl >
keZ kezZ

De plus,

<Y§ whg> = DY > <Dk g>epw)
|k|<N 0<j<J

= D D <Uhg> VW)

|k|<N 0<j<J

Comme d < % etle;(w)| < C1(w)y/In(1 + [k[)/In(1 + 5)

N,J—+ ; ;
< Y]%,J(w)vg > ZZ < %{k,g > 2de; ) (w) =< Zz2jdej7k(w)wﬁk,g > .

keZ jeN keZ jeN

Donc presque stirement

N,J—
74, IS el 37N 200, = 24 dans S(R).
keZ keZ jeN

Presque sirement pour tout 0 < a < 3 —d, Z% € catmVE ¢ S(R) et Zd(«%) CR

—

donc Z? définit un processus généralisé sur S(R) qui se restreint sur S(R). De plus, pour

tout N,J € N, Z% , est un processus généralisé gaussien centré sur S(R) et (Z% ;)n.sen

converge presque sirement vers Z% donc Z? est gaussien centré. Enfin, pour tout u,v €
S(R)

E(< Z]‘{,,J,u ><Z4 L v>) = Z < Dpp,u> < Digy,v >
|kI<N
d
+ Z Z <D 1/Jj7k,u><Dd1/Jj,k,U>
|k|<N 0<5<J
= > < Ddi> < gy, D% >
|k|<N

+ Y < DT> < g, DT >,

k| <N 0<5<J

Or, —3 < d < 1 donc Ddg e L%(R) pour tout g € S(R) et comme {er, ik, k€ Z,j € N}
est une base orthonormée de L?(R), on en déduit que (< Zj‘fﬂ 7,9 >)N,Jen converge dans
L?(Q, A,P) pour tout g € S(R). Par unicité de la limite, pour tout g € S(R), la suite
(< Z]C{,J,g >)N,JeN converge vers < Z4 g > dans L?(Q, A, P) et pour tout u,v € S(R),

Iya(u,v) = N}i—rf}f—OOE(< Zj‘fu,u > < Z]‘{u,v >) = /RDzla(m)Dd@(:E)d:z:.
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Alors, T'ja(u,v) = /Daﬂ(x)Dvd@(x)d@“:% Ba\ﬂ(f)?%(f)df
R R

1

= 5 LT E = 5 [ eMaemee

1 Ty .
= — <[P uxD>
2T

Lemme 5.2.0.9. Pourd €] — L1 1[0}, [¢**t)°®

—2sindrl(2d + 1)pflt|~ 2
On en déduit que I'za(u,v) = — 2 sindal'(2d + 1) < pfIt T 2wk >, et

vza(t) = —Lsindal(2d + V)pflt| 2

Ord=—H+ 5 et H# 3 donc yza(t) = —1 cos Hr['(—2H + 2p st/ 2.

Finallement, vo, za(t) = C3y54(t) = H(2H — Dpflt|* 2 = ~z, () et ainsi

CuZd & 7y,
ce qui prouve le théoréme.

()S()

Presque stirement, 2y CH(Zk;eZ pled(w )+ jeN Dkez 2jd¢]‘{kej7k (w)), donc presque

d—a—1/2

strement, pour tout 0 < a < 2 —d, Zy € Cq , et on peut "intégrer" ce processus.

5.3 La décomposition du Mouvement Brownien Fractionnaire
en ondelettes

Théoréme 5.3.0.4. Soit H €]0,1[, presque sirement, le mouvement brownien fraction-
naire se décompose sous la forme suivante :

By (t,w) = Cu()_ ®ult- k)5S (w) + DN 2 I HRR9I Py (27t — ke p(w) — bo(w)).
kez jeN keZ

TH(2H-1
A'uec, CH = (_—COS(WH)(F(—2137+2))1/2’ 01/2 = 1,

W)=Y @u(=k)S @)+ 3 Y 2D W (ke (w),
kez jEN kez

{€jr.k € Z,j € N} sont des variables aléatoires i.i.d. N(0,1),

k k oo
SIE;H) _ 261/2 H) 2271(1/2 H) k>,
j=1 j=11=0
s =,
1 0 0
Sl(cH) _ Z 61/2 H) Z 271(1/2_H)€j—l k< -1,
j=k—1 j=k—11=0
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ot {ex, k € Z} sont des variables aléatoires i.i.d. N'(0,1) indépendantes des
{€jr,k €Z,j € N},
By = o (/2HH)

\I/H — w—(l/?-ﬁ-H)'

Ceci est vrai pour tout t € R et la convergence est uniforme sur tout compact de R.
preuve

Soit H €]0,1], w € Q tel que Zp(w) S®) Cr(X ez Pled(w) + D jeN 2okez 2jd¢?’kej7k(w)),
avec d = —H + %, 62 = €, d’apreés le théoréme 5.2.0.3 p.41.

En fait, w est tel que |ex(w)| < C1(w)/In(1 4+ [k]), |6 x(w)| < C1(w)y/In(1 + |k])/In(1 + j)
pour tout k € Z, j € N, avec C(w) < oo, et |ek( w)| < Cp(w)(1 + k)P pour tout &k € Z,
avec Cp(w) < oo pour tout p > 2.

Pour 0 < a < H, Zy € CH=271 et avec les notations de la proposition 4.3.0.6 et du
théoréme 5.3.0.4

Iz, (w) S® ¢ Cu(Y_Pult- k)SU (w) + DSOS o I HHD P (278 — ke p(w) — bo(w))
kez jeN kez

donc presque sarement Iz, € CZ-%(R) c S(R)'NC(R) ainsi I, définit non seulement un

oz—i—l
processus généralisé sur S(R) qui se restreint sur S(R) mais aussi un processus réel.

On pose F(t,w) = 1cz @H(t—k)S,gH) (@)D" jen 2kez 2 I HFY2)21/2 1y (2t —k)e; 1 (w),
de sorte que Iz, (t,w) = Cy(Fu(t,w) — Fg(0,w)).

Pour tout k € Z, E((e)/*")?) = Spno(n* )% = (0)? done S € L*(Q, A, P) et
E((S{)?) < (omk)*.
Comme H > 0 pour tout t € R Fy(t) € L*(Q, A, P), E(Fy(t)) =0 et

E(Fp(t)®) =) ®ut—k)0u(t—DES{ST)+> > o HH2 912 (9 (27t — k)2,

keZ leZ jeEN keZ

Donc t — E(Fy(t)?) € Ci! et ainsi Iz, est un processus du second ordre centré tel que
£ B(Iz, (1)) € CYf

De plus pour tout v € S(R) < Iz, (w),u >= Cy(d ez < @u(t —k),u > S,(CH)(w) +
D jeN D kez 2 IHH1/2) < 23/2 1y (27t — k), u > €1 (w) — U(0)by(w)) donc Iz, est un pro-
cessus generalise du second ordre centré ; et, pour tout u,v € S(R), par Fubini,

Ly, (u,v) =[x Jrul E(Iz, (t)Iz,(s))dtds.
Soit u € S/QZ]RT) il existe U € g@@ telles que u = U’ et < Iz,,u >= — < Zyg,U >

donc Iz, est un processus généralisé gaussien centré sur Sp(R).

Soit 6 € COO(R) telle que 0 > 0, supp(d) C [—1,1] et 5(0) =1 Pourn € Net x € R
on pose O, (z) = nf(nx) alors (0,)nen est une unité approchée. Soit u € g(\f&/), on pose,
un, = u —u(0)0, alors u, € g(\/) et 1, (0) = @(0) — @(0)A(0) = 0 donc u,, est dans S/OEIRT)
et pour tout n € N < Iz, ,u, > est une variable aléatoire gaussienne.

Or <Igz,,uy> = <Iz,,u>-u(0)<Iz,, b0,hb >=<Iz,,u>-u(0)(Iz, *0,(0))

n—-4oo
e

<Iz,,u> ps. car Iz, € C(R) ps. et I7,(0)=0.
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Finallement, < Iz, ,u > est aussi une variable aléatoire gaussienne donc Iz, est un pro-

—_~

cessus généralisé gaussien centré sur S(R) en tant que limite presque sire d’un processus

—_~

généralisé gaussien centré sur S(R). Il est entiérement caractérisé par I’ Iz,
Soit u,v € Sp(R) il existe U,V € S(R) telles que u = U’ et v = V', alors,

FIZh(u,v) = E(< Iz, u><Igz,,v >) = E(< Zg, U > < Zy,V >) = FZH(U,V)
= < HQH - Dpflt 20V >= — < Hit|? " usxV >
1
= <[t uxv>
2
Proposition 5.3.0.7. Pour tout u,v € S(R),
Tty (u0) / / {|t|2H F1sIH — [t — oM Vdtds.
preuve On sait déja que pour tout u,v € So( )
Ty, (u,v) = -} |t|2Hu>x<v = Ja Ju@®o(s) 3P+ |s* — |t — s|* Ydtds.

car [pu(t)dt = fR ds = 0.
Soit u,v € S(R), de méme que précedemment, on pose, pour tout n € N, u,, = u — u(0)0,

et v, = v —v(0)0,, de sorte que (up,vy) € So(R) x So(R). Alors, pour tout n € N,

I‘IZH(un,vn = /|t|2Hun*vn :——//un vn —s|2Hdtd5.

Or, [ un(t) |t—s[2Hdt—un*fyH( ) =uxyg(s) — A(O)@ sy (s), ot v 1t — [t

Alinsi, FIZH (Un,vn) = -3 fRU*VH( 8)vn(s)ds — u( fRe * yu (s5)v ( )ds).
Lemme 5.3.0.10. Si (0,)nen est une unité approchée, pour tout u € S(R), 0, xu sl
dans S(R) .

preuve Pour tout j € N, (8, * u)¥) = 6, x uU) donc il suffit de montrer que pour tout
NeN

7N (On xu —u) =500
Or, pour z € R, (Opxu—u)(z) = [g0n(t)(u(x—1t)—u(z))dt = f|t|<1 O (t) (u(x—1t) —u(z))dt.
Donc, |(6y * u — u)(z)| < 2Van1(w)(1 + |2|) ™V [3 [t|6n(t)dt, par I'inégalité des accroisse-
ments finis, et |(0, * u—w)(z)| < 2NN 1 (u)(1+ |z) N1 [L |t|6(t)dt. Finallement, my (6, *

u—u) < C/TN jmasai}
Or,
/Ru * Y (s)n(s)ds = /Ru i (s)v(s)ds — 6()/R w* v (8)0n(s)ds

= / u v (s)v(s)ds — w/ VH (8)0n * U(s)ds

R R
n—+too /RU*'YH(S)@CIS_@/RVH( Ji(s)ds car vy € S(R )
Et,
On % Vi (5)Un(s)ds = O * Vi (5)v(s)ds — 5(0) / O % VH (5)0n(5)ds
R R R



/ bk vm(s)on()ds = [ qu(s)f, + o(s)ds — 5(0) / 0+ 11 ()6(s)ds
R

11(5)0,, % v(s)ds — 5(0) // st_te()d

I
—r
2

Donc,

U R 1< / u i (s)v(s)ds —0(0) / v (s)i(s)ds — (0) /RVH(S)U(S)dS)
// {|t|2H+! 2H 1t — s2HY dtds.

De plus, I', (un,vn) = Jg Jg un(t)vn( vn(s)E(Iz, (t)12,(s))dtds, donc

Tty (tiny o) / / E(Iz, (t)I2, (s))dtds—a(0 / / 0, ()0 (S ELn,, ()12, (s))dtds
// E(Iz,(t)Iz,(s))dtds+u(0) // E(Iz,(t)Iz,(s))dtds.
| / [ OOV Lz, (012, (ads| = | / / . B(12,, ()12, (s))dtds
< Cliz,) / / 0080 ()1 B(1, (5)2) " 2dtds

n—-4o00 O

Par un raisonnement analogue on montre que

lim / / B(l7, ()17, (s))dids =0 et lim / / 00 (£)00 (5VE(Lz,, (1), (s))dtds = 0.
Ainsi 'y, (un, vp) fmare Jr Jr u( E(Iz,()1z,(s))dtds = T'r, (u,v) et par unicité

de la limite
1
Ly, () = [ / u(to(s) g {12 + |52 |t — 5[ ydtds.
RJR

Proposition 5.3.0.8. Pour 0 < H < 1, le processus {Iz,(t),t € R} est le mouvement
Brownien Fractionnaire.

preuve D’aprés ce qui précéde [z, définit un processus généralisé gaussien centré sur

P

S(R) tel que pour tout u,v € S(R),
Try (0,0) = i Jru(0)(8) S8 [t — 5" Yatds = f Jo u(®)0(5)E (I3 (8) 7 (5))dt s

Soit t1,...,t, € R deux a deux distincts pour ¢ = 1,...,n et kK € N on pose
0t iz — 0,(t; — x) € S(R); presque strement, t — Iz, (t) € CI=%(R) C C(R) donc

< Iz, 00 >= Iz, % 0k(t;) koo Iz, (t;) presque sGrement.
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Ainsi (Iz,,(t1),..., 1z, (ty)) est un vecteur gaussien centré et on en déduit que {Iz, (¢),t €
R} est un processus gaussien centré.

I7,,(0) =0 par définition de I,,.

Jr Jru(t)o(s) (E(IZH () Iz (5)) — {1 + s =1t - sIZH}) dtds = 0,
pour tout u,v € S(R). Or, t — E(I%H) € CH(R) donc (t,s) — E(Iz, (t)Iz,(s)) € C(R?)
et (t,5) = B(Iz, ()7, (s)) — L{t[*" + [s]* — |t — s]*"} € L}, .(R?) . On en déduit que

loc

L, 2 2H 2H
E(lzy ()1z,(s)) = {117 + s — |t = s[77}.
Enfin, presque siirement pour tout 0 < o < H, t +— Iz, (t) € Cfgla(]R) C C(R).
On en conclut que presque stirement pour tout ¢ € R

Bu(t,w) = Cu (> @u(t—k)Sy™ () + 3 S 279HTYD90/2 1 (271 — k)ej p(w) — bo(w)),
kez jeEN kez

avec convergence uniforme sur tout compact de R d’aprés la proposition 4.1.0.3 p.33.
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On a obtenu une décomposition en ondelettes du mouvement brownien fractionnaire
qui présente de nombreux avantages.
Elle isole les termes de basses fréquences qui font intervenir une marche aléatoire de proces-
sus FARIMA et ceux de hautes fréquences qui modélisent les fluctuations. Elle est valable
pour tout ¢t € R, la convergence est uniforme sur tout compact de R, et elle apporte des
renseignements sur la régularité du processus. Enfin, elle permet d’obtenir la construction
de processus non gaussiens dont les propriétés du second ordre sont les mémes que celles
du mouvement brownien fractionnaire.
Cependant, la spécificité des fonctions d’ondelettes engendre de nouvelles difficultés dans
la simulation du mouvement brownien fractionnaire par cette méthode.
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Annexe A

Rappels et notations concernant les
distributions tempérées

A.1 L’espace de Schwartz

A.1.1 Définition

Définition A.1.1.1. L’espace de Schwartz sur R, notée S(R), est formé des fonctions a
décroissance rapide ¢ € C*(R) telles que pour tout N,j € N,

sug(l + |x\)N‘¢(J') (x)] < +o0.
S

On note my j(p) = supo<i<; sup,er(L + |2)) V" ()| et mn(p) = mno(p).
On munit S(R) de la topologie induite par cette famille de semi-normes.

Remarque A.1.1.1. CX*(R) C S(R) C Ni<p<ooLP(R).
Définition A.1.1.2. L’espace des fonctions tempérées est formé des fonctions a croissance
lente f € C®(R) telles que pour tout j € N il existe ¢ > 0 et N € N tels que pour tout

r €R ‘
fO (@) < e+ |z,

Définition A.1.1.3. Voici une liste d’applications linéaires continues de S(R) dans lui-
méme :

a ) les translations : Typ(x) := p(x —t), ou t € R;

b ) les dilatations : Oxp(z) == @(x/A), ou X € R~ {0};

¢ ) les dérivations : dp(x) :== pU)(z), ou j € N;

d ) les multiplications : fo(z) := f(x)p(x), ot f est une fonction tempérée ;

e ) la transformation de Fourier : $(x) := [5o(t)e "!dt ;

[) les convolutions : ¢ p(x) == [5@(x —t)Y(t)dt, o p € S(R) .

Théoréme A.1.1.1. La transformation de Fourier est un isomorphisme de S(R) sur lui-
meéme.

Proposition A.1.1.1. Soit p € S(R), £ € R,

0 ) Tp() = e HER(E)

b ) Brp(E) = Moy B

¢ )P0 (€) = (€)3(6) ;

d ) (—iz)ip(€) = V() ;
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e ) Ble) = 2mp(&) = 2mO_10(6) ;

£) 2x (€)= BEDE);

g9 ) ve(§) = gﬁw V(&) ;

h) (px)I(E€) = W) % 9(€) = o 1) (¢).
Remarque A.1.1.2. Soit p € S(R)
1)VN,jeNay;(p) < Onjmorjn(p)

2 )VN,j e Nny () < 5-Cnjmarjn (D).
preuve

1) Soit E€R, 0<1<j,

si ¢l <1, 1+ [hN2D ()]
Si ¢l > 1, 1+ [EhN2B ()
Ainsi 7TN]( p) < CNJ7T2+]N

2 )p(€) = £5(6).

<2 \(Also\w < 2y () < 2V v ().
< 2V|((—iz) o) M (€)] < Cnymagan (9) < Cnymagjn ().

|
()-

A.1.2 Les espaces S;(R),j € N
Définition A.1.2.1. Soit j € N on définit les epaces

Si(R) := {¢ € S(R); /R Fo(x)de =0, 0< k< j},

S0)(R) i= ;8 (R).
Remarque A.1.2.1.

Sj(R) = {p € SR); gV (0) =0, 0 <k < j}.
Proposition A.1.2.1. Pour tout j € N

Si(R) == {p ;€ SR)}.

preuve Comme U+ (&) = (i&)IH1H(€)
{eUt); 0 € SR)} C S;(R).

On raisonne par récurrence pour montrer 1 autre inclusion.
Soit ¢ € So(R) on pose ®(z) = [*_(t
Soit N €N, (1 +2)VNd(z) = f;oo 1 +x) p(t)dt st x >0
donc, (1 + |z|)V|®(x)| < 7rN+2(<p) siz>0.
(1—:UN<I> )=— [T (1 —2)Np(t)dt siz <0
donc, (1 + [z)V|®(z )| < 7mnt2(p) stz <0.
Ainsi

TN (P) < mn2(p)
Alors pour tout N € Net j € N

N (P) < T2, ()

donc ® € S(R) et o = P'.
Supposons avoir démontré que S;(R) := {pU+D):p € S(R)} pour j € N.
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Soit ¢ € Sj41(R) il existe @ € S(R) telle que p = FUHD.
Comme ¢ € Sj11(R), ¢ € Sp(R), et d’apres le premier cas

o =00 & e S(R).

La propriété est ainsi démontrée par récurrence.

A.2 L’espace des distributions tempérées S(R)
Définition A.2.0.2. L’espace des distibutions tempérées est défini par
SR) :={T : S(R) — C; T est linéaire et continue }.

L’espace des distibutions tempérées est donc le dual de l’espace de Schwartz.
Remarque A.2.0.2. S(R)' C CP(R)" et S(R)' C Sj(R) pour tout j € N.
Définition A.2.0.3. On définit les applications linéaires continues suivantes sur S(R)’
par transposition d’applications linéaires continues sur S(R) :

a ) les translations : < 7T, p >:=<T,71p >, out € R, T € S(R), p € S(R) ;
b ) les dilatations : < O\T,p >:= |\ <T,0/\¢ >, ot A € R\ {0};

¢ ) les dérivations : < T o >:= (=1 < T,pU) > oijeN;

d ) les multiplications : < fT,p >:=<T, fo >, ot f est une fonction tempérée ;
e ) la transformation de Fourier : < f, o >=<T,p>;

f ) les convolutions : < T s, >=<T, %>, ot 1 € S(R).

Proposition A.2.0.2. Soit T € S(R),

a ) 7€) = 7T (€) ;

b) O5T = Nk i T

¢ ) TG = (i€)IT ;

d) (Cia)T =T0);
e)f:27rT;
1) T =) = TE)H(E),
9) YT = 5T

)
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